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1. fejezet

Valds szamok

NczZcQc[R]cC

1.1. Csoportok

Definici6 1.1 Legyen G halmaz és - egy kétvdltozés miivelet G-n: G X G — G.
(G, ) csoport, ha

1. (a-b)-c=a-(b-c) Va,b,c e G (tehit asszociativ)
2. dec G hogye-g=g-e=g Vg & G (létezik egység elem)
3. Vg € Gesetén 3'g Y melyre g- ¢~ = ¢~ 1 - ¢ = e (létezik inverze)

Definicié 1.2 Egy csoportot kommutativ csoportnak (Abel-csoport) hivunk, ha a miivelet kom-
mutattv. Tehdt (G; -) kommutativ csoport, ha

a-b=b-a VabeG

Definici6 1.3 A test eqy olyan F = (T,+,-) kétmfiveletes algebrai struktiirit jelol, ahol T kom-
mutativ csoportot alkot a + (,,0sszeadds”) milveletre nézve, a - (,,szorzds”) kommutativ, asszociativ,
minden nem nulla elemnek van inverze a - miiveletre nézve, tovibbd a - miivelet disztributiv a +

mitveletre. Tehit:

1. (T, +) kommutativ csoport: e = 0,a~! = —a.
2. (T \ {0}, -) kommutativ csoport: e = 1,a~1 = L.
3.a-(b+c)=ab+ac Vab,ceT

1.2. Valods szamok axiomai

1-9. (R, +, ) testet alkot.

1.2.1. Rendezési axiomak
Va,b,c € R-re

10. A kovetkez6 3 koziil pontosan 1 teljesiil: a < b;a = b;a > b.

11. Tranzitivitds:a <bésb<c =a<c

12. A rendezés monoton az 0sszeaddasra: haa < b, akkora +c < b+c¢
13. A rendezés monoton a szorzdasra:haa < b, akkora-c <b-c
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1.2.2. Archimédesz-féle axioma

14. Vx € R-hez dn € IN, hogy n > «x.

1.2.3. Cantor-féle axioma
15. RR teljes:

LhCchcCclzc...Cl, akkor d¢ € R, hogy

e In

nelN
Megjeqyzés: Q-ban nem teljestil!



2. fejezet

Szamsorozatok

2.1. Kor keriilete

A kor (K) kertiletét beirt (k,,) és hozzairt (K;) sok-
szogek kertiletével kozelitjiik.

T
ky, =n-2-sin —
n

7T

kn <K<Ky
n| 3 4 10 100 ... — oo
kn | 3v/3 4v2 6,1803 6,2822 ... — 27
K,|6vV3 8 6,4983 6,2853 ... — 27

2.2. Bevezetés; definiciok
Definicié 2.1 Valds szdmsorozatok
f:N—R a,=f(n)
Megjegyzéls: Van olyan, hogy néha nem értelmezziik a fiigguényt az elsé néhdny természetes szdamon,
pl.: a, = . (n=1,23...)
Definici6 2.2 Az {a,} sorozat feliilrdl korldtos, ha 3K € R : a, < K Vn € N.
Definici6 2.3 Az {ay,} sorozat alulrdl korldtos, ha I3k € R :a, >k Vn € N.
Definicié 2.4 Az {a,} sorozat korldtos, ha alulrdl és feliilrdl is korldtos.

Definici6 2.5 Az {a,} hatdrértéke A € R, haVe > 0:3N(e), hogy |a, — A| < & han > N(e).
Jelolés: lim a, = A, vagy ay 70 A
n—oo

Definici6 2.6 Az {a,} sorozat konvergens, ha 3A € R, hogy lim a, = A.

n—oo

Intervallumok:
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e zéart: [a;b] = {x € Rla < x < b}
e nyilt: |a;b[ vagy (a;b) = {x € R|a < x < b}
e félig nyilt v. zért: (a;b] = {x € R|a < x < b}
Definici6 2.7 lim a, = A € R, ha Ve > 0 esetén a sorozat véges szdmii eleme van az (A —g; A +

n—oo

€) intervallumon kiviil. Ez ekvivalens a 2.5. definiciéval.

2.2.1. Példak

1) a, = % lim % = 0. Bizonyitas a 2.5. definici6 felhasznaldsaval:
n—oo

——0| <e
n

—

<e&

! ) 1
st N(s):H

s

Tehat kiiszobindexnek Ve > 0-hoz az E} -t valaszthatjuk.

@b, =" gim EU g

n n— 00 n

—1)" 1 1

’u—0’<e - —<eg — N(E):l_}

n n S
341 - 1
Ben=55, " 72

3+mn +1 _|6+2n+5—-2n| 11 <

5-2n 2| | 2(5-2n) |10 —4n

Ha n > 3, akkor:

un o ono_ o U410 N(e) = max |3 11+ 10e
10—4n| 4n-10 4e B "l 4de
—2n n—oo
4)d, = 0
@) 33+2
-2 22
% —0| 2 gn3 n Z nehéz egzaktul megoldani — becslés
n?—-2n  n® 1 1 1
_ —_ N(e) = 2, | —
3n3+2<3n3 I VI (¢) max{ [38}}
n3—2n n—oo 1
5) ey = =
Oren =355 3
n—2n 1| 3n3—6n—3n3+2 —6n 42|z 6n-2 _  6n 2
33 -2 3| N3 — M—6| ImP—6 B —6n3 n?

TR B
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2.2.2. Divergens sorozatok és & végtelenbe tartas

Definicié 2.8 Az {a,} sorozat divergens ha #A € R, hogy a,, — A.

Definici6 2.9 a, —— co, ha VP € R > 0 : AN(P) kiiszobindex, hogy a, > P, han > N(P).

n—oo

Definici6 2.10 a, —— —oo, ha VM € R < 0 : AN(M) kiiszobindex, hogy a, < M, ha
n > N(M).

Lemma 2.1 |4, — 00 <= —a, — —0]

2.2.3. Példak

M a, =n>+10n+2 —
Kell, hogy adott P-re a, > P:

an=n3+10n+2;n3>P — n>\3/ﬁ

(*) becsliink: ha egy az erdetinél kisebb sorozatot vizsgalunk, akkor az ehhez tartozé kii-
szObindex az eredetihez is jo lesz.

Tehét kiiszobindexnek VP > 0-hoz példaul az N(P) = [W] -t vélaszthatjuk.
) a, =n—10n+2 —

>5
g, = —1m+2>nd—1m >3- =" sp — 4> V2p

N(P) = max {5, [ ; 2P] }

Megjegyzés: a, = (—1)" divergens, nem tart se +00, se —oo-be.

Tétel 2.1 Ha egy sorozat konvergens, akkor a hatdértéke egyértelmdi, tehit:

lima, =A€Rés lima,=BeR — A=B

n—oo n—oo

Bizonyitas 2.1 Indirekt. Tth: A # B. Legyen példaul: B < A

|A — B| (N
— . \ I Y \ I

3 B

\J

e

Legyen ¢ =

A
ap — A=a, € (A—¢ A+¢e)han > N,y(e) han > max{N,(¢), Ny(¢)} =
ap — B=a, € (B—¢ B+¢)han > Ny(e) ap € (A—¢A+e)U(B—¢B+¢)=0

Tehat az 4llitasunk hamis, igy igaz az eredeti allités. n
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2.3. Ekvivalens megfogalmazasok

P és Q két allitas:
1. P& Q Q&P
P ekvivalens Q-val.
P pontosan akkor teljestil, amikor Q.
P akkor és csak akkor teljesiil, ha Q.
P sziikséges és elégséges feltétele Q-nak.
Q sziikséges és elégséges feltétele P-nek.

P=Q

P-bdl kovetkezik Q.

P maga utan vonja Q-t.

P implikélja Q-t.

P elégséges feltétele Q-nak.
Q sziikséges feltétele P-nek.

SANRSLE- I N

SARIN N e

2.4. Korlatossag és konvergencia kapcsolata

Tétel 2.2 |Ha az {a, } sorozat konvergens, akkor korldtos

Megjegyzés: Minden konvergens sorozat korlatos.
A korlatossag sziikséges feltétele a konvergencidnak, a konvergencia elégséges feltétele a
korlatossdgnak.

Bizonyitéas 2.2
a, — A € R, tehdt Ve > 0 : IN(e), hogy a, € (A—¢A+¢) n > N(g). Tehdt az
(A —¢ A+ ¢)-on kiviil csak véges sok elemek esnek kiviil: ag, a1, ..., ane)

Jk :Vn-re k<a, k=min{ag,ay,.. L AN(e) A — e}
JK :Vn-re K>=a, K=max{ag,ay,.. AN, A+ e}

Mivel van alsé és fels6 korlatja, ezért korlatos. n

2.5. Miiveletek konvergens szamsorozatokkal

Tétel 2.3 |a, — Aésb, - B — (a,+b,) > A+B

Bizonyitas 2.3
A ¢, = ay + by sorozatrdl kell beldtni, hogy C = A + B a hatarértéke. Szamsorozatok
€

konvergencidja szerint: Ve : IN(e), hogy |c, — C| < & han > Nc(¢). Legyen ¢* = 5.
Hasonl6an elmondhat6, hogy:

lap — Al < € Vn > Nu(e¥)
|bp —B| <& Vn > Ny(e")

lcn — C| = |ay + by — (A + B)| < lan — A| + |by — B| < 2" =¢

} Ha n > max{N,(&"), N,(¢*) }, akkor

Tehat N, (¢) kiiszobindexnek N, (e) = max {Nu (%) , Ny (%) }-t valaszthatjuk.
(") = haromszog egyenlbtlenség! n



2.5. MUVELETEK KONVERGENS SZAMSOROZATOKKAL

Tétel24 (a4, - A — c-a,—c-A

Bizonyitas 2.4

s

lcan —cA| = c|lan — Al <e = |an—A|< ]

~ Nul(e) =N, (

Kovetkezmény:

Koénnyen bizonyithat6 az el6z6 két tétel felhasznéalasaval.

Tétel 2.5 |a, — 0¢és b, korlitos — a,b, — O‘

Bizonyitas 2.5

’anbn _0’ — |anbn| — |angn| < €

Mivel b,, korlatos, ezért b, < K € R:
I3

la,| < X

teljestil, ha: n > N, (%) = Ny (¢)

Tétel 2.6 a, > Aésby, > B = a,b, — AB|

Bizonyitas 2.6

24. té:[\eI kov. 2.4. tétel
anb, = Zan - A)(bn — B}—I—;‘lbn + Ba;’:_AB — AB
0 0 AB AB

Tétel 2.7 |a, - A = |a,| — |A]

Bizonyitas 2.7

llan| — |All <lan — Al <& —  Njy(e) = Na(e)

|~

1
Tétel 28 |by ~ B#0 = - —
n

Bizonyitas 2.8

_ |ba—B]
Bl

1.1

_|B—by
| b,B
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B
Felhaszndlva a 2.7. tételt: |b,| — |B|, tehat IN; (%), hogy n > N; <|2—|) esetén:

B B
ool e (18- 3L 1e1+ 2) = el > 1

Maésrészt viszont IN, <§|B|2>, hogy |b, — B| < g]B]Z. Ezt a két dolgot felhaszndalva, ha
n > max{Ny, N} = N(e):
2
lbu—B| _ 1b—B _ $IBI* _

B B o
bal[B] ~ 1Blig ~ LBlip
Bizonyitottuk az allitast, hiszen Ve : IN(¢), hogy n > N(e) esetén }bl—n - %} < e ]
. P an A
Tétel 29 (a, — Aésb, - B#0 — — — —
b, B
Bizonyitas 2.9
b _ . 1, A
by ~~ by B
—A =~
—1/B
Felhasznalva az el6z0, illetve a 2.6. tételt. [
2.5.1. Példak
1 2 500 5—co
n n n
0 0 0

Azért hasznalhatjuk a 2.3. tételt, mert véges sok tagot adunk ossze!

1 2 n n—oo
n n n
~ =~ ~—~—

—0 —0 —0

Itt mar nem hasznalhatjuk; at kell alakitani:

, 1424 4n ML g 1yl 1
" n2 o2 2n 2 2

1\° 1 1 1\ n—co
cn:<1—l—£) :<1+£)<1+E)<HE>—’” 1

1\" 1o
dp = (1 + E) %, ¢ majd visszatériink ra!

Viszont

32?45 3-2+%

en = = -3
" nd43n—6 -1+3%-5
1’12 —8 n—o0
fn = 3 cos(2n +6) — 0 - korlatos — 0 (lasd 2.5. tétel!)
—_——

korlétos

—0
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2.6. Néhany jo6l hasznalhato tétel

Tétel 2.10 |a, > 0ésa, - A — an—>\/Z

Bizonyitas 2.10
1. Ha A = 0:

IV, — VAl =  a, <e
——
igaz, haa, < €2

Tehat N ;(e) = N (2). v

2.HaA>0
7. — T — .\/an‘i‘ \/A an_A |an A|
|,/ " \/A| = (,/ " \/A) i \/_ = - \/_ < \/_

la, — Al
< h —Al < A
A e ha |a, | < eV .

Tehdt N (e) = Na(ev/A). v/

Lemma2.2 |a, >0é6sa, -~ A — ¥a, —>vVA VYkeN

Tétel 2.11 | Ha lim, o a, = A és f folytonos A-ban, akkor

lim £(a,) = f(A) = f(lim a,)

n—oo n—oo

Bizonyitas 2.11
Kovetkezik a folytonossdg definici6jabol m

2.6.1. Példak

a, = /212 + 3n — 1— V2n2? + n hatarozatlan alak (co — o)

Konjugélttal bovitiink:
. _ (2n®+43n—1)—(2n2+n) 2n —1 B
V23— 14+V2ni+n V2ni+3n— 1+ V22 +n
2-1 2 1
= N e ——
J2ri-L4y2+l V2EV2 V2

3 2 _ 3
bn:€/H3+3n2—|—1_{‘/n3+4: n>+3n+1— (n°>+4) _

T v /(3 +3n2 +1)(n3 +4) + N e
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_ 3n* -3 B
VB3 T + YB3t (1 1 &)+ VB + 4
3—-3 3

— N =1
2 2 1+1+41
Pred+d +3/0+2+ B0+ 5+ 1+ 4

Megjegyzés: a> — b®> = (a — b)(a® + ab + b?)

/16 - 5n2 + 3 3/ 5 , 3 n
n® 4 on- + nZ 1_|_F_|_F
Tétel 2.12 |Haa, — 0 = £+ —0
Bizonyitas 2.12
ap > P >0,han>Ny(P) = 0< 7 <, han> Ny(P). Tehat N1(e) = No(3) n
1
Lemma23 0<a, -0 — a——>oo
n
1
Lemma24 |0 >a, -0 — a——>—oo
n
1
Lemma?2.5 |g, > 00 — m—>oo
n
Tétel 2.13 |a, - 0 <= |a,| —0
Bizonyitas 2.13
la, — 0| = |an| < e |lan| — 0| = |an| < € ]

2.6.2. Hasonlo tételek

g _o; korlétos _o; o
1) 0 +0

00, 00-00 =00, ©00-+00=00

2.6.3. Hatarozatlan alakok
0

—; o 0-00; co—o0; ool 1%® (0

4

| 3

oo
Megoldasi lehetéségek: azonos atalakitas, becslés, (L'Hospital szabaly)

Tétel 2.14 ‘A limesz monoton: a, < b, ésa, — A,b, - B — A< B‘
Megjegyzés: a, < by-re is igaz az dllitds.
Pla,=1-1<b,=1+1 lima, =limb, =1

Bizonyitas 2.14
Indirekt. Tth: B > A
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_ (
| 3 |, ekkor a szdmsorozatok konvergen- ' B A

Y

~
A~
~

Legyen ¢ =
cidja alapjan:
A—e<a, <A+e n > N(¢)
B—e<b,<B+e n > Ny(e)

Els6t —1-el megszorozva, majd atrendezve a kovetkezdt kapjuk:
—A—e< —a, < —A+e¢
Hozz4adva a B-s egyenldtlenséghez:

B-—A—-2e<b,—a, <B—A-+2¢ n > max{N,(¢e), Ny(e)}

—3¢
N——
—£

Ellentmondas, hiszen feltétel szerint a, < b, (a, < by), tehat b, — a, biztosan pozitiv (nem
negativ). [ |

Tétel 2.15

Ha lima, = A € R és limb, = A, illetve a, < ¢, < by, akkor Vn > Ny € IN-re akkor

Bizonyitas 2.15

A—e<a,<A+4+e n>Ngye) A—e<ap,<c, <b, <A+e
A—e<b, <A+e n>Ny(e) ha n > max{N,(¢), Ny(¢), No }

A—e<cy, < A+e n

Tétel 2.16 | Specidlis renddr-elv

Haa, — oo ésa, < b, Vn > Ny, akkor b, — oo.
Haa, — —o0ésa, > b, Vn > Ny, akkor b, — —oo.

Bizonyitas 2.16
Csak az els6t bizonyitjuk:
VP > 0,han > N,(P), akkor: P < a,, < by,. Tehat:

VP >0 1> Ny(P) =max{N,(P),No} = P < by, n

2.6.4. Példak a rendor-elv hasznalatara

6,3 _
(1)an:2nn—:n n_
A fenti sorozatot egy nalanal kisebb sorozattal kozelitjiik, melyrsl beldtjuk, hogy a végtelen-

hez tart. Ekkor felhasznalhatjuk a specialis rend&r-elvet és kész:

. 2n®+n®—n _ 2n®+0—n® n® 1n2 ~ Tehét 2 .
— > = = — — ena I
! n*+3 n* + 3n4 dn* 4 "
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1 1 1
2) by = + +.oit—
@ b vn2+1  Vn2+2 Vn?+n
Ezt a ,sima” renddr-elvvel oldjuk meg (kisebb sorozathoz minden elem helyére a legkiseb-
bet irjuk, a nagyobbhoz pedig a legnagyobbat):

n n
———— < by <
vVn?+n " vnz+1
I S
V141 1+ 2
——— —_——

—1 —1

Tehét rend6r-elv alapjan b, — 1.

2.7. Tovabbi gyakran hasznalt hatarértékek

0, ha |a| < 1
Tétel 217 | lim a" — { 7 44 =1
n—00 +o00, haa > 1 Gg)
E/ ha a S -1

Bizonyitas 2.17
Itt az 0 < a < 1 esetet bizonyitjuk:
Ve>0 — |a"—0]=|a"|=4a"<c¢

a' < ¢ = n-lna < Ine
~ ~—~
<0 <0 ha 0<e<1
Ine e g Ine
n>—>0  jokiszobindexnek: N(¢) = | —
Ina Ina n

Tétel 218 | lim n*-a" =0  hala] <1ésk € NT

n—oo

Bizonyitas 2.18
Elfogadjuk, kés6bb 1'Hospital szabéllyal beldthatjuk. Konkrét példara esetleg monoton csok-
kenéssel és korlatossdggal bizonyithato. m

Tétel 2.19 | lim /p =1 hap >0

n—oo

Bizonyitas 2.19
Ha p =1, akkor v'.
Ha p > 1, akkor {/p > 1, tehat y/p = 1 + x,. Tehét kell, hogy lim x, = 0.

n
p:(1+xn)”:1+n.xn+<2)x%+...
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-1
p=>04+x)">14n-x, = x,< pT
-1
0 <xn<P
N~ n
—0 \,0_/
Tehét x,, — 0 a rendér-elv alapjan. v/
Ha 0 < p < 1, akkor:
1
7= v

p _

=

Megjegyzés: Bernoulli-egyenl6tlenség: ha x > —1, akkor (14 x)" > 1+4n - x. ]
Tétel 220 n — o0, a>1, k>0

p 7
n" > nt > a" > n* > logn

Hletve a™ > b", haa > b > 1. Tovdbbd n* > n', hak > 1 > 0.
Megjegyzés: xy > yn, ha lim M _ oo,

Bizonyitas 2.20
(@):
n" n-n-...-n _n n n 0>1-1 "
n' nn-1)n-3)-...-1 n n—-1 n-2"" —
Tehat spec. rend6r-elv alapjan az eredeti sorozat is a végtelenhez tart! v*
(B):a>1
nt 1-2-3-....on 1-2:3-... [a]-[a]+1-[a]+2-,,,-E>K-1-1-,,,-E—>oo\/
a"  a-a-a-...-a a-a-a-...-a a a a a
konst! K > 0 >1 >1
(v):a>1,k>0
nk k 1 " 1
ik <E) — 0 2.18. tétel alapjan (0 < ; < 1)
a" .
= 2.3. lemma alapjan .
Tétel 2.21 | lim /n =
n—oo
Bizonyitas 2.21
{l/E = n% = (eh‘li’l)% —= e%-lnn
lim % ‘Inn =0 felhasznalva a fentit
n—oo
% — 60 =1 Vv [ |

Tétel 2.22 | Ha a, — A és ay, az a, sorozat egy részsorozata, akkor a,, — A

Bizonyitas 2.22
e > 0 esetén N, (¢) jo kiiszobindex a részsorozathoz is! u
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2.7.1. Példak a fentiek haszndalatara

Do — 3 1 1
()a”_4n+3n+1_4n+3,3n_ 4n+3'( —

Ennél a 2.17 tételt hasznaltuk fel.

VS
Ne)
N—

W9 2 49.97 E+9 049
(2) by = =2 — — 27
T 25431 2543 1.9n 20 4 3-1  0+37!
ict a 2.20f tételt haszrllaltuk tel, vagyis az exponencidlis fiiggvény nagysdgrendje nagyobb a
atvanyfiiggvénynél.

3n ¥3n 1
n __ 3n _
Gen=¥n=Y73=%5 "1

Felhasznaltuk a 2.22 tételt, hiszen mindkettd ( /3n, X 3) részsorozat.

=1

3n° + 8n?
4)d, = ﬁ Rendér-elvet hasznalunk:
d n 3n +8n
4n3 +n3 " —2nd
n 117’13
/<< V2
L casi/T o
n
—1 1 —1 —13
1
1 1 s
Tehat d,, — 1.
3" 4 5"
B)e, = ¢ o i R Rendér-elv hasznélataval:
n n n
n 5 < < n 5 + 5
4n 4 41
211 .5 )
V2{la). () cec 2 (4)
_,5 5
4 17

Tehate,, — Z

2.8. Rekurziv sorozatok

Adott a kezdbelem (ap) és az eggyel el6re 1épés szabalya (vagyis a rekurzio).

Anp1 = f(an, an-1,...)

Amit vizsgélhatunk:
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* Monotonitéas
* Korlatossag
* Konvergencia = hatarérték

Példa: ag = 2, a,41 = 1+ /a,. Sejtés: mon. nd. Bizonyitsuk teljes indukciéval: a1 < ap,a; <
azv’. Tth: n-re igaz, bizonyitsuk n + 1-re:

N\

an X Ap+1

Van < /a1
A1 =14+, <1+ Vn+1 = An+2

Tehat igaz Vn-re, tehdt monoton né a sorozatunk.

<
<

Ha van hatarérték, akkor {a, } és az {a,.1} sorozat is oda tart, tehat:
a1 = 1+ /ay
|
1+VA

D —
Il

S

3 —

5 Mivel a sorozatunk mon. nd ezért a hatarértéke

3++5

Ebb6l A = 5 > vagy A =

biztos nagyobb mint az els6 elem, tehat ha van hataréték, akkor csak A = > lehet az.
N o "y 3+V5
Bizonyitsuk be, hogy ez egy fels6 korlatja a sorozatnak; Sejtés: a, < A = 5 Ezt is

teljes indukciéval bizonyitjuk. Els6 pér elemre igaz, tth: n-re igaz, bizonyitsuk n + 1-re:

34+45
2

Ay <

34+ 5
2

Biz: 1+ v/a, <

S

1
Van < —

1+54+2v5 3445
In S 4 -2

.. 3 5
Osszefoglalva: {a, } monoton né és feliilrdl korlétos, tehat 3 nlim a, = +2\/_.

2.9. Egy kitiintetett szamsorozat

1 n 1 n+1
Tétel 2.23 (1 + E) —[en <ep1]— (1 n n_)
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Bizonyitas 2.23

” 7
/ " 1+

(n—«-l 1. 1 + n 1 + n ) Lésd szamtani-mértani
n+1 kozti osszefiiggés
Tehat az e,, sorozat monoton no. [ ]
1 n
Tétel 2.24 ¢, = <1 + E) <4
Bizonyitas 2.24
1 1 1\" ?
.2 (1+=2) <1
2 2 ( * n)
11 1\" _3+3+n1+1)
n+2 ) 2 n n+2
—-=-(14+=) < =1= 1
\/2 2 ( * n) n—+2 Vi n

Mivel az e, sorozat feltilr6l korlatos és monoton novd, ezért 4lime,, = e.

Tétel 2.25

n — 00
(1+f) 1Oy eR

Bizonyitas 2.25
Csak specidlis x-ekre bizonyitjuk. Legyen x = —1:

n
(1—1) 7%

— 1.
Legyen x = i

Megjegyzés: p. gyokfiiggvény folytonos.
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29.1. Példak

1. példa:
I CE ) K U A L ) IR
=\t nn=3 4\n=3 (1L 4T N3 A
(1+3) (1+3)° (1+3)
1
2. példa:
2 2 3
A S T o A - L A S o L A S
Too\2n? -1 T\ -1 T\ -1 o\an? -1
P — P — —_——
:a% ﬂz W

2n?

21?2
2 2
2172\ 2" (1 + —2n2> 2 5
an pry - —_—

e
- =
1- 1 2 T

n

2n?
2
Azért, mert <1 + ﬁ) egy részszorozata (1 + E) -nek (lasd a 2.22 tétel).
6

Mivel b, = (a,)?, ezért b,, — e°.
Tekintve, hogy a, — e3, ANy, hogy ha n > Ny, akkor a, > 8. Mivel ¢, = (a,)", ezért
specialis renddrelv alapjan:

8" < (ay)" = ¢y

—00 —00

A fenti logikabdl kiindulva, My, hogy ha n > M, akkor 8 < a,, < 27, tehéat:

V8 < a, < V27

—1 =d, —1

Tehét rendérelv alapjan: d, — 1.

2.10. Tovabbi fontosabb tételek

Definici6 2.11 Az {a,} sorozatban az ay elem csiics, ha V'n > k-ra a,, < a.

Tétel 2.26 ‘Minden sorozatnak van monoton részsorozata ‘

Bizonyitas 2.26
Két eset lehetséges:

1. Ha véges sok cstics van, akkor a csticsok utan 3 monoton névekedd részsorozat, hiszen
minden elemet kovet ndla nagyobb vagy egyenl6 (kiilonben lenne még cstics)
2. Ha végtelen sok cstics van, akkor a csticsok monoton csokkend részsorozatot alkotnak

Tehat mindkét esetben 1étezik monoton részsorozat. n

Tétel 2.27 | Bolzano-Weierstrass tétel |
Minden korldtos sorozatnak van konvergens részsorozata.
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Bizonyitas 2.27
El6z6 tétel alapjan van monoton részsorozata, ami korlatos, hiszen az eredeti is az volt, tehat
J hatarértéke, azaz konvergens. n

Tétel 2.28 | Cauchy-féle konvergencia kritérium
Az {a,} sorozat pontosan akkor konvergens, ha Ve > 0-hoz IN (¢), hogy

lan —am| < € n,m > N(e)
Megjegyzés: Nem hivatkozik a hatdrértékre!

Masképp megfogalmazva:

Definici6 2.12 Az {a, } sorozat Cauchy-sorozat, ha Ve > 0-hoz AN (¢), hogy

lan —am| < € n,m > N(e)

Tétel 2.29 | Cauchy-féle konvergencia kritérium

Jlima,=Ac€R < {a,} Cauchy-sorozat

n—oo

Bizonyitas 2.29

=
37}1_1)101051” = A € R = Ve > 0-hoz IN(¢), hogy |a, — A| < e, han > N(e)
Legyen n,m > N(g), ekkor:
lay —am| = |lan — A+ A —ay| = |(an — A) — (am — A)| < |an — Al + |am — A| < 2¢
< Ezt nem bizonyitjuk. n

Példa ennek hasznélatara:

5121

1

-1+ =

So —|—2

s—1—|—1—i-1

3T T3
1 1 1 &1
=14+-+-F...+-=Y =
si=l45+3+ .+ ,Ek

Létezik-e lim s,? Masképp fogalmazva: Cauchy-sorozat-e?

n—oo
S — 8, = 1 1 _1 — 11 1 1 —
2n n +2‘|‘---+2n -|-2-|-...—|—n

1 1 1 1 1
= + + +—=2n— ==
2n

n+1 n+2 7

1
Tehate < E-hez biztosan nem létezik N(e)!
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2.11. Torlédasi pont, lim, lim

Definici6 2.13 A € R € > 0 sugarii kornyezete: K¢(A) = (A —¢, A +¢).
Definici6 2.14 oo kirnyezete: Kp(co) = (P, 00).

Definici6 2.15 —oo kirnyezete: Kp(—o0) = (—oo, M).

Definici6 2.16 t € R U {+o00, —co} az {a,} sorozat torléddsi pontja, ha t minden kirnyezetében
végtelen sok eleme esik a sorozatnak.

Legyen S C RU {+oo} az {a,} sorozat torl6dési pontjainak halmaza.

Példik:
a, =1, ekkor S = {1}
a, = (=1)"; S ={1,-1}

1

a, =n; S = {oo}

Tétel 2.30

lima, =A < S={A} AcRU{+oo}

n—oo

Tehit {ay } sorozat akkor és csak akkor konvergens ha pontosan 1 torléddsi pontja van.

Tétel 2.31 Ha S feliilrdl korldtos, akkor 3 legnagyobb torléddsi pont (SupS € S). Ha S alulrél
korldtos, akkor 3 legkisebb torléddsi pont (InfS € S).

Tétel 2.32 t pontosan akkor torléddsi pontja {a, }-nek, ha létezik {a, }-nek t-hez konvergdld részso-
rozata.

Definici6 2.17 Legyen {a,} sorozat torléddsi pontjainak halmaza S. Ekkor:

lim a, = limsupa, = Sup S

n—oo —00
! € RU{+oo}
lim a, = liminfa, = InfS
n—oo n—oo
Tétel 2.33
n—o0 n—o0 n—oo
Példak

= (_1)1’1_” e 2n’ ha " péros
1l.a,=2 { 27", ha n pératlan

S ={0;4+00} — lima, = oo, lima, = 0. Mivel lima,, # lim a,,, ezért Alima,,!

1, ha n péros
_(_1\n _ ’
2 b= (1) = { —1, ha n pératlan
S = {—1;1}, tehat Alima,,!
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3. fejezet

Numerikus sorok

Numerikus sor: a; +a, +az + ...

Osszeg: S = Z ay

n=1

n
Definicié 3.1 Részletisszeg: Sy = a1 +ax+...+a, = Z aj
k=1

Definicié 3.2 A sor dsszege a részletosszeg-sorozat hatdrértéke:

(o] n
S = Zan: lim S, = lim Zak
n—oo n—oo
n=1 k=1
(e )

Definici6 3.3 A Z ay sor konvergens, ha S, sorozat konvergens.
n=1

(e )
Definici6 3.4 A Z ay sor divergens, ha S, sorozat divergens.
n=1

(o)
Két specidlis eset: Z = Foo,ha lim S, = +o0
n=1 e

Definici6 3.5

S = Zﬂn:\ﬂl+ﬂ2+...+a@+an+1+ﬂn+2+..;

n=1

részletisszeg: Sy maradékosszeg: 1y,

oo
rn = 2: aj

k=n+1
S=S,+r, Vn € N

MVa, =1 — El:r}iﬂosnzgi&n:w

) i(—1)"=—1+1—1+...=?
n=1

27
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5, = { O ha paros =  limS,=7 div
—1, ha n pératlan n—eo
> 1
Oy =
rgn(n—i—l)
o=+ 1 1
"Tnn+1) n n+1
. . 1
S=lim S, = lim <1— )z
Nn—00 Nn—o0 n+1
———
e S
51201:1—1 - \
2 —_——
S—a—Hz—l—l—Fl—1 1
2 =m 2= 5 773 S”_l_n-i—l
Sp=a+a+...+a, = 1—1 + L +... .+ 11
n — 41 2 “ e n — 2 2 3 .« n n+1 )
Teleszképikus Osszeg!
< 1\" 1 1
4 ] =14+=-+-+...
()}E)(Z) +5+7t
Ez egy geometriai sor (l4sd kés6bb), melynek kvéciense %
S51=1
1 3
2=1+5=3
3 1 7
»=27171
2" —-1 1 les ind -val bi (thatd
Sn—W—Z—F — teljes ind.-val bizonyithato
Th’ti 1n—l' Sp=1i Z—L—Z
ehit ) (3) —Hm S = lim2- 5 =2
(5) Harmonikus sor:
il—l—l—l—l-l—i-l-l-
—n 2 3 4
S51=1
1
—14=
Sy +2
1 1 1 1
S4—1+§-|— 3 +4_L>1+2 5
~—
>}
1 1 1 1 1 1 1 1
88—1+§+ g +4_l+ g + 6 + 7 +§>1+3'§
~~ N~ =~
>1 >1 >1 >4
S —1—|—1—|— ! —I—l—l— ! + -1-1-1- ! + —I—i>1—|—4:1
=TT 3 a5 Tt 9 16 2
~~ ~~ ~~
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3.2. Geometriai sor

Egymast kovet6 tagok hanyadosai dllandok: g = a:;—“ Vn € N. a, =ap-q9". q # 0 (lasd
n

késobb). Tehat a geometria sor:

(0]
Y a0 q"
n=0

3.2.1. Véges geometriai sor 0sszege

n—1
Su=) ax = ap+ag-q+ap-q*+...+ag-q""
n k_zok 0 09 04 04 Sn(q—l):LIO'qn—ao
q-Sq = 510'q+ao-q2+...+a0~q”_1_|—g0.q”
1-4"
S =4ap-

Itt lathato, hogy g # 1, ha g = 1, akkor azt nem szokds geometriai sornak nevezni! (Ezért

zérjuk ki a defiben)

3.2.2. Végtelen geometriai sor 6sszege

ag
3 —q" 3 7 ha <1
S:Zﬂoﬂnzlimsn:hmao.ll  _ )|1= 4]
n—oo n—o00 _
. T3 hafg>1
S:iao.qn:go. 1 ha]q|<1
n=0 1_5]
3.2.3. Példak
CL N SE NE N WE NS S
8 RE 8 1—%5_213 13 210.13

0]
ODY 23k+4 74
k=3 k=3 N S e——
lg]<1v’ =agp

@y S s e
5= ). (=2) J (=3 _ k;

_0)2k+1 (_3)k+3
<( ) + (=3) = véges tagu Osszeg, tehat:



30 FEJEZET 3. NUMERIKUS SOROK

k=1 k=1 k=1 k=1
4 n
1 1-0) -3
S} = — =27 = 2
1-3 1- 2
) -8 1 81 1 81
S=mMS =g 1ts T8y

Tehat konvergens geometriai sorokat lehet kiilon-kiilon 6sszeadni:

lim S, = lim (55,” 4 s,(f)) — lim SV + 1im §@? = s 4 5@

n—oo n—oo n—oo n—oo

3.3. Tételek

Tétel 3.1 | Cauchy-kritérium sorokra

Y ay sor konvergens < Ve > 0 esetén IN(e) € N, hogy |am + ams + - + ayyr| < & ha
n=1

m > N(e) ésk € IN.

Bizonyitas 3.1
Attériink részletdsszeg-sorozatra:

| + Ami1 + o+ Ak =[Sk — Sm—1| <€ ham > N(e)

Cauchy-kritérium az S, részletdsszeg sorozatra < S, Cauchy-sorozat

Flim S, =S=)_ ay
n—o0 o] -

Tétel 3.2 | Sor konvergencidjdnak sziikséges feltétele

EIZ:lan:SEIR = r}gxgoan:0
n=

Bizonyitas 3.2

3)Y a, & teljesiil a Cauchy-krit. a sorra
n=1

lveso: IN(e) € N, hogy |a,| < e, han>N(e) <« lima, =0

n—00 n

Bizonyitas 3.2
Masik megkozelizés:

Spt1 = Su + aypr
l l l
0 0o = 0 ]



3.4. VALTAKOZO ELOJELU SOROK

3.3.1. Példak a sor konvergencidjanak sziikséges feltételére

(1) Y (=1)" = Amert lim (~1)" =3 (£ 0).
(2) 1= co (#) mert lim 1= 1#0]

3.4. Valtakoz6 el6jelii sorok

Definici6 3.6 A ) _ a, sor vdltakozd elSjelii, ha ay - a,41 <0 Vn € N-re.

n=1
Példdul: cy —co+c3—cs+...= Yy (=1)""' ¢, aholc, >0 Vn €N.
Definici6 3.7 A Y_ a, = Y (—1)"*' - ¢, sor Leibniz-sor, ha:

n=1 n=1

1. Vilatakozii elbjelii (ldsd fent)

2. ¢y = |ay| monoton csokkend sorozat; ¢, 11 = |ayi1| < ¢y = |ay| VYn €N
3. ¢p = |ay| =—>0

Tétel 3.3 | Leibniz-kritérium |

Ha Y ay =Y (—1)"*1-c, sor Leibniz-sor, akkor konvergens
n=1 n=1
Bizonyitas 3.3
Csak vazlat:
A K
ST S1=m =0
Spy=ay=0—C=5—0C
S3 =57+ c3
53 . S4 =53 —c3
C D RSy S 5 Ss =S;+¢c
2 T ] R stoy
C4 c
C3 €5 6

S1 28525 2>...
Sok+1 = S2

@

mon. csokken
alulrél korlétos

Soky1 = Sok + Coky1
! l l
S* Sy 0

Ez lesz a hatarérték.

Y

= Elkhm 52k+1 = S*
@ Sp <84 <5< ...
Sok < 51

k—o0

mon. nd
feliilr6l korlatos
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3.4.1. Példa

2

Leibniz-kritérium ellenGrzése:

1. Valtakoz6? v
2.¢p = % > Cpy1 = 1 konvergens v/
1

n+1

3.5. Hiba, hibabecslés

n
Definici6 3.8 Az S, = ) _ ay részletisszeg hibdja:
k=1

1 1 1 0 1
I—+-——+...= Y (-1)i=
+3-77 21( )

FEJEZET 3. NUMERIKUS SOROK

konvergens-e?

H, =|5—S,|, ahol S = Z an az egzakt dsszeg.

n=1

Hibabecslés: H, = |S — S,| < becslés

Tétel 3.4 | Hibabecslés Leibniz-tipusii sor esetén

Az Sy, kozelito Osszeg hibdja <, mint az elso elhagyott tag abszoliit értéke:

S = Sul <lanta] = cna

Bizonyitas 3.4
Az el6zbekben lattuk, hogy: Sy < S < Spi1, ebbol:

1S — So| < |Sok1 — Sok| = caxa

Hasonléan: Syi o < S < Spirq, ebbdl:

1S — Sokt1| < [Sakt2 — Sokt1| = cart2

Tehat valéban igaz, hogy:

3.5.1. Példak

|an+1| |

(1) Z \/_ 3 . Konvergens-e? Milyen n-re lesz |S — S| < 1032

Le1bn1z -tipusu-e?:

1. Valtakozd? v

2. ¢y = Cyq1, hiszen /n < vn+17 5 konvergens v/

3. cp —=5 0, mert /1 — 00 v

1
Hiba: |S - Sl’l| < Cpni1 = m < 10_3

vn+1+32>1000 =

n>9972 -1
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(2) Z COTIEI;:C)' Konvergens-e? Milyen n-re lesz |S — S,| < 1073?
k=2

+1, ha k paros K
k) = = k) = (-1
cos(kr) {—1, ha k pératlan cos(krm) = (=1)
. e cos(kmr) & 1
Tehatk; Ink _k_zz( Uk

Leibniz-kritérium ellenGrzése:

1. Valtakoz6? v/
2. ¢y 2 cpy1, hiszen Inn monoton né v* 3 konvergens v/

3.¢p =20, mert Inn — oo v’

. 1
Hiba: |S — Sn| < Cpa1 = m

In(n+1) >1000 = n>¢0%0 1

<1073

o (_1\k-1,
(3) Z % Konvergens-e?
k=2

e Alternald? v

2 k—o0
.Ck:|ak|:k2_1:k 1 0/
Tk
?
® Ck 2 Cky1
2k 2 2(k+1)
A\ —-17 (k+1)2-1
?
v 2k)((k+1)% —1) > (2k +2)(kK* — 1)

?
2 +2k+2>0V

Tehéat a fenti sor Leibniz-sor, tehétw

Megjeqyzés: A konvergencidhoz elég, ha a Leibniz-kritérium n > Ny-ra teljestil.

3.6. Abszolut és feltételes konvergencia

Definici6 3.9 A ) _ a, sor abszolit konvergens, ha ) _ |a,| konvergens.

n=1 n=1
(o)
Definicié 3.10 A Z ay sor feltételesen konvergens, ha konvergens, de nem abszoliit konvergens.
n=1

[e<] _ 1 n
PL: ) <7) konvergens, s6t abszolat konvergens.
n=0

> 1
(—1)"*L. " konvergens (Leibniz-sor), de nem abszolut.
n=1

(o] oo
Tétel 3.5 Ha Y _ a, abszoliit konvergens = Y _ a, konvergens.

n=1 n=1
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Bizonyitas 3.5

Y a, abszolut konvergens FEUN Y |ax| konvergens T e > 0 ;AN (e) > 0, hogy:

n=1 n=1

| |am| + [ams1] + [amga] + ...+ |ﬂm+kH <eham> N(e),k e N =

Z am+ a1+ ami2+ oo Ak
= Ve>0 : dN(e) > 0, hogy: |ay + a1+ amyo + ... + a1k <eham > N(e), k€ N

ﬂ Cauchy-kritérium
)

) a, konvergens

n=1 |

3.7. Pozitiv taga sorok

(o]
Definicié 3.11 Z”“ pozitiv tagii sor, haa, >0 Vn € IN
n

Tulajdonsagok:

1. pozitiv tagti sorok részlet-osszegei monoton nének: S, < S,41 =Sy +a,41 Vv
N~
>0

2. pozitiv tagt sor konvergens <= a részlet-0sszeg sorozat korlatos.
[o°]

Biz =: Ha Zan konvergens, akkor 4 lim S, =S = S, korlatos (minden konver-

n—oo

n
gens sorozat korlatos).

Biz «:
S, <keR ) d

Poziziv tagt sorok esetén:

o0 o0
Y ay konvergens <= ) a, < oo
n n

o o
Zan divergens <= Zan =0
n n

Tétel 3.6

ii_ x€ER haa >1
P N oo, han <1

Bizonyitas 3.6
& Majd télév végén.
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Tétel 3.7 | Majordns kritérium

(e ) (e )
Vn € Nesetén 0 < a,, < ¢y és Z cn < oo (konvergens), akkor Z a, < oo (konvergens).
n=1 n=1

Bizonyitas 3.7
O<ap<cs = SY<SY<Y en=59eR
n=1

+ 23 0= fim sl -5 <5

n=1

Tétel 3.8 | Minordns kritérium|

Vn € Nesetéen 0 < d, < ayés Z dy = oo (divergens), akkor Z a, = oo (divergens).
n=1 n=1

Bizonyitas 3.8

s < sy
l l
0© = 00 (specialis rendérelv)

3.7.1. Példa

=1
(1) 7;[ EPELE Konvergens-e?

A konvergencia sziikséges feltétele teljesiil: a, —— 0. Minorans kritérium:

Tehat az eredeti sor is divergens.

> 1
(2) —— =. Konvergens-e?
n;z n?—/n

A konvergencia sziikséges feltétele teljesiil: a, —— 0. Majorans kritérium:

i : i : i :
< =
2 = 1 2
pmp = V/n = n? — gn? n=2
konvergens

Tehat az eredeti sor is konvergens.
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36
3.7.2. Nem Leibniz-tipust pozitiv tagt sorok hibabecslése

Otlet: a sort konvergens geometriai sorral majoraljuk

a <Ak oo 1
H, =|S—Su| =|rn| = Z g <Y, Agt=A.¢q"'——  halgl <1
k=n+1 k=n+1 1- q
Példak
(1) Z - Adjunk az s ~ s1ggp kozelités hibajara becslést!
n= 14HH

0<ay,

00 on IS on 00 <1>n <1)1001 1 <1>999
H= < 2 vy o (Y L (Y)Y _(1
n—;001 47 -3 n—;OOI 4n — J4n n_%m 2 2 1-3 2

1 999

5" 2”
+ i . Adjunk az s = sygg kozelités hibdjara becslést!

()Z

0<ay
o 3 Ent 2t 5 55T 5 2 <§)”_ <§)101 1 16 <§)101
n—tn O +8" w11 S n=101 8 8 1‘% 3 8



4. fejezet

Valos egyvaltozos fiiggvények

Definici6 4.1 Valds egyovdltozdju fiigguény: egyértelmii relicié. f : Dy — Ry Vx € Dy C R-
hez hozzdrendel pontosan egy y € Ry C R-et. Dy: értelmezési tartomdny (domain), ET: Rf :
értékkészlet (range), EK.

Definici6 4.2 Az f : A — B leképezés sziirjektiv (riképezés), ha ¥Yb € B-re da € A, hogy
f(a) =b.

Definici6 4.3 Az f : A — B leképezés injektiv, ha f(a1) = f(ay) esetén a; = ay, tehdt Vb € B-re
legfeljebb egy A-beli elemre (a € A) teljesiil, hogy f(a) = b.

Definicié 4.4 Az f : A — B leképezés bijektiv (egy-eqy értelmii), ha f sziirjektiv és injektiv, azaz
Vb € Besetén 3l a € A, hogy f(a) = b. Ilyenkor |A| = |B|.

Definici6 4.5 Legyen f injektiv. Ekkor f inverze f~' : Ry — A, b — f~1(b) = a, melyre
f(a) =b.
4.1. Topolégiai alapfogalmak

Legyen H C R

Definici6 4.6 b € H a H bels6 pontja, ha 3¢ > 0, hogy (b —¢,b+¢€) = K¢(b) C H. Jelolés:
Int(H)

Definici6 4.7 k € R\ H a H kiils6 pontja, ha 3¢ > 0, hogy (k — ¢,k +¢) = K¢(k) C R\ H.

Tehat az el6z6 kett6bol: k a H kiils6 pontja < k az R \ H bels6 pontja.

Definici6 4.8 h € R a H hatdrpontja, ha nem kiils6 és nem belsé pontja, azaz Ye > 0 esetén
Ke(h)NH # @ és K¢(h) N (H\ R) # @. Jelolés: Front(H)

Definicié 4.9 H C R nyilt, ha H minden pontja belsépont. (Int(H) = H)
Definici6 4.10 H C R zdrt, ha R\ H nyilt.

Példaul (a; b] se nem nyilt, se nem zart.

Tétel 4.1 | R és O nyilt és zdrt is.

Definicié 4.11 H C R kompakt, ha H korldtos és zdrt.

37
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4.2. Fiiggvény tulajdonsagok

Definici6 4.12

f feliilrél korldtos, ha 3K € R, hogy Vx € Dy esetén f(x) < K.
f alulrdl korldtos, ha 3k € R, hogy Vx € Dy esetén f(x) > k.
f korldtos, ha 3K € R, hogy Vx € Dy esetén |f(x)| < k.

Definici6 4.13

f pdros, ha f(x) = f(—x).

f pdratlan, ha f(x) = —f(—x).

Definici6 4.14

f monoton né, ha x1 < xp esetén f(x1) < f(x2).

f monoton csokken, ha x1 < xj esetén f(x1) = f(x2).

f szigoriian monoton nd, ha x1 < xy esetén f(x1) < f(x2).
f szigoriian monoton csokken, ha x1 < xy esetén f(x1) > f(x2).

Definici6 4.15 f periodikus, ha 3T > 0, hogy f(x + T) = f(T) Vx € Dy. A periédusa legyen
a legkisebb ilyen T érték.

Definici6 4.16
At € Re > 0sugari kornyezete: K¢(t) = (t —¢,t +¢).
At € Re > 0 pontozott sugarii kirnyezete: Ke(t) = Ke(t) \ {t}.

Definici6 4.17 t € Ra H C R torléddsi pontja, ha Ve > 0 esetén |K¢(t) N H| = oo, azaz VK,(t)
kornyezetbe végtelen sok H-beli pont esik.

Definici6 4.18 Alternativ definicio:

t € Ra H C R torléddsi pontja, haVe > 0 esetén K (t) N H # @ (bdrmely pontozott kirnyezetbe
esik H-beli elem).

Tétel 4.2 A fenti két definicio ekvivalens (4.17 < 4.18)

Bizonyitas 4.2
4.17 = 4.18

Kc())NH| =00 = |K(t)NH|=0 = K (t)NH#QD
4.18 = 4.17 Egyre sz{ikiil6 kornyezetet vesziink: e > e > ... > ¢, >0

K, )NH#A#® = 3dhp eK,(t)NH

— {h,} CK()NH = |K(t)NH| =00 _

Tétel 4.3 t € Ra H C R torléddsi pontja, ha 3h, € H,h, # t, hogy lim h, = t.
n—oo
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4.3. Fiiggvények hatarértéke

Definici6 4.19 Az f fiiggvény hatdrértéke xo-ban A, jelolve: lim f(x) = A, ha

X—X0

1. xq torloddsi pontja D -nek és
2. Ve > Qesetén 36(e) > 0, hogy |f(x) — Al < e hax € Dfés0 < |x — x| <6

Megjegyzés: Nem kell, hogy xo € Dy. xo-ban felvett fiiggvényérték nem befolydsolja a hatdrértéket.
Definici6 4.20 Az f fiiggvény jobboldali hatdrértéke xy-ban A, ha

1. xq torléddsi pontja Dy N (xo, +00)-nek és
2. Ve > Qesetén 36(e) > 0, hogy |f(x) — Al < g hax € Dfés0 <x—x9 <9

Jelolés: lim f( ) =Auvagy f(xo+0) = A

x—x0+0

Definicié 4.21 Az f fiiggvény baloldali hatdrértéke xo-ban A, ha

1. xq torloddsi pontja D¢ N (—00, xq)-nak és
2. Ve > Qesetén 36(e) > 0, hogy |f(x) — Al < e hax € Dfés0 <xp—x <9

Jelolés: lim f( ) =Auvagy f(xg—0) = A

X—Xp—
Megjegyzés: Legyen xg a D bels6 pontja, ekkor:
Tétel 4.4 xhrgcl flx)=A & f(xog+0)=f(xg—0)=A
—X0

2 s

Példdk fiiggvények hatarértékeinek, definiciéval torténd meghatarozasara

(D Definiciéval igazoljuk, hogy:
lim v2x+5=3 (0(e) =7?)

x—2
)
Dy = [=5, 0]
V2x+5-3 2x+5+3 2x —4 2lx —2
V2x+543 V2x+5+43 V2x+5+43
2 .
5 x—2| <e teljestil, ha |x — x| < J(¢)
3
Tehat|6(e) = ;

(2 Definiciéval igazoljuk, hogy:

lim(x* —3x+1) = —1 (6(e) =?)

x—2

X2 —3x4+1——1| = [x* = 3x +2| = |x — 1||x — 2|
Nyugodtan feltehetjiik, hogy d(¢) < 1, ekkor |x — 1| < 2, tehat:

lx—1|lx—2| <2lx—2| <e
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Innen: §(¢) = min {g, 1}. (Az 1 a fenti feltevés miatt kell)
De akdr feltehetjiik, azt is, hogy d(e) < %, ekkor |x — 1| < g, igy:
3
lx—1]|x —2| < §|x—2| <e
Tehat ebb6l 6(¢) = min {%, 1}
3°2
(3) Definiciéval igazoljuk, hogy:

im (575) =5 0@ =)

x—3
D =R\ {£3}
x=3 1| |-x*+6x—9] (x —3)? _|x=3]
x2—-9 6| | 6x2-54 | |6(x+3)(x—3)| 6]x+3

Tegytik fel, hogy 6(e) < 1, ekkor ﬁ < % (hiszen 5 < |x + 3| < 7). Tehat:

|x — 3| |x — 3|
6/x + 3| 30

<e
fgy 5(¢) = min {30¢,1}.

Tétel 4.5 | Atviteli-elv (Sziikséges és elégséges feltétel hatdrérték Iétezésére)

, B V{x,} T xq sorozatra, melyre x, € D F\ {xo}
xh—%clof (x) =4 lim f(x,) = A (sorozat hatdrérték)

n—oo

Megjegyzés: Foleg hatarérték nem létezésére haszndljuk, mert ahhoz, hogy bebizonyitsuk
ennek segitségével, hogy létezik hatdérték, végtelen sorozatot kell megvizsgalni.

Bizonyitas 4.5
= Teljestil, hogy |f(x) — A| <& ha0 < |x — x| < I(e) és lim x,, = xo. EbbSL:
|x, —x0| < () han> Ni(d(¢))

De ekkor:
|f(xn) — Al <& han > Ni(6(¢))[= N(e)]

Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy f(x,) — A.

< Y{x,} — xp-ra f(x,) — A. Kovetkezik-e, hogy f(x) — A? Indirekt bizonyitjuk: Tegyiik
fel, hogy Je > 0, melyre #6(¢), hogy:

|f(x) —A] <ghal < |x—xp| <d(e)
Tehat barmilyen é-ra:

f(x) — Al >€ha0 < |x—x| <0
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. 1 + . . .
Vagyis 6 = p— (m € IN™) is igaz, vagyis Jx,,;, hogy:

1
0 < |xy — x| < —
m

hiszen feltétel alapjan Vx,, — xg

De |f(xm) — A| > . Ez viszont ellentmondaés, hiszen ekkor f(x,,) - A.

x—0

Példa: lim cos <%) =? Df: R\ {0}

Atviteli elvvel igazoljuk, hogy nem létezik!

Vegytink fel két olyan sorozatot, melyre cos ( 1 ) = 1, illetve cos (yl_n) =-1.

Xn

1

2nr Yn =

7T+ 2nw

Mindkettére: x,, *—— 0 és i, ——— 0. De:

lim cos (i) =1 lim cos (i) = -1
n—oo xn n—o0 yn
1£-1

fgy az Atviteli-elv alapjdn nem létezik a hatarérték!

4.3.1. Végesben vett hatarértékek

Ve > 0:36(e) > 0, hogy
|f(x) — Al <& ha

VQ > 0:35(Q) > 0, hogy
f(x) > O, ha

vQ > 0:35(Q) > 0, hogy
f(x) < —Q, ha

1
lim = —0o0

= 0(Q)) =7
x—4+0 8 — 2x ( )

Példa:

Kell, hogy:

8 —2x
1

-0

2(x—4) ©
1
—2(x—4)> -5

1

x—4< E
Ez akkorigaz, ha 0 < x —4 < 6(Q)), tehdt|6(Q)) = % .

0<|x—xg| <0
O<x—xp<9d
O<xpg—x<9d
0<|x—xg| <9
O<x—xp<9d
O<xp—x<9d
0<|x—x0| <0
O<x—xp <o

O<xp—x<9d

<—0 ha0<x—-4<4(Q)

3

Vs

41
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4.3.2. Végtelenben vett hatarértékek

Jm o f() =AY ves0:3P() >0,hogy [ ¥ L) x€D
lim f(x)=A |f(x) — Al <¢ ha x < —P(g) !

X——00

xl_i)riloof(x) = +o0 f(x) > Q,hax > P(Q)
Jm f(x) = oo ¥Q) > 0-hoz f(x) > Qhax < —P(Q) .
. X
Jim f(x) = —co ( 3P(Q) >0,hogy | f(x) < —Q,hax > P(Q) f
Jim f(x) = —oo ) f(x) < =, hax < —P(Q)
2 —3x
5 : i = — =7 : —
Példa: xlgrolo oy 3 P(e) =7 Df: R\ {-1}
2—3x _|2=3x+3x+3] 5 x>-1 5 §_ _
1 -1—3’—’ P '_|x—|—1| x—|—1<€ hax>8 1= P(e)

Megjeqyzés: Az atviteli-elv és a rend6r-elv is miikodik mindegyik hatarérték tipusra.

sin x

1. példa: xgxroo 213 0. Rendér-elv alapjan:
-1 sin x 1
x2+3 " x24+3 " x2+3
0 0

Megjegyzés: Az, hogy a bal és jobb oldal miért tart 0-hoz (bar kézenfekv®), a kdvetkezd feje-
zetben tanultak alapjan indokolhato.

2. példa: B lim sin x. Atviteli-elv alapjén:

X—00
Xp = k7t LieiNpSY = sin(xg) =0
- oo lim sin(x;) # lim sin(y;) = 3 lim sinx
Ye= 5+ 2kmr —— 00 = sin(yy) =1 | ke koo xee

4.4. Miiveletek fiiggvényekkel

Pontonként definidlt miiveletek; x € D = D r=DgCR
(f +8)(x) := f(x) +g(x)
(f-&)(x) == f(x) - g(x)
(cf)(x):==c-f(x) ceR

(o= swro

(fog)(x) = f(g(x))  g(x) € D
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4.4.1. Hatarértékre vonatkozo tételek

Tétel 4.6 Ha 3 lim f(x) = A, 3 lim g(x) = Bésc € R, akkor:
X—Xq X—Xq

lim (c-f)(x) =c- lim f(x)=c-A

X—X0 X—X0
Tim (f +)(x) = lim f(x) + lim g(x) = A+B
lim (£ )(x) = lim f(x)- lim g(x) = A-B
lim f(x)
. i o X—X0 _ é
xh—%}o <g (x) = lim ¢(x) B ha B 70
X—Xq

Bizonyitas 4.6
Mindegyiket az atviteli-elvvel konnyedén bizonyithato, pl. a szorzatra:

lim f(x)=A < V{xn}—mco,xneDf\{O}ésElr}i_r)r;of(xn):A

X—Xq
lim g(x)=B <& V{xu} — x0, xn € Df\ {0} és 3 lim g(xn) =B
=0 —00

Tehat a sorozatokra tanult szabélyok értelmében:
Tim () () = lim (£ (xu) - g(x)) = lim f(xy) - lim g(x)
Most alkalmazva az atviteli-elv = iranyét:

lim f(xy) ~r}iixgog(xn) = lim f(x)- lim g(x) = A-B

n—oo X—X0 X—X0

Es az eredetire alkalmazva az tviteli-elv < irdnyét:

Jim (f - g)(xn) = lim (f -g)(x) = A-B

4.5. Folytonossag

Definici6 4.22 Legyen xo € IntDy. f folytonos xo-ban, akkor 3f(xo) és Elxlin; f(x), illetve
—X0
f(xg) = lim f(x).

X—Xq
Alternativ definicidk:

Definici6 4.23 Legyen xo € IntDy. f folytonos xo-ban, ha Ve > 0 esetén 35(e) > 0, hogy
f(x) = f(xo)| <& ha|x—xof <d(e).
A

f(x0)1

¥ - - - - - -

-

\]
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Definici6 4.24 f folytonos xo-ban, ha f <lim x) = lim f(x)

X—X( X—Xq

Definici6 4.25 f jobbrél folytonos xo-ban, ha f(xg) = f(xo0 +0)
Definici6 4.26 f balrdl folytonos xy-ban, ha f(xp) = f(xo — 0)
Tétel 4.7 xo € Int Df. f folytonos xo-ban < f balrdl és jobbrél folytonos xo-ban.

Bizonyitas 4.7
Hatarértékre vonatkozo6 hasonl¢ tétel alapjan kovetkezik. n
Tétel 4.8 Ha f, g folytonos xo-ban, akkor c - f, f + g, f - g is folytonos xp-ban (c € R) és g(xp) # 0

esetén 7 is folytonos xo-ban.

Bizonyitas 4.8
Visszavezethet6 a fliggvény hatarértékre vonatkoz6 szamoldsi szabélyokra.
Példaul a szorzés:

lim (f - ¢)(x) = lim f(x)- lim g(x) = f(x0) - g(x0) = (f - §)(x0)

X—XQ X—XQ X—XQ |

Tétel 4.9 | Folytonos fiigguények kompozicidja folytonos
Ha g folytonos xo-ban és f folytonos g(xo)-ban, akkor f o g folytonos xo-ban.

Bizonyitas 4.9

lim (fog)(x) = lim f(g(x)) = f(lim ¢(x)) = f(g(x0)) = (f 0 g)(x0)

X— X X— X X—Xo |

Lemma 4.1 Folytonossdgi lemmik

* Minden polinom folytonos Vxy € R-ben.
* Minden raciondlis tort fiigguény (polinom/polinom) folytonos mindeniitt, ahol értelmezve van

4.5.1. Szakadasi helyek

Ha f nem folytonos xo-ban, akkor xp-ban szakad. Fajti:

1. Els8fajii: ha xp-ban szakad és 3f(xp +0) € R és If(xg —0) € R.

(a) Megsziintethet6, ha f(xg +0) = f(xo —0)
(b) Nem megsziintethetd, ha f(xo +0) # f(xo — 0). Mdsnevén: véges ugrds.

2. Mdsodfajii: ha xp nem els6faji szakadasi hely.
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4.5.2. Folytonos fiiggvények tulajdonsdagai
Definicié 4.27 f folytonos az (a;b) C R intervallumon, ha Vx € (a; b) ponton folytonos.

Definici6 4.28 f folytonos az [a;b] C R intervallumon, ha (a;b)-n folytonos és jobbrdl folytonos
a-ban és balrdl folytonos b-ben.

Tétel 4.10 Ha f folytonos xo-ban és f(xo) > c, akkor 36 > 0, hogy x € K;(xo) esetén f(x) > c.

I
|
|
|
i
|

Bizonyitas 4.10
Mivel f folytonos xp-ban ezért a folytonossag definicidjat (4.23) alkalmazhatjuk. Legyen

e = %. Ehhez létezik olyan é(¢), hogy ha

|x — xo| < &(g), akkor |f(x) — f(xo)| = |f(x) —vol <e

f(x) =yl <e & wyo—e<f(x)<yo+e

Mivel ¢ = yOT, ezért:

c<ct+e=yp—e< f(x) n

4.5.3. Tételek korlatos zart intervallumon folytonos fiiggvényekhez

Tétel 4.11 | Bolzano-tétel

Ha f folytonos [a,b]-n és f(a) < c < f(b), akkor 3¢ € (a,b), hogy (&) =c

Bizonyitas 4.11
(Vazlat) - Cantor-axiéma (lasd 8. oldal)

. a+b ) a-+b
Legyenag = a,by = b és Iy = [ag, bp]. Ha f 5 =c =kész = >

Haf(aO;—J) <c = L:= |:a0—;b0,'b0:|

b b
(25 - < oo
Es igy tovabb, tehat mindig elfelezziik az intervallumot és azzal az intervallummal dolgo-
zunk tovébb, ami tartalmazza c-t. Tehat n 1épés utan: f(a,) < c; f(bn) > ¢




46 FEJEZET 4. VALOS EGYVALTOZOS FUGGVENYEK

b b
Haf(a”—; n):c ékész@za”;n

b b
Haf(an; n) <c = 1= an—;— n;bn]
Ha f I + b >c = L= an;M

2 2
h>DLHDhLD>...DI,
b— —c0

|In| = ( n ) =%, 0, de Cantor-axiéma alapjan nem iires = csak 1 pontot tartalmazhat:

n I, = {‘: }

n
Amit még be kell latni: a, *—— & és b, ——— & Ez vazlatosan: Mivel f(a,) < cés f(b,) > c,
de mind a kett6 egy egyre sziikiil6 intervallumok két vége, melyek egyetlen kozdspontja ¢,

ezért:
lim f(a,) = lim f(b,) = lim f(¢) =c¢ .

n—oo n—oo n—oo

Tétel 4.12 Bolzano-tétel eqy kovetkezménye
Ha f folytonos [a,b]-n és f(a) < 0 < f(b), akkor f-nek van gyoke (a,b)-n. (Tehdt a Bolzano-tételt
¢ = 0-ra alkalmazzuk)

Megjegyzés: Nagyon hatékony gyokkeresd algoritmusokat lehet ennek felhaszndldsaval irni.

Tétel 4.13 Bolzano-tétel eqy kivetkezménye
Minden pdratlan fokszdmii polinomnak van legaldbb 1 valds gyoke.

p(x) =¥ fapx® +...+ay  (nezZ")

lim p(x) = foo

x— o0

Tétel 4.14 ‘ Weierstrass I. tétel ‘
Korldtos zdrt intervallumon! folytonos fiigguény korldtos.

Bizonyitas 4.14

(*) Indirekt

Tth: f folytonos [a, b]-n, de nem korlatos feliilrél, tehat
1 nem fels6 korlat = 3xq € [a,b] : f(x,) > 1.

2 nem fels6 korlat = 3x, € [a,b] : f(x,) > 2.

n € N nem fels6 korlat = Jx,, € [a,b] : f(x,) > n.
Vx, € [a,b], tehat {x, } korlatos B. W-:1<>1V. t.

k—o0 k—o0

f(xn,) — oo, de mivel f(x,, ) folytonos, ezért f(x, ) —— f(f), de ez nem lehet, hiszen a
hatérérték egyértelmfi.

Jx,, konvergens részsorozat: {x,, } — t € [a,b].

Ehelyett mondhatjuk, hogy kompakt halmazon — ekkor egy erésebb 4llitast kapunk
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Tétel 4.15 ‘ Weierstrass I1. tétel‘
Korldtos zdrt intervallumon? folytonos fiigguény felveszi szélsdértékeit. Tehit

m:=1Inf{f(x) | x € [a,0]} e R (W. L alapjdn korldtos)

M :=Sup{f(x) | x € [a,b]} € R
Ekkor 3u, B € [a,b], hogy f(x) = M, f(B) = D.

Bizonyitas 4.15

Megmutatjuk, hogy Ja : f(a) = M. Hasonl6an lehetne f(B) = m-re.
Indirekt, tth: fla € [a,b] : f(a) =M = M—f(x) >0,hax<[ab] =
WIt

1
= — - ' A - it JK:
g(x) M=) folytonos [a, b]-ben =" g korlatos [a, b]-ben, tehat 3K

1
——— <K x€[ab,K>0
M — f(x)
1
M—f(x)>E x € [a,b],K>0
1
flx) < M— xS M
De ez nem lehet igaz, hiszen M a legkisebb fels¢ korlatunk volt, mi viszont taldltunk ennél
kisebbet. n
xt+3x2 -4
Példa: =——0.
elda: f(x) X2 4+ x—2
a. Hol és milyen szakaddsai vannak?
f(x) = x4 3x° 4 tehdt x = —2 és x = 1-ben nem értelmezett a fiiggvény, itt
(x4 2)(x—1) B B BBVEny,

milyen szakaddsok vannak?
lim f(x) =Foc0 = madsodfajuszakadds.

x——2+0

. 10

lim f(x) =— = megsziintethets szakadas.
x—1£0 3

b. Van-e minimuma a [—1,0]-n?
f folytonos [—1, 0]-n, mivel mindenhol folytonos kivéve x = —2 és x = 1-ben. [—1,0]
egy korlatos zart intervallum, tehdt az f Weierstrass II. tétele alapjan felveszi a sz€ls6
értékeket = 3 minimuma az [—1, 0]-en.

4.5.4. Egyenletes folytonossag
Egyenletes folytonossdg definiciéjat motivaljuk:

1. Mutassuk meg, hogy f(x) = x? + 2 folytonos az [1,2] minden pontjdban. (e, xo) =?
Xo € [1, 2]

[£(x) = f(xo)] = [P +2—x3—2| = [ = 23| = [x — xo| - ]t +x0] <&

|x —xg| - |[x + x| < |x—x0|- |24+ x0] <€  teljesil, ha:

|x — xo| < £ - = d(e,xp)

2+ x

2Ehelyett mondhatjuk, hogy kompakt halmazon — ekkor egy erésebb allitast kapunk
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2. Létezik-e ,univerzalis” xo-tdl fliggetlen 6 (¢)? Keresstik a legkisebb (e, x¢)-t:

s

€
o(e) = = - |<——=90(g,x
(€):=275~ 3 12 + x| (& x0)
<0
Definici6 4.29 | Eqyenletes folytonossig (Nem lokdlis tulajdonsdg!)

Az faz A C Dy halmazon egyenletesen folytonos, ha Ve > 0 : 35(¢) > 0 (xo-tdl fiiggetlen,
,univerzilis”), hogy

|f(x1) — f(x0)| <€ halx; —xo| <(e) ésx1,x0 € A
Megjegyzés: Ha f egyenletesen folytonos A-n, akkor folytonos Vxp € A-ban.

Példa: Egyenletesen folytonos-e az f(x) = x* + 2 az [1,)-on?

Tekintstik az x, = nésy, =n+ - sorozatokat.

1 1—w
|]/n_xn’:En—’0

Tehat ha n-el tartunk végtelenbe, akkor a sorozatok 7. tagjai egyre kozelebbek lesznek egy-
mashoz. Ha vizsgaljuk az ezen szdmokhoz tartoz¢ fliggvényértékek kiilonbségét, akkor:

2
(n+1) —n?
n

Tehat ha n — oo, akkor ezen két fliggvényértékek kiilonbsége nagyobb lesz mint 2. Tehat ha
e < 2, akkor 7(¢), hiszen barmilyen kicsire is vessziik a (¢)-t, lathatjuk, hogy a fiiggényér-
tékek kiilonbsége nagyobb lesz, mint 2. Tehdt nem egyenletesen folytonos a fiiggvényiink
az [1, 00) intervallumon.

:2+1>2
n

f(yn) — f(xa)| =

Tétel 4.16 Korldtos zdrt intervallumon?® folytonos fiiggvény egyenletesen folytonos!

Példak (ha a fentit tételt nem alkalmazhatjuk)

1. Egyenletesen folytonos-e az f(x) = % az [1,00)-on?

A fenti tételt nem haszndlhatjuk, hiszen nem korldtos az intervallum, de ez nem zarja
ki azt, hogy a fliggvényiink egyenletesen folytonos, pusztan a tételb6l nem kovetkezik.
A kritikus rész az 1 kornyezete, hiszen ha ott taldlunk J(¢)-t, akkor az j6 lesz végig,
hiszen utdna ha tdvolodunk az orig6tdl, akkor adott € esetén, a két helyettesitési pont
egyre tdvolabb lesz egymadstdl, tehdt jo lesz az el6z6ekben talalt é(¢). Legyen ¢ > 0
adottés 1 < xp < x7.

1 1 |xo —x1| x1—x0 _ x1—Xp
—_ oy _ _ — <
) = Flao)] = |3 = | = T - B B
~—~
>1
X1 — Xp

<e ha|x; —xo| <|d(e) =¢

1
Tehét 6(¢) = € j6 valasztés; egyenletesen folytonos f(x) az [1, 00)-n.

3Ehelyett mondhatjuk, hogy kompakt halmazon — ekkor egy erdsebb éllitast kapunk
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2. Egyenletesen folytonos-e az f(x) = y/x az [0, o) intervallumon?
Itt is a kritikus helyzetet keressiik ez pedig az, ha mindkét szam helyettesitési érték
kozel van a 0-hoz. Legyen € > 0 adott és 0 < xp < xq

_ _ VE+V/T . n—x
|f<x1>—f<xo>|—W—M—(m—@-W_iwg—W_iw"x_og

=Vx1—xg<e¢

< X1 — X
S
\/xl—xo—i—\/xo—xo

Ez akkor teljesiil, ha |x; — x| < |d(g) = €

1
3. Egyenletesen folytonos-e az f(x) = 2z (0,1] intervallumon (korlatos, de nem zart)?
1 —00 1 —00
Vegyiink fel két pontsorozatot: x, = - 2 065y, = P %, 0. Ezek ha

meggondoljuk, egyre kozelebb lesznek egymashoz.

[f(xn) = flyn)| ==+ =1<e

Tehat, ha ¢ < 1, akkor #16(e), mert ha létezne, akkor vegyiink, olyan n-et, hogy |x, —
yn| < 6(g), de ekkor |f(xy) — f(yn)| =1>¢b.

4.6. Fiiggvények differencidldsa

Definicié 4.30 Differenciahdnyados: i—i = flxo+ AAxi — f(xo) =tga

A

f(xo + Ax)
Af
lxg) |
Ax
R ‘xo + Ax g

A
Ha Ax — 0, akkor az xg-ban vett érint6t kapjuk: Alim0 A—i = f'(x).
x—

Definici6 4.31 Differencidlhdnyados: xo € Int D¢

gy O Fro A0 —flr) o F) ~ )

dx Ax—0 Ax x—x) X — X

Definici6 4.32 Derivdlt fiigguény: ' : xo — f'(xo). (Azaz minden pontban derivdljuk az eredeti
fiigguényt)
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Hur meredeksége: tga = fxo + AAxy)c — f(xo)
f'(x0) = tgp = lim f(xo + Ax) — f(x0)

Ax—0 Ax
Derivalt fiiggveny: f'(x) = lim flx+ h})l — f(x)

Definici6 4.33 Jobb-oldali derivdlt: f (xp) = lim flxot 1) = f(xo)

h—040 h
Definici6 4.34 Bal-oldali derivdlt: f! (xy) = hli]éno flxo+ h})l — f(xo)

Tétel 4.17

If'(x0) =A & IfL(x),3f(x0) & fL(x0) = fi(x0) = A

Bizonyitas 4.17 _
Legyen g(h) _ f(XO +h) f(x0)

telhaszndlva a megfelel6 definiciokat:

, ekkor az allitast a kovetkez6 képpen foglmazhatjuk at

Flimg(h) = A li h) = li h) = lim g(h
lim ¢(#) & @i]éllog( )= lim g(h) = limg(h)

J (. J
-~

=8(0+0) =8(0-0)

Ez pedig igaz a 4.4 tétel (39. oldal) alapjan. n

Példa: f(x) = |x|. 3f'(0), hiszen f’ (x9) = 1,de f’ (x9) = —1. Ekkor O-ban tiréspontja van a
tiggvénynek.
Definici6 4.35 f(x) differencidlhaté (a;b)-n, ha Vx € (a;b) esetén 3f'(x).

Definici6 4.36 f(x) differencidlhaté [a;b]-n, ha differencidlhato (a;b)-n és 3f’ (a) és 3f, (b).
4.6.1. ,Ismert” fiiggvények derivaltja

fis) =e € R 1) = i PRI — i £~

o(x) = 1 ¢(x) = lim SEFM Z8W) _ o xHh=x

h—0 h h—0 h
2 _ .2 2
i(x) =x%i(x) = }llin% W = }llin% i _;ZZXh = }llin%h +2x = 2x

j(x) = x",n € N. Ennek a derivaltjdhoz a binomiélis-tételt alkalmazzuk:

Lemma 4.2 | Binomidlis-tétel |

n_ (MY n n n—1 n n—2 1,2 n pn—1 n\on
(a+D) —<O)a +<1>a b+<2)a b +...+<n_1)a b +<n>b
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n_
j’(x) :}l}n&% —}11117%:1 (n-x”_l-h—|— (Z)xn_z'hz-l-...—FhH) =n-x”_1

Tehat természetes szdmokra igaz. Barmely valds szamra megcsinalhatjuk a definici6 sege-
delmével a bizonyitést, tehat igaz lesz az allitds valok szdmokra is. Nézziink meg egy két
példat:

j(x) o= /X =22,

(VB = lim YXIRZVE VEA R VR xdhox
~ 0 h Vath+Jx =0h- (Vath+Jx)

h 1 1 1
:1. :1. = _= — _7 /
hlircllh-(\/x+h+\/§) hli%-(\/x—l—h—i—\/f) 2/x 2 *
()=~ =2

1 /—liml- 11 —liml- o S L
x) wsoh \x+h x) hooh \x(x+h) x(x+h))

—hm_i1 _1:—1-x_2 v
—ox(x+h)  x?

Tehat: | (x") =n-x""! n € R|(kés6bb explicit bizonyitjuk)

Tétel 4.18
lim sin x _q
x—0 X
Bizonyitas 4.18
A
1 sinx 1 1. _
TOAC = 2 oS X TOAB korcikk = E 1-x TOBD = E - SIN X COS X ] c

Torp < Toap kércikk S Toac

A
1 x _ 1lsinx 2 O] D|
—-sinxcosx < = < = - —
2 2 2cosx sin x
X 1
cosx < <
sinx ~ cosx
1 sin x
> CosXx
COS X X
! !
1/1 1
sin x
Rendér szabaly hasznélva: — 1 m
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Szinusz és koszinusz derivaltjai

.« .. sin(x+h)—sinx . sinxcosh+ sinhcosx — sinx
(sinx)’ = lim = lim =
h—0 h h—0 h
) ) cosh—1 sinh
=I£1m smx-T-l—cosx- p =|cosx
0
- S——— e~
—0 —1

, .. cos(x+h)—cosx .. cosxcosh—sinxsinh — cosx
(cosx)’ = lim = lim =

h—0 h h—0 h

. cosh —1 . sinh -
= lim Cosx-T—smx- 7 =|—sinx

h—0
N—— ——

—0 —1

Tétel 4.19 | Sziikséges és elégséges feltétel a differencidlhatosdgra

A

Legyen xo € Inf Df.
3f'(x0) & Af =f(xo+h) = f(x) =

:f,h—i_ e(h)-h A€eR
fOrész  elenyész6 rész
h—0 71\

g(h) — 0 ekkor A= f'(xo0)

e
Ezért hivjuk a forészt mdsképpen linearizalt novek- ,/
ménynek, hiszen ha h — 0, akkor A -h = f'(xo) - h.

Bizonyitas 4.19 =

f(xo+h) — f(xo)
h

Tudjuk, hogy EI}llir% = f'(x) €R

f(xo+h) — f(xo)

=f'(xo)+¢elh)  /-h
~—~—~

h
—0
fxo+h) = f(x0) = f'(x0) h +&(h) - h
A
<~
Flro+h) — f(xo) = A-h+ eh) b /:h
g
2%
f(x0+h21_f(x0) =A+8(h)
%ig(l)f(xﬁhzl_f(x()):Azf’(xo)e]R

Kovetkezmény:
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Tétel 4.20 | Derivilhatdsdg sziikséges feltétele: folytonossdg

3f'(xg) = f folytonos xo-ban
Bizonyitas 4.20

3f(xo) & flxo+1) — f(x0) = f'(x0) - h+e(h) - h
lim f(x) = lim f(xo -+ h) = lim f(x0) + {'(x0) - h+2(h) - = f(xo)

X—X(

—0 —0
Ha megnézziik akkor a fenti sor a folytonossag definicidja, tehat f folytonos xp-ban. n

Megjegyzés: A feltétel nem elégséges! (Példaul: f(x) = |x|, hiszen folytonos 0-ban, de nem
itt differencialhato)

Definici6 4.37 Fiiggvény differencidlja: f fiigguény elsGrendii differencidlja az xo helyen a h no-

vekmény mellett:
df(xo,h) = f'(x0) -}
——
linearizdlt forész
Egyéb jelolések:
df = f'(x) -dx = df(x,dx)
af _ o
dx - f (X)

PL: d(x®) = 3x2? dx
d(x?) = (x +dx)? — x*> = x® + 2x dx + dx?> — x* =~ 2x - dx (elsérendben szamolunk!)
Kozelitéseknél lehet jol alkalmazni:

Af = f(xo+h) — f(xo) = df (xo,dx) = f'(x0) - dx

4.6.2. Erint6 egyenlete
Egy érintd egyenlete az xy pontban:
y = f'(x0) - (x = x0) + f(x0)
Nem nehéz meggondolni miért: a meredeksége a fliggvény derivaltja az xo pontban, és rajta
van az (xo, f(xp)) pont (az érintési pont).
4.6.3. Derivalasi szabalyok
Tétel 4.21 Ha 3f'(xg) ésc € R

3(c- f)(x0) = c- f'(x0)

Bizonyitas 4.21

(cf)(x0 +h) = (cf)(x0)

(e ) (x0) = lim ) ~lm ) _
:C.limf(x0+h)_f(x0) — ¢ f'(x0)

h—0 h
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Tétel 4.22 Ha 3f'(xg) és 3¢' (xp)

3(f +8)"(x0) = f'(x0) +g'(x0)

Bizonyitas 4.22

—0

e fG ) g ) — (F(x) + g(x0)) _
h—0 h

:}I%f(x0+h})l_f(x0) + g(xo—i_h})l_g(xO) _f/(x0)+g/(x0)

Tétel 4.23 Ha 3f'(xo) és 3¢’ (x0); Leibniz-szabdly:

3(f - 8)'(x0) = f'(x0) - 8(x0) + &'(x0) - f(x0)

Bizonyitas 4.23
(f'g)/(XO) _ }llli% (fg)(xo +h21 - (fg)(x()) —
i [0+ 1) -g(xo+ 1) — f(x0) - g(x0) _
h—0 h
=0 tritkk =
i [ o+ 1) - g(x0 + 1) — f(x0) - 8(x0) + —f(x + h)g(x) + f(x + h)g(x) _
h—0
St (gGo+h) —g() +g() - (flx+h) — flx)
T 0 h -

= f(x0) - §'(x0) + g(x0) - f'(x0) n

Tétel 4.24 Ha 39’ (xo) és g(xo) #0

g §%(x0)
Bizonyitas 4.24
Y o) = gim L. 1 b N il 800) —glxo+h) _
(g) (x0) = Jim 7 <g<x0+h> g<x0>) “Eh gt hgxo)
= lim —(g(xo th) —g(xo)) . 1 _ —g' (x0)

h—0 h g(xo+h)g(xo)  &*(x0) =
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Tétel 4.25 Ha 3f'(xg), 3¢ (x0) és g(x0) #0  (Az el6z6 két tétel kovetkezménye)

£\ oy — F'(x0) - g(x0) — &' (x0) - f(x0)
i <g> () = g2 (x0)

Bizonyitas 4.25

Példak

2\’ 1 -
(x3—i—\/_—ﬁ) :3x2—|—§-x71—2~(—3)~x_4

sinx\’ cosxcosx—sinx-—sinx cos? x + sin® x 1
3 = (3 ) = -

Cos X cos? x cos? x ~ cos?x

Tétel 4.26 | Osszetett fiigguény derivdldsa; ldncszabdly
Ha g differencidlhaté xo helyen és f differencidlhaté g(xq) helyen, akkor

3(fog) (x0) = f og(xo) - &'(x0) = f'(g(x0)) - &' (x0)

Bizonyitas 4.26

(fog)/(xO) — lim (ng)(XO +h) — (fog)(XO) _

h—0 h
i [ 80+ 1) — f(8(x0))  g(xo+h) —g(x0)
=0  g(xo+h)—g(xo) h ,

—g'(x0)
Ag = g(xo+h) — g(xp). Mivel h — 0, ezért Ag — 0 (g folytonos) tehat:

Al;rilof(g(xO) +A§;_f(g(x0)) }llliﬁl) g(xO +h]/)l _g(xO) — f/(g(xo)) 'g/(x()) .

Példak

(sin2x)’ = cos(2x) - 2.

Masképp: (sin2x)’ 2

(2cosxsinx)’ = —2 - sin®x + 2 cos? x = 2(cos? x — sin® x) = 2 cos 2x.

( Vig(3x7 + 2x)>/ - %(tg(3x3 +23))7 cosz(3x13 +2x) 0x2+2)

NI—
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4.6.4. Inverz fiiggvény derivalasa

Definicié 4.38 f az I intervallumon szigoriian monoton né, ha x; < xp, x1,xy € I esetén
f(x) < flx2).

Definicié 4.39 f az I intervallumon szigoriian monoton csokken, ha x1 < xp, x1,xp € I esetén
flx1) > f(x2).

Tétel 4.27 Ha f szig. mon. az I intervallumon, akkor 3f ! (azaz f injektiv).

Bizonyitas 4.27

Tegytik fel, hogy f szig. mon. né. Ha f(x1) = f(x2), akkor x; = x, kiildnben nem teljesil
a szig. monotonitds. Tehdt nem lesz olyan érték, amit a fiiggvény kétszer vesz fel, tehét az
inverze is fliggvény marad. n

Tétel 4.28 Ha Dy = I intervallum és f szig. mon. I-n (= 3f 1) és f folytonos I-n, akkor f(I) is
intervallum és ezen {1 folytonos.

Tétel 4.29 | Inverz fiigguény deriviltja
Legyen

* f szig. mon. az I-n (~ 3f~1)
o f differencidlhaté I-n (~ f folytonos és f ' is
e fl(x) #0,hax el

Ekkor f~1 differencidlhat I belsejében és

Bizonyitas 4.29

1 1
(F)(f(x) = = W=7
f'(x) 1Y) =
Szogfiiggvények inverzei
7T 7T A s
A sin x fliggvény szig. mon. n6 a [ L 5] -ben, tehét itt inver- ] ,
talhat6: sin~! x = arcsin x. arcsin x : [—1;1] [ oY 2} ........ e
1 1 - T
(arcsinx)' = — , = . (sina = x) — N
sin’(arcsinx)  cos(arcsin x) siny | 17
“ AL 2
Mivel cos?a = (1 —sin®a), ezért cosa = +1/1 —sin?a, de 0% U S
. T T +~ arcsin x|
mivel x € [_E' E] ,ezért cosa > 0, tehat: ,7
(arcsinx)’ = ! = ! hax e (-1;1)
1—-sina | V1—x2
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A tg x fiiggvény szig. mon. n6 a (— g ; g) -ben, tehat itt inver-

talhato: tg~! x = arctg x. arctg x : R — (— T ﬂ).

272
1 1 :
(arctgx)' = — = : = cos?(arctg x) ; >
8 (arctg x) cos? (arctg x) [x“ arci@g X g
. ’ cos? /5././. ....................
Mivel tga = x és cos” a = —— = 5—, ezért: ,
cos?a +sin“a  1+tgoa L tgx
) 1 1

(arctg x)’ = cos”a =

1+tg%a 11+ a2

A cos x fliggvény szig. mon. csokken a [0; 7] intervallumon,
tehat itt invertalhat6: cos~! x = arccos x. arccos x : [—1;1] ~—
[0; 7]
1 1 ? 5
(arccos x)' = = — (cosa = x) : :
cos’(arccosx)  — sin(arccos x) : :
N— e’ . .
114 . \\>
Mivel sina = (1 — cos?a), ezért sine = ++/1 —cos?a, de COSX - E
mivel a € [0; 7], ezért sina < 0, tehét: A
(arccos x)' = ! = ! hax e (-1;1)
—y/1—cos?(a) |—V1—x2 '

A ctgx fuggény szig. mon. csokken a [0; 77| intervallumon,
tehat itt invertdlhato: ctg~! x = arcctg x. arcctg x : R — [0; 7]

1 1
(arcctg x)" = i (arccig 1) - = — sin?(arcctg x)
& & ~ sin®(arcctg x) M
)
. —sin“« 1
(arcctg x)’ = —sin*a = — > = —
sin?a + cos? a 1+ ctg?w

Mivel ctga = x, ezért:

B 1 1
T+ctg?2a | 1422

(arcctg x)' =
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4.6.5. Exponencidlis fiiggvények
f:R+— (0;00). f(x) =a"(a € R >0)

Tulajdonsagok
1. f(x) = a* folytonos R-ben
2.4=1, al=a
szig. mon. n6, haa > 1
3. f(x) =a" konstans 1, haa =1
szig. mon. csokken, ha 0 <a < 1.

4. a*tV =qa* . q¥ (1;b)
5. (a*)¥ = a*V ag >ay; >a; > 1
(0, ha0<a<1 0<by<b <1
6. lim a* =<1, haa=1
X——+00
(00, haa >1
(00, haO<a<1
Iim a* =<1, haa=1
X——00
|0, haa>1
Tétel 4.30 Ha a = e, akkor x +— e* meredeksége 0-ban 1. Tehdt g(x) := e, ekkor g’ (0) = 1, azaz
lim &=
h—0 h -

x-+h X h
e . e 1
(€¥) = lim z = lime* - =
h—0 h—0
— —
—1

4.6.6. Logaritmus fiiggvények

A logaritmus fliggvény az exponencialis fiiggvény in-
verze, azaz: y = a* & x = log,y.

Tehat f : (0;00) — R. f(x) =log,x (a € R;a > 0;a #
1

Tulajdonsagok

1. f(x) = log, x folytonos (0; c0)-n
2. log,1=0; log,a=1

3. =1
f(x) = log, x szig. mon. csokken, ha0 <a <1. |
4. logaxyzlogax+logay O<b2<b1<1
5. log,x¥ =y -log, x
. —oo, hal<a<1
6. lim log x =
x—o0 0o, haa > 1

{oo,ha0<a<1

szig. mon. n6, haa > 1

lim 1oga X =

x—0-+0 —o00, haa >1
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log, c
7. log,c = log, b
Derivilt fiiggvények

1 1 1
! __ ! __ — — _
(log, x)" = (Inx)" = exp/(Inx)  elnx — x

om0/ = (1) = 1

Ina x-lna

(ax)/ _ ((elna)X)/ _ (ex~1nu)/ _ ex~lna lna=a*-Ina
4.6.7. Hatvany fiiggvények
f:RT—R". f(x) =x" (a € R,x > 0).
Tulajdonsagok

Flx) = 20 szig. mon. n6, haa > 0
B szig. mon. csokken, ha 0 < a.

Derivilt fiiggvények
ay! __ Inx\a\/ __ ( Inx-ay/ a_ﬁz L a1
() = (")) = () =" - =a-x
X\ _ Inx\x\/ _ (Inx-x\/ X X _ LA
(x*) = ((e™*)*) = (™) =« x—i—lnx =(1+Inx)- x
4.6.8. Hiperbolikus fiiggvények
X _ =X X _ ,—X
shx =2 26 = —sh(—x) thx = Zx+§_x
X —X X —X
chy=5T° = ch(—x) cthx = in_e_x
A .:~
\ -
ch(x) \\Cth(f:)
—————— v
N
> ) th(x)
/, _5\_7;'.\
sh(xY/- N\
/ ﬁ e’ sh(x) \
y 2 1
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Tétel 4.31
ch?x —sh’x =1
Bizonyitas 4.31
(*4e P —(eF—e )P Hpe 42— (e -2) 4 )
4 B 4 4 [
Tétel 4.32
sh(a + B) =shachp+chashp
Bizonyitas 4.32
& _ p=)(pP -B « —a\ (LB _ B
shachp+ chashp= &= >4(€ teh) (e )4(6 e f)
2eteP — e~ %eF ot tp _ p—(ath)
Tétel 4.33
ch(a + B) = chachp +shashp
Bizonyitas 4.33
x —a\ (B —-B & ,—a\(B _ —B
chachp + shashp= &1 >4(€ +ef)  (et—e )ie eF) _
2e%eP 4 e~ te=P ot tP 4 o~ (atp)
= 1 = 5 = ch(a+ B) i
Derivalt fiiggvények

2 2
o (e +e /_ex—e_"_
chx_< 5 )— > =shx
th/x_(sh_x)'_ch2x—sh2x_ 1
chx ch? x ch? x

cth’ x = <Ch_x)/ _ sh? x — ch? x -1
sh x sh? x sh2 x
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Inverzek

=

2qy =q*—1 & ¢*—2qy—1=0. Ebb6l g1/, = y + /y2+1, de mivel g > 0, ezért

g=y+ Vy*+1 Tehdte* =y + /y?>+1,igy x = In(y + /y> + 1).

Innen l4tszik, hogy sh x inverzét felirhatjuk a logaritmus segitségével, tehat

arshx = In(x + Va2 +1)

Hasonloképpen arch x is levezethetd:

1
ef+e ™ 413 o
;=5 /-2q (g=¢€">0)

2qy = q*+1 &  ¢*—2qy+1=0. Ebb6l g1/, = y £ /y2 —1, de mivel g > 0, ezért
g =vy++\y*>—1 Tehate* =y + /y> —1,igy x = In(y + \/y? — 1). Tehat ch inverze:

archx = In(x + Vx2 — 1)

y=chx =

Nézziik meg arth x-et:

e¥ —e¥ q_% q2—1
1

— — — — — X
y_thx_ex+e—x_q+q_q2+1 (q—e >0)
P+y=¢-1 & (y—l)q2+y—|—1:0.Ebbélqzz—iii & q= —ii
Tehat e* = ﬁliig,igyx:hﬂ % Tehat th inverze:
1 1+ x
arthx—iln(l_x)
Végiil arcth x:
1
ef+e ™ qt5 g2+1
yzcthx=ex_e_x: _%:qz—l (g =2¢e">0)
% +1 +1
-y =¢"+1 & (y—l)qz—y—lzo.Ebbolqzzif1 & q= 5?
Tehat e* = y+1,igyx =In m Tehét cth inverze:
Vy—l y—1
arcthx:%1n<i__|_i)
Inverzek deriviltjai
/ 1 1 1 1
arsh’ x = —; =4 = = =
Wahs) ~ 0w, VIR
arch’ x = 1 _ ! ! (chy >1=x>1)

ch’(archx)  sh(y) \/Chzy 1 - VaZ—1
y
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1, /1+x\\ 1 1-x (1-x)+(1+x) 1
h'x= (21 = . : = +1
arthtx (2“(1—x>) 2 11x (1 x)2 —2 Y7
, 1, /x+1\\ 1 x—1 (x—1)—(x+1) 1
— (= - _. . = +
arcth’ x <21n P 2 1o x x=1) T2 x # +1

4.6.9. Differencidlszamitas kozépérték-tételei

Definici6 4.40 Legyen xo € Int Dy.
f-nek az xq helyen lokdlis maximuma van, ha 3¢ > 0, hogy f(x) < xo Vx € K¢(xg) esetén.

Definici6 4.41 Legyen xp € Int Dy.
f-nek az xg helyen lokdlis minimuma van, ha 3e > 0, hogy f(x) > xo Vx € K¢(xp) esetén.

Megjegyzés: f(x) = c € R esetén f-nek minden pontjaban lokdlis minimuma és maximuma
is van.

Tétel 4.34 | Lokilis szélsOérték sziikséges feltétele
Ha f differencidlhaté xo-ban és ott lokilis szélsGértéke van, akkor f'(xg) = 0.

Bizonyitas 4.34
Tth xp-ban lokélis maximuma van (konretizdlva egyszertibb a bizonyitas — hasonl6an megy
ha lokélis minimuma van).

i) = tim JEOEHZIE0)

Mivel derivédlhaté f az xo pontban, ezért:

fL(x0) = fi(x0) = f'(x0) =0
>0 <0 .

Tétel 4.35 | Rolle-tétel

Ha f folytonos [a, b]-n és differencidlhaté (a,b)-n és f(a) = f(b), akkor 3¢ € (a,b), hogy f'(&) =0

A

N ¢
N
—
&
(Wl 3

Y
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Bizonyitas 4.35
Weierstrass II. tétele alapjan (f korlatos, zart intervallumon folytonos) felveszi széls6érté-
keit.

1. ha f az intervallum végpontjaiban veszi fel a maximumat és minimumat is, akkor
f(x) =c¢, ekkor V¢ € (a,b)-re f'(¢) = 0.
2. ha az egyik széls6 érték hely nem a végpont, akkor itt f'(¢) =0 ]

Tétel 4.36 | Lagrange-tétel
Ha f folytonos [a,b]-n (a,b € R) és f differencidlhaté (a,b)-n, akkor 3¢ € (a,b), hogy f'(&) =
f(b) — f(a)

= intervallum végpontjai kozti hiir meredeksége

b—a
A [ '
| |
| |
|
| |
| |
: |
1 |
[ : ; [
[ : [
L I
a 51 52 b
Bizonyitas 4.36
()
Hur egyenlete: h(x) = Jw “(x—a)+ f(a)

g(x) := f(x) — h(x)-re alkalmazhatjuk a Rolle-tételt:

§(x) = f(x) —H(x) = f(x) - W Rolle-t.

— 3¢€(ab):¢(E)=0 < f’(g):M

b—a n

Tétel 4.37 Leqyen f folytonos [a, b]-n (a,b € R) és differencidlhaté (a,b)-n, tovdbbd f'(x) =0, ha
x € (a,b). Ekkor 3c € R, hogy f(x) = ¢ Vx € [a,b].

Bizonyitas 4.37
Legyen x1,x2 € (a,b), a < x1 < xp < b. Lagrange-tételt alkalmazva:

3 € (mx) hogy £1(@) =TI g 20 5 fm) - fla) =0

IR
Tehét f(xp) = f(x1) Vaxp,x1 € (a,b). ]

Tétel 4.38 | Integrdlszamitds alaptétele
Legyen f és g folytonos [a,b]-n (a,b € R) és differencidlhaté (a,b)-n, tovdbbd f'(x) = ¢'(x)
(x € (a,b)), ekkor 3c € R, hogy f(x) = g(x) +¢ Vx € [a,b].

Bizonyitas 4.38

h(x) = f(x) —g(x), ekkor I'(x) = f'(x) —&'(x) =
tételt: h(x) =c € R Vx € (a,b), tehat f(x) = g(x) +

0 Vx € (a,b), alkalmazva az el6z6
C. =
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Példik a fenti tételek alkalmazasara

1. Alkalmazhat6-e a Rolle-tétel az f(x) = e |¥l-reaz I = [-2,4+2]-n?

e ffolytonos [-2,+2]-n v
* f(=2)=/(2) ¥

e de f nem differencidlhat6 (—2,2)-ben, hiszen toréspontja van x = 0-ban.

2. Alkalmazhat6-e a Lagrange-tétel az f(x) = -reaz ] = [—1,0]-n? ({ =?)

o
(x—1)
e f folytonos [-1,0]-n v

e f differencidlhat6 (—1,0)-n Vv

_ f(— 1_1
A hur meredeksége: f(g)_ ({(1)1) =1 7 1 = Z Keresstik ¢-t, melyre f/(&) =

A

e =(C-n?) =2¢-172=]

E-1)7"=—— — Z={—=5+1= +1

3. Igazoljuk, hogy ha 0 <a < b < g, akkor

<tgb—-tga< b—a
cos2 & 84 os2b
f(x) =tgxreazl = [0, g} -n alkalmazhatjuk a Lagrange-tételt, hiszen folytonos I-n
és differencidlhat6 I belsejében. Tehédt 3¢ € (a,b) C (O, g), hogy:
1 tgb—tga
cos2&  b—a

tg'¢ =
Mivel 0 <a < b < g és¢ € (a,b), ezért:

cosa > cos¢ > cosb >0

1 S 1 S 1
cos?2a = cos2& = cos’b

1 b— 1
>tg tga S

cos? a b—a cos?b
—a
> tgh
c:os2 5 0s2b
Tétel 4.39 | L'Hospital szabidly (6' = tipusii hatdrérték szdmitdsdhoz hasznalhato)

Legyen f és g differencidlhaté Ke(xg), ahol € > 0, illetve g(x) # 0, ¢'(x) # 0, ahol x € K¢(xp).
/

Tovdbbd 3 lim f(x) =0és 3 lim g(x) = 0. Ekkor ha 3 lim f/(x) = B, akkor 3 lim flx) _ B.
X— X X—X( X— X g (X) X— X g(X)
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Megjegyzés: Bizonyitdsa nem tananyag. De x — xg helyett dllhat x — x9 4+ 0, x — x9 — 0,
x — 00 és x — —oo is. Hasonléan B lehet valos és +co is! Tovabba akkor is igaz a szabaly, ha
Jim f(x) = lim g(x) = oo
A fenti tétel segedelmével az aldbbi hatdrozatlan alakok kénnyedén meghatarozhatoak, de
olyan alakra kell 6ket hozni, hogy a tételt alkalmazni lehessen:
0
‘o g: kozvetlen L'Hospital szabaly

«0.c0ifg= 2 $

0-00:f g—l/gvagy /7
o

e o1 1/g-1/f

©T e 8T T T 1f g

e 00,1%,000 : f8 = e&nf g5 ekkor g - In f hatarértékét kel vizsgalni.

(2. esetben elgjel vizsgélat sziikséges!)

Példdk a L'Hospital szabaly alkalmazdasdra

2
. _ . X“LH, 2XLUH, 2
1. lim 2% - ¥ = lim — = lim == = lim — =0
x—oo N~ N~  x—0c0 ¥ x—o0 X x—oo X
—00 —0

A fenti feladatndl mindig feltessziik, hogy létezik az adott hatrérték, ezért alkalmaz-
hatjuk a L'Hospitalt, de amikor a végére jutunk, lathatjuk, hogy val6éban létezik, ezért
az el6z6ek is léteztek v .

1 ' 1 2sin? (Zx
2. lim lnx-tg<zx) = lim — oy ¥ = fim - (%)
x1-0~~~ 2 x—1-0 ctg (5x) xo1-0 —— 1 .7 10 T X
—0 2 smz(%x) 2
2sin® (%) 2
T-1 o7
) 1 1 . e*—1—x /g .. e* —1 1/
3. lim - - = lim ——— = lim =
x=040 | _x ex —1 x—0+0 x - (e¥ — 1) x—0+0 x - (e¥) +e* —1
~——
——+00 ——+o00
U'H . e* .o 1 1
= lim = lim —- - =
x—=0+0x - (eX) +eX +e*¥  x—0+0e¥ x+2 2
1 1 1 3
4. Jlciir(l)(cos 3x)2 = chli% exp <; -In(cos 3x)) = exp (Jl(lil’(l) w> Kitevot vizsgal-
juk:
1 . 1
lim (€053 UH g —sindxe3 8 tgdvumy, 79 oo 29
x—0 x2 x—0 2x x—0 2x x—0 2 2

1 _
Tehat lim (cos 3x)»* = e?

x—0

. sh3xrpnp .. 3ch3xrH ,. sh3x
5. lim = i = lim

= . Ez nem vezet eredményre.
xX—00 e3x X—00 3e3x xX—00 e3x
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A L'Hospital szaballyal eddig explicit be nem latott tételek igazolhatoak:
Lattuk, hogy ¢/n == 1 n € N. Ezt barmilyen n := x € R-re belathatjuk:

lim /x = lim xx = lim exp (% -lnx) = exp <lim 1 . lnx)

X—00 X—00 X—00 X—oo X

Tehat lim /x = ¢* = 1.

X—00

1\" o
Hasonléan bizonyithatjuk (1 + ;) —e xclR:

X
lim (14—1) = lim exp {x-ln (1—1— 1)] = exp [lim x-In (1—1—1)]
X—00 X X—00 X X—00 X

1 1 —1

1 In (1 + —) , T° 2
limx-ln<1+—)=lim%L:HlimH"ilx:hm T
X—00 X X—00 1 X—00 —= x—o0 | + }

X X

|

X—00

1 X
Tehat lim (1 + ;) —el=e.

4.6.10. Nyilt intervallumon differencialhaté fiiggvények tulajdonsagai
Legyen I = (a,b) a,b € RU {£o0}.

Definici6 4.42 f monoton né I-n, ha ¥xq,xp € I esetén, ha x1 < xp, akkor f(x1) < f(x2).

Definicié 4.43 f szigoriian monoton né I-n, ha Vx1,xy € I esetén, ha x1 < xa, akkor f(x1) <

f(x2).
Definici6 4.44 f monoton csékken I-n, ha Vx1,xp € I esetén, ha x1 < xp, akkor f(x1) = f(x2).

Definici6 4.45 f szigoriian monoton csokken I-n, ha Vxi,x, € I esetén, ha x; < x,, akkor

f(x1) > f(x2).

Definici6 4.46 f alulrél konvex I-n, ha Vx1,x, € I,x1 < xp esetén x1, xo pontokban dllitott hiir
a fiiggvény grafikonja folott halad. Azaz: h(x) > f(x) x € [x1, x2].

Definici6 4.47 f alulrél konkdv I-n, haVx1,x2 € I,x1 < xp esetén x1, xo pontokban dllitott hiir
a fiigguény grafikonja alatt halad. Azaz: h(x) < f(x) x € [x1, x2].

Definici6 4.48 f-nek xo-ban inflexiés pontja van, ha f folytonos xo-ban és xy-ban konvex és kon-
kdv szakaszok taldlkoznak.

Tétel 4.40 Ha f differencidlhaté I-n, akkor:

~

. f mon. n6

. f szig. mon. nd

. f mon. csokken

. f szig. mon. csokken

R R
NNV WV
co oo

Vx €1

~

= W N =
T e
B i
Brrx



4.6. FUGGVENYEK DIFFERENCIALASA 67

=0
Bizonyitas 4.40 “ TR
L= f'(x) = fi(x) = lim f(x+h2 f(x)

<« Lagrange-tétel alapjan 3¢ € (x1,x2) a < x3 < xp < b, hogy

(&) = M ez a feltétel szerint >0 = f(x2) — f(x1) =0 V
X2 — Xq

2. <= Szintén Lagrange-tétel [xq, xp| C [-re

P =t =10 g L ) ) S0 v

X2 — X1 |

Megjeqyzés: A 2-es és 4-es 4llitds megforditdsa nem igaz. Példaul: f(x) = x°

R-en, de f'(x) = 3x2-nek van zérushelye: f'(0) = 0.

szig. mon. nd

Tétel 4.41 Legyen f differencidlhaté I-n.

1. fkonvexI-n < f' monoton né I-n
2. fkonkivI-n <  f' monoton csikken I-n

Tétel 4.42 Legyen f kétszer differencidlhaté I-n.

1. fkonvexI-n <  f’(x)>0 Vr € I
2. fkonkivIn <  f’'(x) <0
Bizonyitas 4.42
El6z6 két tétel alapjan. m
Példak
x3 7 2 2 : A
flx) = 3 Xt 6x. D = R, végtelenszer differen- 10 |
cidlhat6. Melyek azok a legbdvebb intervallumok, ahol
f monoton n6/csokken, konvex/konkav? 51
f'(x) = x> —=7x+6 = (x —6)(x — 1). Parabola, ami ! R
1 < x < 6 esetén negativ, egyébként pozitiv. Tabla- 1 -
zatba foglalva: — '
o] 1 @e)] 6 [6w) 0
f/ + 0 — 0 + —f15 1
f / lok. max. | Y, |lok. min.| f
f"(x) = 2x — 7. Tehat: Abrézolva f(x)-et (analizis utan)
x |(ceo9)| 5 [Goo)
T - 0 +
f N infl. pont| U
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Masik példa: f(x) = e** — (4x + 1). Monotonitas? Konvexitds? f A
fl(x) =2 —4. f'(x) =0 x =In/2 N\ 7 ]
f(x) =4-e* > 0. &
x || (oo, Inv2) | Inv2 |(Inv/2,00) x | R s ! :
7 — 0 T T+ \ lni\/i .
f . lok. min / flu N 1
1Yy

Az dbran g(x) = —4x — 1 az f(x) fiiggvény egy linedris asszimp-
totdja (—oo-ben ehhez tart).

4.6.11. Differencidlhato fiiggvények lokalis tulajdonsagai

.o lokdlisan névekedo f(x) < f(xo)
Definici6 4.49 f az xo-ban { lokdlisan csékkend }, ha 3¢ > 0, hogy { > f , ha

; (x) = f(xo)
x € (x9 — €& x0] es{ ;(z) g?(ig) },haxe [x0, X0 + €)

Tétel 4.43 Legyen f az xo-ban derivdlhaté. Ekkor

1. Ha f lokdlisan né xo-ban = f(x) =0
2. Haf'(x9) >0 = f lokdlisan ng xy-ban
1". Ha f lokdlisan csokken xo-ban = f'(xp) <0
2'. Ha f'(x9) <0 = f lokdlisan csokken xo-ban
Bizonyitas 4.43
1.

3 () = fL(x0) = lim

2. f'(x0) = hgﬁﬁo f(xo +h})£ — f(x0)

flxo+ h})l — f(xo) > g >0  mivel h > 0, ezért

fxo+h) = flxo) >0 = |flxo+h) > f(xo)

= A > 0, tehat Je; > 0, hogy ha h € (0,¢1) akkor:

Hasonl6an: f'(xg) = hli{)nof(x0 +h})l —fx0) _ A > 0, tehat Je; > 0, hogy ha h €
(—ep,0) akkor:

f(xo + h})l — f(x0) > g >0 mivel h < 0, ezért

f(xo+h) = f(x) <0 = |f(xo+h) < f(xo)

Tehat 3e = min{eq, 2} > 0, hogy f(xo) < f(xo+h),és f(xo—h) < f(xp), hah € (0,¢)
tehat f lokdlisan nd x(-ban.
Megjeqyzés: A vesszs allitdsok hasonldéan bizonyithatéak. n
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Tétel 4.44 Legyen f differencidlhaté xg egy kornyezetében.

1 Ha f-nek xo-ban lokdlis minimumavan = f'(xo) = 0 (lokdlis szélsGérték sziik. felt.).
2/a Ha f'(xo) = 0és f'(x) negativbdl pozitivba vdlt = f-nek xo-ban lokdlis minimuma van.

~"

o/b f(x) <0, hax € (x0—¢x) |
f'(x) >0, hax € (xp; xp + €)
Tehdt ha f derivdlhat6 xo kornyékén és 3f" (xg) =
ha f'(xo) =06és f"(x9) >0 = f-nek lokdlis minimuma van xo-ban
ha f'(xg) =06és f"(x9) <0 = f-nek lokdlis maximuma van xo-ban

= f'(x) lokdlisan novekedd xo-ban.

Bizonyitas 4.44
1 Lasd 4.34 tétel (62. oldal).

2/a Tehét Je, hogy f szig. mon. csokkend, ha x € (xp — ¢, xp) és f szig. mon. nd, ha
x € (xg,x0 + ¢€), illetve xp-ban lokélis szélsGértéke van, tehat xg-ban lokalis minimuma
van.

2/b A 4.43. tétel alapjan ha f”(xp) > 0, akkor f’ lokélisan n6 xg-ban. Mivel f’(xy) = 0, ezért
a lokélisan novekedés miatt f” az xy pontban el&jelet vélt (negativbol pozitivba), ezért
itt lokalis minimuma van. Ugyanigy bizonyithaté a mésik fele. m

Tétel 4.45 | Elégséges feltétel inflexids pont Iétezésére

1. Ha f kétszer differencidlhaté xo egy kornyezetében és f'' (xo) = 0, és
f"(x) elbjelet vdlt xop-ban ~ vagy  f"(x) lokdlisan né v. csokken xy-ban
= f-nek xo-ban inflexids pontja van.

2. Ha f kétszer differencidlhaté xo egy kirnyezetében és f"(xo) = 0 és 3f"(xo) # 0, akkor
f-nek xo-ban inflexids pontja van.

4.6.12. Implicit derivalas

Explicit kapcsolat: y(x) = ...

Implicit kapcsolat: f(x,y) =0

Cél: Implicit kapcsolat segitségével adjuk meg az y'(xo) derivaltat egy adott xg pontban.

Példak

1. példa: y(x) folytonos, kétszer derivalhato és kielégiti a kovetkezd implicit egyenletet:
y+x-Iny+2x2 —x+In(1+x) =1

Az (x0,40) = (0,1) pontban milyen lokalis tulajdonsdgok vannak az y(x) fliggvény grafi-

konjaban? (y'(xg) =2?,y" (x0) =?)

(x0,y0) = (0,1) valoban kielégiti a fenti egyenletet. y is valamilyen fliggvény, hiszen fiigg
x-tol:

y(x) +x-Iny(x) +2x* —x +In(14+x) =1 /%

1
v(x)+Iny(x) +x- —— -y (x) +4x -1+ =0

y(x)
1—4x — 7 — Iny(x)
x .

14+x- -1

1+ x

y'(x) =
y(x)
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) = (X)) (g L
vl = (y(x) + x) <1 U lny(x))
Nézziik meg, hogy akkor mi lehet az (0,1) pontban (x = 0,y(x) = 1):

y'(0) = (ﬁ) : (1 —0- hlL—O - lny(l)) =0

Tehat itt lehet lokalis széIs6 érték, hatarozzuk meg a 2. derivaltat:

(y/(x)—l—lny(x)+x-ﬁ-y’(x)+4x—1+$) =0

! ! 1 1 1
UL L T T BN TR O S
AARTE e ) Ty T

x=0,y(x) =1,y (x) =0, tehat:
" 0 L S __
(x)+2 1+O ( 1) 0+0 1 y'(x)+ A10)7
y"(x) = -3 = lokdlis maximuma van (0, 1)-ben az y(x)-nek

2. példa: x -shx —y - chy = 0. y(x) kétszer folytonosan derivédlhaté. Milyen lokalis tulajdon-
sdgai vannak y-nak xo = 0-ban? El8szor is ekkor mennyi az y(?

0-shO—yp-chyo=0 = yp-chyy=0

Mivel chyy > 1, ezért yo = 0. Lederivaljuk:
shx+x-chx—vy -chy—y-shy-y =0
x =0,y =0, tehat:
sh0+0-ch0—y -ch0—-0-sh0-y =0 = /(0)=0
Tehét (0, 0)-ban lehet szélsGérték, nézziik meg a masodik derivaltat:
chx+chx+x-shx—vy"-chy—vy -shy-y' —y -shy-y/ —y-chy-y?—y-shy-y" =0
Beirva az ismert adatokat: x =0,y =0,y = 0:
2-ch04+0-sh0—y”-ch0—2-0*-sh0—0-ch0:0*°—~0-sh0-y”" =0

2=9"(0) >2 = lokéalis minimuma van (0,0)-ban

4.7. Teljes tiiggvény vizsgalat

4.7.1. TeendOk

1. Dy, zérushelyek, periocitds, paritds, szakadasi helyek, hatarértékek (+oo, szakadasi
helyeken, Dy végpontjaiban)

N

. f'(x): monotonités, lokalis széls6értékek
3. f”(x): konvexités, inflexiés pontok
4. (Linedris asszimptotdk vizsgdlatat — nem tanultuk!)

5. Ry, grafikon felrajzolasa
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4.7.2. Konkrét példiakon valé fiiggvény vizsgdlat

f(x) =x*-Inx

Dy = (0;00). Nem periodikus, nem paros/péaratlan. Folytonos D-en, tehat nincs szakadasi
hely. Zérushely:
¥-Inx=0 < x=1

Hatéarértékek:
. . In(x) mH .. 1 . x?
1 (2-1 ):1 Hfim— X — lim X =
tim (x7+In(x) ) = i =257 = lim s = Iim =5 =0

lim (xz-ln(x)> = 0

X—00

Derivéltakat felirjuk, majd keressiik a zérushelyeket:
f'(x) = (x*-Inx) =2x-Inx +x = x(2Inx+1) =0
Mivel x € (0;00), ezért f'(x) =0 < 2Inx+1=0 = x= e 1,

f'(x)=(2x - Inx+x) =2-lnx+2+1=0 < x=e?

Téblazatba foglalva:
X H (0,e2) ‘ e 2 ‘ (e72,00) X H (0,e72) ‘ e 3 ‘ (e~2,00)
- 0 + f" — 0 +
f N lok. min /! f N infl. pont U

Felrajzolva (az analizis és a rajz utdn Ry konnyen meghatarozhaté: Ry = [E—el, o0 )):

A

A fuggvény nem periodikus, de péros, hiszen f(—x) = f(x). Folytonos R-en. Zérushelyek:
fx)=0 & (xP*-1?% =0 & x==1
Hatérértékek:

lim {/(x2—1)2 =0

x— oo
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Derivélt fliggvény:

() = =

3Vx2—1

flx)=0 & x=0
Derivalt fliggvény x = +1-ben nem értelmezett, de definicié alapjan megnézhetjiik, hogy
van-e differencidlhdnyados vagy nincs:

fim f(£1+h) — f(£1) 5 J((E1L+h)2-1)2-0 5 Y/ (h2£2h)2 -0
= lim = lim 7 =

h—0+0 h h—0+0 h h—0+0

A a2 + 418 1
— lim /T — lim {h+>+d4=0o
h—04+0 h3 h—04+0 h

Tehét Af'(1) és Bf'(—1). Tablazat felrajzolasédhoz segitségiil hivunk egy szdmegyenest, hogy
a tortben melyik tag, milyen el&jelfi:

-(xz—l)%l~2x:

WIN

ha x # +1

\J

oA e S
o ®o @ f
¥ (oo, D] -1 [(cLO] 0 [OD] 1 [
il = 7 + 0 — 7 +

f N lok. min ya lok. max | Y\, |lok. min|
Masodik derivalt:

; ax ' 12V —1-82-(x2—1)F  12(x2—1)3 — 82 (x2—1)F
ffo) == = - = . _
3vxz—1 9(v/x2—1)2 9(x2 —1)3
12-8x2- (x2—1)7 _

278 Ty s (2o 1)F =0

9(x2—1)3
8x2
12— =0
x2—1
122 -12=8x> & 4x*=12

x=+V3
¥ (=00, —vB)| V3 |[(-v3-D[-1[(-1D)[1|ALV3)]| V3 |(V3»)
f// T 0 _ 7 — A — 0 +
f U infl. pont N N N infl. pont U

\J
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4.7.3. Folytonos fiiggvények széls6értékei zart intervallumon (abszolut
szélstértékhely)

Zart intervallumon folytonos fliggvénynek van minimuma és maximuma (lasd Weierstrass
II. tétele (jegyzetben a 4.15. tétel a 47. oldalon). Vizsgaland6 pontok:

* Derivélt zérushelyei
¢ Ahol a fliggvény nem derivalhat6
¢ intervallum végpontjai.

Példa
f(x) =v2x—8—3x+3.1=[0;3].

Intervallum végpontjaiban: f(0) = —2+3=1.f(3) =1-3+3=1.
Derivalt: f/(x) =2 (2x—8)F — 2. f/(x), hax = 4. f(4) = 1.
f'(x) =0, ha:
= 2
%-(2x—8)72—§ =0
1
: —1
(2x — 8)2
7 9

2x — 8 = +1 = xl—i,xz_i
f(3)=-3
Tehat a fiiggvény abszoltt minimuma [-n: Inf {1, —%, %} = —%, amit akkor vesz fel, ha

= % Abszoltit maximuma: Sup {1, —%, %} = 1, amit akkor vesz fel ha x = 0 vagy ha

X
X

NI\O
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5. fejezet

Polar koordinatak

Egy adott P pont megaddsa a két koordindtdval: (r, ¢), ahol r az orig6tél mért tavolsag (OP
szakasz hossza), ¢ pedig az x tengely és az OP szakasz irdnyitott szogtavolsdga. Tehét:
(r,¢) € [0,00) x [0,271). Ezzel a koordinatézéssal az origo kivételével a sik dsszes pontjat
egy-egy értelmiien megfeleltethetjiik, az origéndl r = 0, de ¢ tetszbleges.

5.1. Ortogonalis koordinatarendszer

Amennyiben ¢-t dllandénak vessziik r pedig befutja a
[0,00) intervallumot, akkor egy az origén atmend fél-
egyenest kapunk. Ha pedig ¢ futja be a [0,27) inter-
vallumot, r pedig &llando, akkor egy r sugart origé ko-
zéppontu kort kapunk.

Amennyiben egy a derékszog(i koordindtarendszerben
megadott (x,y) pontot, szeretnénk polar koordinatak-
kal felirni, akkor:

r=y/x+y tgqo:% ctg¢=§

Visszafele pedig:

X = r-cos¢
y = r-sing

5.2. Gorbék paraméteres megadasa

Eddig a kovetkez6 megadést hasznaltuk: y(x) = f(x), ahol a gorbe a fiiggvény grafikonja.
Ennek feltétele, hogy Vx(-hoz legfeljebb egy y = f(xo) érték tartozzon. Ehelyett a paramé-
teres megaddst hasznaljuk:

te[h, ] CR
r = g 2|
SR B

Tehat a gorbe:
{(C(t),ﬂ(t)) [te [tlztz]} C R?

75
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x(t) =¢(t) =a-cost

y(t) =n(t) =b-sint

Ahol a és b rendre a nagy- és kistengely hosszénak a fele.

5.2.3. Archimédeszi spiral

3>

\

A .
y(t) =n(t) = - -t-sint

\\\
S S

=

!

™

!

S|

o

2

& > Az &brén lathat6 spirdlhoz t € [0,57] paramétert hasz-
A néltunk.

5.3. Gorbék invertalhatésaga, differencialasa

4

>

' t €[, ] CR Legyen ty € I

2

Tétel 5.1 Ha ' C I-na &(t) invertdlhatd, akkor &(I') C R-
en felirhaté a gorbe y(x) alakban.

b
>

Bizonyitas 5.1




5.3. GORBEK INVERTALHATOSAGA, DIFFERENCIALASA

Kovetkezmény: | Az invertdlds elégséges feltétele

. EIC és nem valt elSjelet £y egy kdrnyezetében.
e ¢ folytonos tp-ban és ¢(ty) # 0

Ahol ¢ = Z—‘f

77

Ilyenkor (ha az intervallumon invertdlhat6 a fiiggvény) tudjuk vizsgalni az y egy xo-ban vett

derivaltjat, de el6tte nézziik meg mégegyszer az y értékét xp-ban:

y(x0) = 1(E " (x0)) = n(to)  (x0 =&(t))

Els6rend{i derivalt (ha 37 (to) és I&(tg), illetve &(to) # 0):

dy(xo) 1

=1/ (x0) = 7(E Hx)) - = =
~ 1 0) = 00 0 g

de

Maiésodrendi derivalt:

/(&
¢(&~1(x0))

Pyt) _ (e )y (1€ o)) EE )
A ( ) 25 (%))

I (EET M) e e o) 1
) B ) )
M o) 1[0 i

B (w) ) |8
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6. fejezet

Integralszamitas

6.1. Hatarozatlan integral

6.1.1. Primitiv fiiggvény

Definicié 6.1 F az f fiigguény prmitiv fiiggvénye az I C R intervallumon, ha Vx € I esetén

IF' (x) = f(x).

Példaul:

F(x) = cos(2x) = F/(x) = —2sin(2x).

G(x) =2cos’x = G'(x) = —4cosxsinx = —2sin(2x). Tehat f(x) = —2sin(2x)-nek F és
G is primitiv fiiggvénye.

Tétel 6.1 Ha F és G az f primitiv fiiggvénye I-n, akkor 3¢ € R, hogy F(x) = G(x) +¢, Vx € I-re.
Bizonyitas 6.1

Fx)=C(=fx) ™E™ Fw-c=c

Megjegyzés: Csak intervallumon! m

Definicié 6.2 Az f fiiggvény hatdrozatlan integrdlja az I C R intervallumon az f primitiv
fiiggvényeinek Osszessége:

/f(x) dx = {F(x)| F'(x) = f(x) Vxel]

fx) =1 Dy=R\{0}

1 Inx+c¢;, hax>0
/—dx: =In|x|+c
X In(—x) +c;, hax<0

79
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6.1.2. Hatarozatlan integral tulajdonsagai

[ (r+8()) dx = [ fx)dx+ [ g(x)dx

/f(ax—l—b)dx:@-kc a0

A fentiek a mdr ismeretes derivalas szabdlyaival levezethet&ek.

Példak
/sin(3x)dx:%(3x)+c
.e3x — e X 2
/mfedx:6/exdx—2/e_3xdx:6ex+—e_3x—|—c
e~* 3
4
/x3dx:xz—|—c
4chx)*
/(shx-(3+4chx)3>dx=w+c
/tgxdx:/smx dx = —In|cosx|+c¢
cos x

.2 2
2 _ sin” x _/1—cosx _/ 1 _/ - B
/tg xdx—/cos2xdx— "ot dx = 7cos2xdx dx =tgx —x+c
tg?x 5 1 g«
/Coszxdx_/tg X Coszxdx_ 3 te
cos* x
/(smx cos x)dx—— 1 +c

/(xzsh( X3 — ))dlech(3x3—5)+c
:—ln]2—|—5x]—|—c

/ dx = 3. -l +c
2+5x 5 2+5x
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2
/ —/ / dx: ~\/j-arctg §x +c
2 + 5x2 2 1-1- x2 2 5 2

N W

2

arcs1n(2x)

/\/SW /\/ﬁ 2

+c

1
x = —arsh(4x) +c¢

1
/\/1+(4x)2d 4
/#dxzi/;dxzi
V2 — 8x2 V2 /1= (2x)2 2V/2
2(3+5x) e

/\/3+5x2 10

arcsin(2x) + ¢

1
dx = arcsin (%) +c

6.1.3. Integralasi mdédszerek

1. |sin(ax) cos(bx); sin(ax)sin(bx); cos(ax)cos(bx)

A jol ismert addicids tételek segitségével:
sin(a + B) = sin(a) cos(B) £ cos(a) sin(B)

cos(a + B) = cos(a) cos(B) F sin(a) sin(p)
Felirhatjuk a kovetkezoket:
sin(a 4+ B) + sin(a —B) = 2sin(a) cos(p)

)
cos(a+ B) + cos(a —B) = 2cos(a)cos(B)
cos(a + pB) —cos(e —B) = —2sin(a)sin(p)

Ezek alapjan konnyfi a fenti tipust integrdlokat kiszamolni, hiszen 6sszegre/kiilonb-
ségre alakithatjuk 6ket, és ezeket tagonként integralhatjuk, pl:

/sin(Zx) sin(3x) dx = —%/ (cos(3x + 2x) — cos(3x — 2x)) dx =

Csinx) 4c— _ sin(5x) n sin x e
B 10 2

1 /sin(5x)

2 5

s1n(8x) . sin(2x)
16 4

/cos(3x) cos(5x) dx = ; / (cos(Sx + 3x) + cos(5x — 3x)> dx

2. [sin" x - cos” x|

a) sin"x vagy cos™x és n, m pératlan

x =sinx - (sinx)F = sinx - (1 — cos? x)k = Y ap-sinx - cos' x
—_—

I

sin2k+1

QD/'QDZ



82 FEJEZET 6. INTEGRALSZAMITAS

Hasonl6an cos?t1 is felirhat6. Példa:

/cos5xdx = /cosx(l —sin? x)?dx = /cosxdx+/cosxsin4xdx—

5 .3
—2/cosxsin2xdx =sinx + S”; T 2. Sl; +c
b) sin”x vagy cos™x és n, m paros
. 9 1 —cos2x 5 1+ cos2x
sin“x = ——— Cos“ X = ———
2 2
A fentieket felhasznéalva, tehat:
1 — cos 2x)k 1 2x)k
sin?* x = (sin? x)F = (1 = cos2x)" illetve: cos? x = {1+ cos2x)7
2k 2k

1 1
/sin6x dx = —/(1—cos2x)3dx: — /dx+3/cos22x dx—3/costdx—

(sin® x)3 Licgsdx
—/cos 2xdx | = 3 x+§/(1+cos4x)dx—§sm2x—/cos 2xdx | =
3 3 3 1 5 3
g + 12 + 6.4 sindx — Estx 3 /cost(l —sin? 2x) dx = 1—2 + asmélx—
—ism2x—ism2x+ sin®2x + ¢
16 16 8§-3-2
c) sin"x - cos™x, ha n és m koziil valamelyik pératlan, lasd a). Példa:
/cos3 xsin® x dx = /cos x(1 — sin® x) sin® x dx =
sin®  sin® x
= /cosxsim2 dx — /cosxsin4xdx =5 "3 +c

d) sin"x - cos"x, ha n és m paros, lasd b). Példa:
/sinzxcos4xdx = /(1 — cos? x) cos* xdx = /cos4xdx - /cos6xdx =

2 3
:/de_/%dxzi/(1+cos22x+2cos2x> dx—

1 1
—g/1—|—cos32x—i—3c0522x—|—3c052xdx: §/ (1—cos7‘2x—|—c052x—cos32x> dx =

X 1 1
_g—8.2/(1+c0s4x)dx+ﬁsm2x——/cost 1—s1n 2x)dx =
1 1 1
:g—l—x6—16'4sm4x—i—ﬁsm2x—8—251n2x—|—8 3izsin32x—|—c:

1 1
—i——sm4x—|——sm 2x + ¢

16 64 48
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3. |Parcidlis integralas

Azért gyorsan nézziik meg, hogy ez honnan jott ki:

(w-v) =v -v+u-v
u-v=w-v)—-u-v /f

/u-v’dx:u-v—/u’~vdx

Mikor célszerti haszndlni? Ha v(x)-nek ismert az integréltja és u(x)-nek a derivaltja

Példak:

exp.
a) / polinom - ¢ trig. dx
N—— .
u hiper.
N———

v/

/(x2+x+1)sh2xdx:(x2+x+l) /(Zx—i—l)Chzzxdx:

(%4 x+ 1)Ch22x _(2x+ 1)sh2x L /2sh2xd _
~ 2+ 3) D2 g4 )h2E
log
b) / polinom - ¢ arsh, arch dx
o arcsin, arccos

J/

u

/lnxdx:/1-1nxdx:xlnx—/x-%dxzx(lnx—l)-i—c

/x arct xdx—x—z arct x—/x—z 1 dx— arcte ¥ — ~ /X -|-1—1
_x— arctg x — — / dx—x_z arct x_§+1arct X +c
- i B R -E T T S
e~ ex
c) / sh,ch  -{shch  dx
sin, cos sin, cos
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Tehat azt kaptuk, hogy:

/63" -sh(2x)dx = & - ch(2x) _ 3 . sh(2x) + Z /63" -sh(2x) dx

2 1
/e3x -sh(2x) dx = —% <e3x : ch(272x) — 263" : sh(2x)> +c

/e3x -sh(2x)dx = —% -e¥ . ch(2x) + % -3 .sh(2x) + ¢

4. |Raciondlis tortfiiggvények integralasa

Definicié 6.3 Raciondlis tortfiigguény a @, ahol p(x), q(x) polinomok. Valédi raciondlis

q(x)

tortrdl beszéliink, ha a szamldlo foka kisebb, mint a nevezéé (deg p(x) < degq(x)).
Lépések:

i) Ha nem valédi a raciondlis tort, akkor felirjuk polinom + valdédi rac. tort alakban.

Ekkor a polinomot a megszokott médon integraljuk a valédi racionélis tortet pedig a
kovetkez6 1épés alapjan.

pn(x) pa(x)
Gm (x) Gm (x)
ii) Ha valodi racionalis tortiink van, akkor a nevezét (q(x)-et) valos gyoktényez6k (valos
gyok: (x — a) vagy ha komplex gyokpar, akkor: (x? + ax + b)) szorzatéra bontjuk.
iii) Parcidlis tortekre val6 bontés, esetek:

= re(x) +

a) n darab csupa egyszeres valds gyoktényez6 van, pl: g(x) = (x —aq)(x —ag) - ...-
(x —way), a; # aj, hai# j.

px) A Ap T An
gx) x—a; x—ap X — &y

Al,...,An GIR

b) Ha (x — a) n-szeres val6s gyoke gq(x)-nek; g(x) = (x —a)" - ...

p(x)_ B1 Bz B3 Bn
g(x) _x—oc+(x—oc)2+(x—oc)3+”'+(x—oc)”+”'

c) Ha (x? + Ax + B) egyszeres, masodfokt tovabb nem bonthaté gyoktényezé:

p(x)  Cx+D
g(x)  x24+Ax+B

d) (*) Tobbszoros komplex gyokpar g(x) = (x*> + Ax+ B)" - ...

p(x)  Cix+ Dy Cox + D5 - Cux + Dy, .
g(x)  x2+Ax+B  (x2+Ax+B)?2 T (X2+Ax+B)

Tétel 6.2 Az igy kaphato parcidlis tort felbontds egyértelmil.

Bizonyitas 6.2
@. Megjegyzés: Legyen deggq = n. Ekkor degq < n — 1, tehat n darab egyiitthat6
(0,1,...,n —1) és a parcidlis tort felbontdsban is n darab szabad paraméter van. n
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Lattuk, hogy hogy lehet a val6di racionalis tortet parcialis tortekre bontani, ezek utan
mar csak ezeket kell a tanult szabélyok alapjan integrélni. Nézziink egy példat:

xt4+2x%2 -1 2x2 2x2
/de:/(l+x4—l) dx:x+/x4_1dx

Tehét el6szor a nem valédibdl valédi tortet csindltunk, majd ennek a nevezd&jének keres-
siik a gyokeit:

(-1 =@+ -1) = (@ +1)(x+1)(x~1)

2x? Ax+ B C D
= + +
x4 —1 x24+1 x+1 x-—1
Hatarozzuk meg A, B, C és D értékét:

2x* = (Ax+B)(x* = 1) + C(x = 1)(x* + 1) + D(x + 1) (x* 4+ 1)

2x* =x*(A+C+D)+x*(B-C+D)+x(~A+C+D)+ (—~B—-C+D)

A +C +D = 0
+B —-C 4D = 2
—A +C +D = 0
—-B —-C +D = 0
2C + 2D = 0 1 1 N
Tehat:
x* 4+ 2x% -1 1 1 1
/ A1 dx_x+/x2+1dx_/2x+2dx+/2x—2dx_
1 1
:x—i—arctgx—Eln|x—|—1|—|—§ln]x—1]—|—c
Masik példa:

/ 3x +1 g —

x2—2x+5 "

Itt a nevezd nem bonthaté tovabb, ez mar tulajdonképpen 1 darab parcialis tort. (x> —
2x + 3)" = 2x — 2, tehat ezt kéne belecsempészni a szamlaléba:

3x +1 3(2x —2) 3(2x —2
_r g =/— _/ dx +4- /—d
/x2—2x+5 * 2x +5 x2 —2x +5 X+ x—1)2+4
0. ‘In(x* —2x+5)+4- - / zg-ln(x2—2x+5)—i—2arctg 1 +c
2 x 1 2 2

2

6.2. Hatarozott integral (Riemann-integral)

Motivacié: Legyen [a,b] C R korlatos intevallum és legyen f : [a,b] — R val6s, korlatos
fiiggvény. Szeretnénk az [a, b] intervallum fliggvény alatti teriiletét kiszdmolni:
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T

\J

Definici6 6.4 [a,b] egy felosztdsa F, = {1 }}_; I = [x¢—1, xx]. Véges sok osztdpont:
a=x0<x1<...<x,1<x,=0

Legyen my = Inf { f(x)} (ezek léteznek, hiszen f korlatos).
Legyen M = Sup{f )}

xe€l;
Ekkor az F felosztdshoz tartoz6 also (sr) ill. felsd (Sr) kozelitd Osszeg:

n n
sp= Y my- (X —x1) = Y my - |I]
=1 k=1

n n
Sp=Y_ M- (v —xk_1) = ) M- | I
k=1 -

Ezeket az dbran jelolve (tetején sraffal jelolt téglalapok tertileteinek dsszege):

A

\]

Xo X1 X2 X3 ... Xp-2 Xn

Tétel 6.3 sy < Sy, hiszen my < My. v

Tétel 6.4 Legyen F* az F felosztds egy 1ij osztéponttal vett finomitdsa. Ekkor sp+ > sp és Sp= < Sp.

Bizonyitas 6.4
Legyen az Gj x* osztépont xi és xj1 kozott. Ekkor:

m;, = Inf f(x
ke [k, x*] { } m;( = my
ml = Inf {f(x)} | m>my
xe[x*,ka]

Hasonléan M < M, illetve M}/ < M. Tehét igaz az 4llitas. m
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Tétel 6.5 Legyen Fy, F, két véges felosztds. Ekkor:
Sk, < Sk Sk, < SRy
Bizonyitas 6.5
Sk, < SRUF, < SFUFR, < SF

El6szor a 6.4. tételt (felosztds finomitdsa) haszndljuk, majd a 6.3. tételt, és majd megint
a 6.4-et. -

Definicié 6.5 Legyen F véges felosztds, Darbaux-féle alsé integrdl:

b
h = Sup5p=/ f(x) dx

Ha [a, b] véges és f ezen korldtos, akkor 3h.

Definici6 6.6 Legyen F véges felosztds, Darbaux-féle fels6 integrdl:

b
H:= InfSp = / F(x) dx
X=a
Ha [a, b] véges és f ezen korlitos, akkor IH.

Definici6 6.7 Az f korldtos fiiggvény az [a, b] korldtos intervallumon Riemann-szerint integrdl-
b
haté, hah = H és ekkor h = H = / f(x) dx. Jelolés: f € R|a, b] (Megjegyzés: R[a,b] az [a, b]

X=a
korldtos intervallumon Riemann-szerint integrdlhato fiigguények halmaza).

Példik a definicié alkalmazdasara:

Példa 1: Legyen f(x) = c € R (~ my = Inlf {f(x)} = My = Sup{f(x)} = ¢). Legyen F
xelk x€lj
felosztasa [a, b]-nek.

n
my(xg — Xg—1) = ¢ Y |Ie| = c(b—a)
1 k=1

Sp =
k

n

n
SF=) Mp(xx— x4_1) = c(b—a)
=1

Ebbdl kovetkezben nyilvan h = H, tehat:

b
/ cdx =c(b—a)
X=a

Példa 2: Dirichlet-figgvény:

D(x) = 1, haxeQ
~ 10, hax e R\ Q



88 FEJEZET 6. INTEGRALSZAMITAS

Tetsz6leges F felosztasra:

n
sp= ) mg || =0
k=1 "7 h=Supsp =0 £ H
1 H=InfSp=b—a
SFZ Z Mk |Ik|=b—a
=

1

Tehét D(x) Riemann-szerint nem integralhato!

Lathatjuk, hogy néhany esetben kézenfekv( a definicié hasznélata, de dltaldnosabb esetek-
ben nehézkes. De ennek kikiiszobolésére a kovetkezd tétel segitséget nytjt, ami dsszekap-
csolja a hatdrozott integralt a hatdrozotlan ingtegrallal:

Tétel 6.6 | Newton-Leibniz formula
Ha f Riemann-integrdlhaté [a, b]-n és F az f primitiv fiigguénye az [a, b]-n, akkor:

b b
| fax=[F] _ =F@®) -F@)
xX=a X=a
Bizonyitas 6.6
Majd kés6bb visszatériink ra. n

Definici6 6.8 F, felosztds finomsdga: AF, =  fax {(xx — xx_1) }-

=1,...n

Definicié 6.9 Minden hatdron til finomodo felosztds sorozat (vov: m.h.t.ff.s.):

n—oo

{Fn}ne]N} AF, —— 0

Példdul: n osztépontos egyenletes felosztds.

6.2.1. Riemann-integrdlhatésag sziikséges és elégséges feltételei

Tétel 6.7 (Segéd tétel)
Ha F, m.h.t.ffs. [a,b]-n, akkor

3 lim sg, (f) = h(f); 3 lim Sg,(f) = H(f)

n—oo n—oo
Tétel 6.8
b
1. Ha EI/ f(x)dx = VE, mhtffs. esetén 3 lim sp (f) = lim Sg,(f) = I =
X=a n—oo n—oo
b
f(x)dx.
X=a b
2. Ha 3F, m.h.t.ff.s., hogy nlim sp,(f) = lim Sg,(f) = f € Rla,b] és f(x)dx =
e x=a

n—00
nh_IFOIOSFn(f) = nh_l;lgoSFn(f)

Bizonyitas 6.8

b
1. Az el6z6 tétel alapjan 3h, H, de mivel 3 / f(x)dx, ezérth = H = 1.
X=a
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2. Mivel h = H, ezért definici6 alapjan f € R[a, b].

Definicié 6.10 Oszcilldcids 0sszeg:

O, (F) = S5, (F) — 55, (F) = 3 (My — ) (x5 — 14_1) > 0

=0 =0

Tétel 6.9

b
EI/ f(x)dx <& Ve > 0esetén 3F felosztis, hogy Op(f) < €
X=a

Bizonyitas 6.9 ¢ ¢
(=) h=H,tehat3F : [ — > <Sh/ d5 : I+ 5> Sr,- Vegyiik F; U F, felosztast, ekkor ugye:
SFUF, > SFy/ illetve SF1UF2 < SFZ- Tehat:

Orur,(f) = Srur, — SRUF, < S, —Sp, < €

(<) Ve > O-ra:
H—thF—SfZOf<€

Tehat H—-h=0 = H=h=1. |

Tekintsiik az F, felosztasét [a, b]-nek, és vegytink fel minden [x;_1, x;]-n (k = 1,...,n) egy
Cx reprezentdns pontot.

Definici6 6.11 Integrdl kozelité Osszeg:
<M

TZA

or,(f) = Z@(xk — Xk—1)

Tétel 6.10

b b
1. Ha EI/ f(x)dx = VE,mh.tffs. esetén 3 lim op, (f) = / f(x)dx.
= n—o00 —
2. Ha EIF;,C %.h.tff.s., hogy lim of,(f) a {Cx} reprezentins pontok vdlasztdsdtdl fiiggetleniil
n—oo

b
= f€R[ab]és /x_uf(x)dx:nlgrgo(fpn(f).

Bizonyitas 6.10

1. Rendér-elv alapjan:
Sr, < Of, < Sf

n n

~—
—h —H

b
De mivel EI/ f(x)dx, ezérth = H = I, tehatop, = I.
X=a
2.0
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6.2.2. Elégséges feltételek a Riemann-integrdlhatésagra

Tétel 6.11 Ha f monoton az [a,b] C R intervallumon, akkor f € Rla, b].

Bizonyitas 6.11
Tfh. f monoton né. Legyen F, az [a,b] intervallumon valé egyenletes felosztds: |Ix| =

b— a' Ekkor:

X — Xg—1 =

Ok () = (Mg —mg) (i~ 1) = 1
k=1

Py () — £ )

k=1

i (My —my) =
k=1

Ha jol meggondoljuk ez egy teleszkopikus 6sszeg, amibdl azt kapjuk, hogy:

Or,(F) = "0 Y () — flai)) = L0 (£(0) — fla)) 270
k=1
A 6.9. tételnél lathattuk, hogy Op,(f) — 0 < f € R[a, b]. n

Tétel 6.12 Ha f € Cla, ]| (" f korldtos [a, b]-n), akkor f € R[a, b].

Bizonyitas 6.12
Weierstrass II. tétele alapjan (4.15. tétel; 47. oldal) a fliggvény felveszi széls6értékeit a kér-
déses intervallumokon (Iy-n ¢; helyen veszi fel maximumat, 7, helyen a minimumadt), tehat:

n n

Or, (f) = Y (My = mi) (v = 1) = Y (£(&6) = £ 1)) (6 — 21)

k=1 k=1

Zart intervallumon folytonos fiiggvény egyenletesen folytonos, tehat:

[f(Ck) = flm)l <& ha |G — | <6(e)
Adotte > 0:36(e) > 0. Legyen AF, < d(¢), ekkor

Sr—m<6(e) = |f(G)—flm)l <e
Tehat:

e—0

n
Or, <e) (x—x_1)=¢-(b—a) —0

Tétel 6.13 Ha f eqy pont kivételével folytonos [a, b]-n és f korldtos, akkor f € Rla,b].

Bizonyitas 6.13

Legyen x* € [a,b] a szakadési pont, illetve x* € (xx_1, x). Legyen Oj az [a, x;_4] intervallu-
mon, Ojy pedig az [xy, b] intervallumon vett oszcilldciés 6sszeg. Legyen |f(x*)| < K. Ekkor
adott ¢ > 0-hoz vélasszuk tigy az F felosztés finomsagat, hogy O; < £, Oy < §, az [x;_1, x¢]
intervallumhoz tartozé oszcillacids 0sszeg helyett vegytink egy intervallum szélességnyi 2K
magas téglalap tertiletét. Legyen x; — xx_1 < ¢g, ekkor:

& & S
OF—OI+OII+(xk_xk—1)2K<§+§+§—5 -

Tétel 6.14 Ha f véges pont kivételével folytonos [a, b]-n és f korlditos, akkor f € R|a, b].
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Tétel 6.15 Ha f € R[a, b] és f(x) = g(x) véges sok x kivételével, akkor ¢ € R|a, b] és ff:uf(x) dx =
b
Ji=a8(x) dx

Tétel 6.16 | Newton-Leibniz formula
Ha f Riemann-integrdlhaté [a, b]-n és F az f primitiv fiiggvénye az [a, b]-n, akkor:

b
| fax=[F)] _ =F@®) -F@)
X=a
Bizonyitas 6.16
Legyen ¢, az [a,b] egy m.h.t.f.fs; osztépontok: a = xp < x7 < ... < x, = b.
n

F(b) = F(a) = Y (F(x) = F(xca

) Lagrange -t
k=1

ZF' Ck) - (xk — xx_1)
Mivel F az f primitiv fiiggvénye [a,b]-n, ezért F'(x) = f(x) Vx € [a,b]:

P = F@) = ¥ F@) - (o) =anlh) == [ G

Példaul:
T T
/ sinxdx = [—cosx] = —cosm— (—cos0) =2
x=0 x=0

6.2.3. Riemann-integril tulajdonsagai

Eddig mindig ugy vettiik, hogy a < b, és [a,b] intervallumon szamoltuk ki a hatarozott
integralt. Lehet madsik irdnyba is:

Definici6 6.12
a b
/ f(x)dx = —/ f(x)dx
x=b x=a

Tulajdonsagok:

1. Intervallum additiv: a<c<bésfeRab

/xb_af(x) dx = /xc_af(x) dx + /xb_cf(x) dx

2. Az integral linedris vektorteret alkot R[a, b]-n, azaz ha f,g € R[a, b] és a, B € R, akkor
af + Bg € Rla, b] és

b b )
/x_a(tforﬁg)(x) dx =« x:af(x) dx+ﬁ/x_ag(x) dx

3. Azintegrdl monoton: Ha f(x) > g(x) Vx € [a, b]-re, akkor ff:af(x) dx > ff:ug(x) dx.



92 FEJEZET 6. INTEGRALSZAMITAS

6.2.4. Az integrdlszamitas kozépértéktétele

Legyen f korlatos fiiggvény [a,b] C R-en, ekkor:

(0 —a) Inf (f()} < [ f(x)dx < (b-a) Sup (£(2)}

x€la,b] x€[a,b]

Hiszen:

(b—a) Inf {f(x)} < UF(f)Zéf(Ck)'(xk—xk—l) < (b—a)Sup {f(x)}

X€[a,b] x€la,b]

Mivel Inf {f( )} < f(Gk) < Sup {f(x)}.

x€lab x€la,b]

Definici6 6.13 Integrdl kozép:

Tétel 6.17

Inf {f(x)} <x< Sup {f(x)}

xX€E[a,b] x€la,b]

Bizonyitas 6.17
A fenti egyenletet leosztva (b — a)-val kapjuk az allit4st. ]

Tétel 6.18 Ha f folytonos [a, b]-n, akkor 3¢ € (a,b), hogy f(&) =

Bizonyitas 6.18
Lasd Bolzano-tétel (4.11. tétel; 45. oldal) [ |

Definici6 6.14 f fiiggvény pozitivinegativ része:

_ Jf(x), haf(x) =0
1) = {O, ha f(x) <0

ey = J () haf(x) <O
f (x)_{O, ha f(x) >0

Lemma 6.1
flx) = fT(x) +f (%)
f)] = fT(x) = f(x)
Tétel 6.19 Ha f € R[a, b] (b > a), akkor:

L f*, f7,|fl € Rla, D]
b b
x)dx </x_u f(x)|dx
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Bizonyitas 6.19
1.

Or(f) <Op(f) <e

Or(f7) < Or(f) <e
Tehat az Op( f)-hez tartozo6 e-hoz j6 6(¢) j6 az Op(f+)-hoz és Op(f ™ )-hoz is.

[ pwias= [0 (Freo-r@)ar= [ e [ F@a

—f() < flx) <f(x)]

Mivel az integral monoton, ezért:

b
x=a

_/b_ |f(x)|dx</xb_uf(x)dx</ |f(x)]dx =

6.2.5. Integral fiiggvény
Definici6 6.15 Legyen f € Rla,b] (~ f € R]c,d], ha [c,d] C [a, b]). Ekkor f integrdlfiigguénye:

Fx):= [ f(t)dt  x€[ab]

t=a

Tétel 6.20 | Az integrdlszamitds II. alaptétele

1. F(x) folytonos [a,b]-n
2. Ha f folytonos xo € [a, b]-ben, akkor F differencidlhaté xo-ban és F'(xy) = f(xo)

Kovetkezmény: Ha f € Cla,b] C R[a, b] akkor Vx € [a,b] esetén F'(x) = f(x) (végpontokban
téloldalu folytonossdg/derivélt).

Bizonyitas 6.20
1. Legyen xg € [a, b]

|F(x) — F(x0)] =' :af(t)dt— " f(t)dt' -

t=a

X

t:f(t) dt+/:xof(f) dt — /:;f(t) dt‘ —

Mivel f € Rla, ], ezért f korlétos, tehat 3K : |f(#)| < K:

£(1) dt‘

t=xp

X

|F(x) — F(xp)| = ' t f(t)dt’ <Klx —xp| <e Ve>0

Ez teljestil, ha |x — xg| < é(¢), tehédt é(¢e) := % Tehat folytonos v'.
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2. f folytonos x¢ € [a, b]-ben.

F'(xo) = lim p = f(xo)
_ 0t copy dy
EE B ZEE0) | = | SR iy 2] -
R e [ fo)de| | R () — fxo)dt|
- h B h - h -
i £ — fGo)dt] [ 7(8) - fxo)) d
| S |

Mivel f folytonos xg-ban, ezért |f(t) — f(xo)| < & ha |t — x| < d(e), tehat:
Do L)~ Flo)l e 2 eds

t=xp t=xg —
| =
Vagyis:
F(xg+h)— F(x
o £ W) ZF0) _ x| < o
Tehat F/(XQ) = f(XO). ]
Példak

F(x) = [,-,cos®(t) dt
G(x) = [, cos3(t) dt

F'(x) = cos® x, hiszen cos® x folytonos.
X X 2
G(x) = [{_acos®(t)dt = [ cos®(t)dt — [ cos®(t)dt = F(e*) — F(x?).
/
G'(x) = (F(ex) — F(x2)> = f'(e*) - e* — f'(x?) - 2x = e* - cos® e* — 2x - cos® x2.

6.2.6. Parcidlis integrdlas

6.2.7. Integralas helyettesitéssel
Tétel 6.21 Ha x = ¢(t), akkor:

[ Flo() - ¢'(B)dt = F(p(t)) +c = F(x) +c = [ flx)dx
ahol F az f eqy primitiv fiigguénye, tehit:

/f(x) dx

x=g(t)
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Feltételek: ¢ folytonosan differencidlhatd, szig. monoton.

Bizonyitas 6.21
/f(x) dx=F(x)+c

= F(p(h) +c
x=g(t)

/f(x) dx

Tétel 6.22 Ha x = ¢(t), akkor:

/xb_af(x) dx = /ff(sv(t)) ¢ (t) dt

Bizonyitas 6.22

B B - ——
| flot) - ¢ty dt = [Flo(t))] = F(o(B)) - F(p(a)) .

Helyettesitéssel megadhaté integralok

1. / R (x, Vax? + bx + c) dx | Modszer: teljes négyzetté alakitunk:

cy/1— A%(x) A(x) :=sint
Vax? +bx+c— < cy/1+ A2(x) A(x) := sht
c/A%2(x) -1  A(x) :=cht

Pl:/\/x2+2x+2dx:/\/(x—l—l)z—l—ldx. Legyensht = x 41, ekkor dx = cht - dt
t —t\ 2
/,/(x+1) +ldx /\/sh t+1-chtdt /ch dt /( . ) dt

1 [ 1 1 [ o et ot e t 1
4/6 +2/ +4/e 8+2 8+c 2+4s()+c

Visszatériink x-re:

E—Flsh(Zt‘)—Fc:w—kl(x—kl) x24+2x+2+c¢
2 A~ 2 2
shtcht
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2. /R(ex)dx Ittt := e*, ekkor dx = %
P1: 71 dx = ! 1d = dt. E idlis tortekre bontjuk:
'/ezx—Zex x—/m'? t—/m t. Ezt parcialis tortekre bontjuk:

dt dt —dt
[mte=[ o [aes [

1=A(t)(t —2)+B(t—2)+C(t*) = *(A+C) + t(-2A + B)
Ebb6l B = —l,A = —ZesC— 1. Tehat:

1 1471

1 §—1+—1 |t—2|+C
Visszaterunk x-re:

— 2B

—}lln]tl—%t—l+11n|t—2]+c— LI,

—Zx—i—z—x—i— 11'1|€ —2|+C
3. /R (x, \"/ax—l—b> dx| Ekkor t := v/ax + D.
2 _
Pl: /x\/5x+3dx. foyt = 5x+3,x = i

2 _
/x\/5x+3dx: t 3

2 4 2
-t dt 25/ 25</tdt /3tdt)
2 P 6 t3 2 2 3
- — [ 2
=25 3 3 +c=—(05Bx+3) 25(5x+3) +c

125
4. /R x‘h xqz o) dx

Pl/

,illetve dx = %dt. Tehat:

NG

Ittt :== x7, ahol g a g; legkisebb kdz6s tobbszordse

N\w

dx. fgy t = xb, dx = 654t

UJ\)—I

1 1+ ¢
6/ +x2 +2-6t5dt=
_x3 3—t
243 4+t
:6/ <—729—3t—243t2—t3—81t4—27t6—9t8—3t10—tlz+%) dt =
t2 t4 £ t7 18 9(243 + t)
— 729t —3— — 81 —— —81.-— —27— — — 3. 6/7{11‘:
( 2 4 5 7 11 13)+ 3—12
9 1
G-|—6/ (20-(072) 4y 4 15 0a3. /72dx=
—t t
(%3)
t
= G—27In|3— 1| +18v/3-243 -arth— + ¢
V3
Visszairva x-et:
4 162 1
43749/% — 9\/_—486\/§—— xﬁ—% x5—%xg—6 x2—£ X6 —%x?—

—271n|3 — ¥/x| 4 4374/3 - arth % +c
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x
5. /R(sinx,cosx)dx Ittt .= tgi,x:2arctgtésdx:1+t2dt
. 2sinjcosy  2tgy 2t
sinx = Iy v ey
sin® 5 +cos*5  tg°5 + +
2 x 2 x 2 x 2
cos“5 —sin“5 1—tgcs 1t
COS X — 2 2 _ &2 _

sin? ¥ +cos2%  tg?3+1 241
1
Pi [ o
2 —cosx *

/Z—Cosx _/ ti '1+t2 /2+2t2—1+t2 /1+3t2

2

arctg(\/_t) _ 2 arctg(\/3tg %) +c

2/1+(\/_t) 3 V3

6.3. Improprius integral

Eddig korlatos intervallumon korlétos fiiggvényt integraltunk.

6.3.1. Ha az intervallum nem korlatos

oo w

Definici6 6.16 Legyen f € R[a,w] Vw > aesetén, ekkor/ f(x) dx = lim f(x) dx, ha
= w—0Q0 —

a limesz létezik. x=a x=a

b b
Definici6 6.17 Legyen f € R[w,b] Vw < besetén, ekkor / f(x)dx = lim F(x)dx
=—00 W——00 Jy—
ha a limesz létezik. * x=w

Definici6 6.18 Az / f(x) dx improprius integrdl konvergens, ha V¢ € [a, b] esetén

/f dx—/ Flx dx-l—/ flx

PL: x dx nem konvergens, hiszen 3 J xoio xdx.
xX=—00

6.3.2. Ha a fiiggvény nem korlatos

Definici6 6.19 Ha a-ban nem korldtos, de V6 > 0 esetén f € R[a + J, b]:
b . b
/x _flydx= tim [ f()ds
Definici6é 6.20 Ha b-ben nem korlitos, de V6 > 0 esetén f € Rla,b — ¢]:
b . b—6
[ s g [
Definici6 6.21 Hac € (a,b)-ben nem korldtos, de 6 > Qesetén f € R[a,c — 6] és f € R[c+ 6, b]:
=5 b

b c b
/x_af(x) dx = x:uf(x) dx + /x_cf(x) dx = lim f(x)dx + lim f(x)dx

6—0+0 Jx=qa 6—0+0 Jx=c+¢
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Példak
1.
1 (arcsin x)% 1=0 (arcsin x)% (arcsin x)% e
/ ———dx = lim ——dx = lim |—F— ==
x=0 1 — x2 §—0+0Jx=0 /1 — x2 6—0+0 %

0

3 3 /m\3
=1 5Em_0(arcsin%(1 —0) — arcsin3 0) = 1 (g) ’

7 7
X X
dx = lim dx =
/x—3 x—3 0—040 Jx=3+5 v/x — 3

Legyen t = \/x — 3, figyeljiink arra, hogy az intervallumokat is transzformaljuk:

2 tz +3 2 t3 2
= lim 2tdt =2 lim (2 +3)dt =2 lim [——I—Bt} =
§—0+0Jo+s ¢ 6—04+0.J0+s 6—0+40 0+6
=2 lim §-1—6—(5—34—35 —E—i—lZ
T T550+0 \ 3 3 3
. © 1
3. Milyen a-ra konvergens a / p dx?
=1
Haa =1 . §
/ —dx = lim (Inw —1In1) = 0o, tehdt divergens
x=1X w—
Haa #1
o0 —a+1 W —a+1 1
— . X . w 1 ——, haa>1
/ x %dx = lim = lim — =< a-—1
=1 wooo | —a+1]; woeo\—a+1 —a+1 0, haa < 1

[ee]

1
Tehat / P dx konvergens, ha « > 1, divegens, ha a < 1.
x=1

1
4. Milyen a-ra konvergens a / i dx?

x=0 X%
Haa =1 .
1
/ —dx = lim (In1—1InJd) =00, tehdtdivergens
x=0 X 6—0+0
Haa # 1
- 1 _ 1
1 x—otl 1 g—otl —, haa<1
/ x %dx = lim l } = lim ( - _>: 1—a’
x=0 6—0+0 | —a+1]; o-0+0\—a+1 —a+1 0, haw > 1

L |
Tehat / P dx konvergens, ha « < 1, divegens, ha a > 1.
x=0
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5. Milyen a-ra konvergens a / % dx?
x=0

x:0 x _X:]_ X

N

T laeo [N Ly [T Lir tehatdi
/ — x—/ — ax+ — ax tehat divergens

div.,, haa>1 div, haa<i

6.3.3. Improprius integral néhany tulajdonsaga

Tétel 6.23 f € R[a,w] Vw > a esetén.

" f (x) dx improprius integrdl konvergens < Ve > Qesetén 30)(e) € R, hogy / . fx)dx| <
E,XFT; w1, wy, > Q. T
Tétel 6.24 Legyen F(x) = [;°_f(t)dt integrdl fiigguény. F folytonos [a, o0)-n.

xooaf(x) dx < xlgr(}o F(x) Caghy Ve > 0 esetén 30 (e) € R, hogy xw;f(x) dx| = |F(wy) —

F(wy)| < & ha wy, wy, > Q.

Definici6 6.22 / f(x) dx abszolit konvergens, ha 3 [ | f(x)|dx < oo.
X=a

(e9)

Definici6 6.23 f(x)dx feltételesen konvergens, ha konvergens, de nem abszoliit konver-
X=a

gens.

Tétel 6.25 Ha f (x) dx abszoliit konvergens, akkor konvergens.
X=a

Bizonyitds 6.25 (Cauchy-kritérium)
wy

|- fax
X=w1

6.3.4. Majorans kritérium

w
</ ’ |f(x)|dx < ¢ hawi,wy, > Qe)
X

=wq ]

Tétel 6.26 f € R[a,b], illetve g € R[a,b] Vb > aeseténés |f(x)| < g(x) Vx > aesetén, ha
b b

/ g(x) dx konvergens, akkor / |f(x)|dx is az, illetve
X

=a X=a

[ fldx < [ gax

=a X=a

Bizonyitds 6.26 (Cauchy-kritérium)

/xwz |f(x)|clx</w2 g(x)dx <e hawy,wy > Oe)

=w1 X=wWw1
w
Tedht / ’ | f(x)| dx konvergens és az integral monotonitdsabol kovetkezik, hogy ha | f(x)| <
X=w1
g(x), akkor:

[ 1wl [* swax 7 jim
7 il < [ gax .

=a X=a
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6.3.5. Minorans kritérium

Tétel 6.27 Hah és f € R[a,w] Yw > a esetén és/ h(x)dx = o0 és f(x) > h(x) Vx > a
X=a
esetén akkor/ f(x)dx = oo.
X=a
Bizonyitas 6.27
Ha f(x)dx < oo lenne, akkor a majorans kritérium miatt [~ /(x)dx < oo lenne, ami
ellentmondas. n

6.4. Az integralas néhany alkalmazasa

6.4.1. Teriilet szamitas

2 2

Pl: Ellipszis teriilete. Egyenlete: 2—2 + Z_Z =

4-el megszorozva megkaphatjuk a teljes tertiletét.

A
bA
x .
/ x2

Ezzel megkaptuk az ellipszis fels6 dganak egyenletét. Ma-
gyaran az ellipszis teriilete:

4O/u <b\/¥> dx4b0/u,/1 (g)zdx

Legyensint := g. Ekkor dx = acost - dt, a hatarok pedig: 0, g, Tehat:

1. Szamoljuk ki a besatirozott teriiletet, és ezt
A

g
2

2 2
1 2t 1 in 2t
\/1—sﬁ-acostclt:4ab/cos?'tclt:4ab/7—1_(:0S dt = dab | =t + 20 =
2 2 4 |,
0 0

4b

O\Nm

— 4ab <g+s1117r B 511;0) :
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6.4.2. Forgastest térfogatinak kiszamolasa

A

\]

Ha megnézziik akkor az x és x 4 dx kozti rész, ha megforgatjuk, akkor j6 kozelitéssel egy
hengert ad ki (dx tetsz6leges kicsiny), ennek a térfogata:

dV(x) = m-f(x) - _dx
N—— g .
alaptertilet Magassag

A teljes térfogat:
b
V:/n-fz(x)dx
a

Példaul a kap térfogata: Legyen a magassaga m, alapteriilete r. A kiapot kaphatjuk példédul
az y = ..x egyenlet(i egyenes megforgatasasval:

m
2, r2 [x3" 2 md | rPmem
V=|n Sxdy=n— || = Y
m m 0 3
0

6.4.3. Ivhossz

Ha megnézziik az dbrat, akkor A és B kozti iv jo ko-
zelitéssel egy szakasz, Pithagorasz-tétel alapjan:

dS(x)? = dx® + (f'(x)dx)?

dS(x) =dx\/1+ f"(x)

A teljes ivre pedig:

S = /b,/l + f2(x) dx

Pl a kor keriilete. Kor egyenlete: x2 + y? = r2, ekkor
a fels6 iv fliggvénye:

\
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—2x

r_
y 2Vr? — x2
Ha ennek a felének a hosszat kiszdmoljuk, majd beszorozzuk 4-el, akkor megkapjuk a kor
kertiletét:

K = 4/\/ ﬁ x4/\/7x4/\/7

arcsin =
4 [ ] = 4r (arcsin1 — arcsin0) = 41’5 =|2rmt
0

1

r

6.5. Integral kritérium

Tétel 6.28 | Integrdl kritérium

Legyen f € R[1,a] Va > 1 esetén, és f monoton csokkend és f(x) > 0 Vx > 1 esetén. Legyen
ay = f(n). Ekkor

(e e]

Y a, és / f(x)dx ekvikonvergensek, azaz
n=1

Bizonyitas 6.28

Illetve:

n+1 ; n
/f(x)dx< Zak<a1+/f(x)dx
1 k=1 1

Mindkét esetben minordns és majornds kritérium alapjan igaz az allitas. m



6.5. INTEGRAL KRITERIUM

Pl:

> 1
L, &

n=1

Tehéat

6.5.1. Hibabecslés
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7. fejezet

Szamsorozatok nagysagrendje

Definici6é 7.1 Ekvivalencia reldcio:

® g ~b<& b~ a(szimmetrikus)
* a ~ a (reflexiv)
e g~bb~a= a~ b(tranzitiv)
Definici6 7.2 a, = O(by,), ha 3c € Rés N € N, hogy
lan| <clby| han>N
Definici6 7.3 a, = Q(by,), ha 3c € RT és N € IN, hogy

clby| <a, han>N

Definici6 7.4 a, = O(b,) < b, =0(ay), ha

Tehdt a, = ©(b,) < dc,d >0,N € N, hogy

clby| <a, <d|by|] han>N

Definicié 7.5 a, ~ by, (asszimptotikusan egyenld), ha

Lemma?7.1 a, >0,b, >0
© és ~ ekvivalencia reldcidk és

ay~b, = a,= ®(bn)

Bizonyitas:

N

n

by
(1—¢e)b, <ap<(l14+¢b, han>N

1—¢e< <1+¢e¢ han>N

105
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7.0.2. Miiveleti szabdlyok
Tétel 7.1 Haa, = O(b,) ésc, = O(d,)

an + Cn — @(bn + dn)
an * Cn — @(bn * dn)

an by
e=o(a)
Megjegyzés: kiilonbségre nincs szabdly! Es hasonld szabdlyok igazak a ~-re.

Tétel 7.2 a, > 0,b, > 0és a,, ~ b, akkor

Y a, ekvikonvergens ) _ by -el
n=1

n=1

Tétel 7.3 | Stirling-formula




