ANALIZIS 1. I. POTZARTHELYI 2013. november 7.
Mérnok informatikus szak A csoport Munkaido: 90 perc

1. feladat (18 pont)

a) Adja meg a lim a,, = —oo definicidjat.
n—oo
b) A definici6 alapjan lassa be, hogy lim v/n2 —n3 = —oo
n—oo
cosn? ) . . s
¢) Konvergens-e az a,, = > sorozat, és ha igen, mi a hatarértéke?
n?—n

a) lim a, = —oo, ha minden M < 0 esetén létezik olyan N(M) € N szam,

n—oo

melyre a,, < M han > N(M) (3p)
b) Legyen M < 0, ekkor v/n? —n3 = ¢/n?(1—n) < /1 —n (vagy n > 2

esetén v/n? —n? < ¢/ % —n?) (3p), vagyis elég ha

M>V1-nen>1-M, (vagy M > \3/—%3) & n > —V2M), (4p)
V2M))).(2p)

tehat N(M) = [1 — M?3] (vagy N(M) = max(2,[—
0, (2p) és —1 < cosn? <1

c¢) lim vn2 —n3 = —oo, igy lim .

n—o00 n—o00 n2 _ n3

(2p), tehat

) cos n?
lim

e 2P

2. feladat (22 pont)
Hatarozza meg az alabbi hatarértékeket:

3n2 — 2\ "2 3n2 44\ ? An2 + 2\ ¥
b re .
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b)

— — (2p), fgy £ < 1, és n > N esetén

3n?+4 3
— < - <1 2



tehat

32 4+ 4 3n2—-2 3 3n2-2
0§(4n2+2> s(ﬂs) — 0, (3p)

vagyis a rendorelv miatt a sorozat 0-hoz tart. (1p)

4n?+2 4+3% 4
C)3221L2:3_:é—>§;(2p),igy8<§,ésn2]\7esetén

n?+2 4
m>§—€>1, (Zp)
tehat s s
An? 4+ 2\ T 4 m
(3n2 _ 2) Z (§ _8> — x,, (3p>

vagyis a speciélis rendorelv miatt a sorozat oo-hez tart. (1p)

3. feladat (18 pont)
Adja meg az
n!sin (n%) + 4"
n3" + 47
sorozatok torlédasi pontjainak halmazat, limesz inferiorjat, illetve limesz szu-
periorjat. Konvergensek-e a sorozatok?

ay = /2203 4 (—4)" + 6 b, =

Ha n paros a, = /8 -4" + 4" + 6 = {/9 - 4" + 6, vagyis

4 4Y9=9 4" <a, < 94" +6-4" =43/15 -4,  (3p)
ha n péaratlan a, = V/8-4" — 4" + 6 = {/7 - 4" + 6, vagyis

4 TY2= T 4"<a,<YT-4"+6-4" =413 - 4.  (3p)

Igy a sorozat torlodasi pontjainak halmaza: {4}, limsupa, = 4 = liminf a,,
tehat a sorozat konvergens, és hatarértéke 4 (2p).

[ n! 447 n! 1+% 1 n! sp

L S L N T S YN —dk+1
n3vrAr A ()41 2 4 " +
—nl4+4"  nl  —14+% 1 n! 3p
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n3t4r A (341 2 4 o0, +

4n 1 2
n3”+4n_n(%)n+1£1’ n =2k




Igy a sorozat torlédasi pontjainak halmaza: {—oo,1,00}, limsupa, = oo,
liminf a,, = —o0, tehat a sorozat nem konvergens. (2p)

4. feladat (14 pont)

Legyen a1 =4, ésn=1,2,... esetén a,.1 = /7a, — 6.

a) Igazolja, hogy n =1,2,... esetén 1 < a, < 6.

b) Bizonyitsa be, hogy az (a,) sorozat monoton.

c¢) Konvergens-e az (a,) sorozat, és ha igen, mi a hatarértéke?

a) 1l <a; =4<6 (2p), és
l1<a,<6 = T7<7a, <42 = 1< Ta, — 10 < 36
21 < VTay — 16 = any1 < 6.
b) ay = V22 > 4 = a; (2p), és
ap < Qpi1 :>7an<7an+1:>7an—6<7an+1—6

:> Api1 = \/7an —6< \/76Ln+1 6= Apy2.

¢) (a,) monoton novo és feliilrol korlatos, igy konvergens (2p), vagyis van
hatarértéke:

A= lim a, = lim v/7a, — 6 = V7A — 6,
tehat A2 —TA+6 =0, igy A =1 vagy A = 6 (2p), de mivel a, > 4, igy
lim a, = 6 (2p).
n—oo

5. feladat (16 pont)
Konvergensek-e az alabbi sorok:

o0 n

> 1
B ) 3. e

n

5" 5" 5\" 5 = (5\"
a) 0 S W S 3% S <§> (3p), €S § < ]_7 igy nz_o (§> sor konver-

gens (3p), igy a majorans-kritérium alapjan az eredeti sor is konvergens.
(2p)
b) 1 Vn2 < ¥/n?+5n+7< n2+5n2+Tn?= Vn2v/13 — 1 (4p), igy

1
140, 2
Vn?+5n+7 7 (2p)



vagyis nem teljesiil a sorok konvergencidjara vonatkozo sziikséges feltétel, igy
a sor divergens (2p).

6. feladat (12 pont)
a) Definialja a Leibniz-sor fogalmét, és ismertesse a numerikus sorokra vo-
natkozo Leibniz-kritériumot.

. = (1)
b) Igazolja, hogy a g
—~Vvn+3

¢) Adjon becslést az s ~ sgg kozelités hibajara.

sor konvergens.

o0
a) A Z(—l)”an sor Leibniz-sor, ha a, > 0, a, — 0, és a,, > a,,1 minden
n=1

n € N esetén. A Leibniz-sorok konvergensek. (3p)

b) 0 < v/n + 3, az \/n részsorozata, igy monoton névoen oo-hez tart, tehat
a reciproka 0-hoz tart monoton csokkenoen, igy a sor Leibniz-sor, tehat kon-
vergens. (6p)
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c)ls—s —_— =
© =T+ 10 P



