Analizis 1 4. Megoldas (3) 2015. 01. 23.

1. feladat 10 pont

A komplex szamsikon egy négyzet kozéppontja o = —2 + 31, egyik csticspontja pedig
a = —3 4+ 61. Adja meg a tobbi csticspontot!

Megoldas: Toljuk el a négyzetet tgy, hogy a kézéppontja az origd legyen! Ekkor az a
csucs eltoltja ' = a — 0 = —1 4 31, és az eltolt négyzet tobbi cstcsa b =ad' -1 = —3 — 1,
d=b-1=1-3,ésd = -1=3+1.

Az eredeti négyzet csicsai a = =3+ 61, b =0 +0=-5+4+21,¢c=c +0=—1¢és
d=d +o=1+ 4.

2. feladat 4+4-6-+4 pont

Mondja ki és bizonyitsa be a konvergens sorozat reciprokardl tanult tételt!

Adjon példat olyan a,, és b, sorozatokra, melyekre lima, = limb, = 0 és

Qp

n n 1 Gn
(a) bn_> 2 (b) bn—>2 (c) bﬂ—)oo

1

Megoldas: Tétel: Ha a,, konvergens és nem nullsorozat, akkor — is az , és ekkor
a‘ﬂ,

1 1

lim—- = 2p. |.

H Qan lim Qp

Bizonyitds: Legyen A = lima,!. Ekkor A € R, és A # 0. Mivel |A|/2 > 0, ezért létezik

N; € R, melyre

A A
n > Ny esetén 0< |2‘—]A\—|2‘< |,

vagyis a, # 0 véges sok kivétellel, igy 1/a,, sorozat.
gA?
Legyen € > 0 tetszdleges! Mivel - > 0, ezért létezik Ny € R, melyre
gA?

n > Ny esetén la, — Al < -

Igy

a, A|

n > max { Ny, No} esetén

1 |A—a,| eA%/2
= < = €.
la, Al A?/2

(a) a, =2/n, b, =—1/n;
(b) a, =1/n, b, =2/n;

(¢) an =1/n, b, = 1/n>




3. feladat 44846 pont

(a) Mondja ki valamelyik Weierstrass-tételt!
sin(x 4+ 1)

oy fiiggvénynek?
?+x

(b) Hol és milyen szakadasa van az f(z) =

(¢) Adja meg az f(x) = arctg (e””a) fliggvény els6 és masodik derivaltjat!

Megoldas:
(a) Kompakt halmaz folytonos képe kompakt.

(b) Folytonos, igy csak a nevezd zérushelyeiben van szakadas: z; =0 és x9 = —1 .

i 1) 1
hm f( ) = x—>1 (% . E) =1-(—=1) = —1, igy ez egy megsziintethets sza-

kadés .
sin(z+1) 1

xll>r(1)1+f(x) = wll%l—i- (x——H : E) = sin(1) - co = o0, igy ez masodfaju szakadas

3]
(c) f(z) =

1 e’ 322
Tro 2Ige ° 32 —1—|—e21’3'

(e$33m23x2 + &%’ 6x)(1 + e%s) _ o?°322027° G2
" o B
(@) = T 3p.] _

e (92 + 61) + &3 (62 — 92%)
(1 4 e2®)’ '

4. feladat 943 pont

Vizsgalja monotonitas és konvexitas szempontjabol az
f(z) = (z* — 62 + 10)e™*

fliggvényt! lim f(z)=

r—+oo

Megoldas: Dy = R.

f(x) = (22 — 6)e” ' + (2% — 62 + 10)e” ™ = (22 — 4o + 4)e”™™

0 = f'(x) megoldasa x1—2

F(2) = (2 — A + (a2 — o+ 4o = (o — 2)e!
)

0=f"(z megoldasal 1 =2,1,=0

—4:17+1O§LH1_ 200 —4 =L’H 2

lim f(z)= lim ——— == lim = lim :0.
x—)—oof( ) T——00 el—z z——0c0 —el—® r——oco el=% p

Jim /(@) = oo [1p-]

—oa] —00,0] 0 0,2] 2 ]2, 00[q
0 TU  infl| T N{tinfl| T U |oq 3p.
f' + [+ [+ o+ | [
Iz + ol =Tol + 1| [1p.

—od]| — 00, 2[2]2, cofeo —od] —00,0] 0 ]0,2[] 2 [2,c0[0
flo T M 1T | f10 U finfl| N [infl] U | 3p.
1 + 0+ 1 + lo[=lo| + | [2p




5. feladat* 4-+8 pont
0
Mondja ki a Newton-Leibniz-tételt!

Megoldas: Tétel: Ha f Riemann-integralhato [a, b-n, és létezik F' primitiv fiiggvénye

b
is [a, b]-n, akkor /f(x) dz = F(b) — F(a) .

0

1 0 4
d:[—l : 4.] —In= [4p.]
/ (arccos x)v/1 — 2 . n(arccos(x)) ~1/2 " 3

~1/2
6. feladat* 8-+8 pont
3
+5r+3
— 1)et ! dp =2 by [ T gy =
(a)/(3x )31 g ()/ S
Megoldas:
3zr—1 3z—1 3r—1
3z—1 _ € e B e
(a)/(Bx—l)e de = Bz —1) 5 —/ 3, 3 dx_(3x—1) o
f' g’ f" T ¥ T
e31’—1 ) _—
3 + = (x — g)e +c
23+ 51+ 3 2z + 3 A Bx+C 5 ,
(b) e 1 3) = +;—|— 213 Szorozva (z° 4 3x)-szel kapjuk,

hogy 224+ 3 = A(2* +3)+ (Br+ C)z = (A+ B)z*+ Cx + 3A, amib6l A =1, C =2
& - 1[2p.|

/m3+5x+2d /1+1+—m+2d /1+1 1 2z
——dx = - o - -
3+ 3z x x?+3 x 22243
x
arctg —
2 1 2
Vi) V3
ln(a:2+3)+2 arctgi—l-c
V3
7. feladat* 10 pont

2
t = 23 — 1 helyettesitéssel hatarozza meg az / 32°Vx3 — 1dx integralt!

1

2

1
Megoldas: ¢ = vVi+1 — dx = ﬁdt , igy /3:1:5\3/:1:3—1dx =
3vt—1

r=1
. '
f 5 1
/ 3<€/t+1> Vi——— df2p.| = /(t + DVEdt = /t3/2 + 12dt =
3Vt +1
0

t=13-1 0

2 2 ’ 98 14 224
22 Zpfon ]l = (24 =) V7= 255V 2p.
B B2

0




8. feladat* 8 pont

Mennyi a [—1, 1] intervallumon az f(x) = chz fliggvény grafikonjanak ivhossza?

1 1
Megoldiss 1 = [ \/1-+ (e a)? daf3p.] = [ chrdf3p.] = 251 1/2p.
—1

-1




