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1. Bevezetés

Differencidlegyenlet: valamely fiiggvény, annak fliggetlen valtozoi és az egyes fliggetlen valto-
z0k szerinti derivaltjai kozott allapit meg Osszefiiggést.
Kozonséges differencidlegyenlet: a fiiggvény egyvaltozos.

Parcialis differencidlegyenlet: a fiiggvény tobbvaltozds (mi ezzel nem foglalkozunk).

n-edrendii differencidlegyenlet: a fellépd legmagasabb rendii derivalt n-edrendii.

Implicit alak:
F(x’ y7 y,7 y”? A 7y(n)) = 0
Explicit alak:
y" = flay gy oy )

Linearis differencidlegyenlet:

2. Elsorendiu differencialegyenlet

2.1. Definicié.

Elsérendi implicit differencidlegyenletnek nevezziik az olyan egyenletet, amelyben az vy,
és x szimbolumok szerepelnek, (amelyeket persze més betiikkel is jelolhetiink), és az ¢/
semmiképp se hidnyzik az egyenletbol. Ezt tgy irhatjuk fel, hogy:

F(z,y,y) =0 (2.1)

Ha ebbdl az egyenletbdl az 3 kifejezhetd, akkor elsérendi explicit differencidlegyenletrdl
beszéliink:

y = f(z,y) (2.2)

Tehat (2.1) altalanosabb, mint (2.2).
Az adott zg,yo esetén jutunk az

y/ = f(x>y)v y(l‘o) = Yo (23)

Cauchy problémdahoz.
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2.2. Definicié.

a) Azt mondjuk, hogy a ¢ : (a,b) — R, (a <b) differencidlhaté fliggvény,
megolddsfiiggvénye a (2.2) differencidlegyenletnek, ha

¢'(z)) = fz,¢(x),  Vazel(ab) (2.4)
A p figgvény grafikonjat megolddsgorbének nevezziik:
{(z,y) + y=0(@), v€(a,b)} (2.5)

Az 0Osszes megoldésfiiggvény halmazat dltaldnos megoddsnak nevezziik. Ha ezek kozil csak
egyet tekintiink, példaul a Cauchy feladat megoldasat, akkor partikuldris megolddsrol beszéliink.

b) Azt mondjuk, hogy a ¢ megolddsfiigguvénye a (2.3) Cauchy problémdnak, ha van olyan
(a,b) intervallum (a < b), hogy

o' (x) = f(x,p(x)), Vze(ab), ahol xy€ (a,b) és p(xg) = yo (2.6)

p-nek a grafikonja az (2.3) Cauchy probléma megolddsgdrbéje.

Megjegyezziik, hogy egy megoldasfiiggvény mindig valamely nem iires, nyilt intervallumon
van értelmezve, és ott minden pontban differencidlhaté. Vannak olyan differencidlegyenlet
tankonyvek is, amelyek nem kivanjak meg, hogy a megoldasok minden ponban derivalhatok
legyenek. Azt azonban felteszik, hogy "nulla 0sszhosszisagi” halmaz kivételével legyenek
differencidlhaték a ¢ megoldasok. Ilyenkor azt mondjédk, hogy ¢ majdnem mindeniitt
differencialhaté az (a, b)-ben.

2.1. Illusztracio.

Mutassuk meg, hogy az
y=y-2
differencidlegyenletnek megoldasa az
y=2+el@ )  ahol 7 € (—00,00) VceER
esetén , vagyis a teljes szadmegyenesen értelmezett fiiggvénycsaldd tagjai mind megoldasok!
Ellendrizziik azt is, hogy az azonosan kettével egyenl6 fiiggvény is megoldas.

Megoldas.
Mivel 3 = et & ¢y — 2 = e+ azért tetszbleges z,c € R esetén fennéll az
egyenloség.

Az azonosan 2-vel egyenl6 konstans fliggvény derivaltja nulla, és 2 -2 =0, igy y =2
megoldés.

2.2. Illusztracio.
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a.) Oldjuk meg az ¢’ =

differencidlegyenletet!

b.) Oldjuk meg az ¥y = y(1) =0 kezdetiérték problémét!

Megoldas.

a.) Az y=arctgr +c¢, c€R az éltaldnos megoldds, amelynek elemei értelmezettek a
(—00,00) intervallumon.

b.) Ezek kozill az y = arctgx—n/4 adjaaz (1,0) kezdetiértékhez tartozé megoldasgorbét.

Vegyiik észre, hogy minden ponton halad at megoldasgorbe, és mind a (—o0, c0) intervallu-
mon vannak értelmezve.

2.3. Illusztracio.

/

1

Oldjuk meg az 1y = — differencialegyenletet!
z

Megoldas.

A
ox)=Inz+c, >0 ésa ¢x)=In(—x)+c, <0
fliggvények a megoldasok, ahol c¢q,cy tetszoleges valds konstansok.
Ha az z¢ = e, yo = —2 kezdetiérték problémat akarjuk megoldani, akkor feltehetjiik, hogy
x>0,igya —2=Ine+c¢ -b6l c; = —3 adddik. Ezért

p(x) =lnzr—3

adja a megoldasfiiggvényt.
Ha pedig az xq = —e, yo = 7 kezdetiérték problémat akarjuk megoldani, akkor feltehetjiik,
hogy = < 0,igya 7=In(—(—e))+cy -b8l ¢y =6 addédik, ezért

a megoldasfiiggvény.

A r6videbb frédsmdd kedvéért az dltaldnos megolddst ¢(z) = In|z| + ¢ alakban szoktuk
leirni, ami alatt az In|z|+c¢ fliggvény valamely (a,b) intervallumra valé lesziikitését értjiik,
példaul a (—o0,0) vagy a (0,00) intervallumra vald lesziikitését. A 0-t tartalmazé (a,b)
intervallumra nem lehet gy lesziikiteni, hogy differencidlhaté fiiggvényhez jussunk. A fenti
két kezdetiérték probléma megoldéasa:

o(x) =Inl|z| -3, illetve o(x) =In|z|+6

alakokban is irhaté. Ilyenkor az értelmezési tartomanyok nincsenek kiirva, de értelemszertien
az elso esetben x > 0, a masodikban x < 0.
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2.4. Ilusztracio.
Mutassuk meg, hogy ha az y = ¢(z), = € (o, 3) differencidlhatd, és kielégiti az
2y =322 +¢, ceR (2.7)
implicit egyenletet, akkor megoldésa az alabbi differencidlegyenletnek:
zy*y +y —2/x =0 (2.8)
Megoldas.

Az y helyett ¢(x)-et gondolunk és differencidljuk az (2.7) implicit egyenlet mindkét
oldalat = szerint, a ¢ paramétert konstansnak tekintve:

327y + 2*3y*y = 6z,

amib6l 3x?-tel val6 osztdssal megkapjuk a kivant differencidlegyenletet. (Megjegyezziik, hogy
x =0 esetén ¢ nem elégiti ki az (2.7) implicit egyenletet sem.)

Ilyenkor (2.7) -et nevezziik a (2.8) differencidlegyenlet implicit alaki megolddsanak. Sokszor
meg kell elégedniink a megoldasok implicit alakjaval.

2.5. Illusztracio.

a.) Bizonyitsa be, hogy ha az y = y(x) differencidlhaté fliggvény kielégiti az
2ty —22%y+2y2 =0 (2.9)

implicit fliggvénykapcsolatot, akkor y = y(x) megoldésa a
2 dy 2
(2zy — 22" +4y) I = (dzy — 2z —y?) (2.10)
x

differencidlegyenletnek.

b.) Bizonyitsa be, hogy ha az = = z(y) differencidlhaté fliggvény kielégiti a (2.9) implicit
fliggvénykapcsolatot, akkor kielégiti az alabbi differencidlegyenletet:

(2xy—2x2+4y) = (4xy—2x—y2) fl—z (2.11)

c.) Mi a tanulsag?
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Megoldas.
a.) Tehat most az
2+ x oy (z) — 22% y(x) +2¢%(x) = 0
implicit egyenletet kell x szerint derivalni. fgy az alabbi egyenlethez jutunk:

20 + 1y (x) + 2 2y(z) ¥(z) — 4o y(z) — 227 /' (z) + 4 y(x) /() = 0
d
Innen pedig v'(z) = d_y cserével és rendezéssel adodik az allités.
x

b.) Ebben az esetben az y a fiiggetlen valtozo, ezért az

2*(y) +x(y) v* —22%(y) y + 29> = 0
egyenletet most az y fiiggetlen valtozo szerint kell derivalni:

dr dx dzx
+ =y +a(y) 2y — 4a(y) & y—22%(y) +4y = 0

2 -
z(y) T

Ebbél rendezéssel kapjuk (2.11)-et.

dy
C‘) y/:f(‘ray)v azaz @Zf(x7y)
esetén az inverzfiggvényre vonatkozé differencialegyenlet:

dz 1
d_y_f(x,y)’ f<x7y)%0

ahol most y jeloli a fiiggetlen valtozot.

D) A fentiekbél kovetkezéen a (2.10) és (2.11) differencidlegyenletek kozos alakjas

(23:y — 227 +4y) dy = (4xy —2x —y2) dz
A megoldasnal tudnunk kell, hogy melyik a fiiggetlen véltoz6. Mi megallapodunk abban,
hogy esetiinkben mindig az x lesz a fliggetlen valtozo, ha nincs ezzel ellentétes allités.

2.6. Illusztracio.

Oldjuk meg az differencidlegyenletet!

1
y =— (2.12)
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Megoldas.

A megoldasgorbék valamelyik siknegyedben vannak, ugyanis = # 0, y # 0 miatt nem
metszhetik a tengelyeket. A megoldasoknak ki kell elégitenitik az

yy =1/z, azaz 2yy =2/x, azaz (y°) =2/x
differencidlegyenletet. Tehat
v’ =2Inlz|+c¢, ceR (2.13)

a megoldasok implicit alakja.
Legyen ¢ =2In¢ , ekkor

y* =21In|z|+21né, ceRT,
amelyet kényelmesebben
y* =2 1In(|z| ¢), ¢ceRT,

azaz
2
W/ = |zle,  ceRT, (2.14)

amelybdl z-et fejezhetjiik ki, mint az y fliggvényét, vagyis a megoldasfiiggvények inverzeirol
beszélhetiink kényelmesen:

x:iie@f/?), ¢ e Rt
c
vagyis ,
x="ke¥/?, EeR\{0}, y#0 (2.15)

A (2.15) formula minden y € R-re értelmezett, de a mi esetiinkben y # 0 lehet csak
a (2.12) miatt. Ha a differencidlegyenletet kell megoldanunk és a megoldasfiiggvényekkel
kapcsolatban semmi més feladatunk sincs, akkor a (2.13) implicit fliggvénykapcsolat meg-
talalasaval a feladatot megoldottnak tekinthetjiik.

Feladatok

2.1. Feladat.

Mutassuk meg, hogy az adott fiiggvények megoldasai a feltiintetett differencidlegyen-
leteknek:

a)
—2x 1 T / T
y——26 +§€, y—|—2y_—€

b)
y=xvV1-—2x2, 0<zx<l1,;
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yy = — 22°

2.2. Feladat.

Mutassuk meg, hogy az alabbi differencidlegyenleteknek a feltiintetett paraméteresen adott
gorbék megoldasgorbéi:

a)

r+yy =0;
x = cost, y = sint, te (0,m)
b)
(1+azy)y +y*=0;
r =te', y=-e", t<—1

c)

() +e' =u;

2
r=t>+¢, y:§t3+(t—1)et7 t>0

2.3. Feladat.

Mutassuk meg, hogy ha az y = ¢(z), = € («a, 3) differencidlhaté és kielégiti a megadott
implicit egyenletet, akkor megoldasa a a feltiintetett differencidlegyenletnek is:

a)

o+ — byt = yy (1+2y*) =32° — o
b)
> 462 =09, y>0;
y(y) +2ay =y
c)
arctgy—ln\/x2+y2:0, x>0;
T
(z—y)y =x+y
2.4. Feladat.

Mutassuk meg, hogy ha az y = p(z), = € (o, 3) kielégiti a megadott integralegyenletet,
akkor megoldasa a a feltlintetett differencidlegyenletnek is:

2)

y:ex/etht—i—?)ez, xr € (—00,00) ;
0

/ _ xtax?
Yy —y=e
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sint
y:x/Tdt; x> 0;
0

vy =y+x sinz

y:w/?dt, x> 0;
1

xy —y=ze"

Utmutatés:
Ha az integrandus fiiggvény folytonos, akkor az integralszamitds II. alaptétele szerint az

y = ¢(z) differencidlhato. A b) feladatot gy kell érteni, hogy az integrandus fiiggvény 0

sint
pontbeli szakadasat megsziintettiik, felhasznalva, hogy tlir% — = 1.

3. Szétvalaszthatd valtozdju differencidlegyenletek
(szeparalhatd, szeparabilis)

A szétvalaszthatd valtozoju differencidlegyenletek specialis alaku elsérendi differencidlegyen-
letek.

y' = f(z)-g(y), IS O?a,b): g€ C?c,d) (3.1)
Keressiik azt az y = y(z) fuggvényt, amelyre:

Y (z) = f(z) - g(y(x)) Va € (a,b)-re.

1.) Ha g(yo) =0 (yo € (c,d)), akkor y = yy megoldés.
(Egyenstlyi helyzet, mivel ¢ = 0.)

2.) Ha (c1,d1) C (¢,d)-ben g(y) # 0, akkor (3.1) ekvivalens (3.2)-vel:

yﬂ
d#,,
y dy =~
= f(z 3.2
9(y) (@) 3.2)
C1+ — —
Ca>77
! .
a b T
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Ha y =y(z), (y(zo) = yo) megolddsa (3.2)-nek, akkor

y' ()
= f(x), Ve K, 3.3
oo 1 & &9
1
Legyen H(y) az ﬂ = h(y) egy primitiv fiiggvénye (c1,d;)-en, tehat
A
dH 1
dy  g(y)

1
(— folytonossdga miatt 3 H ).
g
Legyen F(z) az f(x) egy primitiv fiiggvénye (a,b)-n, tehét

dF
dr f(z)
(f folytonossiaga miatt 3 F).
Latjuk, hogy (3.3) az aldbbi alaku
d d
—(H@)) = —(F@).
amibol
H(y(x)) = F(x) + C. (3.4)

Mivel y(zg) = yo , ezért
H(y(xo)) = F(xzo) + ¢ —  C = H(y(xo)) — F(x0),

tehat C' egyértelmiien megadhato.
Megforditva, ha (3.4) valamilyen C'-vel teljesiil, akkor mindkét oldalt = szerint derivalva

hy(x) o'(x) = f(z), vagyis gyy — f(x),

tehat y(z) megoldasa (3.1)-nek.
Osszefoglalva: F és H meghatdrozdsaval az ismeretlen y = y(x) fiiggvényre a

H(y) = F(z) +C (3.5)

implicit fiiggvénykapcsolatot kapjuk. Ezt irhatjuk

/ﬁdy:/f(x)dx
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alakban is.
Megjegyezziik, hogy H szigorian monoton (H'(y) (: h(y)) # 0), ezért elvileg y kifejez-
heté (3.5)-bol.

Néhany példa:
sh2x
3.1 @ ' = 0)=0

, sh2x dy sh2z / /
Y ch 3y dxr  ch3y vy Sheres

Elvégezve a kijelolt integralasokat kapjuk az altalanos megoldast:

1 1 1 3
gsh3y—§ch2x+0 <y—§arsh(§ch2x+0))

Az y(0) = 0 kezdeti feltételt kielégit6 partikuldris megoldas:

1 1 1 1
gsh0:§ch0+0, vagyis O=§+C = C:—§
Tehat ] 1 ]
gshSyzécth—ﬁ
3.2 y’:—g, y >0, vagyy <0
Y
d
y/:_f —_— _y:_z = /ydy:/—;pd;p
y dz y

Elvégezve az integralast kapjuk az altalanos megoldast:
2 2

E:_%Jrc — 22+y2=C (y>0,vagyy<0)

3.3 Yy =y —y

y=0, y=1megoldas.
Hay #0ésy#1, azaz y € (—00,0), vagy y € (0,1), vagy y € (1,00):

e R L A Ve R

© Konya I. — Fritz Jné — Gyéri S. 10 v2.1



Elvégezve az integralast:

1 _
In 4 ' =hnjz|+C = eln|y71| = elnlel . @
K = e vélasztdssal:
1 1
l-—-|=K-|z|] = 1—-==xK-x, ahol K >0.
Yy Yy

De mivel y =1 is megoldas, K = 0 is lehetséges. fgy a differencialegyenlet megoldasa:

CeR (persze y =

1
= lak is j6).
Y 1-Cx’ 1—|—Ca:aa is 6)

Ezekhez a megoldasokhoz hozza kell venni az y = 0 megoldast is.

(Az y =1 megoldas C' =0 valasztassal adédik, mint lattuk.)

3.4’ Yy sinz =y Iny, x#kr é y>0 ‘

y = 1 megoldés. Ha y # 1:

/ dy 1 / 1 / / 2 cos? 3
= | ——dz = ——dy = dz
ylny 2/ sing cosF Iny tg 5

Elvégezve az integralast kapjuk a megoldast:

In|lny| = ln‘tgg‘ +InC; =1In <C’1 tg%)

- ]1ny|=01 tgg, Ci>0
= lny:C’tgg, C>0vagy C <0.

Mivel y =1 is megoldds, azért C' =0 is lehet. Osszegezve kapjuk, hogy
lny:C’tgg, CeR

Ezt az alabbi alakban is irhatjuk:
y=e“%®3  CeR

3.5 xy +2y =0, y(3) = -1
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d 2
Y / —dz ésy =0 is megoldds. (Most nem jé a kezdeti feltétel miatt.)

Yy x
+K
Infy|=-2nfz[+IhK, K>0 = (y=— ¢é& y=0)
x
. ) C
Tehat a megoldas: y=—, CeR
x
Az y(3) = —1 kezdetiérték probléma megoldasa:
C 9

Feladatok

3.1. Feladat.
Oldjuk meg az alabbi differencialegyenleteket illetve a hozzajuk tartozé Cauchy problémaékat:

a) «) Yy =xe”,

e
b) O[) y,:?,
o 0) = 1
ﬁ) y_y27 y()_
o n2) = 3
) V=" y(In2) =
y 3
c) ) , 1
y 3
Z_2 1) = -2
) , " x y(—1)

3.2. Feladat.

Oldja meg az alabbi differencidlegyenleteket!

-1 2 _
1) o = Y cos?x sin®z, y>0 2) y = y —4
Y
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2 1
y - —4 / 6
3) ¢ = >0 6. =2y+1)° I3z, 2>0,y>——
)y v2roria ! )y =(2y+1) y> -3

244 _ T 22

4.) y'=y2+3x\3/1+2m2, y >3 7) y,_QQQ Ly >0
y_
sh6 sh® 2y (22 +1) 32

\5/3+8 8) y/:

;o y>0

ch2y y ey’

4. Homogén és inhomogén
linearis elsorendii differencialegyenlet

Ahhoz, hogy a cimet megértsiik, atismételjiik ismereteinket a linedris tér és az altalanos
értelemben vett linedris fiiggvény (amit szoktak homogén linedris fiiggvénynek is nevezni)
fogalmakat. Mar most megjegyezziik, hogy az inhomogén jelz6 tagadast foglal magaban és a
linedris tulajdonsdg hianyéra utal.

4.1. Definicié.

Az L teret linedris térnek nevezziik az R valds szamtest felett, ha értelmezett benne egy
osszeadas miivelet és a valds skalarral vald szorzas, tovabbé ezekre teljesiilnek a szokésos
miiveleti azonossagok.

Pontosabban megfogalmazva, £ az 0sszeaddsra ( +-ra) nézve kommutativ csoportot alkot
és Vi1,ly,lo € L és VYa,[ € R esetén teljesiilnek a kovetkezd (4.1) és (4.2) azonossagok.

A skalarral valé szorzas tulajdonsagai:

halel, alel, al=la, 1U=1 (af)l=a(pl),
(a+B)l=al+pl, a(ly+l)=a+aly, Yi,loeLl (4.1)

A kommutativ csoport tulajdonségai:
ha l;,l, € L, akkor [+, € L,
h4(la+13) = +1)+l3, Villzel
d0e L : l1+020+l1:l1, Vlleﬁ,
Vie Lesetén 3 —1le L : I+ (=)= (=1)+1=0,
és ll + l2 = lg + ll s ll, 12 eL. (42)

4.2. Definicio.
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Ha egy f fiiggvény értékét az [y + lo helyen tagonként szdmolhatjuk ki, tovabba a
konstans kiemelhet6 a fliggvénybol, akkor a fliggvényt linearisnak nevezziik.
Tehédt az f: Ly — Lo flggvényt linedris fliigguénynek (operatornak, leképezésnek, sth.)
nevezzik, ha
a) Ly linedris tér,
b)
f(ll + lg) = f(ll) + f(lg), Vil € ﬁl, (43)
c)
flal) = af(l), VieLlLiésVaeck (4.4)

Konnyen lathaté, hogy ilyenkor az Lo képtér is linedris tér. Masrészt, ha ny az Ly tér
nulleleme, akkor f(ng) az Ly tér nulleleme.

4.1. Illusztracio.

a) A sikvektorok tere, valamint a térvektorok tere egy-egy linedris teret alkot. (Ezért
szokds a linedris teret vektortér néven is emlegetni.) Nyilvanvald, hogy a valésszamok R tere
is linedris tér.

b) Az [a,b] intervallumon értelmezett folytonos fliggvények (C?a’b] tere, vagy az akar-
hanyszor differencialhaté fiiggvények Dy tere szintén példak linearis térre. Mindkét eset-
ben az azonosan nulla fiiggvény a nullelem, egyik esetben az [a,b] , masik esetben az (a,b)

intervallumon értelmezve.

4.2. Illusztracio.

a) Az f:R — R valds fiiggvények koziil az  f(z) = mazx linedris fliggvény.
(A g(x) =maz+b, b+#0 nem linedris a 4.2 Definici6 értelmében. Ezért a nyomaték kedvéért
szoktak a 4.2 Definici6 szerinti linedris fliggvényt homogén linedris fligguénynek is nevezni.)

b) Az f:R xR~ R valés kétvaltozés fiiggvények koziil az
flz,y) =ax +by, a,beR

linedris fliggvény. Ugyanis az x = (z,y) ésaz a = (a,b) jelolést haszndlva kapjuk, hogy
skaldris szorzatrdl van szé: f(x) = a-x, amire teljesiil a (4.3) és a (4.4) tulajdonség.

4.3. Definicié.

Ha a 2.1 Definiciéban F' az y és y szimbdlumoknak linedris fliggvénye, akkor jutunk
homogén linedaris implicit differencidlegyenlethez:

a(z)y +bx)y=0 (4.5)

Feltételezve, hogy a(x) # 0 , oszthatunk vele és igy

(H) y +8x) y =0 (4.6)
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alaku differencidlegyenlethez jutunk. (4.6)-ban feltessziik, hogy ¢ folytonos valamely [« (]
intervallumon, ekkor (4.6)-ot homogén linedris elsérendi differencidlegyenletnek nevezziik és
(H) -val jeldljik.

Homogén linearis elsérendii differencialegyenlet

4.1. Tétel.

a) Ha ¢ és 1 is megolddsai (4.6) differencidlegyenletnek, akkor ¢ 4+ 1 is megoldasa
(4.6) -nak. Ha egy ¢ fliggvény megolddsa a (4.6) differencidlegyenletnek, akkor ennek a ¢
fiiggvénynek a konstansszorosai is megoldasok. Ezt réviden tgy mondhatjuk, hogy a (4.6)

homogén linearis elsérendii differencialegyenlet megoldasai linearis teret alkotnak.
b)

Y +9@)y=0,  yxo) =10 (4.7)

kezdetiérték problémanak Vzq € (o, 3) , yo € R esetén van az («, ) intervallumon értelmezett
c) Ha ¢ és ¢ is a (a,f) intervallumon értelmezett megolddsai a (4.7) kezdetiérték
problémanak, (vagyis grafikonjaik ugyanazon az (zo,yo) ponton haladnak at), akkor

p(z) =9(x) Ve (a,f).

/////

d) A (4.6) homogén linedris elsérendi differencidlegyenlet megoldésai egydimenzids linedris
teret alkotnak, tehat a megoldasok megadhatdk egy seholse nulla ¢ elem konstansszorosaként.

Bizonyitas.

a) Ha ¢ és ¥ is megoldésai (4.6) differencidlegyenletnek, akkor
¢'(x) +g(x) p() =0, Ve (ap), (4.8)
V'(z) + g(z) P(z) =0, Vze (a,f). (4.9)
Osszeadva (4.8)-at és (4.9)-et:
¢ (@) +4'(z) + g(x) (p(z) +¢¥(2)) =0, Vz€ (af).
amibl:
(p(a) + (@) + g(x) (p(2)+e(2) =0, Ve (a,5).

Tehat ¢ + 1 is megoldasa (4.6)-nak.
Ha egy ¢ fiiggvény megolddsa a (4.6) differencidlegyenletnek, akkor (4.8)-bdl c-vel valé
szorzassal kapjuk:

c(¢'(x) +9(z) p(x)) =0, Vae (af),
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amit atalakitva:

(co(@)) +9(z) (cp(x) =0, Vae (a,f).
Tehat a ¢ fliggvénynek a konstansszorosai is megolddsai a (4.6)-nak.
b)

v +g(x)-y=0 (szeparabilis differencidlegyenlet)
% = —g(x) -y y = 0 megoldas
d
Hay #0: Ey:—/g(as)dx.

Jeloljik ¢ primitiv fiiggvényét G -vell (G létezik g folytonossiga miatt.) Ekkor
Inly| = —G(z)+ Cy
ly| = e e 6@ = K e ¢ K >0
y>0: y=Ke 6@
y<0: y=—Ke 6@

(K >0)
és y = 0 is megoldas.

—y=Ce %) CecR

az altalanos megoldas.
A megoldést azon az («, 3) intervallumon kaptuk meg, ahol g folytonos.

Ha y(zo) =yo = yo=Ce %@ _bél C egyértelmiien meghatirozhaté.
¢) Nem bizonyitjuk.
d) y = Ce €@ (€ R-bdl lathats, hogy valéban

y = C p(z)

alaku az altaldnos megoldds. Azt is latjuk, hogy ¢(z) seholse nulla.

4.3. Illusztracio.
Oldjuk meg az ' + (sinz) y = 0 homogén differencidlegyenletet!

Megoldas.

A 4.1 tétel d) allitdsa szerint egy y # 0 megoldast keresiink, ezért y-nal oszthatunk:

/%:/—sinxd$,
Y
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amibol:

Iny =cosz, azaz y = e“®Y  egyik, nem nulla megoldas.

Ezért a 4.1 tétel d) allitasa alapjan a differencidlegyenlet dltaldnos megoldasa

yg = C e“®% x,C € R.

Inhomogén linearis els6rendii differencialegyenlet

Tekintsiik most az

(1) v +y(@)y = f(z) (4.10)

differencidlegyenletet, amelyet f(x) #Z 0 esetén inhomogén linedris elsérendi differencidl-
egyenletnek neveziink és (I)-vel jeloliink. Itt is feltessziik, hogy g és f folytonos az («, 3)
intervallumon.

A (4.10) inhomogén probléméhoz tartozé homogén differencidlegyenlet:

(H) Y +g(r)y=0 (4.11)

4.2. Tétel.
a) Az
(1) v +gl@)y=fl(z)
inhomogén linedris differencidlegyenlet y74; altalanos megoldasa felirhaté a (4.11) homogén

differencidlegyenlet ypg4; 4dltaldnos megoldasa és a (4.10) linedris inhomogén differencidl-
egyenlet valamely y, partikuldris megoldéasa Osszegeként, tehat:

’ylélt = Ymag + yp‘ .

b) Az

() Y +y@)y=f(z)
inhomogén linedris differencidlegyenlet egyik partikuldris megoldasa mindig megtalalhato a
konstans varialas modszerével.

c) Az
() YHg@)y=flr) Vee (o,f8), é ylw) =1y (4.12)

inhomogén linearis differencidlegyenletre vonatkozé kezdetiérték feladat egyértelmiien oldhato
meg Vo € (a,F) ,y0 € R esetén.
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Bizonyitas.

a) Elészor egy segédtételt bizonyitunk be.

4.2.1. Segédtétel
Ha (I)-nek két megolddsat megtalaltuk, akkor ezeknek a megolddsoknak a kiilonbsége
megoldasa az

(H) y +g(x)y=0

homogén differencidlegyenletnek.

Ugyanis

(1) (@) +g@)un(x) = flz), Vae (ap),
és

(1) y(@) +9(@)pe(z) = flz), Vae (oF),
akkor a két egyenlet kiilonbségébdl kapjuk:

y1(x) + 9(x) y1(2) — (ya(z) + g(2) y2(2)) = f(2) — f(x) =0, Vo€ (a,0) .
Tehat:
(y1(z) = y2(2)) + 9(z) (y1(z) — y2(z)) =0,

azaz y1(x) — y2(x) megolddsa a (4.11) homogén differencidlegyenletnek. Ezért nevezziik
(4.11)-et a (4.10) inhomogén problémahoz tartozé homogén differencidlegyenletnek.

Jeloljiik az (y1(x) —y2(z)) killonbséget yg (z)-szel, ekkor:  y(x) = yy(x) +y2(x) . Ebbol
mar kovetkezik a tétel allitésa:

Yraw = Yaae + Yp

vagyis a (4.10) inhomogén linedris differencidlegyenlet altaldnos megoldédsa egyenlé a hozza
tartozé (4.11) homogén linedris differencidlegyenlet altaldnos megolddsa plusz a (4.10) inho-
mogén linearis differencidlegyenlet egyik partikularis megoldasa.

Y1 = Yran, Y2 = Yp valasztdssal:

Y1 — Y2 = YHan
L az osszes lehetséges megolddsa (H)-nak
egy konkrét megoldasa (I)-nek

tetszOleges megoldasa (I)-nek

(I)-nek nem lehet més megoldésa, csak ami ebbél y; -re kijon, midén yg helyén (H) minden
lehetséges megoldasat szerepeltetjiik.
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b) Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldédséat az allandé varidlasanak modszerével

yp = c(z) p(2)

alakban keressiik, ahol ¢ (H) egy seholse nulla megoldasa, tehat  ¢'(z) + g(z) ¢(z) = 0.
yp-nek az (I)-be valé behelyettesitéssel megmutatjuk, hogy létezik ilyen alaki megoldés.
Derivéljuk y,-t: ), = (x) - o(x) + c() - ¢'(v)

Behelyettesitiink (I)-be:

(@(@) - p(x) + c(x) - ¢'(2)) + g(x) - (c(2) - () =

= d(@)-px) +cx)  (P@)+g(@) @) =) o) =f(z)

=0, mivel ¢ av(H) megoldasa

Ebbél
vy - 1@
()
addédik. Mivel ez folytonos, ezért 1étezik primitiv fliggvénye, tehdt ¢ mindig meghatarozhato
integraldssal. Mivel csak egy y, kell, tehat elég egyetlen c(x)-et taldlni (az integréalasi allandé

0-nak vélaszthato).

¢) Nem bizonyitjuk.

110D | y-Y=we,  y1)=5, ya)=?

Minden olyan tartomanyban, melyben x # 0 a differencidlegyenlet egyértelmiien megold-
hato.

d
(H): y’—g:O — —y:g, y =0 megoldéas
x dr =z
Ha y # 0:
/ dy [dz
y ) =z
Most is elég egyetlen, nem nulla megoldas, ezért
— lhhy=Iz, igy y==x
Tehat a homogén egyenlet altalanos megoldéasa: ygar =Cx, CeR

Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasanak keresése:

yp, = c(x) x, y, = (x) x + c(x)
Behelyettesitve (I)-be:
(I) d(x)x+ c(x) — cz)e =xe”
N
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Innen:
d(x)=¢" = c(x)=¢"+ konst.

Mivel egyetlen y, megoldast keresiink, konst=0 valaszthato, igy vy, = xe”.

Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa: yraw = Cx +xe” (C €R)

Az y(1)=5 kezdetiérték probléma megoldasa:
b=C+e = (C=5-¢ = y=(b—e)z+uze”

4.1. Feladat.

Oldja meg az aldbbi differencidlegyenletet!

1) ye** — (1 +e*)y =0 3 4
T

y=zlnz,  yle) =

2.) y — 2
)y 2 10.) '+ —y =32, y(1)=4

rlnx

/_y_ 2 _
3) Y T 22" =0, y(l) =1 11.) ¥/ + 2y shz =shz

, Y _1+2.CE _ 1
4)y+1+x l+z’ y(0) =2 12)y’+y=(—+2>e2m7 z >0
T
y . 3¢t
5.) Y+ ="+ — 13.) ¢ + 22y = 4
6)y'—§y: 14.) ¢ —3y=2a*+1
15.) xy —y = e (22 + 23)
y+-y=—+5, y1)=0
T 16.) v + ay = e, a#0
2
8.) Yy +—-y=3, y(1) =2 17.) ¥ + ay = ™", a#0

5. ij valtozé bevezetése

1.) Szétvalaszthatd véltozdjura visszavezethet6 differencidlegyenletek:

(a) y’zs@(ﬂs,y)Zf(y) uz:% (U(x)=M> L x#0

x x
y=u-x
Yy =u -x+u-1
A helyettesités elvégzése utan az alabbi szétvalaszthatd valtozoju differencialegyen-
lethez jutunk:
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u’—d—u— w) 1
dz — 9 x
(b) ¢ = f(ax +by) (a,beR) u:=ax+by
1
y = gu—%x
1 a
e
ST T
A helyettesités utan kapott egyenlet:
1
gu/—%:f(U),

mely szintén szétvalaszthatd valtozoju differencialegyenlet.

2.) Egyéb helyettesitések: ezeknél megadjuk, hogy mivel helyettesitiink.

Példak:
, 29% + 22
5.1 y=—— 170, y#0
Ty
y’:2g+£ u::g = y=u-x, yY=uzr+u
Ty x

wr4+u=2u+—
u

v =u-+ —
U
, ur+1 1
u = -
u

1 2

—/ Y du:/ldx
2 ) ur+1 x

1 2

Eln(u +1)=In|z|+C

In(u?+1) = Inz? + 2C

w4+ 1=2g% %
=K>0

2

—2 -+ 1= Kl'2

T
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v = Kot — 22 K >0

5.2. 2%y + xy = 2?2 + o y(l) =2

,_:B2—|—y2—:cy
— p
/ A
yzl—i—(—) - = r#0 (Most « > 0)
T T
w=2 — y=ur =— vy =vr+u
x
vr+u=14+u?>—u
wr=1+u*—2u
/ du  [do
(1—-uw? J =z
1 — -1
—% =Inlz|+C |z| = = most, mivel z € K; 5
1
=C+1Inx
1—u
Visszahelyettesitve:
-y
r CHlnx
(1)=2 1-2 = = C 1 = !
— — = — —_ — =X i
y 4 —1+Inx

o 11
— — — = — —
2 2 2
d
izu’zQeu
/e“du:/de
—e "=2x+C

v2.1
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Tehat a kezdeti feltételt kielégité megoldas implicit alakja:
e = 2r+1
Ebbol most a megoldas explicit alakja is konnyen felirhaté:
—2y —x =1In(1 — 22)

T 1
= -2 —ZIn(1-2
y 5 2n( )

5.4. Alkalmazzuk az u(x) = y*(x) helyettesitést, és oldjuk meg a

3y — 2y = ay?

differencialegyenletet!

3 / 2 / ! u
u = s u = 3 . s = —
y y:ey V=32
A differencidlegyenlet atalakitva:
2
312 — Sy = a2
x
Elvégezve a helyettesitést:
, 2 9 o . p
v ——u=u=x (lineéris elsérendi d.e.)
x

_[=2 2
upg = Ce™ | ~247 = Ce*™ = O

2

up = c(x)a® = wupy=ca’+c- 2

VP =C’+2) = y=vC 12423

5.5. y(ry + 1)+ 2(1 + 2y + 2%y%)y’ = 0 u=uzy

v=1y+ay = ay=u-y = wxy=u
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T

J 1+ u+u?
u—

9m+¢y+u+u+u%(w—9)=o

1
u3 T

/(u3+u2+u1)du:/ldx
i

u72

— +

-2
1

- 21212

-1

“_—1+1n|uy:1n|x|+o

1
— —+njzyl =n|z|+C

LY

"o

y2

21 1 1
M(y )Zﬁ&xcﬁ+y+_) p=atty+ -

Yy Yy
/ 2
1
=2r+y -5 = 'ny =z -2
2+ 22 =2z linearis elsérendii d.e.

_p2
Ziag = Zha + zip = Ce™ ™ +1

1
P4y+-=Ce " +1
Y

9 1
z=r+y+- — =z
Y
Behelyettesitve:
Y =2 =22z =
Visszahelyettesitve:
5.1. Feladat.

Oldja meg az aldbbi differencidlegyenletet a megadott helyettesitéssel!

1.) 4o =3y +vy' (2y —32) =0

2) (1—-2x—2y)y =x+y+1

3.) y/—l—g:m2y4 w=y>
T
4.) y +2zy =2z 9 u=y?
(142%)?

5.) 5(1+2?)y = 2zy + "

<

U= =

X

u=r+y

u=1y°
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Ty
y= ¥ Y
- x oz
2 x?
8.) Sy’—gy:E u =y
2z
9) ¢y = —i—y’ x>0 w="Y
y—x x

10.) zy'shy —chy = a?shx u=chy
11.) zy'siny + cosy =1 u = cosy

1+y 1+W*(z+y)
vty 1+ 22

12.) y(0)=e u=In(x+vy)

13.) a1/ cos (x +y) = sin® (v +y) —wcos (v +y) — 1 u =sin (x + y)

6. Iranymezo, izoklinak, grafikus megoldas

Tegyiik fel, hogy az y = ¢(x), x € (a, 3) megoldasa az y' = f(x,y) differencidlegyenletnek.
Ekkor

¢'(z) = flz, (@), Ve (ap).
Ha ¢ atmegy az (xg,yo) ponton, akkor ¢(xg) = yo és

Spl(xo) = [ (20, p(w0)) = (0, v0) -

Tehat, ha az (xg,yo) koordinatdkat behelyettesitjiik a differencidlegyenlet jobb oldaldba, ak-
kor az igy kapott f(xg,yo) érték megadja az (xo, o) ponton atmend megolddsgorbe érinté-
egyenesének a meredekségét. (tga = f(zo, o))

Tegyiik fel, hogy minden (xg,yo) pontban megrajzolunk egy f(xg,yo) meredekségii vo-
naldarabkat, amit vonalelemnek neveziink. Az igy kapott tér az iranymezo.
Minden 3’ = f(z,y) differencidlegyenlethez tartozik egy irdnymez6. A megolddsgorbéknek
illeszkedniiik kell ehhez az irdnymez6hoz, vagyis a megoldasgorbét minden pontjaban érinti
az iranymez6 valamely vonaleleme.

6.1. @ Yy = % , x#0 (Az y tengely pontjaihoz nincs rendelve irany.)

© Konya I. — Fritz Jné — Gyéri S. 25 v2.1



Az y = max egyenes pontjaihoz a differencidl-
egyenlet ugyanazt az iranyt rendeli: tga=m.
Tehat most a vonalelemek parhuzamosak a széban
forgd ponthoz mutatd helyvektorral.

A megoldasgorbének minden pontban érintenie
kell a megfelel6 vonalelemet.

A megoldasok leolvashatok az iranymezobol:

(Valéban:  Inly| =In|z|+ln|lc] = y=cuz,

D1 4bra

y=cx,rz>0,vagy y=cx, z<0.
x#0é y=0,x#0.)

Izoklina: azon pontok halmaza, melyekhez az ¢ = f(x,y) differencidlegyenlet ugyanazt
az iranyt rendeli,tehat az izoklina pontjaiban a vonalelemek parhuzamosak. Ennek meg-

felel6en az izoklinak egyenlete:

flz,y) =K, KeR
o2, @)

y =z -y
a.) [rja fel az izoklindk egyenletét!
szélséérték jellege?

b.) Tekintsiik a differencidlegyenlet

Mely pontokban van a megoldasoknak lokélis széls6értéke és milyen a

(Belathat6, hogy van ilyen: egzisztencia tétel.)
Van-e ennek a megoldésfiiggvénynek inflexidja az (1, —2) pontban?

(1,—2) ponton &tmend megoldasat!

a.) Izoklindk: =z — y* =K (paraboldk)

A lokalis szélstérték létezésének sziikséges feltétele: "=0.
Tehat a K = 0-hoz tartozoé izoklina pontjaiban lehet lokalis szélsGérték:

r—1y’=0 = z=2y°

parabola pontjai jonnek széba. (Az x = y* izoklindt a megolddsgorbék vizszintesen

metszik.)

Az ' =2 — y? differencidlegyenlet mindkét oldaldt = szerint derivaljuk:

y'=1-2yy

Az x = y? parabola pontjaiban 3 =0 ésigy: "' =1>0

—> Az x = y? parabola pontjaiban y' = 0 ésy” > 0, tehdt a megoldasfiiggvényeknek

lokalis minimuma van.
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b.) ‘=z -y = Jy1)=1-(-2?%*=-3
1 -2y = ¢'(1)=1—2(-2)(=3)= 1140

Nem teljesiil az inflexiés pont 1étezésének sziikséges feltétele = nincs itt inflexio.

6.3. @ Milyen lokalis tulajdonsaga van az

y =2°+y° —9

differencidlegyenlet (2, 1) ponton atmené megoldasénak az adott pontban?

Az o/ (z) = 2° + y3(x) — 9 egyenletben x helyére 2 keriil. (y(2) =1)
Y(2)=224+12-9=0 = lokalis szélséérték lehet

A differencidlegyenlet mindkét oldalat x szerint derivaljuk és itt is elvégezziik az x = 2

helyettesitést:

y' =322+ 3y o y'(2)=12>0 = y(2)=1 lokalis minimum érték.

=0

6.4. @ Az y = p(z) dtmegy az zo = 2; yo = 4 ponton, és kielégiti az

vy =2(64 —y°) +a —2

a (2,4) pontban?

differencidlegyenletet. Milyen lokélis tulajdonsaga van ennek a megoldasgorbének

Az x helyére 2-t, az y helyére 4-et helyettesitve kapjuk:
42 4 (2) = 2(64 — 4%) + 2 — 2,
amib6l y'(2) = 0. Derivaljuk = szerint a fenti implicit differencialegyenletet:
20y'y’ +y*y" = (64— °) + 2(=3y*)y + 1.
Az x helyére 2-t, az y helyére 4-et és az y' helyére 0-at helyettesitve kapjuk:

0+16y"(2)=0+2(-3-0)+1,

1
amib6l y”(2) = T 0.

y(z)-nek = = 2-ben lokélis minimuma van (y'(2) =0; ”(2) > 0), a minimum értéke: 4.
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6.5. Az y=¢(z), =€ Kys5 megoldésa az
y=2(-2?2+5¢, y@2)=-1
kezdetiérték problémanak.

a.) Hatdrozzuk meg a ¢'(2),¢"(2),¢"(2) értékeket!

b.) Van-e lokalis szélséértéke ¢-nek zg = 2-ben?

c.) frjuk fel a ¢ fluggvény xg = 2 bazispontu harmadfokd Taylor polinomjat!

D Pl(r)=2(x—-2)" +5¢*x), @(2)=-1
Mivel a jobb oldal differencidlhaté, azért a bal oldal is. Tehdt létezik ¢”(z), =z € Kay.
Hasonléan kaphatjuk, hogy ¢ akarhanyszor differencialhaté K s5-ban.

a) () =2 -2 +5p%(z) = ¢(2)=22-22+5 ¢*(2) =5
G
Plx)=4(x—2) +5-2¢(x)¢'(z) = ¢"(2)=4(2-2)+10-(-1)-5 = =50

" (x) = 44+10¢ (z)¢' () +10p(2) " (x) = ¢"(2) = 4410-5-54+10-(—1)-(=50) = 754

b.) Mivel ¢/(2) =5#0 = nincs lokdlis széls6érték xy = 2-ben.
(Sziikséges feltétel nem teljesiil).

50 754

c.) Tz(x) =—=1+5(x—2) —a(x—2)2+7(x—2)3
6.1. Feladat.
1.)
y/ — xQ + 2y2

A differencidlegyenlet megoldasa nélkiil vélaszoljunk a kovetkezo kérdésekre!

(a) Mely pontokban parhuzamosak a megoldédsok az y = 2x egyenessel?
(b) Lehet-e lokalis széls6értéke a megolddsoknak?

(c) Irja fel az y(0) = 0 kezdeti érték problémahoz tartozé megoldasgorbe xy = 0 koriili
harmadfoku Taylor polinomjat!
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2.)
Y+ 422 +1=0
frja fel az izoklindk egyenletét! Van-e a megoldasoknak lokélis széls6értéke?
Vizsgélja meg a megoldésgorbék pozitiv stknegyedbe (x > 0, y > 0) esé részeit mono-
tonitas szempontjabdl!
Szamitsa ki az xg = 0, yo = 0 ponton atmen6 megoldas els6 és masodik derivaltjat az
o pontban!

3.) Milyen lokalis tulajdonséga van az
y =yt =2+ 20— 15
differencidlegyenlet (—1,2) ponton dtmend megolddsanak az adott pontban?
4.)
v =0 —4r+r—1

(a) A sik mely pontjaiban parhuzamos az irdnymez6 az y = —x egyenessel? Vazoljuk
ezeket a pontokat és jeloljiink be harom vonalelemet!

(b) Milyen lokalis tulajdonsiga van az xg = 1, yo = 2 ponton atmend megoldasnak
az adott pontban? (Ha egyaltalan van ilyen megoldas.)

Yy =at+y*—12
(a) Vézoljuk az izoklindkat, jeloljiik be a vonalelemek iranyat!

(b) Mely pontokban van lokalis maximuma, illetve lokdlis minimuma a megoldédsgor-
béknek?

7. Magasabbrendii linearis differencialegyenletek

Lly) == y™ + apa(2)y" V) + -+ ai(2) y' + aolw) y
(H): Liy]=0 (homogén egyenlet)
(I): Lly] = f(z) (inhomogén egyenlet)
Ha f,ag, ... ,a,_1 € C?avb), akkor Vy®)(z) = yor, ahol k =0,1,...,n—1, zy € (a,b)
kezdetiérték probléma egyértelmiien oldhaté meg.
@ Ha y;,y2 megoldédsa (I)-nek, akkor y; — yo megoldasa (H)-nak.
HF.: az elsérendiih6z hasonldan.

(T) Kévetkezmény:
Yia = Yna + Yip
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7.1. A homogén egyenlet altalanos megoldasa

(T) (H) megoldésai linearis teret alkotnak.
Belétjuk, hogy ha Y7, Ys megoldasa (H)-nak, akkor Y; + Y, és C'- Y] is az.

V™ 4y (@) V" 4 (@) Y+ ag(@) Vi = 0
o (V4 s (@) VI 4k an(0) Y+ af0) Vs = 0)
(Vi +Y2)™ + a1 (2) (Vi + Vo) T+ + an(w) (Vi + V) + ag(w) (Vi + Ya) = 0

Tehét valoban L[Y; + Y5] = 0. Hasonl6éan lehet megmutatni, hogy L[Y;] = 0-bdl kovetkezik
LIC-Y]=0.
Ebbél mér kévetkezik, hogy (H) megoldédsai linedris teret alkotnak.

(T) (H) megolddsainak tere n dimenzids. (—B)

Ha tehat megadunk n db linearisan fliggetlen megoldast, akkor

e = »_ CiYi(x)
=1

@ fi, fo, .., fn figgvények linedrisan fliggetlenek = € I-n, ha

Z)\ifi(x)z(), rel acsa,ha)\=01=1,....n
i=1

@ Az fi,..., fn, fiiggvények legyenek az x valtozonak legalabb (n — 1)-szer folytonosan
differencialhaté fiiggvényei. A

wey= |
1(n'—1) f2(n.—1) o T(Lﬁ—1)

matrixot Wronski-féle matrixnak, a beldle képzett determinanst Wronski-féle determindnsnak
nevezziik.

Legyen fi, ..., f, legaldbb (n — 1)-szer folytonosan differencidlhaté I-n:

a.) azln |W[#0 = fi,...,f, linedrisan fiiggetlenek I-n
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b.) o

3 |z[?
(W= , [322 |=0
3 {—3202

(Kevésbé fontos szémunkra:

) fi, ..., fn linedrisan osszefiiggd = [W[=0.)
De igaz a kovetkezo tétel:

@ LY)]=0,z€l, i=1,...,n, tehdt Yy, ... Y, a homogén egyenlet megoldasai /-n :
Y1, ..., Y, linedrisan fiiggetlenek = \W(x)] #0, ha z €I
(Tehat ilyenkor érvényes a megforditott, egyben erésebb allités is.) (—B)

Hogyan kereshetiink n darab linearisan fiiggetlen megoldast a homogén egyenlethez?

7.1.1. A homogén egyenlet altalanos megoldasa fiiggvény egyiitthatés esetben

Ezzel nem foglalkozunk.

7.1.2. A homogén egyenlet altalanos megoldasa konstans egyiitthatés esetben

vty + vy Fagy =0 a;€R, i=0,1,... , n—1

y = e, X\ € R prébafiiggvénnyel kisérleteziink:

y/ — AeAz) y// = \2 e/\x’ el y(k) _ )\k e/\x’ ool y(n) _ )\ne)\x
Behelyettesitve (H)-ba:
()\"+an,1/\"71+~~+a1)\+a0)e’\"”:(), e)‘zsé()

karakterisztikus polinom

A kovetkezo, un. karakterisztikus egyenletet kapjuk:

AN by N 4 s a N+ ay =0

Ennek n db gyoke van, de lehetnek tobbszoros gyokok és komplex gyokok is. Mivel allando
egyiitthatos a polinom, a komplex gyokok csak konjugélt parban fordulhatnak el6. A kiilon-
boz6 esetek:
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1.) A kiilonbozé valés gyokokhoz tartozé eti®, er® (i # ) fiiggvények linedrisan fiigget-
lenek.

2.) Hapl. A\; k-szoros gyok (belsd rezonancia), akkor is van hozza k db linedrisan fiiggetlen
megoldds:  eM®, peM® gZeMT . pFleMT  (oB)

3.) Az el6z6 allitdsok akkor is igazak, ha a gyokok komplexek. De igy nem valés megoldést
kapnank.
Az alabbiakban felhasznaljuk az Euler formulét:
e/? =cosp + j sing
PL e?ti3 = 2 &3 = e? (cos 3 + jsin 3)
Tehét Re e?t73 = e? cos 3 , Im e?773 = ¢? sin 3
Es most nézziik a konjugalt komplex gyokok esetét!
Pl.: M=a+j3, A=A =a—jf:
Y, = eM?T — e(a+j5)x — e0Zgifr — e‘)‘x(cos ﬁx + ] sin /81‘)
Yy = 2% = elamif)r — o2l (=7 — 0% (cos Bx — j sin Bx)

Mint tudjuk Y] és Y5 tetszoleges linearis kombinécidja is megoldas.

Ezek is linearisan fiiggetlenek.

Y= 0422 = 2% cos fz (= ReeM?)
Ezekre cseréljik le Y7, Ya-t.

Yy = “2;]3/2 = " sin fz (= ImeM?)
Tehat latjuk, hogy Yi", illetve Y az Y; valds és képzetes része.

(Tobbszoros komplex gyokok esetén Yi*, Yy szorzand6 z-szel, x2-tel, x3-nel, stb.)

Példak:

7.1. |y -2y =3y =0

A karakterisztikus egyenlet és annak megoldéasai:

NMo2X22-30 =0 = MN=0, \a=-1, \3=3

Tehét a linedrisan fiiggetlen megolddsok: %%, e™%, 3%

A homogén egyenlet altalanos megoldédsa pedig ezek linearis kombinacidja:

Yg = C’leox +Cge_x+03e3x = Cl —|—C’Qe_”0 +Cg€3x, Cl, Cg, 03 e R

7.2_ ’ y" + 2y +y =0 ‘

NA2X A= AN +20+1) =0 = A\ =0, y=A3=—1
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yg=C1 +Coe ™+ Cyxe™™

7.3. Ly Ay + 13y =0 |

NAAN L BA=A AN 4+4A+13)=0 = M\ =0, \g=—-2+3j, \3=—-2—-3j

yg = C1 + Cs e % cos3z + Cye **sin 3z

7.4. y®) — 2y 20" — 4y 4y — 2y =0

N 2M 20 AN A —2=(A=2)(A\2+1)* =0

M =2, Mg=XA3=1J, \q=2X;5=—7 (bels6 rezonancia)

Mivel e® = cosx + jsinx, ezért Re ¢/ = cosx , Im ¢/* = sinz linedrisan fiiggetlen
valos megoldasok és még ezek x-szeresei is, igy az altalanos megoldas:

yy = C1e** + Cy cosz + Oy sine + Cyx cosx + Cs x sinx =

= (C1e* + (0Cy+ Cy) cosx + (Cs3 + Cs 2) sinx

7.1. Feladat.

frjon fel olyan legalacsonyabbrendii valés konstans egyiitthatés homogén linearis differen-
cialegyenletet, amelynek megoldasai:

v e e.) e*sin3z, e73°

Y

a.

¢}

x

o

CD

’, , T?e -
f) e**sinx, z%e*sinx, 1

o

)
)
) a2e~", gde?
) e

d.) e*sinx, e** cosz g.) tetszbleges méasodfoku polinom, sin z
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7.2. Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa
7.2.1. Allandék varidldsa

A moédszer minden jobb oldali f fliggvénynél alkalmazhatd, azonban elég nehézkes. Specialis
f-re lesz jobb mdédszeriink is. Az allanddk varidlasat csak a masodrendii esetre mutatjuk meg.

Legyen adott az a(x)y” + b(x)y' + c(x)y = f(z)-hez tartozé homogén differencidlegyenlet
megoldasa:

yn = C1Yi(z) + C2 Ya(z)
Ekkor az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat az alabbi alakban keressiik:

¢-| v = al@Yi(@) + a) Vo)

b~‘ Yp =01 Y] + Y5+ Y1+, Y,

=0
Alulhatérozott feladat (majd meglatjuk, hogy jogos a felvétel).
R N (R SN CRNCY €]

Behelyettesitve (I)-be (c1, o, ¢, ch-re rendezziik):

c1(aYy' + Y] + cY1) + ca(aYy + bYy + cYa) + aY{ ¢ + aYych = f(x)

Vv vV
=0, mert L[Y1]=0 =0, mert L[Y2]=0

i, dy-re az alabbi egyenletrendszert kapjuk:

vi Ya][e] 0
i vy o) T |1
—_—— e

w

W1 # 0, mert Y1, Y linedrisan fiiggetlenek és L[y] = 0 megolddsai == az egyenletrendszer
egyértelmiien oldhaté meg ¢, c)-re:

4] M Y] [0
ol =l v |mo

), ¢y folytonossdga miatt 1étezik ¢y, co. (Integraciés dllandé nem kell.)
Példat gyakorlaton mutatunk.

7.2.2. Kisérletezés (Ansatz)

Csak speciédlis zavaré fiiggvény (a jobb oldalon &ll6 f ) esetén alkalmazhaté és csak allando
(konstans) egyiitthatdju linedris differencidlegyenletnél!

Ha az allandé egytitthatéju inhomogén linearis differencidlegyenlet jobb oldaldn allo f
fiiggvény:
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a.) Ke*®

o

() = ama™ 4+ - -+ + ag

)
)P
c.) Kysinax
d.) Kscosfx

fliggvények valamelyike, akkor a partikularis megoldast az alabbi alakban kereshetjiik:

a.) Y = Ae*”, A ismeretlen
b.) yip = Qm(x) = Bpa™ +--- + By, By, ..., B, ismeretlen
c.) Yip = Asinax + Bcosax, A, B ismeretlen

d.) vy = Asinfz + B cos fz, A, B ismeretlen

A proébafiiggvényben szereplé — még hatarozatlan — allanddkat tartalmazé kisérletezo
fiiggvényt elegendden sokszor differencidlva és az inhomogén differencidlegyenletbe behelyet-
tesitve az egyenld egyiitthat6k mddszerével (a megfeleld tagok egyiitthatéinak Gsszehasonlita-
saval) tudjuk meghatérozni.

Ha a feltételezés helyes volt, akkor annyi fiiggetlen linearis egyenletet kapunk az ismeretlen
egyiitthatokra, ahdny ismeretleniink van. (Tehat pontosan 1 megoldas van.)

Ha a jobb oldali f fiiggvényben az el6zo fliggvények oOsszege, szorzata szerepel, akkor a
kisérletez6 fiiggvényeket is Ossze kell adni.

Kiilso rezonancia:

A modszer nem vezet eredményre, ha a kisérletezo fiiggvény, vagy annak egy tagja szerepel
a homogén egyenlet megoldésai kozott. Ilyenkor x-szel szorozzuk ezt a tagot mindaddig, amig
megszlinik a rezonancia.

7.5. v’ — 3y + 2y = (e*) + (2 + x)

M=3A+2=A=2)A=1)=0  yg = C1e* + Coe"

2| yp = (Ae*) +(B2z* + Cz +D)

=3-| yi, =3Ae* + 2Bz +C
L-| yi, =9Ae™ +2B
(9A — 9A + 24)e* + 2*(2B) + 2(2C — 6B) + (2D —3C +2B) =e* + 2> + x
1
2A=1 A==
2
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2B =1 B =

20-6B=1

2D -3C+2B=0

DN —

RN

2D=6-1 D =

A AAANA

1 5 1
Yia = C1e* + Coe® + §$2 + 2z 4 = 4 =e**

2 2

7.6. y' =3y + 2y = (z) + (e”)

yr = C1e** 4 Che” (Lasd fent.)

2| yip:=(Az + B) + (Ce")

1|y =
z(2A)+ (2B —3A)+ (2C —3C + C)e* =z +¢€”

=0
Helyesen:

A + Ce®

Ce*

2| yip:=(Ax+DB)+ (Cze”)

Loy, =

2(2A) + (2B — 3A) + 2e*(2C —3C + C) +e"(=3C +2C) = + "

+A +Cze® +Ce”

+Cxe® +Ce* + Ce*

=0

oA=1 A1

2
3. 3
29B—3A=0 B=-A="
27 4

—C=1 C=-1

1 3
Yig = C1e* 4+ Coe® + —x + = — xe”

2 4

7.7. y'—y=(*—x2+1)+ (&%)

X —-1=0

Yyg = C’lel’ + C’ge_””

DN | Ot

(0 # 1 kiils6 rezonancia)
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—1-| yp:=(A2? +Bz +C) +(Dze")

0-| yip,= +2Ax+B+ Duxe”® +De”

Ly, = +2A +Dze” +De” + De”
—Ax* — Bz + (2A-C)+ze"(—-D+ D) +e" - 2D =2 —x+ 1 +¢"

A=-1 B=1 C=24-1=-3 D:%

1
Yig = C1e* + Coe ™ —2* + 2 — 3 + —we”

2
7.8. ’ y' =2y +y = 6e”

M2 +1=0 yy = C1e” + Cyxe” (belsé rezonancia)

1|y = Ax?e” (kiils6 rezonancia)

—2-| yi, = 2Axe” 4 Ax’e”

1|y =2Ae” 4+ 2Aze” + 2Axe” 4 Ax’e”

e (A —2A + A) + xe”(—4A + 4A) + 24e" = 6e” A=3
=0 =0

Yiag = C’le”” + nge”” + 31’26‘76

7.9. Y’ + 8y + 25y = e~

NM48A+25=0 Ap=

—8+ 64 —100 —8+ 6

— 443
2 2 J

Mivel —e(=4+73)* = ¢=4% (cos 3z + jsin3z) , a homogén egyenlet altaldnos megoldasa:
Yy = Cre *cos3z + Cre M sin 3z
25| yp = Ae™ (nincs kiilsé rezonancial)
8-| yj, = —4Ae™ ¥

1| yp, =164e™*

(254 — 324+ 16A)e ™™ =  94=1 A
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1
Via = Cre ™1 cos 3z + Cre ™ sin 3z + §e_4m
7.10. y" + 5y + 6y = 272 y(0) =0, ¢(0)=3
MABA+6=A+2)(A+3)=0
yy = Cre 2 4 Che ™ (yip = Ae™?* nem j6, mert kiils§ rezonancia van.)

6| yip:=x-Ae > = Age ™

AR AAAA

5.1 yp, = Ae™ — 2Aze "

TARRA AR A~

1|yl =—2Ae™ — 247" 4 4Axe >

AAARSAAAAA

B NN

ze 2 (6A — 10A + 4A) + e **(BA —4A) =2e"%  A=2
>
Yig = Cr1e™ 2% 4+ Che 3% 4 2z

0 0=0C1+ 0, C, = —C5
y(0)=3 Y =202 —30Che 3% 4 272 — 4dpe~
3:—201—302+2 02:—1 01:1

y = e—2x o e—3m + 21,6—233

7.11. y'+y=(—4cosz)+ (x) y(0)=2, ¢(0)=2

N4+1=0 Mg ==tj yg = Crcosx + Cysinx

1| yip:= (Azcosz + Bxsinz) + (Cx + D) (kiilsé rezonancia)

(yi, = Acosz — Arsinz + Bsinx + Brcosz + C)

1-| yp,=—Asinr — Asinz — Avcosx + Beosx + Bceosw — Brsinx

zcosx(A— A)+xsinx(B — B) 4+ cosx - (2B) +sinz - (—24) + Cx+ D = —4cosx + x
2B = -4 B=-2 —2A=0 A=0 Cc=1 D=0

N Y T T N A e

Vig = Crcosx + Cysinx — 2xsinz + x

2=04
y = —Cisinz + Cycosx — 2sinx — 2z cosx + 1

2=05+1 Cy=1
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y=2cosz +sinz + x(1 — 2sinx)

7.12. @ Tetszoleges a € R-re oldja meg az alabbi differencialegyenletet:
y' +ay +ay=0

a” — 4a

—a++va? —4a

/\2—|—a/\—|—a:O )\172: 9 a

a.) 0<a<4 (a®>—4a<0) Mo =—2+j3V4a—a?
y = Cie 2% cos (3v/da — a® x) + Cre™ 2" sin (3v/4a — a? z)

b)a=0 il a=4 Mo =—
y:Cle_%x%—C’ge_%x-x

5 belsd rezonancia

c.) a<0 vagy a>4 (a*—4a>0) Mo=-2+1Va®—4a

y = Cret~ §+3Vai—da)e 4 O e(-5-3VeP—da)e
7.2. Feladat.
1) y"+3y"+2y =0
2) y" =4y +5y =0
3.) Yy =6y +9y =0 y(0)=1, ¢'(0)=0
4) ¥y +4y ==
5.) y" +y=2sinxcosx y(0)=0, ¥(0)=1
6)y — Ty + 6y =sinx
7.) yW 4+ 4y" = cosx Adja meg az 0sszes periodikus megoldést!
8.) ¥’ + 4y = 2sinz cosx
9) vV +ay +3y=0

Milyen « érték mellett lesz a differencidlegyenlet minden megoldasfiiggvénye olyan, hogy
lim y(z) =07

10.) ¢’ — 4y = ™7, aeR
11.) ¥ +y = e, acR

12.) y — by = 2e>®
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13.) o — 4y + 4y = e**
14.) y® —y@ 29" = 2 41

15.) y — 2y 4y = 2¢”

8. Elsorendi linearis differencialegyenlet-rendszerek

d_:v Pt
T =2r+3y+1 i1 [ 2 3 n 1
dy y N -1 1 Yy €t

L=—x+y+e

Ez egy kétvaltozos elsorendii linedris differencidlegyenlet-rendszer, ahol t a fiiggetlen valtozo,
x, y pedig az ismeretlen fliggvények. A fenti matrixos alakot roviden jelolhetjiik:

ahol
[ w=[3]

Konstans egyiitthatés inhomogén linearis differencialegyenlet-rendszer:

i=Az+ f(t) (f#£0)

ahol A n x n-es, adott, konstans elemi{l métrix.
A fenti differencidlegyenlet-rendszerhez tartozik egy homogén differencidlegyenlet-rendszer.

Homogén linearis differencidlegyenlet-rendszer:

i=Az

Az egyvaltozés linearis differencidlegyenlethez hasonléan itt is igaz, hogy az inhomogén
altalanos megoldasa megegyezik a homogén altalanos megoldasa plusz az inhomogén egy
partikularis megoldasa:
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@ Tran = THan + Zpp

@ Az inhomogén linearis differencidlegyenlet-rendszer egy partikularis megoldédsa sok esetben

prébafiiggvény-rendszerrel torténhet. mi az inhomogén esettel nem foglalkozunk.

@ A homogén megoldastere linedris tér, dimenziéja n, ahol A n x n-es matrix.

@ Ha X sajatértéke A-nak és s egy a A-hoz tartozé sajatvektor ( As = A's ), akkor

r = eMs megolddsaaz i=Az (H)
differencialegyenlet-rendszernek.
[ ]
eMsy AeMsy
At At
eMsy Aerts,
I — :)\eAt§:6)\t:e)\t Aﬁ :Ae)\t§:A£
eMs, AeMs,

Ha az A n X n-es konstans elemii matrixnak n darab kilonbozo sajatértéke Ai, Ao, ... |

A\ 6s az ezekhez tartozé egy-egy megfeleld sajatvektor Sy, S9y --- , S, , akkor az
x=Ax (H)
altalanos megoldasa felirhaté
T = c1eMls; + cpeM?lsy + c3eMls, + oo 4 cpetls
alakban, ahol ¢y, ¢, ... , ¢, tetszOleges konstansok ( valds szamtest felett vagy komplex

szamtest felett is igaz az allitas. )

a1 ()

T 3 -1 1 T
gl=1-15 1]y (H)
z -1 3 z

Karakterisztikus polinom: det(A—AE) =0

-4 -1 1 AP —11N2 4360 —36=0

>\1:2, )\2:3, )\3:6
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1 —1 1 S11 0

(A-X\E)s=0 = 1 3 1| |su|=]0
1 -1 1 S13 0

Ez egy kozonséges linearis egyenletrendszer, ami Gauss mddszerrel megoldhato.

s12 = 0, s11 és s13 kozill az egyik tetszdleges, igy a A\; = 2-hoz tartozo egyik sajatvektor:

1
si=| 0
-1
1
Hasonléan kaphaté Ay =3 = s,= |1
1
1
és A3=6 = s3=| —2
1

fgy a homogén egyenlet altalanos megoldasa:

1 1 1
2t 3t 6t
Tran = C1€ 0 + coe 1 | +cse -2 | =
-1 1 1
r = ce? + et 4+ czet ;
" o ahol ¢y, co, c3 tetszoleges
ce’t — 2cse

valés konstansok
= —ce® + ¥+ cget

T = 2¢ + Yy . 129 x
j o= 1 + 2 =11 2y

det(é—)\g):‘ A

a-nmn=0 = |7 5[] =0 mes semtos=| Y]

w
Ne}
| I
—
» O
N no
[\V) —
1
I
1
o
1
»
[\o}
[
I
w
»
N
[}
I
I
—
»
no
I
| —
| o
—_
—_

(é—)\2£)§2:0 = |: 1 3
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3 _ 3
Tpg = c1e” [ 1 } +epe” { 1 }
xr = 3cie® 4+ 3ege!

_ ahol ¢, co € R
y = cle5t — e t ) )

Tl o2
2—-X 16
‘é_)‘£|_‘ 1 2_)\‘_0
(2—-N)?*=-16
Karakterisztikus polinom: (2 —X)?+16=0 = 2—A==+4i

Ao=244i, Ay =2—4i

—4i —16 0 . 4q
A-NE)s; =0 = { 1Z _42.}{811}:{0} siu =41 s;p=1 §1:{1Z}

512

Hasonléan megkaphatjuk, hogy

4; —16 s 0 . —43
(A—XE)s, =0 = [1 4 }[522]2[0] So1 = —4i sy =1 §2:[ 1 }

Mivel a két sajatérték egymas konjugaltja, ezért a két sajatvektor is egymas konjugaltja. fgy
S, meghatarozasara nem lett volna sziikség.

A1 és s; segitségével felirhatjuk a komplex megoldést:

_ i [ 412 } _ (Cos4t+isin4t){ 412 }

gk’omplex megoldas

Itt is igaz, hogy, ha x megolddsa az & = A z valds egyiitthatds differencidlegyenlet-rendszer-
nek, akkor Re z és Im z is megoldasok és linearisan fliggetlenek.

e?(—4)sin 4t —48in 4t
Re x = = % valos megoldas, baziselem
e?! cos 4t cos 4t
e?4 cos 4t 4 cos 4t
Imx = = e valés megoldas, elobbitdl fiiggetlen baziselem.
et sin 4t sin 4t
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A megoldéastér dimenzidja 2, ezért a valds altalanos megoldas a Re x és Im z linedr kom-
binécidja.

—4 sin 4t 4 cos 4t
Lypay = 16" + ce® valds alaki megoldas
cos 4t sin 4t

Megjegyezziik, hogy Ao és s,-bol ugyanehhez az altaldnos megoldéshoz jutnank.

Oldja meg az alabbi differencialegyenlet-rendszert:

Ty =1
l"g = T2 + X3
jfg = 3(L’3

det(A—AE)=| 0 1-X 1 |=(1-X?@B-))

/\1’2 =1
0 0 0f |a 0 c=10
0 0 1] |b] =10 a:=t
0 0 2 |c 0 b:=u
t 1 0]
s=|u|l =t |0 +u|l
0 0 10
1] 0
Tehéat van két linedrisan fiiggetlen sajatvektor: s, = [0, s,= |1
0] 0
)\3 = 3
—2 0 O0f |a 0 0=
0 -2 1f |b| =10 B
o o ol le 0 —2b+c=0
0
Ebbdl példaul  s; = |1].
2
A megoldas:
1 0 0
z(t) = cre’ |0 +ege! [1] +eze™ |1
0 0 2
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vagy mas alakban:

x1(t) cret
z(t) = |xao(t)| = |coe’ + cze®
x3(t) 2c3e3t

1
Példaul az z(0) = |3| kezdetiérték probléma megoldésa:
2

1 C1
3| = |ca+c3 = c=1,c=2,c=1
2 203
et
T = 2et+e3t
2e3t

9. Egzisztencia és unicitas tétel

(v@) = fy(@): ylwo) = wo)

differencialegyenlet integralegyenlet

(y(x) =yo + f [, y(x)) dl‘) (f folyt.)

o

(Ui: ¢/ (x) = (yo + f f(x,y(x)) dflf) = f(z,y(x)), y(xo) =90+ ?) .. =10)

X0 xo
Az utébbi integralegyenletbdl jon az otlet, hogy a matematikaban tobb tertileten is eredmé-
To
nyesen hasznalt fokozatos kozelitések médszerével (y,(z) =yo + [ f(,yn—1(x))dz) probal-

kozzunk.

9.1. Picard féle szukcessziv approximacio

Q= [ro—a,mo+a] X [yo — b,yo +b] (zart!)

yﬂ
f: D—-R; DCR? QCD yo+bt-——
Ha f, f, € Cg, akkor a y
OA>777 77777
¢o(T) = Yo |
: bo = b= \ | \
X L 1 i >
Pn(®) =yo + [ f(t, pn-1(t))dt To—a o To+ax
xo
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rekurzive meghatarozott fiiggvénysorozathoz létezik olyan 6 > 0, hogy ¢, = ¢ K, s-n és
¢ megoldésa az ¢y = f(z,y); y(zo) = yo kezdetiérték problémanak. (¢'(z) = f(z, p(z)))
(Ha ¢* is megoldas lenne K, s-ban, akkor ¢*(z) = p(x) V€ K, s.)

Kovetkezmény:

9.2. Egzisztencia és unicitas tétel

Ha f, f, folytonos a @ (zdrt) téglalapon (f, f, € C%), akkor 3 K, s, amelyben az

y' = f(z,y);  y(xo) = Yo

kezdetiérték probléménak egy és csakis egy megoldésa van. (-B)

(A tétel bizonyitdsa a szukcessziv approximacié médszerét hasznélja fel. Igy nem csupan a
megoldas létezésének kérdését intézi el, hanem lehetdséget ad ezen megoldas kozelitoé kisza-
mitasara is (konstruktiv bizonyités).)

QOO({E)EO
T t3m ;1;3
o) = feroya=[5] -
0 30 3
2 3\ R
2(2) bf( +(3>) {3+9 7]0 519
z B\ a® a7 2 o't '
wa(e) = [ ( +(3+9.7)) 3797730711 9715

(o # x* + @5 Visszahelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy bar ¢3 nem elégiti ki a differenci-
alegyenletet, de pl. KO%O -ben a bal oldal és a jobb oldal eltérése mar kicsi.)

(Lasd Derive segédlet.)
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