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1. fejezet

A szabadvektorok vektortere

1. Szabadvektorok osszeadasa és skalarral valo szorzasa

Kozépiskolai tanulmédnyainkban vektor alatt a tér vagy sik szabadvektorét értettiik, azaz egy
vektor irdnyitott szakasz volt, de nem téve kiilonbséget az egymasba eltoldssal atvihetd irdnyitott
szakaszok kozott. (Azaz, ha nagysdguk, irdnyitdsuk és irdnyuk megegyezik.) A linedris algebra
targyban (mint ahogyan altalaban a fels6bb matematikdban) a vekfor egy olyan absztrakt foga-
lom, mely sokkal dltaldnosabb, mint a szabadvektor. (Erre a tdrgyaldsunk mésodik fejezetében
tériink vissza.)

‘ vektor # szabadvektor # irdnyitott szakasz ‘

A szabadvektorok elmélete tehat a geometridhoz kapcsolddik, s a szabatos felépitést is a Geo-
metria c. targyunkban adjuk meg. A linedris algebra targyban nagymértékben tdmaszkodunk a
kozépiskolds geometriai ismeretekre, mindenekel6tt az eltolds tulajdonségaira.
El6szor néhany geometriai jelolést vezetiink be. A tér pontjainak halmazat £ jeloli.
AB vagy d(A, B)— Az A és B pontok tavolsiga.
(A_B) — A és B végpontokkal rendelkezd szakasz.
AB — A-t és B-t tartalmazé egyenes.

—
AB — A kezd6ponti és B-t tartalmazd félegyenes.

Megjegyezziik még, hogy ebben a targyban az egybeess egyeneseket is parhuzamosaknak
nevezziik.

1.1. Definicié. Irdnyitott szakaszon egy (P, Q) € £ x & rendezett pontpart értiink. (P, ())-nak
P a kezddpontja, ) a végpontja. Ha az (A, B) iranyitott szakasz a (P, Q) iranyitott szakaszba
eltoldssal dtvihetd, akkor azt mondjuk, hogy (A, B) ekvivalens (P, Q)-val és ezt ugy jeloljik,
hogy (4, B) ~ (P, Q). Az (A, B) irdnyitott szakasz szemléltetése: 1.1. dbra.

1.2. Tétel. Azirdnyitott szakaszok ekvivalencidja ekvivalenciareldcid, azaz: 1. (A, B) ~ (A, B),
2.(A,B)~ (C,D) = (C,D)~ (A,B),
3.(A,B)~ (C,D)N (C,D) ~ (E,F) = (A,B) ~ (E,F);
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B

i (A,B)eExE

1.1. dbra. Az irdnyitott szakasz szemléltetése.

tovabbad teljesiil, hogy
4.(A,B) ~ (P,Q) = (4,P) ~ (B, Q).

Bizonyitds: Az elsd hiarom tulajdonsag a definici6 nyilvdnvald kovetkezménye. A 4. dllitds on-
nan kovetkezik, hogy ha (A, B) ~ (P,Q), akkor APQB paralelogramma (esetleg elfajuld)
melynek szemkozti oldalpdrjai parhuzamosak és egybevagok. [

1.2. dbra. (A, B) ~ (P,Q) => (A, P) ~ (B, Q).

1.3. Definici6. Definidljuk a tér irdnyitott szakaszain az aldbbi, ~-el jelolt reldciét. (A, B) ~
(P,Q), ha (A, B) (P, @)-ba eltolassal atvihetS. Ez a reldcié ekvivalenciareldci6, mely ekvialen-
ciaosztélyait szabadvektoroknak nevezzilkk. Azaz, ha A és B pontok, akkor az (A, B) reprezen-

tdnsu szabadvektor:

AB={(P,Q) €& XE| (A B)~(PQ)}.
Az 0sszes szabadv_e\ktorok halmazat V-vel jeloljiik.

Az AB vektor ||ABY|| hosszdn AB-t értjiik. Ez a definici6 fiiggetlen a reprezentédns valaszta-
satol.
Az Osszes olyan irdnyitott szakaszok, melyek kezd6- és végpontja megegyezik, egy szabad-
vektort reprezentdlnak. Ezt a szabadvektort nullvektornak nevezziik. Jele: 0.
*

V elemeinek jelolésekor olykor nem utalunk reprezentansra, ilyenkor V elemeit kovér kisbetiik-
kel, irdsban pedig aldhuizott kisbettikkel is jeloljiikk: a € V, a € V.
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1.4. Definicié. Az (A, B)-vel reprezentélt a illetve a (B, C)-vel reprezentdlt b szabadvektor
a + b 6sszegén az (A, C)-vel reprezentdlt szabadvektort értjilk. Azaz

—_\ N

AB + BC = AC.
A szabadvektorok 0sszegét definial eldbbi Osszefiiggést hdromszogszabdlynak is nevezik.

1.5. Tétel. A szabadvektorok dsszege fiiggetlen a reprezentdnsok vdlasztdsdtol.

Bizonyitds: Ld. 1.3. dbra. Azt kell tehét bizonyitani, hogy ha (A, B) ~ (A4', B") és (B,C) ~
(B',C"), akkor (A,C) ~ (A',C"). A ~ reldcid 3. és 4. tulajdonsagat hasznéljuk ki (megel6z6
tétel): (A,B) ~ (A, B") = (A,A") ~ (B,B"); (B,C) ~ (B',C") = (B,B') ~ (C,C").
(A, A"~ (B,B")A(B,B") ~ (C,C") = (4,A") ~ (C,C") = (A,C)~ (C,C"). 0

Cl

A

1.3. dbra. A szabadvektorok 0sszege fiiggetlen a reprezentansok vélasztasatol.

1.6. Tétel. ||a + b|| < [|a|| + ||b||- ||a + b|| = ||a]| + ||b||, akkor és csakis akkor teljesiil, ha a
és b olyan szabadvektorok, hogy kozos kezdopontbdl indulo reprezentdnsaik végpontjai a kdzos
kezddpontbol indulo ugyanazon félegyenesre illeszkednek. Ha a és b kozos kezdopontbdl indulo
reprezentdnsaik végpontjai a kozos kezddpontbol indulo ellentétes félegyenesekre illeszkednek,
akkor [la -+ b]| = [lall = b}

Bizonyitds: Az allitds a haromszog egyenlStlenség €s a az 6sszeadds definicidjanak kozvetlen
kovetkezménye. ]

1.7. Definicié. Az (A, B) reprezentdnsu szabadvektor A valés szammal (skaldrral) val6 szorza-
tan nullvektort értiink, ha A = 0 vagy A = B, mig hi); # 0, akkor azt az (A, B’ ) regrezente’msﬁ

—
szabadvektort, amelyre AB' = |\|- AB és B' € AB,ha A > Qilletve B' € AB \ AB, ha
A <.

Megjegyzés. Egyszerlien lathatd, hogy a definici6 fliggetlen a reprezentdns vélasztasatol

Egy (P, Q) reprezentdnsti v szabadvektor és A € R skaldr szorzatit a kovetkezSképpen
is megkaphatjuk. Legyen 6, : &€ — &, X — X' tetsz6leges centrumu, ) elGjeles ardnyu
kozéppontos hasonlésdg. Ekkor Av-t (P', Q') reprezentdlja. (1.4. dbra.)
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A>0 A<0

A B B’ B’ A B

1.4. abra. Szabadvektor szorzasa skalarral.

A definici6 kozvetlen kovetkezménye az alabbi allitas:

1.8. Tétel. ||\a|| = |A| - ||al|. Ha egy nemzérd szabadvektort osztunk a hosszdval (azaz szo-
rozzuk a hossza reciprokdval), akkor az igy kapott szabadvektor hossza 1. (Az 1 hosszusagu
szabadvektorokat egységvektoroknak nevezziik, jelolésiik gyakran: v°.)

1.9. Tétel. A szabadvektorok dsszeaddsa és skaldrral valo szorzdsa rendelkezik az aldbbi tulaj-
donsdgokkal: (V,+) kommutativ csoport (Abel csoport), tovdbbd

(1) AMa+b) = Aa+ Ab,
(2) (A + p)a = da+ pa,
(3) (An)a = A(pa),
(4) la=a.

Bizonyitds: Az 0sszeadas tulajdonsédgait kozvetlen geometriai médszerekkel is beldthatjuk (meg-
talalhato pl. a Hajos konyvben: 30.2, 30.3.)

A skaldrral val6 szorzds tulajdonségai:

AMa + b) = Aa + Ab: Egy tetsz6legesen rogzitett centrumi A elGjeles ardnyt kozéppon-
tos hasonlésdgnal az X pont képét jelolje X'. Tekintsiik a szabadvektorok egy-egy tetszdleges
reprezentdnsdt: (A, B) € a, (B,C) € b. Ekkor

—\ —\ AN —\

A@a+b) = A(AB + BC) = MAC = A'C' = A'B' + B'C' = AAB + ABC = \a + \b.

(Ap)a = Aa+pa: Nullvektorra az 4llités trividlis. Legyen a tovdbbiakban a # 0! Ha \ és
azonos eljeliiek, akkor (A+ u)a, tovabba Aa+ pa kozos kezdGpontbdl induld reprezentansainak
végpontjai ugyanarra a félegyenesre illeszkednek. Tovdbba

1A+ wall = A+ pl - [lal] = (Al + ) - [lall
Masrészt 1.6. alapjan:
A+ pal| = [[Aal| + [|pall = [A] - la]] + [u] - llal] = (IA] + [u]) - [la]]-

Ez azt jelenti, hogy (A + u)a tovdbbd \a + pa kozos kezdGpontbdl indulé reprezentdnsainak
végpontjai ugyanazon a félegyenesen, a kezd6ponttdl ugyanakkora tavolsdgra vannak.
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Legyen A és pu eldjele kiillonboz6. Ismét 1.6.-ra hivatkozva:

[Aa + pal| =
[IXall = [|pall| = [IA - llall = |ul - llall] = [IA] = |ul| - ]2l = [X + 4l - ]l = (A + wall,

tehdt (A 4+ p)a hossza és A\a + pa hossza megegyezik. Legyen A\a = OA, és reprezentéljuk az
(A+p)a, Aa+ pa szabadvektorokat az_O)A egyenes&; ! Mindkét szabadvektor reprezentansanak

végpontja attdl fiiggben illeszkedik O A -ra vagy OA ellentétes félegyenesére, hogy |A| > |y
vagy |A| < |p[, amivel az dllitdst bizonyitottuk.

(Au)a = A(pa): Legyen a = OA! A(pa) végpontjanak meghatirozdsdhoz A-ra elGbb
egy O centrumu p el§jeles ardnyu kozéppontos hasonlsagot, majd egy O centrumu A eldjeles
aranyu kozéppontos hasonlésdgot kell alkalmaznunk. Ez ugyanazt jelenti, mintha A-ra egy O
centrumu, A - ;4 ardnyd kozéppontos hasonldsdgot hajtanank végre, mert k6zos centrumd A ill. p
el6jeles ardnyd kozéppontos hasonlésdgok szorzata ugyanolyan centrumd, A - i elGjeles ardnyud
kozéppontos hasonldsag.

la = a trividlis. [

A tovédbbiakban a + (—b)-t (ahol —b = (—1) - b a b additiv inverze) a — b-nek irjuk.

2. Vektorrendszerek fiiggetlensége, bazis

2.1. Definicié. Szabadvektorok egy (ay,...,a;) vektorrendszerének az (ay, ..., o) skaldrok-
kal valé linedris kombindciojdn az

oi1a) + ...+ apay

szabadvektort értjiik.

Az (ay,...,ay) vektorrendszert linedrisan fiiggetlennek nevezzik, ha a tér barmely vektora
legfeljebb egyféleképpen dllithat6 eld linedris kombindcidéjukként. Szabadvektorok egy véges
vektorrendszerét linedrisan fiiggonek neveziink, ha nem linedrisan fiiggetlen.

2.2. Tétel. Szabadvektorok egy véges rendszere akkor és csakis akkor linedrisan fiiggetlen, ha a
zérusvektor csak trividlisan, azaz csak csupa nulla egyiitthatoval kombindlhato beldliik. Szabad-
vektorok egy véges rendszere akkor és csakis akkor linedrisan fiiggd, ha a zérusvektor trividlistol
kiilonboz6 modon is kombindlhato beldliik.

Bizonyitds: Ha a vektorrendszer linedrisan fiiggetlen, akkor barmely szabadvektor, s igy a zérus-
vektor is legfeljebb egyféleképpen kombindlhat6 beldliik. Mivel a trividlis kombindcié mindig
zérusvektort ad, igy ez az egyetlen olyan linedris kombinaci6, melynek eredménye a zérusvektor.

Megforditva, tegyiik fel, hogy az (ai, ..., a,) vektorrendszerbdl a zérusvektor csak triviali-
san kombinalhat6. Ha a tér valamely szabadvektorara

V. o= ag + -+ apay
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v = B+ + Grag
egyarant teljesiil, akkor a két relaciot kivonva:
0= (a1 — fr)ar + -+ + (o — Br)ag-

Innen a feltételiink miatt o; = f3; (i = 1,. .., k) kovetkezik.
A masik allit4s az el6z6nek tisztan logikai kovetkezménye (kontrapozicio). [

Szabadvektorok linedris fiiggdségének szép geometriai jelentése van:

2.3. Kovetkezmény. Szabadvektorok egy (ay, ..., ay) vektorrendszere akkor és csakis akkor li-
nedrisan fiiggd, ha van olyan valodi (azaz nem csak egyetlen pontbdl dllo), de esetleg degenerdlt
oldalt is tartalmazo zdrt torottvonal, amelynek szakaszai rendre az aq, . . ., ay reprezentdnsait
tartalmazo egyeneseken vannak.

2.4. Tétel. Szabadvektorok egy véges rendszere akkor és csakis akkor linedrisan fiiggd, ha vala-
melyikiik linedrisan kombindlhato a tobbibdl.

Bizonyitds: Eloszor tegyiik fel, hogy az (ai, ..., a,) vektorrendszer valamelyik vektora linedri-
san kombinalhat6 a tobbibdl! (Az egyszerliség kedvéért legyen ez ay!)

ay = ora; + -+ qp_1ak_1.

Ezt rendezve:
0=—-a;,+oa + -+ ag_1a5_1.

A jobb oldalon a zérusvektor olyan lineédris kombinaciéja van, melyben szerepel —1 mint egyiitt-
hatd, azaz ez a linearis kombinaci6 trivialistol killonbozd.

Maisodjdra tegyiik fel, hogy az el6bbi vektorrendszer linedrisan fiiggd, azaz a zérusvektor
trividlistdl kiillonbozden is kombindlhat6 beldliik:

0=oa; 4+ + ogay,
mikodzben az egyiitthatok kozott van zérustdl kiilonboz6. Legyen ez a zEérustdl kiillonboz egyiitt-
hat6 pl. ay. Ez azt jelenti, hogy a;, kifejezhetd a tobbi szabadvektor segitségével:

O Q1
A = ——a; — " — A—1.
(e7% (67> O

2.5. Tétel. (A linedris fiiggdség geometriai jelentése.) Egy szabadvektor onmagdban akkor és
csakis akkor alkot linedrisan fiiggd rendszert, ha nullvektor. Két szabadvektor akkor és csakis
akkor alkot linedrisan fiiggd rendszert, ha egy egyenesen reprezentdlhatok. Hdrom szabadvek-
tor akkor és csakis akkor alkot linedrisan fiiggd rendszert, ha egy sikon reprezentdlhatok. A
szabadvektorok bdarmely legaldabb négytagu vektorrendszere linedrisan fiiggo.



VEKTORRENDSZEREK FUGGETLENSEGE, BAZIS 9

Bizonyitds: A zérdvektort tetszOleges szammal szorozva zérdvektort kapunk, tehat az egyetlen
zérévektorbdl 4116 vektorrendszer linedrisan fiiggs. Legyen aa = 0, de « # 0. Ekkor || - ||a|| =
0, ami csak gy lehet, haa = 0.

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy a megadott vektorrendszerben nincs linedrisan fiigg6 rész-
rendszer. (Ha van, akkor az allitasok trivialisak.)

Ha két vektor kozos egyenesen reprezentalhatd, akkor ezen egyenes P # ( pontjaira PQP
nyilvdn megfeleld torottvonal.

Megforditva, legyen a kéttagi vektorrendszer linedrisan fiiggé. A kétoldald nemelfajuld
torottvonal két csicspontot tartalmaz. Az ezekre illeszkedd egyenesen mindkét szabadvektor
reprezentalhato.

Legyen harom vektor k6zos sikban reprezentdlhat6! Ebben a sikban jeldljiik ki az egyik
szabadvektor reprezentdnsat: (P, (). P-n keresztiil hizzunk parhuzamost a masodik, mig Q-
n keresztiil a harmadik szabadvektorral. Mivel feltettiik, hogy az utébbi két vektor linedrisan
fiiggetlen, ezért a két egyenes metszi egymast egy M (sikbeli) pontban. PQM P a keresett
torottvonal.

A megforditds onnan kovetkezik, hogy hdromoldalu zért toréttvonalnak harom csicsa van,
melyekre illeszkedd sikban mindhdrom vektor reprezentdlhato.

Legyen (a, b, c, d) szabadvektorok négytagi vektorrendszere. S; legyen olyan sik, melyben

Sy

S1

1.5. dbra. Nincs négy linedrisan fiiggetlen szabadvektor.

(a,b), mig S, olyan sik, melyben (c, d) reprezentdlhaték (1.5. dbra). A két sik metszésvonaldn
jeloljik ki a P # () pontokat. P-keresztiil hizzunk parhuzamost a-val (a egyenes), (J-n keresz-
tiill b-vel (b egyenes). aNb = M € S;. @-n keresztiil hizzunk parhuzamost c-vel (c egyenes),
P-n keresztiil d-vel (d egyenes.) cNd = N € Sy. PMQN P akeresett torottvonal. [

2.6. Tétel. Bdarmely hdrom linedrisan fiiggetlen szabadvektorbol dllé vektorrendszerbdl a tér
tetszoleges vektora egyértelmiien kombindlhato.

Ha adott két linedrisan fiiggetlen szabadvektor, akkor ezekbdl mindazon vektorok egyértel-
mijen linedrisan kombindlhatok, melyek veliik egy sikban reprezentdlhatok.
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Bizonyitds: A linedris fiiggetlenség miatt a tér barmely szabadvektora legfeljebb egyféleképpen
kombinalhat6 3 linedrisan fiiggetlen szabadvektorbdl. Azt kell belatnunk, hogy legalabb egyfé-
leképpen is.

Legyen (i, j, k) a tér 3 linedrisan fiiggetlen szabadvektora, v pedig a tér tetsz6leges vektora.

Ekkor (i, j, k, v) linedrisan fiiggd rendszer az el6z§ tétel miatt, tehdt beldliik a zérusvektor trivi-
alistol kiilonbozden is kombinalhato:

a1l + asj + ask + v = 0.

A S egyiitthat6 biztosan zérétdl kiilonbozd, ellenkezd esetben ugyanis az (i j, k) vektorrendszer-
bdl a zérusvektor trividlistdl kiilonbozben is kombinalhaté lenne. Ha 5 # 0, akkor v kifejezhetd
a (ij, k) linedris kombindcidjaként:

. (05} (07%) a3
g B B
A madsodik allitast analég médon bizonyitjuk. [

2.7. Definicié. A térben szabadvektorok haromtagu linedrisan fiiggetlen rendszerét bdzisnak ne-
veziink. Legyen (i, j, k) egy bazis. Egy v szabadvektornak erre a bazisra vonatkoz6 koordindtdin
azt az egyértelm (vq, va, v3) szdmhéarmast értjiik, melyre

U1i+ Uzj +U3k = V.

2.8. Tétel. (Miiveletek és koordindtdk kapcsolata.) Legyen (i, j, k) bdzis a szabadvektorok teré-
ben, x és 'y két tetszbleges vektor, melyek koordindtdi az el676 bdzisra vonatkozéan (x1, o, T3) és
(Y1, Yo, y3). Legyen o € R tetszbleges skaldr! Ekkor x+y koordindtdi (x1+y1, To+ Y2, T3 +Ys3);

ax koordindtdi pedig (ax1, axs, ars).

Bizonyitds:
X+y = (wi+ x2j+ 23k) + (ni+ v +ysk) =
= (z1+y)i+ (22 +10)j + (x3 + y3)k.
Tovabba:
ax = a(xi+ zoj + z3k) =
= axi+ axsj + axsk. 0

3. Szabadvektorok skalaris szorzata

A kozépiskoldbdl is ismert skaldris szorzat bevezetéséhez és tanulmdnyozdsahoz sziikségilink
lesz az (egyenesre ill. irdnyra) vonatkoz6 merdleges vetités fogalmara, s mindenek el6tt vektorok
sz0gének definidldséra.
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3.1. Definicié. Az a és b vektorok kozos kezdGpontbdl indul6 reprezenténsai legyenek (O, A) és
(O, B). Az aés b szogén derékszoget értiink, ha a vektorok valamelyike nullvektor, egyébként az
AOB< szoget. (Mely szog fliggetlen a reprezentdnsok vélasztasatol). Két vektort merdlegesnek
mondunk, ha szogiik derékszog. Egy vektort merdlegesnek mondunk egy sikra, ha van a sikra
merdleges reprezentansa.

3.2. Tétel. (Szabadvektor felbontdsa adott szabadvektorral parhuzamos és arra merdleges kom-
ponensekre.) Legyen e # 0 tetszblegesen rogzitett szabadvektor. A tér barmely x vektordhoz
egyértelmiien léteznek olyan x!-vel és x*-el jelolt vektorok, hogy

x =xl + x, ahol xl||e és x*+ L e.

Az x!l vektort az x vektor e vektorral pdrhuzamos dsszetevdjének, mig az x* vektort az x vektor
e vektorra merdleges dsszetevdjének mondjuk. x/l-re hasznaljuk még az x vektor e-re vonatkozd
merdleges vetiilete elnevezést is.

Bizonyitas: Feltehetjiik, hogy x # 0. A felbontds létezését egyszerli geometriai titon kdnn;/en
bizonyithatjuk. Legyen (O, P) € x, (O, E) € e, S legyen az O pontra illeszkedd, s OF -re
merdleges sik, P’ a P merGleges vetiilete S-re, P” pedig OF -re: 1d. 1.6. dbra.

E
PII ,,,,,,,,,,

0 P’

1.6. abra. Szabadvektor felbontdsa adott szabadvektorral parhuzamos €s arra meréleges kompo-
nensekre.

x=0P +PP=0P +0OP"
nyilvan megfelels felbontds, tehit x| = OP”, x* = OP'.
A felbontés egyértelmiisége. Tegyiik fel, hogy

X=X +Yy1=Xy+Y2 X1,Xz/le, yi,y2 Le.
Ekkor:
X1 —Xo=Y1 Yo

Mivel a bal oldalon e-vel parhuzamos, ugyanakkor a jobb oldalon arra merdleges vektor éll, ezért
mindkét oldal nullvektor, ahonnan kovetkezik az allitas. [
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3.3. Definici6. Legyen e # 0, az x € V vektor e-vel parhuzamos ossztevsje x!I. Legyen 74 (x)
az a szdm, melyre x| = 7.(x) - €. A me(x) szdmot az x vektor e-re vonatkozé merSleges
vetiilete eldjeles hosszédnak nevezzik.

3.4. Tétel. me(x) = ||x|| - cos ¢, ahol ¢ az x és e szoge.

Bizonyitds: A 1.7 dbra alapjan konnyen lathato. 0]
E E
XII x

1.7. abra.

3.5. Tétel. Legyene # 0. A me: V — R leképezés additiv és homogén, azaz Vx,y € V:

Te(X +¥) = me(x) + me(¥);

tovdbbd
Te(OX) = a0 - Te(X).

Bizonyitds: Az additivités:
X = Te(x)-e’+xt
y = Te(y)-e’+y".
Adjuk 6ssze a két sort:
X4y = (me(x) + e(y)) € + (x- +y1).

Mivel xt 1 e és yt L e, ezért x- és y' ugyanabban az e-re merSleges sikban reprezen-
tdlhatok, tehat ezek Osszege is ebben a sikban reprezentdlhat6. Megéllapithatjuk tehét, hogy
(me(x) + Te(y)) €°]le, mig (x* + y*) L e, tehdt az x + y vektort az e-vel parhuzamos és arra
merdleges 0sszetevOre bontottuk. Azaz

Te(X +¥) = me(x) + me ()
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A homogenités:
X = To(x) - € + x*.

Szorozzuk mindkét oldalt a-val:

ax = ame(x) - e¥ 4 ax™.
Itt ame(x) - €°]e, tovabba ax' | e, azaz az ax vektort e-vel parhuzamos, s arra merdleges
OsszetevOk osszegére bontottuk. Tehdt me (ax) = ame(x). 1

3.6. Definicié. Az a és b szabadvektorok belsé szorzat dn vagy skaldris szorzatdn azt az a - b-vel
jelolt szamot értjiik, amely egyenld a és b hosszdnak és két vektor dltal bezdrt sz0g cosinusdnak
a szorzatdval.

Vektorok skaldris szorzatdnak jelolésére haszndlatos még a ab (pont nélkiil), a (a, b), illetve a
(a,b) jelolés is. A definici6 kdzvetlen kovetkezménye az aldbbi tétel:

3.7.Tétel. Vv € V: ||[v]|? = vv. Az a # 0 és b # 0 szabadvektorok dltal bezdrt ¢ szogre

b
fendll, hogy cos ¢ = ”ﬁw, tovdbbad fendll az vin. Cauchy-Schwarz egyenlétlenség:
a

|ab| < [[a][|[b]l,

ahol egyenldség akkor és csakis akkor teljesiil, ha a és b linedrisan fiiggdk. Két vektor akkor és
csakis akkor merdleges egymdsra, ha skaldris szorzatuk zérus.

3.8. Tétel. ab = m,(a) - ||b||. Ha e egységvektor, akkor ae = me(a).
Bizonyitds: Kovetkezik 3.4.-bol. 0]
3.9. Tétel. Vektorok belsd szorzdsa — azaz a

VxV-—-R, (a,b)— ab

belsdszorzat fiiggvény — rendelkezik az aldbbi tulajdonsdgokkal. Minden a, b, c vektor és A
szdm esetén

(1) Szimmetrikus:
ab = ba

(2) Mindkét valtozoban additiv:
(a+b)c=ac+ bc,a(b+c)=ab+ac

(3) Mindkét valtozoban homogén:
(A\a)b = A(ab), a(A\b) = \ab
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(4) Pozitiv definit:
aa>0,aa=0 < a=0.

Bizonyitas: (1): Az a és b vektorok ¢ szoge a definicié szerint nyilvdn ugyanaz, mint a b és a
vektorok szoge.
ab = ||| - [|b]| - cos ¢ = [|b]| - [|a]| - cos » = ba.

(2): Az (1) miatt elegendd az egyik oldali, mondjuk a baloldali additivitdst belatni.
(a+b)c=mnc(a+Db)-|c|]| = (me(a) +me(b)) - ||c|| = meca - ||c|| + m(b) - ||c|| = ac + be.
(3): Elegendd csak az egyik oldali homogenitést ellendrizni.
(Aa)b = m,(Aa)||b]| = Am,(a)||b|| = A - ab.
(4) kovetkezik 3.7.-bol. 0

3.10. Definicié. A szabadvektorok vektorterében egy bdzist ortonormaltnak mondunk, ha egy-
mdsra merdleges egységvektorok alkotjdk.

3.11. Tétel. Létezik ortonormdlt bdzis.

Bizonyitds: Legyen (i, j) két egymasra merdleges egységvektor. Reprezentéljuk ezt a két vek-
tort egy sikban, s tekintsiink egy olyan egységvektort, mely erre a sikra merdleges egyenesen
reprezentdlhat6. (Geometriailag lathatd, hogy két ilyen vektor van; ezek koziil kell az egyiket
kivdlasztani.) Jelolje ezt a vektort k! (i, j, k) egymdsra merSleges egységvektorokbdl all6 bazis.

O

Az ortonormaéltsag definici6jabdl lathatd, hogy
ii=1,i=0,jj=1, jk=0,kk=1, ik =0.

3.12. Tétel. Egy 1, 3, k ortonormdlt bdzist alapulvéve az a = oyt + aoj + a3j és az a’' =
a4t + ahg + o4 vektorok belsd szorzata

aa’ = a1 + aah + azag.

3.13. Tétel. Alkalmazzuk a belsd szorzds miiveleti tulajdonsdgait, valamint az el6bbi megjegy-
Zést:

aa’' = (aq1i+ aoj + azk)(a)i+ apj + ajk)
= apo)ii + arapij + aragik+
= o ji + anah]j + anahjk+
= aza’ ki + azabkj + azaskk =

= ap0] + oy + azag (3.13)
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3.14. Tétel. Ha (2,7, k) ortonormdlt bdzis a szabadvektorok vektorterében, akkor tetszéleges
v € V vektor egyértelmiien eléddllithato a kovetkezd alakban:

v=(vi)i+ (vj)j + (VEk)k.
Bizonyitds: Jel6lje v koordindtdit az (i, j, k) ortonormalt bazisra v, ve, v3, azaz
v = vi+ vy + vsk.

Szorozzuk az elébbi egyenl&ség mindkét oldalat skaldrisan i-vel:

vi = v;-iit vy -jitoug-ki=
= 1.
Hasonléan kapjuk a mésodik és harmadik koordinatat. 0

4. Kiilso szorzas, vegyes SzZorzas

A skaldaris szorzéas két szabadvektorhoz szdmot rendel. Egy masik szorzastipus két szabadvek-
torhoz szabadvektort rendel, ez az un. vektoridlis, vagy kiils6 szorzds. Ennek el6szor szemléletes
fogalmdt adjuk meg, mely egy fizikai szabdlyra, a jobbkézszabdlyra tdmaszkodik. A tovéabbi-
akban tisztdzzuk majd a vektoridlis szorzas olyan bevezetését is, mely fizikai fogalmakra nem
tdmaszkodik. Bevezetiink még egy harmadik szorzast, az un. vegyes szorzast, ez harom vektor-
hoz rendel szdmot.

4.1. Definicié. (A vektoridlis szorzas szemléletes fogalma.) V-ben adott kiilsé szorzdson, vagy
vektoridlis szorzds on egy olyan

x:VxV—-YV, (a,b)—axb
miiveletet értiink, mely eleget tesz az aldbbi tulajdonsdgoknak:

1. Ha a tényezdk linedrisan fliggdk, akkor a szorzat értéke nullvektor. Egyébként:
2. Az a X b szorzat mindkét tényezGjére merdleges.

3. ||a x bl| megegyezik a és b egy pontbdl indulé reprezentdnsai dltal kifeszitett paralelo-
gramma teriiletével: ||a x b|| = ||a]| - ||b|| - sin <(a, b).

4. Jobbkézszabaly: (a,b,a x b) egy pontbdl idulé reprezentdnsai gy kovetkeznek,mint a
jobbkéz (hiivelyk, mutatd, k6z€psd) ujja. (Mikdzben a kdzépso ujj a tenyérre merdlegesen
all.)

A harmadik tulajdonsag egyszeriien atfogalmazhat6 a kovetkez&képpen:
4.2. Tétel. (Lagrange azonossag.) ||a x b||? = ||a/?||b||* — (ab)?.
Bizonyitds:
lal|*Ibl|* ~ (ab)* = [[al|*|[b||* — [la]*|[b|* - cos* <(a, b) =
= (Ilall - [[b]| - sin <(ab))* = (||a x bl|)*.
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Masod- és harmadrendi determinansok

Miel6tt ratériink a vektoridlis szorzds olyan bevezetésére, mely a jobbkézszabalyt nem haszndlja,
sziikségiink lesz néhany algebrai jellegli segédeszkozre.

4.3. Definicié. Legyenek a, b, c,d € R. 2 x 2-es determindnson a

a b
d

‘:a-d—b-c

szamot értjiik.
Legyenek a1, as,as, b1, bo, bs, c1,ca, c3 € R. 3 X 3-as determindnson a

a; Qa2 as

by b3 by b3 by by
bi by b3 =ay- —az- + ag -

Co C1 C3 C1 Co
Ci Co C3

szamot értjiik.

4.4. Tétel. A 3 x 3-as determindns kiszdmitdsa Sarrus szabéllyal.

4.5. Definicié. Legyen rogzitve V-ben egy B = (i, j, k) ortonormalt bazis. A B-re vonatkozo
vektoridlis szorzatonaV x V — V,

. 3k

(a,b) '-)Je:LaXb: @2 O3 -i— s j+ a2 'kJe:L a; ay ag
b2 b3 bl b3 b1 b2

by by b3

leképezést értjiik, ahol a = a1i + agj + ask és b = byi + boj + bsk.
A B-re vonatkozo vegyes szorzatonaV x V xV = R

(a,b,c) =< |a,b,c| = (a x b, c)

leképezést értjiik.

Hangstlyozzuk, hogy a bevezetett két szorzds definicidja pillanatnyilag fiigg a rogzitett orto-
normalt bazistél. Késdbb belatjuk, hogy valéjaban csak az eldjel fiigg a bazistdl, azaz mindkét
szorzds elojeltdl eltekintve egyértelmd.

El6szor azt 1atjuk be, hogya definialt vektoridlis szorzds a jobbkézszabalytdl eltekintve vissza-

adja a vektoridlis szorzds szemléletes fogalmat.

4.6.Tétel. /.a-(axb)=Db-(axb)=0, azaza x b merdleges mind a-ra, mind b-re.
2. Teljesiil a Lagrange-azonossdg: ||a x b||> = ||a||?||b||*> — (ab)?.
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Bizonyitds: A definici6 szerint ki kell szdmolni. [

4.7. Tétel. a x b =0 <= aés b linedrisan fiiggdk.

Bizonyitds: Az allitas nyilvan igaz, ha a vagy b valamelyike zérusvektor. Egyébként:
axb=0 <= [axb|][=0 <= |a]*|b]*= (ab)*,

haszndlva a Lagrange azonossagot. Ez ut6bbi reldcié csak akkor llhat fonn, ha cos?(<t(a, b) =
1 < <«(a,b) =0V <«(a,b) =. 0

4.8. Tétel. A szabadvektorok vektoridlis szorzdsa rendelkezik az aldbbi tulajdonsdgokkal: Ya, b, c €
V vektorokra és o € R skaldrra:

(1) Ferdén szimmetrikus:
axb=-bxa,
(2) Mindkét valtozojdaban linedris:

(a+b)xc=axc+bxc, (cda) xb=a(axb),
ax(b+c)=axb+axc, ax (ab)=a(axDb)

Bizonyitas: Legyen a = aqi + agj + ask, b = b1i + boj + bsk, ¢ = c11 + ¢coj + csk. Az elsd
tulajdonsdg bizonyitdsdhoz hasznaljuk ki a 2 x 2-es determindns aldbbi, konnyen ellen6rizhetd
tulajdonsdgat:

a bl _ |c d
c d  la bl
Tehat:
b x a— by b - by bs|. |b1 b K —
Gz Qs ap as ap Qa2
__CLQ as| . aq 61,3._61,1 Qo _ _
by b31+ by bSJ by b2k axb.
A linearitést szintén egyszer(i determindns-tulajdonsdgok alapjan latjuk be:
a b | |a b L@ b|
cte d+f| |c d|l |e f|’
illetve:
aa abl |a b| _ |a b
c d|” |ac adl” %le d|
D) as a as aq a9
= — k =
a><(b—|—c) b2+02 b3+631 b1+01 b3+C3J b1+01 b2+02
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4.9. Tétel. Vonatkozzon a vektoridlis szorzds az (1, j, k) ortonormdlt bdzisra. Ekkor:

ixj=k, Jxk=i, kxi=j.
Bizonyitds: Egyszer(i szamoléas. [
4.10. Tétel. Vonatkozzon a vegyes szorzds az (i, j, k) ortonormdlt bdzisra. Legyen

a=a1i+a2j+a3j
b = byi + boj + bsj
Cc = i+ c3j + c3j.

Ekkor
a; a2 ag
\a,b,c| = bl b2 b3 .
Ci Co C3
Bizonyitas: Ki kell szdmolni. 0

4.11. Tétel. A vegyes szorzds mindhdrom vdltozoban linedris.
Bizonyitds: Kovetkezik a vektoridlis szorzat €s a skalaris szorzat bilinedris tulajdonsagabol.
4.12. Tétel. A vegyes szorzds alterndlo, azaz

la,b,c| = |b,c,a] = |c,a,b|
la,b,c| = —|b,a,c| = —|a,c,b| = —|c, b, al.

Bizonyitds: Eloszor azt vegyiik észre, hogy ha a vegyes szorzatban két tényez6 ugyanaz, akkor
a vegyes szorzat értéke 0.

Térjiink rd az alterndlds bizonyitdsdra! |a, b, c| = |b, a, c| kovetkezik a vektoriélis szorzds
ferde szimmetrijabol.

0=la,b+c,b+c|[=lab,b[+]ab,c|l+acbl+]acc|[=]|ab,c|l+][acbl.

4.13. Tétel. |a, b, c| = 0 akkor és csakis akkor teljesiil, ha (a, b, c) linedrisan fiiggd vektorrend-
szer.

Ha (a, b, c) linedrisan fiiggetlen vektorrendszer, akkor Ha,b,c , megegyezik (a, b, c) egy
pontbdl indulo reprezentdnsai dltal kifeszitett paralelepipedon térfogatdval.

Bizonyitds: Ha (a, b, c) linedrisan fiiggd vektorrendszer, akkkor valemelyik linedrisan kombi-
nélhat6 a tobbibdl, pl. ¢ = aa + Sb. Ekkor

la,b,c| = |a,b,aa + b| = a|a,b,a| + S|a,b,b| = 0.
Legyenek most (a, b, c) linedrisan fiiggetlenek:
(@axb)-c=maxw(c)-|laxbl.

a x b|| a paralelepipedon egyik lapja teriilete, m(axp)(c) pedig eldjeltd] eltekintve pontosan a
b|| a paralelepipedon egyik lapj 1 (axb) () pedig elgjeltdl eltekintve p
hozz4 tartoz6 magassag. [
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4.14. Tétel. (A vektorialis szorzas meghatarozottsaga.) A vektoridlis és vegyes szorzds vonat-
kozzon a rogzitett B = (i, j, k) ortonormdlt bdzisra. Ha (u, v,r) tetszdleges ortonormdlt bdzis,
akkor |u,v,r| = £1, tovdbbd ha

a=ou-+ oV + Qasr
b = fiu+ fov + fsr,

akkor
u v r
axb=|uvr| |log a ag.
B B2 B3

Azaz a kiilonbozo ortonormdlt bdzisokra vonatkozo vektoridlis szorzatok legfeljebb eldjelben
kiilonboznek.

Bizonyitds: Az els6 allitds onnan kovetkezik, hogy egy ortonormaélt bazis egy pontbdl indul6

reprezentédnsai altal kifeszitett paralelepipedon specidlisan egységkocka.
A kovetkez 1épésben azt latjuk be, ha |u, v, r| = 1, akkor a kdvetkez§ szorzétdbla érvényes:

2N

azaz
UXV=r VXr=u, IXUu=}V;
mig |u,v,r| = —1 esetén
u
/ \ ’
r——vV
azaz

UXV=-r, VXr=-u, rxu=-—V.
Csak annyit latunk be, hogy |u, v,r| = 1 esetén u x v = r teljesiil, a tobbi &llitds igazoldsa
anal6g. Mivel (u, v, r) bazis:
uXv=au+ fv+r.
Szorozzuk mindkét oldalt skaldrisan rendre r-el, u-val, v-vel: y =1, =0, 5 = 0.

Legyen |u,v,r| = 1. a X b kiszdmitdsdhoz haszndljuk ki a vektoriélis szorzds linearitdsat és
az eldbbi szorzotablat:

axb=(qu+ ayv+azr) X (fiu+ fov + f3r) =
=ofiu X u+ a1 fu X v+ aiffsu X r+
+ 1V X U+ eV X V + aipfl3v X T+
+ a3fir X U+ azfor X v+ azfsr X r =
= (12 — )T — (183 — 3 f1)V + (283 — azfPo)u =
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u A% r
= |1 Q9 Q3].
51 ﬁZ 53

O

4.15. Definicié. Azt mondjuk, hogy V-t egy irdnyitdssal lattuk el, ha a két vektorialis szorzas
kozil kijeloltiik az egyiket. (Azaz rogzitettiink egy ortonormadlt bazist, s a vektoridlis szorzds
erre vonatkozik.)

Egy (u, v,r) linedrisan fiiggetlen vektorhdarmast jobbsodrdsiinak vagy jobbrendszernek ne-
veziink, ha |u, v, r| > 0, balsodrdsiinak vagy balrendszernek, ha |u, v,r| < 0.

Felhivjuk a figyelmet, hogy a jobbsodrés el6bbi definiciéja nem tdmaszkodik a jobbkézszabdlyra,
s nem is alkalmas arra, hogy a jobbkezet és a balkézt6l matematikai médon megkiilonboztessiik.
A most definidlt jobbsodras fizikailag pusztan annyit jelent, hogy amilyen kéz szabalyat koveti
az irdnyitast definial6 rogzitett ortonormalt bazis, ugyanolyan szabdlyt kovet (u, v, r) is. (Tehat
ha a rogzitett ortonormalt bazis torténetesen ,,balkézszabalyt” kovet, akkor a jobbsodrds éppen
azt jelenti, hogy (u, v, r) is balkézszabalyt kivet.)

4.16. Tétel. Ha az (a, b) vektorrendszer linedrisan fiiggetlen, akkor (a, b, a x b) jobbsodrdsu.
Bizonyitds: (a,b,a x b) = (ax b)-(axb)=]axbl|?>0. 0
4.17. Tétel. Va, b, c € V szabadvektorokra fendll az vin. kifejtési szabdly:
ax(bxc)=ac-b—ab-c;
és az un. Jacobi azonossdg:
ax(bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=0.

Bizonyitds: Mindkét allitast be lehet tgy latni, hogy ortonormalt bazis felvétele utan koordi-
ndtdkkal kiszdmitjuk mindkét oldalt. Ez a hosszadalmas szdmolds azonban teljesen elkeriilhetd
a Jacobi azonossagnal, s 1ényegesen egyszerisithetd a kifejtési szabalynal. Kezdjiik a kifejtési
szabdllyal. Ha b és c linedrisan fiigg6k, akkor b x ¢ = 0, s igy a bal oldalon O 4ll. A fiiggdség
miatt b és c koziil egyik a mésiknak skaldrszorosa, pl. ¢ = tb. Szamitsuk ki a jobb oldalt:

ac-b—ab-c=t¢t-ab-b—t-ab-b=0.

Legyenek most b és c linedrisan fiiggetlenek. Vegyiink fel tigy (i, j, k) pozitiv ortonormélt bazist,
hogy ¢ = 3k, k és j ugyanabban a sikban legyen reprezentalhatd, mint c és b, tehat

b = () + Bsk.
Ebben a bazisban fejezziik ki a-t:

a = i+ anj + ask.
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Ezek utan

ax (bxc)=(i+aj+ ask) x (B273)i = —f2y3k + 3275
A jobb oldal:
ac-b—ab-c=

= 373b — (a2f + a3fs)c =
a3y382) + a3y B3k — aofBoysk — a3 B3ysk = sy Bej — cfaysk.

A Jacobi azonossaghoz alkalmazzuk a kifejtési szabalyt:

ax(bxc)+bx(cxa)+ecx(axb)=
=ac-b—ab-c+ba-c—bc-a+cb-a—ca-b=0.

O
4.18. Tétel. Legyen e egységvektor. Az x vektor e vektorra merdleges dsszetevdje
x =(exx)xe.
Bizonyitds: Alkalmazzuk a kifejtési tételt:
(exx)xe=—ex(exx)=—ex-e+ee-x=—xl+x,
azaz
x=xl'+ (e x x) x e,
tehdt a jobb oldali mdsodik tag valéban x*. [

5. Egyenesek és sikok

5.1. Definicié. £ egy O pontjanak rogzitése utan a P € & pont helyzetvektoran a OP € V
szabadvektort értjiikk. O-t origonak is mondjuk.

5.2. Definicié. Egy egyenes irdnyvektoran az egyenesen reprezentdlhaté nem zérévektort ér-
tiink.

5.3. Tétel. (Az egyenes paraméteres eloallitasa.) Origo rogzitése utdn egy egyenes pontjainak
helyzetvektorai és csakis ezek elddllithatok

X =Xg+1tv teR (%)

alakban, ahol xy az egyenes egy pontjdnak helyzetvektora, v pedig az egyenes egy irdnyvektora.
Megforditva, ha xq és v # 0 adottak, akkor (x) egy egyenes pontjai helyzetvektorainak halmazdt
dllitja elé.
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Bizonyitas: Legyen adott az e egyenes, melynek egy irdnyvektora v, az X pontjanak helyzet-
vektora pedig x9. X € e <= XX, az egyenesen reprezentalhaté vektor. Ez pontosan azt
jelenti, hogy v és X X, linedrisan fiiggdk, vagyis az egyik a masiknak skaldrszorosa. Mivel

v # 0 ezért X X, = tv bizonyosan fenndll valamely ¢ € R-re. Tehat

X€ee <= XXg=XO0+0Xg=x—xp =1tv.

-\ <—)
Megforditva, legyen xq = OX,, (Xo, X1) € v. Ekkor az elsé rész dllitdsa szerint, az XX
egyenes paraméteres eldallitasa (x). [

222

5.4. Tétel. (A sik paraméteres eloallitasa.) Origd rogzitése utdn tetszdleges sik pontjainak hely-

2 2

zetvektorai és csakis ezek elddllithatok
X =X + AV + puw ApeER (%)

alakban, ahol xy a sik egy tetszbleges pontjdnak helyzetvektora, v és w a sikon reprezentdlhato
linedrisan fiiggetlen vektorok. Megforditva, tetszolegesen adott x és linedrisan fiiggetlen v, w
szabadvektorok mellett (x) egy sik pontjainak helyzetvektorai halmazdt dllitja eld.

Bizonyitas: Tekintsiik az « sikot, Xy € «, tovabba legyenek v és w az « sikban reprezentalhatd
—_ _

linedrisan fiiggetlen vektorok. X € a@ <= XX az « sikban reprezentalhato, azaz v, w, XX
linedrisan fiiggdk, azaz valamelyikiik kifejezhet6 a masik kettd linedris kombinécidjaként. Mivel

v, w linedrisan fiiggetlenek, ezért X(.X biztosan kifejezhetd v és w linedris kombinacidjaként,
ami pontosan azt jelenti, hogy léteznek olyan A, u € R skaldrok, hogy (x) teljesiil.

Megforditva, legyenek adva x, v, w, €s rdadasul v és w linedrisan fiiggetlenek. Reprezen-
taljuk a vektorokat a kovetkez6képpen:

(OaXO) € X, (XO:XI) € v, (XOaXQ) cEw.

Az Xy, Xy, Xo pontok nem kollinedrisak, ellenkez6 esetben ugyanis v és w egy egyenesen len-
nének reprezentdlhatok. Erre a harom pontra egyértelmien illeszkedik tehét egy sik, melyet
jeloljon ae. Az elsé dllitas alapjan a paraméteres elallitdsa pontosan (). [

5.5. Definicié. Egy sik normdlvektoran egy sikra mer6leges nem zérévektort értiink.

5.6. Tétel. (A sik Hesse féle egyenlete.) Origo rogzitése utdn tetszoleges sik pontjainak helyzet-
vektorai és csakis ezek kielégitik az

n(x —xp) =0 (%)

osszefiiggést, ahol x a sik egy tetszoleges pontjanak helyzetvektora, n pedig a sik egy normdl-
vektora. Megforditva, tetszdlegesen adott Xo-ra és n # 0-ra (x) egy sik egyenlete.
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Bizonyitas: Az adott @ sik X pontjdnak helyzetvektora legyen x, egy normalvektoran. X €
a <= XpX L n <= XX - -n =0, amipontosan (x)-ot jelenti.
Megforditva, adott n # 0 és x; = O X esetén tekintsiik az

—_ N\

a:{X€€|X0XJ_n}

halmazt. Legyen n az n irdnyvektord, O-ra illeszkedd egyenes. Az XX L n feltétel azt

jelenti, hogy vagy Xy, = X, vagy XoX L n. Mivel az n egyenesre az X, pontban allitott
merdlegesek mind egy sikban vannak és ez a sik az n egyértelmi X-ra illeszkedd normaélsikja,
ezért megallapithatjuk, hogy a megkonstrudlt o« halmaz sik. Ennek az egyenlete az els¢ allitas
szerint pontosan a megadott egyenlet. 0]

6. Térelemek tavolsaga és szoge

Hajos: 24.8, 25.8.



2. fejezet

Vektorterek

7. A vektortér definicidja

7.1. Definicié. Legyen F egy test, (V,+) Abel csoport. Ha értelmezve van egy
FxV =V, (a,v) = av

leképezés tigy, hogy Vo, B € F és Vv, w € V:

alv+w) = av+aow
(a+ B = av+pu
(@B = a(fv)

lv = v,

akkor azt mondjuk, hogy V vektortér I felett. F elemeit skaldroknak, V' elemeit pedig vekto-
roknak nevezziik. A vektortér definici6jaban szerepld 4 tulajdonsdgot gyakran vektortér axio-
maknak is mondjuk.

Ugyeljiink arra, hogy a test additiv neutralis elemét és V neutrdlis elemét 6ssze ne keverjiik —
mindkettSt ugyanuigy, 0-val jeloljiik! Ebben a jegyzetben kizardlag ' = R, vagy F = C.

A vektortérfogalom hasznossagét az mutatja, hogy nagyon sok, gyakran el6fordul6 struktira
kielégiti a definiciot:

Példa. A szabadvektorok vektortere: V vektortér R felett.

Példa. Egy tetszGleges pont (origd) rogzitése utdn a klasszikus euklideszi ponttér (azaz &) is
vektortérré tehetd R felett. Jelolje a rogzitett pontot O! Két pont 6sszegét(!) értelmezziik a
— N\ —\ —\

kovetkezéképpen: P+@Q = R,ha OP+0Q = OR, tovabbd egy pont szimmal val6 szorzata(!):

aP = @, haaOP = 0Q. Az igy kapott vektorteret gyakran £p-val jeloljik, s a kotottvektorok
vektorterénk mondjuk.

24
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Példa. Legyen (F, +,-) test. F vektortér onmaga folott, ahol a skaldrral valé szorzés a testben
értelmezett szorzds. Specidlisan C C felett, R R felett.

Példa. C R felett is vektortér.

Példa. A skaldr n-esek tere: (F™, +) vektortér IF felett, ahol az 6sszeadds és skalarral val szor-
zas komponensenként van értelmezve.

Példa. Az 6sszes komplex (valés) egyiitthatés polinomok P halmaza C (R) felett, ahol az 6ssze-
adast és a skaldrral val6 szorzdst az algebra targyban értelmeztiik.

Példa. A legfeljebb n-edfoku komplex (valds) egyiitthatos polinomok P™ tere.

Példa. Az R-en értelmezett 6sszes valos értéki fiiggvények vektorteret alkotnak R felett. (Két
fliggvény Osszegét és skaldrszorosat az analizis tdrgyban értelmeztiik.)

Példa. Az Gn. trividlis vektortér egyetlen elembdl a zérévektorbdl dll. Legyen O = {0} tet-
szbleges egyelem( halmaz, IF tetszleges test. O-ban az 9sszeaddst, ill. a skaldrral val6 szorzas
értelmezziik az egyediili lehetséges moédon: 0 + 0 = 0, a0 = 0.

Példa. Legyen (V,R) valds vektortér. (V x V,C) vektortér, ha az sszeaddst és skalarral valo
szorzast a kovetkez6képpen értelmezziik:

(CL1, CLQ) + (b1, bg) = (CL1 + ao, b1 + bz)
(a+iB)(ar,a2) = (aay — Bag,aay + Pay).

(Képzeljiink (a1, as) helyébe formdlisan a; + iao-t, igy konnyli megjegyezni a skaldrral val6
szorzés definicidjat.) Ezt a vektorteret a V' komplexifikdltjanak mondjuk.

7.2. Tétel. Legyen V vektortér az T test felett. Ekkor teljesiilnek a kovetkezok. Vo, € T,
Yo, w e V:

Oov = 0
(-1)v = —wv, ahol —v a v additiv inverze V -ben
a0 = 0

av=0 = a=0vagyv=>0

Bizonyitds: A kovetkezd gondolatsor minden egyenldségénél valamelyik vektortér axiomat hasz-
ndljuk, kivéve az utolso elotti egyenldséget, ahol azt hasznéljuk, hogy 0 a test additiv neutrélis
eleme.

Ov+v=0+1lv=(0+1)v=1v =,

tehat:
v = 0v+ .
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Adjuk hozzd mindkét oldalhoz v additiv inverzét, azaz —v-t:
0=0v+v)+(—v) =0+ (v+ (—v)) =0v+0 = Ouv.
A madsodik allitdsndl mér az el6bb bizonyitott formulat is hasznaljuk:
v+ (-v=1lv+(-1)v=(1-1v=0=0,

azaz v additiv inverze valéban (—1)v.
A harmadik allitasra ratérve:

ad=a(v—v)=av—av=0.

Végezetill az utolsé allitas. Tegyiik fel, hogy av = 0, és o # 0. Beldtjuk, hogy ekkor csak
v = 0 teljestilhet.

1 1 1
vzlvz(—a)v:—(av):—():(].
o a a
U

7.3. Definicié. A W C V nemiires részhalmazt a V' vektortér alterének nevezziik, ha teljesiil,

hogy
YVo,weWéaelF: v+tweWésaveW.

O cCVeéV cVaV trividlis alterei.

Mivel W nemiires, ezért van benne egy v € W vektor, tehdt Ow = 0 is W-ben van. Az 6sszeadds
és a skalarral valo szorzas nem vezet ki W-bdl, tovabba az 0sszeadas €s a skalarral vald szorzas
tulajdonsdgai oroklddnek, azaz kimondhatjuk az aldbbi tételt:

7.4. Tétel. Egy vektortér altere maga is vektortér ugyanazon test felett (az oroklott dsszeaddssal
és skaldrral valo szorzdssal.)

Példa. A szabadvektorok V vektorterében rogzitsiink egy v vektort. Legyen
le{t-'v\tER},
Wy ={w|w L v}.

Igazoljuk, hogy W és W, altér a szabadvektorok vektorterében. Ezeknek az altereknek egyszer(
geometriai jelentése van: ha rogzitiink £-ben egy pontot (origd) és W1 ill. W5 elemeit az origdébol
kiindulva reprezentéljuk, akkor a reprezentansok végpontjai egy origéra illeszkedd egyenest ill.
sikot alkotnak.

Példa. Legyen (z1,...,x,) € R” rogzitett vektor. Legyen
W ={(y1,---,yn) ER* | z1y1 + -+ + zoyn = 0}.
W altér R™-ben.
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Példa. Az 6sszes R — R fliggvények terében a folytonos fiiggvények alteret alkotnak.

7.5. Tétel. Legyenek U és W alterei a V' vektortérnek. Ekkor U "W szintén altér, amit U és W
metszetének neveziink. Jelolje tovdbbd U + W a kovetkezd vektorhalmazt:

U+W={u+wluelU, we W}.
Ekkor U + W szintén altér, amit az U és W Osszegének neveziink.

Bizonyitas: U N W # (b, mert a zérévektor mindkét altérben benne van. Teljesiiljon, hogy
z,y e UNW. Ekkorz,y € U Nz, y €« W,azazx +vy, ar € U ANz +y, ax € W, ami azt
jelenti, hogy z +y, ax € UN V.

U + W tartalmazza a 0 vektort, mert 0 + 0 = 0. Teljesiiljon, hogy u; +w; € U + W és
ug + we € U + W. Ekkor

(U1+’w1)+(U2+’w2) = (U1+UQ)+(’UJ1+U)2) c U+VV,
tovabba

a(u; +wy) = auy + aw; € U+ W.

8. Linearis kombinaciok, bazis, dimenzio

8.1. Definicié. Legyen V' vektortér F felett, vi, vo,...,vp € V vektorok, oy, s, ..., € F
skaldrok. Az
QU1 + ot + - -+ o €V

vektort a vy, ..., v, vektorok a, . . ., oy skaldrokkal valo linedris kombindciojanak nevezzik.

8.2. Tétel. (A linearis kombinacié tranzitiv tulajdonsaga.) Ha egy vektortér z vektora lined-
risan kombindlhato az x+, . . ., x, vektorokbol, tovabbd minden i-re x; linedrisan kombindlhato
az iy, - - -, Ys vektorokbol, akkor z linedrisan kombindlhaté az y1, . . ., ys vektorokbdl is.

Bizonyitds: Legyen
T
= Z ﬁ’im’ia
i=1

S

J=1

tovabba

Ekkor

z= Z Bizi = Zﬁi Z’Yz‘j?/j = Z Z Biijys
i=1 i=1 =1

i=1 j=1
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= ) Zﬁi%‘jyj => (Z 51%‘;‘) Y

j=1 =1 j=1 =1
ami valéban az y, . . ., ys vektorok linedris kombindacidja. [
8.3. Tétel. Egy V vektortér vy, ..., vy rogzitett vektorainak osszes linedris kombindcioi alteret
alkotnak V -ben. Ezt az alteret, melyet L(vy,...,vx) jelol, a vy, ..., v, vektorok altal generdlt
altérnek, vagy a vq, . . ., v, vektorok linedris lezdrtjanak nevezziik.
Bizonyitds: L(vy,...,vx) = W nyilvdn nemiires, mert példdul a

Ovy +-+-4+0v, =0
vektort tartalmazza. Tovabba

(0111)1 + o+ akvk) + (511)1 4+ Bk:vk:) —
= (oqg + B1)v + - + (g + Br)vg.

Bebizonyitottuk, hogy két W -beli vektor 6sszege szintén W-beli. A W-bdl vett vektor skalar-
$zorosa:

a(frvr+ -+ Brvg) = afivr + - -+ abrur € W.

8.4. Definicio. A V' vektortér vy, ..., v, vektorrendszerét a V'

e generdtorrendszerének nevezziik, ha V' barmely vektora legaldbb egyféleképpen linedrisan
kombinalhat6 bel6liik;

e linedrisan fiiggetlen vektorrendszerének nevezzik, ha barmely vektor legfeljebb egyféle-
képpen kombinalhat6 beldliik;

e bdzisdnak nevezziik, ha barmely vektor pontosan egyféleképpen kombindlhat6 belSliik.

Ha egy véges vektorrendszer nem linedrisan fiiggetlen, akkor linedrisan fiiggének nevezziik. Ha
v1, . . ., U bazis akkor tehdt tetszOleges v € V' vektorhoz egyértelmien 1éteznek olyan a, . . . oy
skalarok, hogy

V=0Q1V1 + -+ Uy

Az (ay,...,a,) skaldr n-est a v vektor vy, . .., v, bazisra vonatkozé koordindtdinak nevezziik.

7 7z

Megjegyzés. Az definiciét megel6z0 tételben véges sok vektor linedris lezartjar6l beszEltiink. A
fogalmat ki lehet terjeszteni tetszSleges W C V részhalmaz esetére: W linedris lezértja a W-beli
vektorokkal képzett 0sszes véges linedris kombindciok halmaza. Az igy értelmezett LIV halmaz
szintén a V' altere. Erre szintén mondhatjuk, hogy a W 4ltal van generdlva. A tovabbiakban a
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generdtorrendszer elnevezést mindig csak véges vektorrendszerre haszndljuk, és ezt hangstlyo-
zand6 gyakran véges generdtorrendszerrdl beszéliink. Megemlitjiik, hogy nem minden vektortér
végesen generdlt (azaz nem minden vektortérnek 1étezik véges generatorrendszere), de a tovab-
biakban csak olyan vektorterekrdl lesz szo, amelyek véges sok vektorral generalhatoak.
Megallapodunk abban, hogy az iires vektorrendszer ltal generdlt vektortér a O, melyet tehét 0
szamu vektorral generdlt vektortérnek tekintiink.

8.5. Tétel. EgyV vektortérvy, ..., v vektorrendszere akkor és csakis akkor linedrisan fiiggd, ha
a zérusvektor nemtrividlisan is kombindlhato beldliik, azaz: léteznek olyan oy, . . ., oy, skaldrok,

hogy van kozottiik zérustol kiilonbozo, és
oqvy + -0+ v = 0.

Bizonyitds: Ha vy, ..., vy linedrisan fliggd rendszert alkotnak, akkor definici szerint van olyan
vektor, amely legaldbb kétféleképpen kombindlhaté bel6liik:

Y101+ -+ e = Brvg + -+ B,
és az egyiitthatok kozott vannak kiilonb6z6k. Rendezve:
(v = Bi)or + -+ + (9% — Be)vk = 0.

Mivel van olyan 7, hogy v; # i, ezért a baloldali egyiitthatok k6zott van zE€r6tdl kiilonbozo.
Megforditva, ha a zérévektor trividlistdl kiilonbozden is kombindlhat6 a vy, . .., v vektor-

rendszerbdl, akkor a zérusvektor legaldbb kétféleképpen kombindlhatd, mert trividlisan minden

vektorrendszerb6l kombindlhat6 a zérvektor. [

8.6. Tétel. Egy V vektortér vy,. .., vy vektorrendszere akkor és csakis akkor linedrisan fiigget-
len, ha a zérusvektor csak trividlisan kombindlhato belédliik, azaz, ha

a1V + - oV = 0 akkor o = -+ = oy = 0.

7 z

Bizonyitds: Az el6zd allitas kontrapozicidjardl van sz6. [

8.7. Tétel. A bdzis nem mds, mint
e linedrisan fiiggetlen generdtorrendszer;

e maximdlis fiiggetlen vektorrendszer (azaz tetszoleges vektort hozzdvéve mdr nem fiigget-
len);

e minimdlis generdtorrendszer (azaz tetszoleges vektort elvéve, mdr nem lesz generdtorrend-
szer).
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Bizonyitds: Az elsé allitas kozvetleniil a definicié kovetkezménye.

Legyen most ey, ..., e, bazis, v tetszleges vektor. Belatjuk, hogy e, ..., e,, v mir nem
linedrisan fiiggetlen. Val6ban, mivel eq, ..., e, bdzis, ezért a v vektor linedrisan kombinalhat6
beldliik:

v =qo1€1 + -+ apey,

illetve teljesiil
v=aoi1e1 + -+ aye, +0v

is. Masrészt v az eq, . . ., e,, v vektorrendszerbdl masképpen is kombindlhaté:
v=_0e +---4+0e, + 1v,.

A v vektornak tehat kétféle linedris kombindcidjat is megadtuk: ey, ..., e,, v mar nem linedrisan
fiiggetlen vektorrendszer.

Végezetiil a harmadik allitds. A bizonyitds indirekt. Az el6bbi bazisbdl tetszdleges vek-
tort, példaul e,,-et vegyiik el, s tegyiik fel, hogy még mindig bézist kapunk. Az e, vektor tehat
linedrisan kombindlhat6 beldliik:

€, =161+ ...+ Q165 1-
Ez azt jelenti, hogy az eredeti bazisban az e,, vektornak kétféle linedris kombindacidja is van:

en =are1+ ...+ ap_1ep_1 + Oe,,

és

e, =0e;+ ...+ 0e,_1 + le,.
Ez ellentmondds. ]
8.8. Tétel. A vy, ..., vy vektorok akkor és csakis akkor linedrisan fiiggdk, ha valamelyikiik line-

drisan kombindlhaté a tobbibdl

Bizonyitas: Eloszor tegylik fel, hogy a vy, ..., v, vektorrendszer valamelyik tagja linedrisan
kombindlhat6 a tobbi vektorbol. Legyen ez pl. v;. Tehat

V1 = QU2 + ...+ QgVg.
Rendezve:
—1v; + agvg + ... + v = 0.

Ez a zérévektor nemtrividlis linedris kombinécidja, mert az egyiitthatok kozott szerepel —1.
Megforditva, tegyiik fel, hogy a vy, ..., v, vektorrendszer linedrisan fiiggd. Ez azt jelenti,
hogy a zérusvektort nemtrividlisan is lehet linedrisan kombindlni beldliik:

av1 + ...+ opv =0,

és az egyiitthatok kozott van zérustdl kiillonbozd, pl. a;. Ekkor
(6%) (67
V1= ——UV2 == —V,
aq a7

azaz a z€rustol kiilonbozo egyiitthatoval rendelkezo tag linedrisan kombinalhat6 a tobbibdl.
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8.9. Kovetkezmény. Ha egy vektorrendszer tartalmazza a zérusvektort, akkor az linedrisan fiiggd.
— Valdban, a zérusvektor csupa 0 egyiitthatoval linearisan kombindlhat6 a tobbi vektorbdl.

8.10. Tétel. A vy, ..., v zérusvektort nem tartalmazo vektor k-as akkor és csakis akkor linedri-
san fiiggod, ha valamelyik vektora linedrisan kombindlhato a megeldzd vektorokbol.

7

Bizonyitas: Ha a v; vektor (1 < ¢ < k) linedrisan kombindlhat6 a megel6z6 tagokbdl:
Vi = o + .+ 01V,

akkor linedrisan kombindlhaté a vy, ..., 9; ... v vektorrendszerbdl is (a kalap a vektor hidnyat
jelenti):
v =0oqv; + ..o+ o1V + 0w + ..o 4 Ovg,

7 o2

tehat a vektorrendszer valamely tagja linedrisan kombindlhat6 a tobbibdl. Ez az el6z6 tétel szerint
azt jelenti, hogy a vektorrendszer linedrisan fiiggd.

Most tegyiik fel, hogy a vy, ..., v, vektorrendszer linedrisan fiiggd. Ekkor a zérusvektor
trividlistdl kiilonbozben is kombindlhat6 beldliik:

a1V + ...+ o = 0.

Az egyiitthaték ko6zott van nullatdl kiillonbozo, a legnagyobb indexd nullatdl kiillonbozé egyiitt-
hat6 legyen «;. Tehdt

Oji+1:...:Ofk:0,
(vagy esetleg egyetlen egyiitthato sem nulla, ekkor az utols6 nullatol kiilonbozo egyiitthaté ay).

Ekkor v; linedrisan kombindlhat6 a megel6z6ekbdl:

. 01
Vi=—"0U — " — Vi—1-
(07, (67} O

8.11. Tétel. (Kicserélési tétel.) Egy k vektorral generdlt vektortér minden linedrisan fiiggetlen
vektorrendszere legfeljebb k tagii.

Bizonyitas: Legyen aq, ..., a; generdtorrendszer, by, ..., b, pedig linedrisan fiiggetlen vektor-
rendszer. Azt allitjuk, hogy [ < k. Feltehetjiik, hogy a; # 0. (Ha mégis, akkor ezt a vektort
elhagyva még mindig generdtorrendszert kapunk.) Tekintsiik a

bl,al,...,ak *

vektorrendszert. Ez linedrisan fliggd vektorrendszer, mert b; linedrisan kombindlhaté az a4, . . ., ax
generdtorrendszerbdl. Ez a vektorrendszer zérusvektort nem tartalmaz, tehat valamelyik tagja li-

nedrisan kombindlhat6 a megel6z6ekbdl. Legyen ez a vektor a;. Hagyjuk el ezt a vektort az

eldbbi vektorrendszerbdl:

b,ai,...,a,...,a, K%
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(a kalap a vektor hidnyét jelenti.) Mivel * mindegyik vektora linedrisan kombindlhat6 xx vekto-
raibol, ezért a linedris kombinécid tranzitiv tulajdonsagét hasznélva adodik, hogy *x is genera-
torrendszer.

Most #x* vektoraihoz balrdl vegyiik hozza b, -et:

. *
bi_1,b,a1,...,0,...,0k. *k

v

. z P pe * . o o P 7 . .
Az el6z6 gondolatmenet megismételhetd, tehdt * linedrisan fliggd, ezért valamelyik vektora li-
nedrisan kombindlhaté az el6tte levd vektorokbdl. Ez a vektor nem lehet b;, mert a by, ..., b
vektorrendszer linedrisan fiiggetlen a feltevés szerint. Ezért valamely a; vektort tudjuk kombi-

7

ndlni a megel6zd vektorokbdl. Elhagyva a +% vektorrendszerbdl ezt a vektort, még mindig ge-
neratorrendszert kapunk. Az eljarast tovabb folytatva a by, ..., b; vektorrendszer vektorait sorra
ki tudjuk cserélni az aq, ..., a; vektorrendszer valamely vektordval. Ezért az a, vektorok nem
fogyhatnak el hamarabb, mint a b, vektorok, ami pontosan a kivant allitas. [

8.12. Kovetkezmény. Egy k vektorral generdlt vektortérben minden k + 1 tagii vektorrendszer
linedrisan fiiggo.

8.13. Tétel. Egy k vektorral generdlt vektortérnek létezik legfeljebb k tagii bdzisa, s minden
bdzisa azonos tagszdmu.

Bizonyitds: aq, ..., a; legyen generdtorrendszer. E16szor hagyjuk el bel6le az esetleg el6forduld
nullvektorokat, igy egy legfeljebb £ tagt generdtorrendszerhez jutunk:

ai, ..., a5 (s < k). *

Ha a x vektorrendszer linedrisan fiiggetlen, akkor ez bézis, s a bizonyitds kész. Ha linedrisan
fliggd vektorrendszerrel dllunk szemben, akkor van olyan a; vektor x-ban, mely a tobbibdl kife-
jezhetd. Ezt elhagyva a kapott

Q1y.nny iy, 0 Kk

vektorrendszer még mindig generdtorrendszer a linedris kombinacio tranzitiv tulajdonsagat hasz-
ndlva: * minden vektora linedrisan kombindlhaté *x-bdl. Az eljarast addig folytatjuk, mig line-
arisan fliggetlen vektorrendszerhez (linedrisan fiiggetlen generdtorrendszerhez) nem jutunk. Az
eljaras megszakad legkés6bb akkor, amikor egyetlen vektor marad, mert egyetlen nemnullvektor
linedrisan fiiggetlen rendszert alkot. Van tehat legfeljebb £ tagu bazis.

Hatra van még annak beldtdsa, hogy barmely két bdzis azonos tagszamd. Legyen A =
(a1,...,a,) illetve B = (by, ..., bs) két bazis ugyanabban a végesen generdlt vektortérben. Te-
kintsiik el6szor A-t generdtorrendszernek, B-t pedig linedrisan fiiggetlen vektorrendszernek. Al-
kalmazva a kicserélési tételt: s < r. Most forditva, tekintsiik B-t generatorrendszernek, A-t
linedrisan fiiggetlen vektorrendszernek: r» < s. Ez azt jelenti, hogy r = s. [
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8.14. Definicié. Egy végesen generdlt V' vektortér dimenzidjan bazisainak kozos tagszamat ért-
juk, s ezt dim V'-vel jeloljiik. A O trividlis vektortér dimenzidjan definici6 szerint 0-t értiink. Az
L(vy,...,vx) dimenzidjit a (vq, . .., vg) vektorrendszer rangjanak nevezziik.

Példa. A szabadvektorok vektortere 3 dimenzios vektortér.

Példa. A skalar n-esek R” tere n dimenzids vektortér, s benne bazis a kovetkezd vektorrendszer:

1 0 0
0 1 0
0 0 1

Ezt a bazist R® kanonikus bdzisanak nevezziik.

Példa. P nem végesen generdlt, mig a legfeljebb n-edfoku polinomok P™ tere n 4+ 1 dimenzids.
Benne bézis:

A bazissal kapcsolatosan megfogalmazhatunk néhdny tovabbi egyszer( allitast.
8.15. Tétel. Legyen W az n dimenzios V vektortér n dimenzios altere. Ekkor W = V.

Bizonyitds: W bazisa egyben V' bdzisa, mert n tagu linedrisan fiiggetlen vektorrendszer. [

8.16. Tétel. Legyen V' n dimenzids vektortér, r < n pozitiv egész és vy, ..., v, linedrisan fiig-
getlen vektorrendszer V-ben. Ekkor léteznek olyan v, .1, . .., v, vektorok, hogy v1,. .., v, bdzis
V-ben.

Bizonyitas: vy, ...,v, nem lehet bazis, mert r < n. Ez azt jelenti, hogy ez a vektorrendszer
nem maximalis linedrisan fiiggetlen rendszer, azaz bdvithetd ugy egy v, vektorral, hogy még
mindig linedrisan fliggetlen vektorrendszert kapjunk. Ha 7 41 = n, akkor a bizonyitassal készen

vagyunk, mert vq,...,v, n tagd linedrisan fiiggetlen vektorrendszer egy n dimenzids vektor-
térben. Ha r + 1 # n, akkor ismételjiikk meg az el6z6 gondolatmenetet, mig n tagu linedrisan
fiiggetlen vektorrendszert kapunk. [

8.17. Tétel. Egy n dimenzios vektortér minden altere legfeljebb n dimenzids vektortér.

Bizonyitds: Ha a széban forgdé W C V altér csak a zérdvektort tartalmazza, akkor ennek a
dimenzidja definicié szerint 0. Tegyiik fel, hogy W # O. Ekkor W-ben van nemzér6 vektor,
amelyet bovitsiink W -ben maximalis fiiggetlen vektorrendszerré (esetleg mar a felvett nemzér6
vektor is maximalis fiiggetlen vektorrendszer). Ez véges sok vektor hozzavételével megtehetd
mert W vektorai egyben V' vektorai is, s V'-ben legfeljebb n linedrisan fiiggetlen vektor vehetd

fel. Tehat W is végesen generdlt, s bazisa legfeljebb n tagu. [
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8.18. Tétel. Egy V vektortér barmely két V' és Vy alterére:
dim(Vi N'V;) +dim(V; + V3) = dim V; + dim V5.

Bizonyitds: Gyakorlat. Legyen dimV; = ngy, dimV, = ns, dim(V; N'V;) = m. Legyen
e1,...,em Vi N Vs bazisa. Ezek a vektorok Vi-ben és V,-ben is benne vannak. Egészitsiik ki ezt
a vektorrendszert el6szor V; bazisava:

€1y vy my Q1,0 (K+m=mny),

illetve V5 bazisava:
€1y lm,bi, ... by (l+m=n2).

Azt latjuk be, hogy
€1y CmyO1yenn, by, ... 0

bazis Vi + Va-ben. (Ez valéban az éllitst jelenti, mert: m + (k+m+1) = (k+m) + (I +m).)
El6szor azt 1atjuk be, hogy

€lyevvsCmy Oy, O, b1, .. 0 *

generdtorrendszer V7 4 Va-ben. Valéban V; + V5 minden vektora felbonthat6 egy V;-beli v; és
egy Vs-beli vy vektor 0sszegére. v linedrisan kombindlhaté a ey, ..., e, ay, ..., a; vektorokbol,
vy pedig linedrisan kombindlhat6 az ey, . .., e, by, ..., b, vektorokbdl. Tehat v; + vq linedrisan
kombindlhat6 a * vektorrendszerbdl.

Hétra van annak belétésa, hogy a % vektorrendszer linedrisan fiiggetlen. Allitsuk el a zérus-
vektort * linedris kombindcidjaként!

0:(11@1+"'+C¥kak+’)/1€1+"'+’)/m€m+51b1+"'+ﬁlbl. O
Legyen
b=pibi+---+Bb €V T

O miatt b € V; is teljesiil. Ez azt jelenti, hogy b € Vi N V;, azaz linedrisan kombindlhat6 a
kovetkezoképpen is:

b=1e1+ -+ Vpen. i
Kivonva a {-bdl 1-ot:
0=p51by+---+ Bl — (vie1 + - - - + Vmem)
adddik. Itt a nullvektort bazisbdl kombindltuk, tehdt mindegyik kombinacids egyiitthaté 0:
Gih=...=08=vn=...=1,=0.
Irjuk vissza az eredményt O-ba:
0=aoia1 + -+ axax + v1€1 + - - + Ymlm-

ai,...,0, €1, ...,€, azonban linedrisan fliggetlen rendszer, tehit O-ben valamennyi kombina-
cids egyiitthaté 0. A nullvektort -bol tehat csak trividlisan tudtuk kombindlni ami azt jelenti,
hogy = linedrisan fiiggetlen rendszer. 0]
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9. Alterek direkt osszege

9.1. Definicié. Akkor mondjuk, hogy a V' vektortér a V7, ..., V} altereinek a direkt sszege, ha
V-nek minden v vektora elddll egy €s csakis egyféleképpen

v=v1+ -+
alakban, ahol vy € Vi, ..., v € Vi. Jelolése: V =V P --- B V.

9.2. Tétel. A V vektortér akkor és csakis akkor direkt dsszege a Vi, Vs, ..., Vy, altereinek, ha
ezen alterek (tetszbleges) bdzisainak egyesitése V bdzisa.

Bizonyitds: Eldaddson csak két 6sszeadandora, egyszeriibb jelolésekkel. (Ekkor nincs sziikség
kettds indexekre, lehet mds betiit haszndlni. Teljesiiljon el6szor, hogy

V=& &V, 9.2)
tovabbd V; dimenzidja legyen s;. e11,..., €15 legyen Vi,...ep1 ..., ens,, pedig V,, bazisa. EIS-
szOr belatjuk, hogy

€11 .-+, €m3m

7 2z

generdtorrendszere V-nek. Legyen x € V tetszOleges vektor. 9.2 miatt x eldall V;-bdl vett
vektorok Osszegeként:
T=21+ -+ 2, aholz; € V.

Tehat:

r=x1+- - +Ty=
= Qaqie] + -+ Qi e, +

+ ag1€1 + - - - + (g5, €24, +

+ Am1€ml + e Amsm Cmsm »

azaz beldttuk, hogy a bizisok egyesitése generatorrendszer.
Most belétjuk, hogy a bazisok egyesitése linedrisan fiiggetlen rendszer is. Kombindljuk ehhez
a vektorokbdl a zérusvektort:

511611 +- Blslelsl +- Bmleml +- Bmsmemsm =0.

Itt

y1 = Puen + -+ fise1s, € Vi

Ym = ﬂmleml + -+ /Bmsmemsm S Vma
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y1+"'+ym:0-

9.2 miatt azonban a zérévektort a V; alterekbdl vett vektorok Osszegeként egyértelmiien lehet
felirni, azaz y; = 0, tehat minden ;_ egyiitthatd zér6. Ez a kivant linedris fiiggetlenséget jelenti.
Megforditva, tegyiik fel, hogy az

-A:{6117---aels1;---;em1a---aemsm}

vektorrendszera Vi, .. ., V,, bazisainak egyesitése (az el6bbiekben alkalmazott jelolések szerint),
és A egyben V bazisa is. Ekkor minden x € V egyértelmien felirhato

z = oqre(1l) + -+ a5 e1s, + Qo691 + - -+ Qo,€25, + 0 1€l + - F Qs €, =
— '/'Lll +...+xm

alakban, ahol

apen + o€, = T
ami€mr + -+ OmsmCms;y, — Tm-
Azaz minden x € V vektort eléallitottunk V7, . . ., V,,-bdl vett vektorok 6sszegeként. Tekintsiink

cgy
r=1a) 4+, aholz; € V;

0sszeget. Ekkor

! ! !
Ty = o€+t 0 ey
! _ ! !
Ty = Opilmi + o+ 0 ems,,,
és
= ad (11)+...+ ! + ol + .4 + .- + o4 a =
r = oape Qps,Cls; T (91621 Q9s, €257 Qp1€m1 s, Emsm =
= 21+ + Ty
Ezt 9.2-el 6sszehasonlitva o = a;j, aza r; = x} adodik. 0

9.3. Kovetkezmény. V =V, @ ---@V, = dimV; +---+dimV, =dim V.

9.4. Tétel. Egy vektortér akkor és csakis akkor n dimenzids, ha n szamu egydimenzios alterének
direkt osszege.
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Bizonyitas: Ha a V' vektortér n szamu egydimenzios alterének direk 0sszege, akkor ezen alte-

rekbdl vett bazisok egyesitése az €l6z6 tétel miatt V' bazisa is, tehat V' n dimenzids. Megforditva,
legyen el, ..., e, bazis V-ben. Ekkor

V==Le)D - D Len)

27z

trividlisan teljesiil, hiszen ez pontosan azt jelenti, hogy V tetszbleges vektora egyértelmiien el6all
azey,...,e, vektorok linedris kombindcidjaként. [

9.5. Tétel. Ha A és B alterei a V vektortérnek, akkor V- = A & B ekvivalens azzal, hogy
A+B=VésAnNnB=0.

Bizonyitas: El6szor tegyiik fel, hogy teljesil A@ B =V. A+ B C V azért teljesiil, mert A és
B V részhalmazai, V C A + B pedig azért, mert V = A @ B garantdlja, hogy minden V-beli
vektor felbonthaté A-bdl é€s B-bdl vett vektorok osszegére. Tehat A+ B = V. Hax € A és
z € B, akkor

r=2+0=0+=x

s a felbontds egyértelmtisége miatt z = 0. Belattuk, hogy AN B = O.
Megforditva, teljesiiljon most, hogy A+B =V, ANB = O. A4+ B = V miatt minden V -beli

27 2

vektor elallithatd A-bol vett és B-bol vett vektorok dsszegére, csak a felbontds egyértelmiségét
kell belatni. Legyen most

= a+b,ahola € A, be B,
= ad +0b ahold € A, b € B.

A két relaciot kivonva egymasbol:
0=a—-d+b-b0 = a—d =V -0

a—a € A, mert két A-beli vektor kiilonbsége, b’ — b € B, mert két B-beli vektor kiilonbsége.
Azonban A N B = O, tehat

a—ad =0 = a=d, V' -b=0 = b=V,
tehat a felbontas egyértelmd. [

9.6. Tétel. Egy végesen generdlt vektortér minden altere direkt osszeadando, azaz mindegyik
altérhez létezik olyan altér, hogy direkt dsszegeben kiadjdk az eredeti vektorteret.

Bizonyitas: Legyen A altér a V' vektortérben. Legyen ay, . . ., a, A bazisa. Mivel ez V-ben line-
drisan fiiggetlen rendszer, ezért kiegészitheté V' bazisava valamely b, . . ., b; vektorrendszerrel.

Legyen B = L(by,...,bs). Mivel az A és B egy bazisanak egyesitése V' bézisit adja, ezért
AeB=YV. n
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10. Linearis sokasag, faktortér
10.1. Definicié. Legyen H altere a V' vektortérnek, tovabba v € V tetszbleges vektor. A
v+H={v+h|heH}

halmazt H irdnyterii linedris sokasdgnak nevezziikk. A v + H linedris sokasagot gyakran a H
altér eltoltjanak is mondjuk.

Példa. Egyenesek és sikok: legyen & € V tetszdleges szabadvektor, v € V nem nullvektor. Az
{zy + tv|t € R}

halmaz linedris sokasdg, irdnyterének bazisa x,. Legyen xy, € V tetszbleges szabadvektor,
a,b € V linedrisan fliggetlen szabadvektorok. Az

{zo + Aa + pb|A, 1 € R}
halmaz linedris sokasdg, irdnytere L(a, b).

10.2. Tétel. Legyen H altere a V vektortérnek. Ertelmezziik V-ben a kovetkezd, ~-el jelilt
reldciot: x ~ y, hax —y € H. Azt dllitjuk, hogy ~ ekvivalenciareldcio, tovdabbd az ekvivalen-
ciaosztdalyok pontosan a H irdnyterii linedris sokasdgok.

Bizonyitas: ~ reflexiv: ¢ ~ z, mertx —x = 0 € H. ~ szimmetrikus: z ~y = z—y €
H = —(r—-y) =y—-2 € H = y~uzx ~tranzitivi z ~ yAy ~ z —

r—y€EHANy—2€H = (z—y)+({y—2) =rv—2€H = x ~ 2 Belattuk, hogy ~
ekvivalenciarel4cio.

Most belatjuk, hogy egy x € V vektor dltal reprezentalt ekvivalenciaosztdly pontosan z + H.
El6szor belatjuk, hogy minden x 4+ H-bdl vett vektor ekvivalens x-hez. Val6ban, legyen z + h €
x+ H. Ekkor (x +h) —x = h € H. Legyen most egy y-al jelolt vektor z-hex ekvivalens! Ekkor
h=y—x¢€ H,azazy=x+ h € x + h. N

10.3. Kovetkezmény. Tételiinkbsl kovetkezik, hogy minden egyes x € V' vektor pontosan egy
H iranyter( linedris sokasdgban van benne (H C V rogzitett altér.) Ilyenmddon a zérévektor is
csak egy H iranyterd linedris sokasdgban van benne, 0 + H = H-ban. Ez az egy H irdnyter(
linedris sokasag altér. Megéllapodunk abban, hogy egy H irdnyter( linedris sokasidg vektorait
az illetd linedris sokasdg reprezentdnsainak is mondjuk, hiszen az el6z0 tétel szerint a linedris
sokasagok tekinthetdk egy ekvivalenciareldcié ekvivalenciaosztilyainak.

10.4. Definicié. Egy linedris sokasdg dimenzidjdn irdnyterének dimenzidjdt értjiik.

10.5. Definicio. A a + H és b+ H kozos irdnyter( linedris sokasdgok dsszegén az (a + b) + H
linedris sokasdgot értjiik. A a + H linedris sokasag « skaldrral valé szorzatan pedig a (aa) + H
linedris sokasdgot.
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10.6. Tétel. A linedris sokasdgok osszege és skaldrral valo szorzata fiiggetlen a reprezentdnsok
vdlasztdsdtol.

Bizonyitds: Legyena' € a+ H,V € b+ H, azt allitjuk, hogy (a +b) + H = (a' + V') + H.
Ehhez azt kell beldtni, hogy az a + b és a’ + b’ vektorok kiilonbsége H-ban van. Valéban:

(a+b)—(a'+b0)=(a—d)+ (b—-1") € H.
Hasonldan, belétjuk, hogy (aa) + H = (aa’) + H.
aa—ad =ala—d) e H O

10.7. Tétel. Egy V vektortér H altere szerint vett osszes linedris sokasdgok halmaza vektortér
az osszeadds és skaldrral valo szorzdsra nézve. Ezt a vektorteret a V' vektortér H altér szerint
vett faktorterének mondjuk, és V| H-val jeliljiik.

Bizonyitds: Konnyi l4tni, hogy (V//H,+) Abel csoport, csak annyit jegyziink meg, hogy V/H
zéréeleme H, a + H additiv inverze pedig —a + H.

Ellendrizziik a vektortér axiomakat! (Megjegyezziik, hogy az aldbbi egyszerti levezetésekben
mindig tisztdzzuk az 6sszeadasjel jelentését, mert a + jel tobbféle értelemben is szerepel!)

a((e+H)+(b+H)=a((a+d)+ H) = (a(a+b))+H = (ca+ab)+H = (aa)+H+(ab)+H.
(a+B)(a+H) = ((a+B)a) + H = (aa+ Ba) + H = (aa) + H + (Ba) + H.
(af)(a+ H) = (afa) + H = (a(Ba)) + H = a ((Ba) + H) = a (B(a + H)).
l(a+ H)=(la)+ H=a+H. 0
10.8. Tétel. Legyen H egy végesen generdlt V' vektortér altere. Ekkor
dimV/H = dim V — dim H.

Bizonyitds: Legyen (x4, ...,z,,) H egy bazisa. Egészitsiik ki ezt a vektorrendszert V' bazisava
az Tyy41, - - - , T, vektorokkal. Azt allitjuk, hogy a

.’L'm+1+H,...,.”En+H

vektorrendszer V// H bazisa. ElGszor beldtjuk ezen vektorok linedris fiiggetlenségét. Kombinal-
juk beldliik V/H nullvektordt:

i1 (T + H)+ ...+ ay(z, + H) = H.
A skaldrral val6 szorzés és az 6sszeadds definicidja szerint

(Oém+1l'm_|_1 + ...+ O{nflin) + H = H,
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azazZ Q4+ 1Tm+1 + - .. + apx, € H. Innen kovetkezik, hogy valamennyi egyiitthaté 0, hiszen a
Om1Tmt1 + - - . + anx, vektor H egy direkt komplementerében és H-ban is benne van, tehét
csak zérovektor lehet.
Belatjuk, hogy
T +H,...,xn+H

V/H generdtorrendszere. Legyen x + H € V/H tetszSleges linedris sokasdg. V megadott
bazisaval x linedrisan kombinélhato:

= (r1 + ...+ ;) + (Ums1Tma1 + - - - + QpTy)-
Az els6 zardjelben levé tag H-bol valo, tehat
T~ (Uma1Tme1 + - - -+ Quy),
vagy linedris sokasdgokra attérve:
4+ H = (mi1Tms1 + -+ nZn) + H=cmi1(@mu1 + H) + ...+ an(z, + H),

ami a bizonyitand¢ allit4s. [



3. fejezet

Matrixok, linearis egyenletrendszerek és
determinansok

11. Miaveletek matrixokkal

11.1. Definicio. Legyenek n,m € N, n, m > 1 rogzitett egészek, tovdbba az a,; skaldrok (i =
1,...,més j = 1...,n) egy rogzitett test elemei. (Ez a test ndlunk leggyakrabban R, vagy
esetleg C) Az

(all,alg,...,aln,agl,...,agn,...,aml,...,amn)

rendezett skalar m - n-est, amit m sorban és n oszlopban a kovetkez6 alakban irunk fel:

ai; a2 as Q1n
a1 Q22 Q423 Qan
Um1 Am2 Qp3  ° Qmp

m X n tipust mdtrixnak nevezziik. Az 6sszes m X n tipusd matrixok halmazat M, ,, jeloli. Az
el6bbi matrixot roviden (a;;) € My, x,, jeloli. Az

A1y
a2y
am’l‘
m x 1 tipust matrixot az elobbi matrix r-edik oszlopdnak nevezziik (r = 1,...,n), mig az
( Qg1 Qg2 ... QAgp )

1 x n tipust métrixot az s-edik sordnak. Az a;; elem tehdt a matrix i-edik sordnak j-edik eleme.
Az egyetlen oszlopbdl 4ll6 matrixot oszlopmdtrixnak, vagy oszlopvektornak, mig az egyetlen
sorbol 4116 matrixot sormdtrixnak vagy sorvektornak nevezziik. Egy skalart tekinthetiink 1 x 1

41
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tipust matrixnak. Ha a matrix oszlopainak a szima megegyezik a matrix sorai szdmdval, akkor
négyzetes mdtrixrdl besz€liink. Egy n X n tipusu négyzetes matrix fédiagondlisanak, vagy fodtlo-
Jjdnak nevezziik az (aq1, ass, . . ., any,) skaldr n-est. Ezek az elemek a matrix egyik ,,geometriai”

atlgjaban vannak:

a11
a22

a’nn

A madsik atlét mellékdtlonak is hivjuk. Ha egy matrix mindegyik eleme 0, akkor azt zéromadit-
rixnak nevezziik. A zérématrixot is 0 jeloli. Gyakran hasznos az A madtrix 7. sordnak j. elemét
A;j-vel is jeldlni.

A paragrafus tovabbi részében miiveleteket értelmeziink matrixokkal.

11.2. Definici6. Legyenek (a;;) = A € My,xn s (bij) = B € M,y,xp, azonos tipust matrixok.
Ezek dsszege az az ugyanilyen tipusi A + B € My, matrix, mely ¢-edik soranak j-edik
eleme megegyezik a;; + b;;-vel. Ugy is fogalmazhatunk, hogy az azonos tipusii matrixokat
komponensenként adjuk dssze.

Legyen c tetsz6leges skaldr, (a;;) = A € M., tetsz6leges matrix. A cA € My, matrix
az az ugyanilyen tipusi matrix, mely i-edik sordnak j-edik eleme megegyezik ca;;-vel.

11.3. Tétel. M,,,x,, n - m dimenzios vektortér F folott. Azaz (Mupxn, +) kommutativ csoport,
melyben a zéréelem a zéromdtrix, az A mdtrix additiv inverze a —A = —1- A mdtrix. A skaldrral
valo szorzdsra pedig teljesiilnek az aldbbi tulajdonsdgok:

a(A+B) = aA+aB

(a+pP)A = aA+BA
(@B)A = a(BA)
1A = A

Bizonyitds: A matrixok Osszeaddsdnak és skaldrral val6 szorzdsanak definicidja alapjan vala-
mennyi tulajdonsag visszavezethetd a testbeli megfeleld miiveleti tulajdonségra.

M.«n-ben egy bazist ugy kapunk, hogy tekintjiik azt a kiilonb6z6 m - n darab matrixot
melyek mindegyike egyetlen 1-est tartalmaz, a tobbi matrixelem nulla. (Kanonikus bazis.)

11.4. Definicio. Legyen A € My, tetszGleges matrix. Ennek A = (bj;)-vel jelolt transz-
pondltja az az A € My, matrix, melyre bji = a;j. Azaz A?! j-edik sordnak elemei rendre
megegyeznek A j-edik oszlopanak elemeivel. Egy matrixot szimmetrikusnak neveziink, ha meg-
egyezik a transzpondltjdval, mig ferdén szimmetrikusnak, ha A* = — A

Konnyen beldthatdk a transzponélds aldbbi egyszer( tulajdonsagai:
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11.5. Tétel.

(A+B)! = A'+ B
(A\A) = A

A kovetkez6 matrix mivelet a szorzas.
11.6. Definicié. Legyen A € M« és B € M-

a1 ... Qip b11 e bls

Am1 --- Qmn bnl ae bns

Az AB € M, szorzatmdtrixot Ggy definidljuk, hogy annak i-edik sordnak k-adik eleme

Zaijbjk = abig + igbok + - - - + Qinbng-
j=1

A definici6 atfogalmazdsa a kovetkezd tétel:

11.7. Tétel. Legyen A € M« és B € M, «s. Ha A sorvektorait A4, ..., A, illetve B osz-
lopvektorait B, . . ., B® jeloli, akkor

AB' .. AB°
AB=| : :
AnB' - A,B*

11.8. Definicié. n x n-es I,,-el vagy ha nem okoz félreértést csak I-vel jelolt egységmadtrix alatt
olyan n X n tipusu maétrixot értiink, melynek i-edik sordnak j-edik eleme aszerint O vagy 1, hogy
1 # jvagy i = j. Azaz

10 -0
I, =

Az egységmatrix jelolésére haszndljuk az aldbbi szimbdlumut, az Gn. Kronecker deltdt is: Legyen

1, ha 2=
dij = o
0, ha 7# 7.
Az egységmitrix tehdt: I, = (0;;).
Ha A négyzetes matrix, akkor képezhet AA, amelyet A? is jelol. Hasonléan képezhetd A™
tetszSleges pozitiv egészre. A° alatt az A-val azonos tipust egységmatrixot értjiik.



44 MATRIXOK, LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK ES DETERMINANSOK

11.9. Tétel. Legyenek A, B, C mdtrixok, ) tetszdleges skaldr. Ekkor ha a miiveletek elvégezhe-
toek, akkor érvényes a disztributiv szabdly:

A(B+C) = AB + AC,

érvényes az asszociativ szabdly

(AB)C = A(BC),
tovdbbd
A(AB) = M(AB).

Bizonyitds: A mdtrixszorzés disztributivitdsa. Legyen A = (a;;) € Muyxn, B = (bij) € Myxs,
C= (cij) € Mnxr.

(A(B+C)),
= Za” ik + Cjk) Z(aijbjk + aijcjy) =
= Zam ik + Zamcjk = AB (AC)
Az asszociativitds: Legyen A = (a;;) € Mumxn, B = (bij) € Muxr, C = (cij) € Myxs.

T

((AB)C)ik = Z (AB)z'j Cjk =

j=1
T n T n
E g aibi Cjk;:E E agbiick | -

(A(BC));, = Zail(BC)lk =

Zail (Z bljcjk> = Z (Z ailbljcjk) .
=1 j=1

=1 j=1

Mindkét esetben ugyanazon index{i métrixelemek szorzatdnak 0sszegét kaptuk meg.
A harmadik tulajdonsag:

B))y = ) aij(AB)je = Y aij(Abjx) = A ) aibje = A (AB)y;
i i J

O

Az asszociativ szabdly egyszerl kovetkezménye, hogy ha r, s nemnegativ egészek, és A négyze-
tes matrix, akkor

ArAs — ASAT' — A'r-i-s
Konnyi konkrét példat adni arra, hogy altaldban nem érvényes a matrixszorzas kommutativitdsa,
még négyzetes matrixok esetén sem.
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11.10. Tétel. Legyenek A és B olyan mdtrixok, hogy AB szorzatuk definidlt legyen. Ekkor
(AB)" = B'A".
Bizonyitds:

((4B)),, = (AB)ki:Zakjbﬁ

J

(BtAt)Z.k = ZBLA; ZijiCij.
J J

11.11. Definicié. Legyen A € M, . Ha létezik olyan B € M, «,, hogy

AB=BA=1,
(ahol I,, az n X n-es egységmatrix), akkor azt mondjuk, hogy A invertdlhato, s inverze a B matrix.
11.12. Tétel. Ha egy négyzetes mdtrix invertdlhato, akkor inverze egyértelmii.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy az A négyzetes matrixnak By és B, is inverze. Ekkor

AB; =1.
Szorozzuk mindkét oldalt balrdl B,-vel:
(B2A)B; = Bs.
A baloldali zaréjelben az egységmatrix szerepel, tehdt By = Bs. [

Az A invertdlhaté matrix egyértelmd inverzére a A" jelolést alkalmazzuk.
A késdbbiekben majd belétjuk, hogy matrixok esetén a jobboldali inverz egyben baloldali
inverz is, azaz inverz is (ha létezik.)

11.13. Tétel. Ha az A,, ..., A, azonos tipusi négyzetes mdtrixoknak van inverze, akkor van a

szorzatmdtrixnak is, és:
—1 —1 —1
(Ay---A,) " =A, - A

Bizonyitds:
(Ar- - An o An) (A7TAZL - AT =
= (A A ) (A A (AL - AT = (Ar - A ) (A AT = = T
Analég médon szamitjuk ki a masik oldali szorzést. [

11.14. Tétel. Invertdlhato négyzetes mdtrix esetén az inverzképzés és a transzpondlds miivelete

felcserélhetd, azaz:
(Afl)t — (At)fl.

Bizonyitds: Szorzassal ellendrizziik, hogy A! inverze valban az (A~!) matrix. Hasznaljuk fel a
szorzatmatrix transzponaltjara vonatkozé osszefiiggést!

(AY(A ) = (A 1A =Tt = 1.

A masik oldalrél anal6g médon. 0]
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12. A Gauss eliminacid, elemi matrixok

12.1. Definicié. Egy matrixon végrehajtott (elemi) sor/oszlopmiiveleten vagy masképpen elemi
sor/oszlop dtalakitdson a kovetkez6 miveletek valamelyikét értjiik:

— egy sor/oszlop skalarszorosanak hozzaaddsa egy masik sorhoz/oszlophoz,
— két sor/oszlop felcserélése,
— egy sor/oszlop szorzdsa egy nemz€r6 skaldrral.

Két matrix sorekvivalens, ha egyik a masikbodl véges sok elemi sordtalakitdssal megkaphato.
Analég médon definidlunk métrixok oszlopekvivalencidjat.

12.2. Tétel. Ha az A’ mdtrix az A mdtrixbdl elemi sor- vagy oszlopmiivelettel szdrmazott, akkor
van olyan elemi sor- vagy oszlopmiivelet, melyet végrehajtva A'-bél visszakapjuk A-t.

Bizonyitas: Jelolje az A i. sorat A;. Adjuk hozzd példaul az A matrix 7. sordnak c-szeresét az
j. sorhoz (i # j, oszlopokra a bizonyitds anal6g.) Az j matrix . sora valtozatlanul A;, mig j.
sora A; 4+ cA;. Most adjuk hozza az 0j matrix . sordnak —c-szeresét a j. sorhoz. Visszakapjuk
az eredeti matrixot.

Két sor (oszlop) cseréje utan felcserélve ugyanezen indexii sorokat (oszlopokat), visszakap-
juk az eredeti métrixot.

Ha egy sort (oszlopot) egy ¢ # 0 szammal szoroztuk, akkor ugyanezen indexi sort (oszlopot)
szorozzuk %-Vel. Igy szintén visszakapjuk az eredeti métrixot. [

12.3. Definicio. Egy matrix egy sordnak vezetd eleme a sor elsd zérustol kiilonbozo eleme (azaz
a legkisebb oszlopindexii zérustol kiilonb6z6 elem), ha van ilyen.
Egy matrixot [épcsds alakiinak neveziink, ha ra teljesiilnek az alabbi tulajdonsagok:

— A z€r6tdl kiillonbozo elemet is tartalmazé sorok megeldzik a csak zE€rébol 4ll6 sorokat.

— Ha két kozvetleniil egymadst kovetd nem csupa z€rébdl 4ll6 sort tekintiink, akkor a méso-

7

dikban a vezetd elem nagyobb oszlopindex(i, mint a megel5z0 sor vezetd eleme.

A 1épcsés matrixot specidlisan trapéz alakiinak nevezziik, ha a kozvetleniil egymads utdn kovet-
kez6 sorokban a vezetd elemek oszlopindexe 1-ben kiilonbozik.
Egy négyzetes matrixot hdromszog alakiinak, vagy felsd diagondlis métrixnak neveziink, ha
teljestil, hogy
Qi = 0, haz > j,

azaz a f6atlo alatti elemek mind nullak.

Példa. Példik.
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Megjegyzés. Lépcsds matrixbdl oszlopeserékkel mindig elérhetd trapéz alakd maétrix.
12.4. Tétel. Minden mdtrix sorekvivalens egy lépcsds mdtrixszal.

Bizonyitas: A kovetkezd bizonyitasban leirt eljarast nevezik Gauss elimindcionak. Valasszuk ki
azt a legkisebb oszlopindexl oszlopot, amelyben van zér6tdl kiillonbozd elem. Ha ez nem az els6
oszlop, akkor ez azt jelenti, hogy ettdl az oszloptdl balra csak zéréelem van a matrixban, tehat
elemi soratalakitdsok sordn ezek az oszlopok nem véltoznak. Az egyszertiség kedvéért ezeket
az oszlopokat elhagyjuk. Ekkor az elsé oszlopban van zér6tol kiilonb6zo elem. Sorcserével
elérhetd, hogy ez az elem az els6 sorban legyen. Matrixunk tehat sorekvivalens egy

a; a2 Q1n
Q21 A22 Q2n,
Qm1 Am2 .. Qmnp

matrixszal, s a;; # 0. (Valéjdban az els6 oszloptdl balra lehetnek még csak zérust tartalmazé
a . . . . .. PEPE
oszlopok.) Az els6 sor — 2L szeresét adjuk hozzd a mésodik sorhoz! A kovetkezd matrixot

. a1
kapjuk:
a1 Qi ... Qipn
! !
0 ay ... ay,
Am1 Am2 ... (Omn

. p PP 1 . . P a; p Lo
Analdg elemi soratalakitdst végziink a tobbi sorral is, tehét az elsd sor — L _szeresét hozz4adjuk

an
az t-edik sorhoz, az eredmény egy olyan matrix, melyben az elsd oszlopban az elsd sorbeli
z€rotol kiilonbozo elem alatt csupa nulla van.

ai;; Q2 ... Qip
! i

0 ay ... ay,
! !

0 A2 Qpn

Ezt az eljarast folytatjuk, igy, hogy az els6 sort mar nem valtoztatjuk, azaz csak a
0 ahy ... ab,

!

!
0 ape - Gy

matrixon végziink elemi sordtalakitist. Itt az els6 oszlopban csak zérdelem van, tehét az el6bbi
eljarast az eggyel kevesebb oszlopot tartalmazé

! !
Ay .. o,
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matrixon ismételjiikk meg.
Az eljérast folytatva az oszlopok szdmat mindig legalabb eggyel csokkentjiik, tehét az eljaras
véges sok l€pésben véget ér. (Szigortibb formédban indukcidval lehetne a bizonyitast leirni.) [

12.5. Definicié. Elemi mdtrixoknak nevezzik az egységmatrixbdl elemi sordtalakitassal kapott
matrixokat.

Példa. Példa a harom tipusra.

12.6. Tétel. Amilyen elemi sordtalakitdssal szdrmazik az E elemi mdtrix az egységmdtrixbdl,
olyan elemi sordtalakitdssal szdrmazik az EA mdtrix az A mdtrixbol.

Bizonyitds: P A tétel 3 allitasa (ti. a lehetséges elemi sordtalakitasok szama 3) koziil csak egyet
latunk be, a masik kettd bizonyitasa hasonld. El6szor egy jelolést vezetiink be. Jelolje 1,5 azt az
m X m-es matrixot, melynek minden eleme z€ro, kivéve az r-edik sor s-edik elemét (1 < r,s <
m), amely 1:

Konnyen ellendrizhetd, hogy ha A = (a;j) € My,xn tetszbleges matrix, akkor
0 ... 0
LA=|as .......... asn | < r. sor,
0 ... 0

azaz a szorzatmatrix r-edik sora megegyezik A s-edik sordval, s az Gsszes tobbi matrixelem
zérus. Specidlisan I,.-el val6 szorzds hatdsa az, hogy A minden elemét zérusra cseréli, kivéve
az r-edik sort, amit valtozatlanul hagy. Ha az I,; + [, métrixszal szorzunk, akkor az el6z6ek
szerint (I, + I ) A az a métrix, melyben az s-edik sorban A r-edik sora 4ll, az r-edik sorban A
s-edik sora, a tobbi matrixelem pedig nulla.

Legyen E olyan mdtrix, melyet az n X n-es egységmdtrixbol az r-edik és az s-edik sor fel-
cserélésével kaptunk, tovdbbd legyen A tetszdleges n X n-es mdtrix. Ekkor az EA mdtrix az A
madtrixbol iigy kaphato, hogy felcseréljiik az r-edik és az s-edik sort.

E a kovetkezd alakban irhaté fel:

E=Lyt+lp+Tn+ -+ Lot 4Lyt + L,
ahol a kalap a tag hidnyat jelzi. Szamitsuk ki az F' A szorzatot:
EA=LA+I,A+InA+ -+, A+ + LA+ +1,A

A jobb oldalon pontosan az A matrix all az r-edik €s s-edik soranak cseréjétdl eltekintve. 0]
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A Gauss eliminéci6 az elemi matrixok nyelvén a kovetkezot jelenti:

12.7. Tétel. Minden mdtrixot véges sok elemi mdtrixszal balrol szorozva lépcsds mdtrix kaphato.

13. Négyzetes matrixok invertalhatosaga

A kovetkezbekben kideriil, hogy az el6z6ekben megismert Gauss elimindcidval egyszerien el
lehet donteni, hogy egy maétrix invertdlhaté-e, s ha igen meg lehet hatarozni az inverz matrixot.

13.1. Tétel. Minden elemi mdtrix invertdlhato.
Bizonyitds: Az elemi métrixok tehat a kovetkezok:

a. az olyan maétrixok, melyeket igy kaptunk az n x n-es egységmatrixbdl, hogy az r-edik
sort szoroztuk egy ¢ # 0 szammal,

b. az olyan métrixok, melyeket az n x n-es egységmatrixbdl az i-edik és j-edik sor felcseré-
1ésével kaptunk,

c. az olyan matrixok, melyeket az n X n-es egységmatrixbol tigy kapunk, hogy az r-edik sor
c szeresét hozzdadjuk az s-edik sorhoz, mikozben r # s.

Az a. esetben az A inverzmatrix az egységmatrixtdl abban kiilonbozik, hogy a diagondlisban
az r-edik sorban 1 helyett % van. (Tehdt az inverzmatrix is elemi matrix.) Mivel az E-vel valo
szorzds (balrdl) ilyenkor az A r-edik sordnak c-vel vald szorzdsat jelenti, ezért EA valoban
egységmatrix. Az AFE szorzat szintén egységmatrixot eredményez, mert az A-val val6 szorzas
most E r-edik sordnak Z-vel val6 szorzdst jelenti.

A b. esetben az elemi matrix inverze 6nmaga, mert az r-edik és az s-edik sor kétszer végre-
hajtott cseréje az egységmatrixot eredményezi.

A c. esetben is az elemi métrixot jelolje E. A C-vel jelolt inverzét az egységmatrixbdl dgy
kapjuk, hogy az egységmatrix r-edik soranak —c-szeresét hozzadjuk az s-edik sorhoz. Igy C
szintén elemi matrix. A 12.6. tételbdl tudjuk, hogy EC és C'E is az egységmatrix. 0

13.2. Tétel. Legyen A négyzetes mdtrix, A" pedig hozzd sorekvivalens mdtrix. A akkor és csakis
akkor invertdlhato, ha A'.

Bizonyitds: Ha A sorekvivalens A’-vel, akkor 1éteznek olyan E, . .., E} elemi matrixok, hogy
AI :ElEkA

Tegyiik fel, hogy A invertdlhaté. Ekkor a jobb oldalon minden tényezé invertalhatd, tehat a bal
oldal is invertdlhat6, és
Alfl — A*lEkjl .. E;l

Megforditva, ha A’ sorekvivalens A-hoz, akkor ez megforditva is teljesiil, s az €l6z3 bizonyi-
tasrész megismételhetd. [
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A kovetkezd tétel egy sziikséges €s elégséges feltételt ad matrixok invertdlhatosdgara. (A félév
sordn még két ilyen feltételt fogunk megtanulni.)

13.3. Tétel. Egy négyzetes mdtrix akkor és csakis akkor invertdlhato, ha sorekvivalens az (ugyan-
olyan tipusii) egységmadtrixhoz.

Bizonyitds: Legyen az A négyzetes matrix sorekvivalens az egységmatrixhoz. Az el6z6 tétel
szerint ekkor invertalhato.

Megforditva, legyen A invertalhat6. Tudjuk, hogy A sorekvivalens egy 1épcsés matrixhoz,
amely tehdt invertdlhat6. Ebben a 1épcsds matrixban nem lehet csupa z€rébdl all6 sor, hiszen
akkor az nem lenne invertdlhat6 (a méatrixszorzds definiciojat haszndlva.) Ez azt jelenti, hogy a
1épcs6s matrix valéjaban egy haromszog alakd matrix:

aj; Q2 -°- Qip
0 axp --- axy
0 0 - an,

és a fodiagondlisban nincs egyetlen zér6 elem sem. Szorozzuk meg az i-edik sort %—Vel:
X

1 ap - ap
0 1 cee Qo
0o 0 --- 1
Most az utolsé sor —a;, szeresét adjuk hozza az i-edik sorhoz, i = 1,...,n — 1. Igy az utolsé

oszlopban az utolsé elem kivételével minden elem zérus lett:

1 ap <+ 0
0 1 --- 0

Ha ezt az eljarast elvégezziik az utolsé elétti,..., a 2.sorral is akkor az egységmatrixot kapjuk meg,
ahonnan kovetkezik éllitasunk.. (Tulajdonképpen a Gauss eliminécidt végezziik el visszafelé.)

O
A bizonyitds mdsodik részEébdl kiilon is kiemeljiik az aldbbi allitast:

13.4. Kovetkezmény. Minden olyan hdaromszdg alakii mdtrix invertdlhato, melynek fédiagond-
lisdban nincs zéro elem.

13.5. Tétel. Legyen A egy invertdlhaté mdtrix. A és A™' egyardnt felirhatok elemi mdtrixok
szorzataként.



NEGYZETES MATRIXOK INVERTALHATOSAGA 51

Bizonyitas: Ha A invertdlhat6, akkor sorekvivalens az egységmadtrixszal. Mivel a Gauss eli-
mindciot el tudjuk végezni elemi matrixok szorzdsaval, ezért 1éteznek olyan E, ..., Ej elemi
matrixok, hogy

Ey---E1A=1.

A bal oldalon szerepl6 elemi métrixok inverzével rendre beszorozva:
_ 1 -1
A=E"---E -,
illetve

A'=E,---E.

0
Az el6zdekben leirt mddszer egyszerligyakorlati modszert ad matrixok invertdlhatésdganak el-
dontésére és az inverzmatrix meghatdrozdsara.

Megjegyzés. (Matrix invertalasa szimultan Gauss elimindcioval.) Legyen adva egy A négyzetes
matrix, melyet Gauss elimindcidval egységmatrixszd alakitottunk:

E,---FA=1.
A matrix tehat invertalhato és inverze:
AtY=E, ---E,=FE;---FI

Ez azt jelenti, hogy ha az A matrixot Gauss elimindcidval, azaz elemi sordtalakitdsokkal egység-
matrixsza alakitjuk, s ugyanezeket az elemi sordtalakitdsokat végrehajtjuk az egységmatrixon,
a végeredmény A inverze lesz. Tehdt az eliminéciot egyszerre, szimultdn hajtjuk végre a két
matrixon, de az elemi soratalakitdsokat az A hatarozza meg, az egységmatrix csak ,.elszenvedi”.
(A moédszer végrehajtasakor természetesen nem kell az elemi métrixokat felirni, azoknak csak a
bizonyitdsndl van szerepiik.) Gyakorlatilag leirjuk egymds mellé az invertdlandé maétrixot (bal
oldal) és az egységmitrixot (jobb oldal), majd

1. Gauss eliminacioval 1épcsds alakiira hozzuk ezt a ,,hosszid” matrixot. Ha a baloldali négy-
zetes matrix nem tartalmaz csupa zérébdl all6 sort (hdromszog alaku €s a f6atloban nincs

z€rus), akkor a métrix invertdlhatd, s az eljarst folytatjuk.

2. Elemi sordtalakitdsokkal alulrdl folfelé haladva elérjiik, hogy a baloldalon egységmétrix
legyen. A jobb oldalon az inverzmatrix van.

Példa. Egy példaval illusztralva.



52 MATRIXOK, LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK ES DETERMINANSOK

14. Matrix rangja

14.1. Definicié. Egy (véges) vektorrendszer rangjdn a vektorrendszer altal generalt altér dimen-
ziojat értjik.

Legyen A € M,,«, mitrix. Az A oszlopvektorai F* egy alterét generdljak. Ennek di-
menzidjat az A oszloprangjdnak mondjuk. Az A sorvektorai " egy alterét generaljadk. Ennek
dimenzidja a matrix sorrangja.

2 2

A szakasz 6 tétele a késdbbiekben kimondja, hogy minden matrix oszlop- és sorrangja mege-
gyezik.

14.2. Tétel. A€ M,,., X1,..., X, € T = M, . Ekkor
rang (AXy,..., AX,) <rang (X1,...,X,).

Bizonyitds: Az dllitds onnan kovetkezik, hogy ha (X1, ..., X,,) linedrisan fiiggd vektorrendszer,
akkor (AX1,...,AX,) is:

azaz, ha a bal oldalon a liniedris kombinécié zérusvektort ad, akkor a jobb oldalon is.
Tehdthaaz (AXy, ..., AX,) vektorrendszerbdl linedrisan fiiggetlen részrendszert vélasztunk
ki, akkor a megfelel vektorok az (X1,..., X,,) vektorrendszerbdl szintén linedrisan fiiggetle-

o7 7 2z

nek. (Fiiggdek nem lehetnek az el6z0 észrevétel szerint.) [

14.3. Tétel. Egy elemi sormiivelet nem vdltoztatia meg a mdtrixnak sem a sorrangjdt, sem az
oszloprangjdat. Hasonloan, egy elemi oszlopmiivelet nem vdltoztatia meg a mdtrixnak sem a
sorrangjdt, sem az oszloprangjdt.

Bizonyitds: (Sorcserére.) Két sor cseréje nyilvan nem véltoztatja meg a sorrangot: a sorok altal
generalt vektortér nem véltozik, ha a generdl6 vektorokat més sorrendben adjuk meg.

Most adjuk hozza egy sor skaldrszorosit egy masok sorhoz, vagy szorozzunk egy sort egy
nemzéEré skalarral. Az egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy a masodik sor ¢ szeresét adjuk
hozza az els6 sorhoz, vagy az elsd sort szorozzuk ¢ # 0-val. (Mds indexekre anal6g gondolat-
menet alkalmazhatd.) Az 4j, B-vel jelolt métrix sorai tehat:

Bl :A1+CA25A25“' ,Am'
vagy
Bl = CAI:A%“' :A'In'

B sorainak, azaz a
Bl;AQa"' aAm

vektoroknak minden linedris kombindciéja egyben a Aq, A, ... A,, soroknak is linedris kombi-
nicidja is, azaz
L(Bi1,As, ..., An) C L(A1, A, ..., Ap).
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Az altér dimenzidja a bennfoglalé vektortér dimenzidjanal nagyobb nem lehet, azaz
sorrang B < sorrang A.

Most a B matrixbdl allitsuk vissza az eredeti A matrixot (1d. 12.2. tétel.) Az el6bbi gondolatme-
net megismételhetd, azaz
sorrang A < sorrang B,

azaz
sorrang A = sorrang B.

Most belatjuk, hogy elemi sordtalakitds nem valtoztatja meg az oszloprangot. El8szor azt
vegyiik észre, hogy ha (e, . . ., e,) jeloli F* kanonikus bazisat, akkor

oszloprang A = rang(Ae, ..., Ae,),

hiszen a jobb oldali vektorrendszer vektorai pontosan A oszlopai, amelyeket jel61jon a tovabbi-
akban (Ay,. .., A,). Irjuk le az elemi sordtalakitdst az F elemi matrixszal val6 balszorzassal.

oszloprang(FA) = rang(EAey,...,EAe,) =
= rang(FA,,...,FA,) <rang(4,,...,A,) =
= oszloprang A.

Tehat
oszloprang F'A < oszloprang A.

Az el6z6 gondolatmenetet ismételten alkalmazva:
oszloprang A = oszloprang(E ' EA) < oszloprang(EA),
Ahonnan kovetkezik 4llitdsunk. [

14.4. Tétel. (Matrixok rangszamtétele.) Minden mdtrix oszloprangja megegyezik a sorrangjd-
val. (Ezt a kozos értéket a mdtrix rangjdnak nevezziik és rang A-val jeloljiik.)

Bizonyitas: Az éllitas kovetkezik az aldbbi allitasbol: Legyen A egy r sorrangi matrix. Sormi-
veletek €s oszlopmiiveletek véges sorozatdval a matrix olyan alakra hozhat6, hogy a diagondlis
elsé r eleme 1, a matrix 0sszes tobbi eleme O:

(10...0 \
01...00
00 ... 1

. 0 10
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A matrixot sormiveletekkel hozzuk el6szor 1€pcsds alakra, majd oszlopmiveletekkel (osz-
lopcserékkel) trapéz alakra:
(an 12 ... Qg \

0 2o ... Qg

B a 0, a 0, ass #0
0 0 ... ag n 70, 0 # 4

.0y

Itt az els6 s sor azonban linedrisan fiiggetlen, tovdbba a sorrang az elimindcié sordan nem valtozott

meg, tehat s = r. Most az 1. oszlop _ M szeresét adjuk hozz4 az 7. oszlophoz (z = 2,...,m)!
a1
Az alédbbi matrixot kapjuk:
(0,11 0 e 0 0
0 ag A2 .
0 0 Qg

L0

Anal6g médon eljarva az els6 r sorndl, valéban a megadott alakot kapjuk. Ennek a matrixnak
azonban nyilvanval6an az oszloprangja €s sorrangja is r, tovabbd az egész eljards sordn egyik
rang sem valtozott, tehat az eredeti matrix sorrangja és oszloprangja is r (egyenld). [

14.5. Kovetkezmény. Mdtrix rangja és a transzpondltja rangja megegyezik.
14.6. Tétel. Egy n x n-es négyzetes mdtrix akkor és csakis akkor invertdlhato, ha rangja n.

Bizonyitas: Egy n X n tipusu négyzetes matrix akkor és csakis akkor invertalhato, ha sorekviva-
lens az n x n-es egységmatrixhoz. Utobbinak azonban a rangja n. 0]

14.7. Tétel. rang(AB) < min{A, B}. Ha B invertdlhatd, akkor rang(AB) = rang(BA) =
rang(A).

Bizonyitds: A mar ismert Otlettel belatjuk, hogy szorzat rangja nem negyobb az elsd tényezd
rangjanal:

rang(AB) =rang(ABe;, ..., ABe,) = rang(ABy, ..., AB,) < rang B.
Most ugyanezt alkalmazzuk a transzpondltakra:
rang(AB) = rang(AB)" = rang(B'A") < rang A = rang A.
Ha B invertalhato:

rang A = rang(ABB™")
rang A = rang(B ' BA)

ang(AB)

IA N
—
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15. Linearis egyenletrendszerek

15.1. Definici6. Legyen A = (a;j) € M,xp egy mitrix, by, ..., b, pedig skaldrok. Linedris
egyenletrendszernek nevezziik az aldbbi egyenletrendszert:

a11x1 + -+ A1npTn = b1
: (%)

Om1 X1+ -+ OppTp = bm

Az n szamot az ismeretlenek szdmdnak, mig m-et az egyenletek szdmanak nevezziik. Bevezetve
az ismeretlenekbdl és a jobb oldali skaldrokbodl képezett

oszlopmatrixokat, a () linedris egyenletrendszert az aldbbi roviditett formdban is felirhatjuk:

AX = B,
illetve az A maétrix A, ... A, soraival:
AlX - b1
ApX = b,

s

A (x) linedris egyenletrendszer alapmdtrixdnak nevezziik az A matrixot, mig bdvitett alap-
madtrixanak a

ai; a2 ai, b
az1  a22 Qon by
Am1 Qm2 *°° Qmp bm

matrixot. Ezt réviden (A, B)-vel is jeloljiik.

Ha a by, ..., by, skaldrok mindegyike z€r6, akkor homogén linedris egyenletrendszerrdl be-
sz€liink, mig ellenkezd esetben inhomogén linedris egyenletrendszerrdl. A (x) linedris egyenlet-
rendszerhez asszocidlt homogén linedris egyenletrendszer alatt a

anzrr+ -+ apr, = 0
: (x%)

Am1T1 + -+ Gy, = 0.

linedris egyenletrendszert értjiik.
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Egy (&1, .., &) skaldr n-est a (x) linedris egyenletrendszer megolddsdnak nevezziik, ha tel-
jesiil
anér+ -t amén = b

CLmlfl +-o+ amngn = bm

Trividlis megoldas alatt a csupa zér6 elembdl 4ll6 megoldést nevezziik. Az ettdl kiillonbozd
megoldast pedig nem trividlis megoldasnak.

15.2. Tétel. (Linearis egyenletrendszerek megoldasanak szerkezete.) Legyen A € M, «n. az
AX = 0 homogén linedris egyenletrendszer megolddsai n — rang A dimenzids alteret alkotnak
F™-ben.

Az AX = B megoldhato linedris egyenletrendszer megoldovektorai linedris sokasdgot alkot-
nak, ennek irdnytere megegyezik az AX = 0 homogén linedris egyenletrendszer megolddsterével.

Bizonyitds: A dimenzidra vonatkoz6 tételt kés6bb bizonyitjuk be.
A homogén eset. A megolddshalmaz nyilvdn nem iires, mert " zérévektora megoldds. Ha
Xy ill. X5 két megoldas, tovabbd o skaldr, akkor a matrixmiiveletek megfeleld tulajdonsédgait
hasznalva:
AX1+ Xo) = AX1+ AX, =0, A(aX;) =adX; =0.

Azaz két megoldds 6sszege megoldas skaldrszorosa megoldas.
Az inhomogén eset. Legyen X és X5 két (nem feltétleniil kiilonboz8) megoldas.

A(Xl—XQ):AXl—AXQZB—BZO,
amibdl az allitas kovetkezik. [

15.3. Tétel. Ha egy linedris egyenletrendszer bdvitett alapmdtrixa sorekvivalens egy mdsik line-
dris egyenletrendszer bovitett alapmdtrixdval, akkor a két linedris egyenletrendszer ekvivalens,
azaz ugyanazok a megolddsaik.

Bizonyitas: Legyenn AX = B a szdéban forgd linedris egyenletrendszer, a soratalakitast pedig
irjuk le az E elemi matrixszal val6 balszorzassal. Ha AX = B teljesiil, akkor (FA)X =
E(AX) = EB,tehit (EA)X = (EB)is 0

A linedris egyenletrendszerek megoldasanak ,,filozofidja” a kovetkezd: A kibovitett alapmat-
rixot elemi sordtalakitdsokkal 1épcsds alakura hozzuk, mivel az igy kapott linedris egyenletrend-
szer ekvivalens az eredetivel, ezért elegendd ezt az egyszer(i szerkezet( linedris egyenletrendszert
megoldani. A 1€pcsds matrixu linedris egyenletrendszerek megolddsa valéban egyszerd.

15.4. Tétel. Egy linedris egyenletrendszernek legyen lépcsds a kibédvitett alapmdtrixa. Ez az
egyenletrendszer akkor és csakis akkor megoldhato, ha nincs a kibovitett alapmdtrixban olyan
sor, melyben csak az utolso elem zérotol kiilonbozo.
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Py

Bizonyitds: Ha a kibdvitett alapmétrixban van olyan sor, amelyben csak az utolsé elem zér6tol
kiillonbozo6, akkor az egyenletrendszer nyilvan nem oldhaté meg. Be kell latni a megforditast,
azaz ellenkez6 esetben van az egyenletrendszernek megolddsa. Az egyes egyenletekben a tagok

megfeleld atrendezésével, majd az egyiitthatok €s az ismeretlenek indexének ennek megfelel
atirasdval elérhetd, hogy az egyenletrendszer a kovetkez6 alaku:

a11%1 + 01222 + - - + ATk + Qg1 T+ F ATy = by, a1 #0
2Ty + -+ + ATk + Q2 p+1Tp4+1 + -+ AopTp = by, age #0
pkTh + Ok ki1 Th1 + -+ Qpn®n = by, apr # 0,

ahol a 0 = 0 sorokat nem frtuk ki. Ennek az egyenletrendszernek a megoldésat a kovetkez6kép-
pen kapjuk meg:

z, = &, € Rtetszbleges
Tr+1 = &1 € Rtetszoleges,

majd az utolsé egyenletbdl kifejezziik xj-t:

_ Ok k41 k,n

by
Epp1 — =+ — En + —
Ak QgL 973

T =

Mivel ag; # 0, ezt valoban megtehettiik. Visszafelé haladva a kovetkezd sorbdl kifejezziik zy -
t, €s igy tovabb, végiil az els6 sorbdl x;-et.

Most bebizonyitjuk a megoldédstér dimenzidjira (kordbban kimondott) tételt. Tekintsiik az
un. bazismegoldasokat! Ezeket ugy kapjuk, hogy egy szabadon vélaszthat6 ismeretylennek az 1
értéket adjuk, a tobbinek 0-t. Ezt n—k = n—rang A féleképpen tehetjiik meg. Az el6zbek szerint
ezekbdl a linedrisan fliggetlen bazismegolddsokbdl az dsszes megoldds linedrisan kombinalhato.

O
Alkalmazzuk ezt a tételt a homogén linedris egyenletrendszerek megoldaséra:

15.5. Kovetkezmény. Ha egy homogén linedris egyenletrendszerben az ismeretlenek szdma na-
gyobb, mint az egyenletek szdma, akkor annak van trividlistol kiilonbozdé megolddsa.

15.6. Tétel. (Kronecker—Capelli tétel.) Egy linedris egyenletrendszer akkor és csakis oldhato

s

meg, ha alapmdtrixdnak rangja megegyezik a bovitett alapmdtrix rangjdval.

(A tétel igaz homogén és inhomogén linedris egyenletrendszerekre is, csak a homogén eset-
ben semmitmondod.)

Bizonyitas: A linedris egyenletrendszer matrix alakja legyen AX = B, A oszlopai legyenek
Ay, ..., A,. Haaz egyenletrendszer megoldhatd, akkor 1éteznek olyan &4, . . ., &, skaldrok, hogy

&A1+ + GAn = B,
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azaz B € L(A4,...,A,), tehatrang(Ay, ..., A,) =rang(Ay, ..., A,, B), ami azt jelenti, hogy
az alapmatrix rangja megegyezik a bovitett alapmdtrix rangjaval.

Most induljunk ki abbdl, hogy az rang A = rang (A, B). Vilasszunk ki egy bazist az
Ay, ..., A, vektorrendszerbdl! Ugyanez a kivalasztott vektorrendszer egyben A4, ..., A,, B ba-
zisa is lesz a feltétel miatt. B tehat linearisan kombinalhaté a kivalasztott bazisbdl, azaz az ennél
nem sziikebb Ay, ..., A, vektorrendszerbdl is. (A bazisban szerepl$ vektorok egyiitthatdja le-
gyen B megfeleld koordinataja, a tobbi egyiitthat6 pedig 0). Az igy kapott egyiitthatok az eredeti

linedris egyenletrendszer megoldasat adjik. 0]

16. A determinansfiiggvény tulajdonsagai

A fejezet els6 definicidja el6tt ismételjiik 4t a harmadrend( determinédns fogalmat!

16.1. Definicié. Legyen A = (a;;) € My, négyzetes matrix. Ennek det A-val jelolt determi-

ndnsan a
. aip G2 ... Qin
el =Y
det A = : : | = 5(0) T Q1(1) " A20(2) " * ~ Ono(n)
p1 Qp2 ... Qpp g
szdmot értjiik, ahol az Osszegzés kiterjed az (1,2,...,n) szdmok dsszes o permutdcidjdra; to-
vabba

(o) 1 ha o paros permutécié
elo) =
—1 ha o pératlan permuticio.

n-et a determindns rendjének is nevezziik. A det leképezést, amely minden n X n-es métrixhoz
hozzéarendeli a determinansat n-edrendii determindns fiiggvénynek is nevezziik.

Megjegyzés. Azaz egy n-edrendl métrix determinédnsat a definicid szerint gy szamithatjuk ki,
hogy egy n! tagu Osszeget képeziink, melyben minden tag egy n tényez8s szorzat. A szorzat
tényez6it ugy kapjuk, hogy A minden sordbdl kivalasztunk pontosan 1 elemet igy, hogy kozben
minden oszlopbdl is pontosan 1 elem szerepeljen. Ezt +1-gyel vagy —1-gyel szorozzuk asze-
rint, hogy a kivélasztott elemek oszlopindexei az (1,2,...,n) szdmoknak péros vagy pératlan
permutécidjat alkotjak, mikdzben a sorindexek természetes sorrendben vannak.

Definicié alapjan csak elsé, masod, vagy harmadrendii determindnst, vagy specidlis alakd
matrix determindnsat érdemes kiszdmolni. Gondoljunk arra, hogy egy éltaldnos 4 x 4 tipusu
matrix determindnsdhoz mar 24 tagot kell 6sszegezni. Els6rend{i determindnsra:

det(a) = a.

A maésodrend(i és harmadrendd determindns kiszamitdsat mar ismerjiikk. Néhany specidlis alaku
matrix determindnsa kozvetleniil a definici6 alapjdn is egyszeriien kiszamithato:

16.2. Tétel. Ha egy madtrix tartalmaz csak zérusbol dllo sort, akkor determindnsa 0. Egy hd-
romszog alakii mdtrix determindnsa megegyezik a fodtlobeli elemek szorzatdval. Specidlisan,
tetszoleges tipusii egységmatrix determindnsa 1.
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Vezessilk be az alabbi jelolést! Legyen A egy n x m-es matrix, + € F" pedig egy sorvektor.
A;(x) jeldlje azt az n x n-es matrixot, melyet az A matrixbdl igy kapunk, hogy az i-edik sort
x-re cseréljiik.

16.3. Tétel. A determindns fiiggvény rendelkezik az aldbbi tulajdonsdggal: ¥i € {1,...,n}:
det A;(ax + By) = adet A;(x) + B det A;(y). (Linearitds a sorokban.)

Bizonyitds: Valasszuk ki a determindns egy tagjat!
e(0)a1001) "+ (o) + BYo(i)) * * * Cnon) =
= E(O')CM *Q1o(1) """ To(i) " " Ano(n) + E(G)ﬂ *Q10(1) " " Yo(i) " Ono(n) =

O

A kovetkezdekben egy egyszeri modszert adunk egy matrix determindnsdnak kiszdmitdsara.
Elemi soratalakitdsokkal (akar sor skaldrral valé szorzdsa nélkiil is) a matrixot 1€pcsés alakra
hozzuk. Ennek determindnsa mér konnyen kiszdmithat6. Azt kell megvizsgalnunk, hogy elemi
sordtalakitdsokkal hogyan véltozik a determinans értéke.

16.4. Tétel. (A determinans értékének valtozasa elemi soratalakitasnal.) Ha a B mdtrix az
A-bdl két sor felcserélésével keletkezik, akkor det B = — det A.

Ha a B mdtrix az A négyzetes mdtrixbol iigy keletkezett, hogy egy sort szoroztunk egy \ # 0
skaldrral, akkor det B = )\ det A.

Ha a B mdtrix az A négyzetes mdtrixbol uigy keletkezett, hogy egy sor skaldrszorosdt hozzd-
adtuk egy mdsik sorhoz, akkor det B = det A.

Bizonyitds: Ha a matrixban két sort felcseréliink, akkor az eredeti determindns minden tagja
tagja az Uj determindnsnak is, de a sorcsere miatt az oszlopindexekben az inverzidk szdmédnak
paritdsa megvaltozik, tehdt minden tag ellentétes eldjellel szerepel.

Ennek az allitdsnak kozvetlen kovetkezménye, hogy ha egy négyzetes mdtrixban két sor meg-
egyezik, akkor a mdtrix determindnsa 0: valoban, sorcserével a matrix determindnsa elGjelet valt,
ugyanakkor egyenld sorok esetén sorcserével a determindns nyilvan nem véltozik meg, ezért ér-
téke csak nulla lehet, ez az egyetlen szdm, amely megegyezik ellentettjével.

A masodik tulajdonsdg a linearitds kozvetlen kovetkezménye (annak egy specidlis esete):

det A;(Az) = A(det A;(x)).

A harmadik tulajdonsdg bizonyitdsahoz tegyiik fel, hogy a matrix ¢-edik sordhoz, amit z jeldl,
hozzdadjuk az y-al jelolt j-edik sor A-szorosat (i # 7).
det A;(x + \y) = det A;(x) + Adet A;(y)
= det A;(x), mert A;(y)-ban van két egyenld sor
=det A, mert A;(z) = A
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Megjegyzés. Minden elemi soratalakitas elérhetd egy elemi métrixszal vald szorzdssal. Ez alap-
jén az el6z6 tételt atfogalmazhatjuk.

1. det(EA) = —det A
2. det(E'A) = Adet A
3. det(E"A) = det A

ahol F az egységmatrixbdl sorcserével szarmazik; E’ az elemi matrixb6l dgy szarmazik, hogy
egy sort szoroztunk egy nemzér6 A skaldrral; E” pedig dgy, hogy az egységmatrix egy soranak
skalarszorosit hozzdadtuk egy masik sorhoz.

A 16.4. kovetkezménye az aldbbi allitas:

16.5. Kovetkezmény. Elemi sordtalakitds zéro determindnsi mdtrixot zéro determindnsi mdt-
rixba, nemzéro determindnsu mdtrixot nemzéro determindnsu mdtrixba visz dt.

Bizonyitds: Elemi soratalakitds sordn vagy megvaltozik a determindns el6jele (sorcsere); vagy
a determindns értéke szorzédik egy nemzErd skaldrral (a matrix egy sordt szorozzuk egy nem-
z€r6 skaldrral); vagy nem véltozik a determindns értéke (a matrix egy sordnak skaldrszorosat
hozzdadjuk egy masik sorhoz.) Mindhdrom esetben a determindns eltind vagy nem elt{in6 volta
megmarad. [

16.6. Tétel. Legyen A egy négyzetes mdtrix! Ha A sorai linedrisan fiiggetlenek, akkor det A #
0, ha a sorok linedrisan fiiggd vektorrendszert alkotnak, akkor det A = 0. Azaz egy n-edrendii
négyzetes mdtrix rangja akkor és csakis akkor n, ha determindnsa nem zéro.

Kiegészithetjiik a tételt azzal is, hogy egy négyzetes matrix akkor és csakis akkor invertalhato,
ha determinansa nem z€ro.

Bizonyitas: Hozzuk elemi soratalakitasokkal az A matrixot 1épcsGs alakra! Két eset lehetséges.
Ha A sorai linedrisan fiiggdk, akkor olyan B matrixhoz jutunk, melyben van csak zérébdl

7

allo sor, tehat determindnsa 0. Az el6z0 kovetkezmény miatt:
det B=0 = det A=0

Ha A sorai linedrisan fiiggetlenek, akkor haromszog alakd matrixhoz jutunk (z€rétol kiilon-
boz6 féatlobeli elemekkel), s tovabbi elemi sordtalakitdsokkal elérhetjiik az egységmatrixot is
(egy matrix akkor és csakis akkor invertdlhaté — azaz sorai linedrisan fiiggetlenek —, ha so-
rekvivalens az egységmatrixhoz.) Az egységmatrix determindnsa 1, azaz # 0, s innen az allitds

szintén az el6z6ekbdl kovetkezik. [

16.7. Tétel. (Szorzastétel.) Legyenck A és B azonos rendii négyzetes mdtrixok. Ekkor

det(A - B) = (det A) - (det B).
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Bizonyitas: Az elsé 1épésben azt bizonyitjuk, hogy az allitas igaz, ha A elemi matrix. Ha az
elemi matrix az egységmatrixbol sorcserével keletkezett akkor det £ = —1, tovdbbd E'B olyan
matrix, mely B-bdl sorcserével keletkezett. Tehdt

det(EB) = —det B = det F det B.

Ha E' = I;(\z) (z az egységmatrix i-edik sora), akkor det ' = X - 1, tovdbba E'B = B;(\b),
ahol b a B i-edik sora, azaz

det(E'B) = det B;(A\b) = Adet B = det E' det B.

Végiil, ha E" elemi matrix tgy keletkezett, hogy az egységmatrix egy sordanak skaldrszorosat
hozzédadjuk egy masik sorhoz, akkor det E” = 1 és det(E" B) = det B, amibdl ismét kovetkezik
az allitas.

A bizonyitds masodik 1épésében feltessziik, hogy az A matrix invertdlhat6. Ekkor tudjuk,
hogy A felirhaté elemi matrixok szorzataként, tehat a bizonyitas elsd 1€pését hasznalva:

det A = det(E;--- Ey)
= det E1 . det(E2 Tt Ek)
det E1 ---det Ek-
Azaz
det(AB) = det(F;---Ey- B)
= det E; - det(Ey--- Ey - B)
= detFE;---det By -det B

det A - det B.

Hatramaradt annak az esetnek a vizsgélata, amikor A nem invertdlhatd. A bizonyitandé alli-
tas jobb oldalan ekkor O szerepel, azt kell belatni, hogy a bal oldal is 0, azaz A B nem invertalhato.
Ez azonban teljesiil, mert

rang(AB) < min{rang A,rang B} < rang A < n,
ahol n a métrix rendje. 0
16.8. Tétel. Négyzetes mdtrix és transzpondltja determindnsa megegyezik.

Bizonyitds: Az el6z6 bizonyitdshoz hasonldan, elszor elemi matrixokra, majd invertdlhaté mat-
rixokra, s végiil dltaldnosan latjuk be az dllitast. F, E' és E" jel6ljon ugyanolyan tipusd elemi

7

matrixot, mint az el6z3 tétel bizonyitdsdban. 'E’ = E' trividlis, az is konnyen lathat6, hogy
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'E = E. E" transzponaltja ugyan nem egyezik meg 6nmagdval, de ez is ugyanilyen tipust elemi
matrix, tehat mindkét matrix determinénsa 1.
Legyen most A invertdlhaté matrix, s irjuk fel elemi matrixok szorzataként!

det'A = det(Ey---"E})
= (det'Ey)---(det’E)) a szorzéstétel miatt,
= (det Ey) - -- (det Ey) az elss 1épés miatt
= (det Ey)--- (det Ey)
— det(E, --- By) = det A.

Nem invertdlhaté matrixra az 4llitds ismét egyszerd, mert mind a matrixnak, mind a transz-
ponaltjanak a determindnsa 0. 0]

16.9. Kovetkezmény. Minden sorokra megfogalmazott dllitds igaz oszlopokra is. Pl. a determi-
ndnsfiiggvény az oszlopok linedris fiiggvénye.

17. Aldeterminansok, kofaktorok

17.1. Definicié. Ha egy matrixbol bizonyos sorokat és oszlopokat elhagyunk tigy, hogy a kapott
matrix négyzetes matrix, akkor ennek a méatrixnak a determindnsét az eredeti aldetermindnsdnak
nevezziik.

Legyen A € M,»,. Az A mitrixbdl az i-edik sor és a j-edik oszlop elhagydsa utdn ka-
pott (n — 1) x (n — 1)-es A;; matrix determindnsat az i-edik sor j-edik eleméhez adjungdlt
aldetermindnsnak nevezziik. A

(—1)i+j det Aij

szam az i-edik sor j-edik elemének kofaktora, vagy algebrai aldetermindnsa.

17.2. Tétel. Legyen A € M, vy, tovdbbd rogzitett i-re és j-re jelolje a;;-t b. Ha az i-edik sor
minden b-t6l kiilonbozd eleme zérus, vagy a j-edik oszlop minden b-tél kiilonbozd eleme zérus,
akkor

det A = b(—1)"" det A;;.

Bizonyitas: b = 0-ra az allitas trivialis, feltehetjiik, hogy a tovabbiakban b # 0. El6szor tegyiik
fel, hogy b az elsd sor els6 eleme, és az elsd oszlopan minden tovabbi elem zérus.

det A = Z afla (1)A20(2) ** * Ono(n) =
mivel a;; értéke j # 1-re 0, ezért a determindns egyenld:

= Z £(0)a11a20(2) * * * Ano(n) =

o(1)=1
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ahol az 6sszegzés mar csak az (1,0(2),...,0(n)) permutdcidkra terjed ki. Minden tagbdl kie-
melhetd a4, tehat tovabb folytatva a megkezdett sort:

=an 28(0)@0(2)  Opg(n) =

g

Az (1,2,...,n)szdmok (1,0(2),...,0(n)) permutdcidjanak a paritdsa ugyanaz, minta (2, ..., n)
szamok (0(2),...,0(n)) permutdciéjanak, mert az el6bbiben az 1 minden tovabbi szimot meg-

el6z. Ez azt jelenti, hogy

= a1 det All

Transzpondldssal a tétel allitdsat megkapjuk arra az esetre, amikor az elsd sorban az els6 elemen
kiviil mindegyik 0.

Most az altalanos esetet latjuk be. ¢ — 1 egymds utdni sorcserével elérhetjiik, hogy a b-t
tartalmazo sor az elsd sorba keriiljon, s a tobbi sor egymdashoz viszonyitott helyzete nem véltozik.
Hasonléan, j — 1 egymads utdni oszlopcserével pedig elérhetd, hogy b az els6 oszlopban legyen.
Az igy kapott métrixot jelolje C. A;; = Cy,. Ekkor

det C' = (=1)E V0D det A = (—1)™7 det A.
Alkalmazzuk a bizonyitas elsé részét:

det A = (=1)"" det C
= (=1)""bdet Cy;
= (—1)i+jb det Aij

]
17.3. Tétel. (Cramer szabaly.) Legyen A € M, oszlopai legyenek (A1, ..., Ay), tovdbbd
1 by
x=|"| &B= bf
T b
Ha AX = B, akkor
(det A) - x; =det(4; --- A1 B Ajyr -+ Ap).
Bizonyitds: Jeldlje (F, ..., E,) R" természetes bazisat, melyet most oszloponként irunk. Le-

gyen C' a kovetkez6 matrix:

C:(El Ei,1 X Ei—|—1 En)
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AE; = A; és AX = B-bdl kovetkezik, hogy

AC = (Al e Ai—l B Ai—f—l [P An) .
A szorzastétel miatt
det Adet C' = det (A1 PN Ai—l B Ai+1 “en An) .
C alakja a kovetkezd
cC=1|0 . T; 01,
0 ... z, ... 1

7 7z

ahol z; az i-edik sor i-edik eleme. A megel6z6 lemmabol:
detC = J?Z(—l)Z_H det In—l = Z;.

O

17.4. Tétel. Legyen A invertdlhaté mdtrix, az inverzét jelolje B = (b;;)! Ekkor fenndll, hogy

(—1)i+j det Ajz'
det A ’

b,’j =

Bizonyitds: A bizonyitds soran legyen j rogzitve, tovabba legyen

a B mitrix j-edik oszlopa. Mivel AB = I,,, ezért AB; = E; szintén teljesiil. Alkalmazzuk a
Cramer szabalyt:

det ALL'Z = det (A1 e Ai—l Ej (07 R An) .
A 17.2. lemmat haszndlva:
det Asz =1 (—1)j+i det Aﬂ

Mivel x; = b;;, ezért az allitast belattuk. 0]

1]

A paragrafus kovetkez6 formuldjaval egy determindns kiszamitasat ndla alacsonyabb rendi
determindns kiszdmitdsara vezetjiik vissza.
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17.5. Tétel. (Kifejtési tétel.) Legyen A € My un, 1 < i < n pedig rogzitett természetes szam.
Ekkor teljesiil, hogy

det A = Z(—l)”kaik - det Aik-
k=1

Bizonyitds: R™ természetes béazisa legyen (ey, . .., e,) sorokként irva. A i-edik sorét a kovetke-

z6képpen tudjuk felirni:
n

E ;L€

k=1
Ezért
n

det A = Z a;, det A;(ex) a determindns linearitdsa miatt
k=1

= Z air(—1)"* det Ay a 17.2. lemma miatt.
k=1

O

Megjegyzés. Analdg allitas fogalmazhaté meg egy oszlopindex rogzitése utan. (Oszlop szerinti
kifejtés, mig a tételben sor szerinti kifejtés van.)

17.6. Tétel. (Ferde Kkifejtési tétel.) Legyen A € M, v, 1 < i # j < n pedig rogzitett termé-
szetes szdmok. Ekkor teljesiil, hogy

n

Z(—l)”kaik - det Ajk =0.
k=1

Bizonyitas: Legyen B az a matrix, amelyet a A matrixtdl csak abban kiilonbozik, hogy a j-edik
sora megegyezik az A i-edik sordval. Igy B-ben két egyenld sor van, az i-edik és a j-edik.
Tovdbbd Aj, = Bj, minden k-ra. Alkalmazzuk B-re a kifejtési tételt, megkapjuk A-ra a ferde
kifejtési tételt. 0

17.7. Tétel. Legyen

11 L1z --- Tk

E M’I’LXIC
Tnlt Tp2 .- Tpk
madtrix, ahol k < n. A madtrix oszlopai akkor és csakis akkor linedrisan fiiggdk, ha a sorokbol

képezhetd minden k-adrendii determindns értéke 0. ( <= a madtrix oszlopai akkor és csakis
akkor linedrisan fiiggetlenek, ha a sorokbol képezhetd k-adrendii nem nulla értékii determindns.)
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Bizonyitds: Ha az oszlopok fiiggd vektorrendszert alkotnak, akkor a sorokbdl képezhetd minden
k x k-as matrix oszlopai is linedrisan fligg6k, s ekkor ennek a métrixnak a determindnsa zérus.
A megforditdst a kovetkezOképpen lathatjuk be. El6szor vdlasszunk ki a métrixban maxima-

lis rendd el nem t{inG aldetermindnst. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy ez a
bal fels6 sarokban van (sorcserék €s oszlopcserék az allitadst nem érintik.)

*
D#0 :

*
* * *

Ennek a determindnsnak a rendje kisebb, mint £, tehat van még legaldbb 1 olyan oszlop, ami a
determindnsban nem szerepel. Azt allitjuk, hogy a determindnsban szerepld oszlopok s még egy
oszlop (mondjuk a pontosan mellette elhelyezkedd) linedrisan fiiggd rendszert alkotnak. Ehhez
meg kell konstrudlni azt a nem trividlis egyiitthatérendszert, amivel az oszlopokat linedrisan
kombindlva megkapjuk a zérévektort. Ehhez el8szor képezziink az el nem tlind determinanstol
1-gyel nagyobb rend(i D' determinénst egy sor és egy oszlop hozzavételével:

( ; \
D#0 f
*
Ty ... Xy Tr41
Azt éllitjuk, hogy a keresett egyiitthatok az 4j determindns z1, ..., x,; elemekhez tartozé ko-
faktorai. Ez trividlistdl kiilonbozo egyiitthatérendszer, mert az utolsé elem kofaktora pontosan
D # 0, tovdbbd az xy, . .., x,, 1 elemektS] nem fiiggenek. Kombindljuk ezzel az egyiitthatérend-

szerrel az oszlopokat. Azt kell ellendrizni, hogy minden sorban megkapjuk a nullat. Ez a D-ben
szerepet jatszo sorokra a D'-re alkalmazott ferde kifejtési tételbsl, mig a tobbi sorra a kifejtési
tételbdl kovetkezik. [

Tételiink kdzvetlen kovetkezménye az aldbbi allitas:

17.8. Tétel. Egy mdtrix rangja megegyezik maximdlis rendii el nem tiind aldetermindnsa rend-
jével.

Ezzel a tétellel a matrixok rangszamtételére egy Uj bizonyitast adtunk.



4. fejezet

Linearis leképezések

18. Linearis leképezések alaptulajdonsagai
18.1. Definicio. Legyenek V' és W ugyanazon F test feletti vektorterek. A
p: VW
leképezést linedris leképezésnek mondjuk, ha teljesiil, hogy Vz,y € V és Va € F esetén:
(L1) oz +y) = o) + oy)
(L2) p(ax) = oup(z)
Jelolje L(V; W) az 6sszes V' — W linedris leképezés halmazat! A ¢ € L(V; W) linedris leképe-
z€st linedris izomorfizmusnak nevezzik, ha bijektiv, ilyenkor V-t és W -t izomorf vektortereknek
mondjuk. Specidlisan, ha W = V, akkor linedris operdtorrol, vagy linedris transzformdciordl,
mig ha W =T, linedris formdrdl sz6lunk.
Megjegyzés. Az L1 és L2 tulajdonsdgok egyetlen formuldba foglalhatdk:
plaz + By) = ap(z) + Be(y), z,y€V.a,f €T

Ebbdl indukcidval az aldbbi dltaldnos formulét nyerjiik:

ologzy + - -+ ogxg) = aqp(zr) + -+ agp(zg), z€V,aeFi=1...k.
18.2. Tétel. Legyen ¢: V — W linedris leképezés. V zérusvektordnak képe W zérusvektora.

Bizonyitds: ¢(0) = ¢(0+ 0) = ¢(0) + ¢(0), azaz ¢(0) = 0. [

18.3. Tétel. Linedris leképezés linedrisan fiiggd vektorrendszert linedrisan fiiggd vektorrend-
szerbe visz dt.

67
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27 2

Bizonyitds: Legyen (aq, ..., a) linedrisan fiiggd vektorrendszer! Ekkor a zérusvektor elGall
nemtrividlis linedris kombinaciéjukként:

o101 + - -+ gz = 0.
Alkalmazzuk mindkét oldalra a ¢ linedris leképezést:
arp(ar) + -+ - + agp(zy) = 0.

Mivel a fenti linedris kombinaciéban az eredeti egyiitthatérendszer szerepel, ezért ez a linedris
kombinécié is nemtrividlis, ami a (¢(a,) .. ., ¢(ax)) vektorrendszer fiiggdségét jelenti. 1

Az aldbbiakban definialt leképezések linedrisak:

Példa. Az identikus leképezés. Egy V vektortér 6nmagéra vald ¢: V. — Viz +— ¢(z) = z
identikus leképezése.

Példa. A zéro leképezés. Ha'V és W ugyanozon test feletti vektorterek és V' minden vektordhoz
W zérusvektorat rendeljiik.

Példa. Origo kozéppontii hasonldsdg. Legyen V' valos vektortér, £ € R rogzitett szdm. Legyen
o: V=V, v o) = kv.
Példa. A mdtrixszorzds. Legyen A € M, matrix. Legyen
Ly:R* - R™, La(X) = AX.

Példa. A differencidlds. Legyen V az (a,b) nyilt intervallumon differencidlhat6 valds fiiggvé-
nyek vektortere, mig W az (a, b)-n értelmezett 6sszes valds fiiggvények vektortere. A

D: VW, f—D(f)=f
derivalas linedris leképezés.

Példa. Az integrdl, mint a felsd hatdr fiiggvénye. Legyen V az [a, b] intervallumon folytonos
figgvények tere. A ¢: V — V leképezést értelmezziik a kovetkez6 médon:

foro(f)=F, Flz)= / Cfdt w e ab)

Példa. A sik origo koriili elforgatdsa. A 'V sikot kétféleképpen is vektortérnek gondolhatjuk:
V = C, mint C folotti egy dimenzids vektortér; vagy V = R2, mint R folotti két dimenzids
vektortér. Az elforgatast el6szor a C egy dimenzids vektortérben értelmezziik. Legyen o € R,
tovabba

p:C—C, 2z ¢(z) =z (cosa+ isin ).

(Gondoljunk a komplex szamok szorzdsanak geometriai interpreticidjara, 1d. az abrat!) Vegyiik
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2]

z - (cosa + isina) o

\ . .
/ cosa + 1sina
\

1
\ /1 R

4.1. abra. Elforgatds a komplex szdmsikon.

észre, hogy a kdozéppontos hasonldsdg specidlis esetével dllunk szemben.
A fentiek alapjan konnyen levezethetjiik az origé koriili elforgatds képletét R?-ben is. Legyen
z=1x+1y, (xay € R)

(x +1y) - (cosa+isina) = (cosa-x —sina - y) +i(sina-x + cosa - y).

Tehat ha az elforgatas
0: R >R, (z,9)' — (2,9)",
akkor
2 =cosa-x —sina-y

Yy =sina-z +cosa - y;

(a:) (cos a —sin a) (m)
Y sina cosa y

Helyettesitsiink a fenti formuldkba o = £7/2-t: a kozépiskoldbdl j6l ismert ,,szabélyt” kapjuk a
7 /2 szdgi elforgatdsra.

illetdleg matrix alakban:

Példa. Vetités altérre. Linedris leképezés R® merdleges vetitése a koordinatatengelyekre vagy a
koordinatasikokra. (Irjuk fel ezen vetitések explicit alakjat!)

18.4. Tétel. Legyenek V és W ugyanazon T test feletti vektorterek. L(V ;W) vektortér T felett,
ha két linedris leképezés Osszegét és egy linedris leképezés skaldrral valo szorzatdt a kovetkezo-
képpen értelmezziik:

(p+¥)(z) = o) +9Y(@), z€V
(ap)(z) = ap(z), z€V, a€l.
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Bizonyitds: Konnyen lathatd, hogy az 6sszeadds €s skaldrral vald szorzés el6z0 definicidi valo-
ban linedris leképezést értelmeznek.

Ellendrizniink kell a vektortér axiomadk teljesiilését. El&szor beldtjuk, hogy a(p + ) =
ap + o). Valéban:

[alp+P)l(z) = alle+¥)(2)] = alp() + P(z)] = ap(z) + arp(z) =
= (ap)(z) + () (2) = (ap + ap)(z).

Hasonl6an bizonyithat6 a tobbi tulajdonsag. 0

18.5. Tétel. Legyenek U, V, W ugyanazon test folotti vektorterek. Ha ¢ € L(U;V), 9 €
L(V; W), akkor ¢ o ¢ € L(U; W).

Bizonyitds: Triviélis szdmol4s. 0]
18.6. Tétel. Legyen o € L(V; W) izomorfizmus. ¢ *: W — V szintén linedris izomorfizmus

Bizonyitds: Mivel ¢ bijektiv ezért 1étezik inverze, s az inverze is bijektiv, azt kell belétni, hogy
ez linedris leképezés. Legyen ¢~ (u1) = v1, o~ (ug) = vy. Mivel

p(v1 +v2) = p(v1) + (v2) = u1 + ug,
ezért o L (uy + ug) = vy + vo, azaz
¢+ up) = v g = () + 7 ().
Hasonl6an igazolhaté a homogenitas:
p(avy) = ap(v1) = au,

azaz
¢ o) = av; = ap H(uy). 0

18.7. Tétel. (A véges dimenzios vektorterek struktiratétele.) Az F test feletti n dimenzios V
vektortér izomorf F" -hez, az F elemeibdl képzett skaldr-n-esek teréhez.

Bizonyitds: Rogzitsiink V-ben egy bazist: (vy, ..., v,). Ertelmezziik a kovetkezs leképezést:
0: VoI x4+ zp0, = (21, ..., Ty),

azaz tetszOleges vektorhoz rendeljiik hozza a rogzitett bizisra vonatkoz6 koordinatdit. Egysze-
rien megmutathatd, hogy igy linedris leképezést definidltunk. (Ld. két vektor dsszegének ko-
ordinatdi, vektor skaldrszorosanak koordinétdi!) Mivel bazisbdl a tér barmely vektora pontosan
egyféleképpen kombindlhatd, tovabba tetszdleges skaldr n-esbdl kombindlhatunk vektort, ezért
ez a leképezés bijektiv is. 0
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18.8. Kovetkezmény. [zomorf vektorterek dimenzidja ugyanaz.

18.9. Tétel. (A linearis Kkiterjesztés tétele.) Legyenek V és W ugyanazon test folotti vektorte-
rek, (vi,...,vy) bdzis V-ben, (wi,...,wy,) tetszéleges vektorrendszer W-ben. Egyértelmiien
létezik olyan
VW
linedris leképezés, hogy
o(v) =w; (i=1,...,n).

— Azaz a linedris leképezést bazison felvett értéke egyértelmiien meghatdrozza.
Bizonyitis: Ertelmezziik a ¢ leképezést a kivetkezSképpen:
p:V—=>W v+ -+ 2,0, & 21w + -+ F TpWy,.

Egyszertien ellendrizhetd, hogy ez a leképezés linedris, tovabba ¢(v;) = w;. Az egyértelmiiség
bizonyitdsa maradt hatra. Tegyiik fel, hogy 1 € L(V, W) rendelkezik a tételben leirt tulajdon-
sdggal! Belatjuk, hogy tetszbleges vektoron ugyanazt az értéket veszi fel, mint az el6bb definidlt
. Valéban:

Y(z1v1 + -+ Tpvn) = 210(v1) + - F 0 (vy) = Tiwy - -+ Tpw,y. 0

19. Linearis leképezés képtere és magtere
19.1. Definicio. Legyen ¢ € L(V; W) linedris leképezés. A
kero={veVl|p(v)=0}CV
halmazt a ¢ linedris leképezés magjdnak vagy magterének nevezziik, mig a
imp={weW|FveV:pWw)=w}CW
halmazt a ¢ képterének. (Utdbbira a ¢(V') jel6lés is haszndlatos.)
19.2. Tétel. Legyen ¢ € L(V ;W) linedris leképezés. im ¢ W altere, mig ker p a 'V altere.

Bizonyitds: Egyik halmaz sem iires, mert a z€rusvektort mindkettd trividlisan tartalmazza. Ele-
gendd tehdt azt beldtni, hogy mindkét halmaz zart az 6sszeaddsra és a skalarral vald szorzasra.
Teljesiiljon, hogy x,y € ker ¢.

pr+y)=¢@)+9y) =0+0=0, p(ar) = ap(z) =a-0=0,

tehdt x + y, ax € ker ¢.
Most legyen z, v € im ¢! Ekkor 1éteznek olyan vektorok V-ben, hogy ¢(z) = z, p(y) = v.

ol +y)=9@)+oly) =2+, plar) = ap(z) = az,

azaz z + v, az € im . [
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19.3. Definicié. Egy linedris leképezés rangjan képterének dimenzidjat, mig nullitdsan magte-
rének dimenzidjat értjiik.

Példa. Legyen V) C V altér és a 7 leképezés legyen a
7V oV/WV,z—rlx)=c+W

7 7z

un. kanonikus projekcio. (Errdl konnyen megygdzddhetiink, hogy linedris leképezés.) ker m =
V1 — Gondoljunk arra, hogy a V/V; faktortér zérusvektora a 0 + V; = V; linedris sokaség.

Példa. Legyen ¢: P™ — P™, p +— @p = p'. Figyelembe véve, hogy a derivalas a polino-
mok fokszdmat eggyel csokkenti: im ¢ = P™ !, ker ¢ pedig megegyezik a konstans polinomok
halmazdval.

Példa. Tekintsiik R® merGleges vetitését az zy sikra:
e R R, (2,9.2) = ¢(2,y,2) = (2,4,0).
A leképezés képtere az zy sik, mig magtere a z tengely.

19.4. Tétel. Legyen ¢ € L(V;W)! Ha kerp = {0}, akkor ¢ injektiv, tovabbd linedrisan
fiiggetlen vektorrendszer képe linedrisan fiiggetlen vektorrendszer.

Bizonyitds: Eloszor belatjuk, hogy a feltételek mellett kiillonbozd vektorok képe kiilonboz6. Ha
z,y € V és p(z) = ¢(y), akkor
0=p(z) —oy) = olz —y).

x — y tehdt a ker ¢ eleme. A feltétel szerint ker po-nek azonban egyetlen eleme van, s ez a
zérusvektor, azaz r = y.

Legyenek vy, ...,v, € V linedrisan fiiggetlen vektorok. Kombindljuk ezen vektorok kép-
vektoraibdl a zérusvektort:

1‘1@(1}1) +e+ IETLQD(U”) =0eW

A linearitas miatt:
o(z1v1+ - -+ + Tv,) =0,

azaz x1v1 + - - - + v, € ker . ker ¢ egyetlen eleme azonban a zérusvektor, azaz

A feltétel miatt (xy,...,z,) linedrisan fiiggetlen vektorrendszer, azaz mindegyik egyiitthat6
nulla. A képvektorokbdl W zérusvektorat tehdt csak trividlisan lehet kombindlni. [

19.5. Tétel. Legyen ¢ € L(V;W)! Ha (vy, ..., v,) bdzis V-ben, akkor (p(v1), ..., ¢(v,)) ime
generdtorrendszere.
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Bizonyitds: Legyen w € im . Ekkor létezik olyan v € vektor, hogy ¢(v) = w. Kombindljuk
v-t a V bazisabal:
TV + -+ Ty = V.
Ekkor a linearitast hasznalva:
w = p(v) = T10(v1) + -+ + Top(vn),
amit bizonyitani kellett. 0
19.6. Tétel. (Homomorfiatétel.) Legyen ¢ € L(V ;W) linedris leképezés.
V/ker o =2 ime
Bizonyitds: Legyen tehat ¢ € L(V;W). Ertelmezziik a kovetkezs leképezést:
@: V/kerp — imy, v + ker ¢ — ¢(v).

A definicié nem fiigg a linedris sokasag reprezentensanak valasztasatol, mert ha v; + ker ¢ =
vy + ker ¢, akkor v; — vy € ker @, azaz

0= p(v1 — v2) = @(v1) — P(va).

Azt is konnyt ellendrizni, hogy @ linedris leképezés. Nyilvanvald, hogy @ sziirjektiv. Masrészt
 magtere a zérustér, mert ha g(ker o +v) = ¢(v) = 0, akkor v € ker ¢, azaz ker o +v = ker .
Innen kovetkezik, hogy © injektiv is, tehét izomorfizmus. [

19.7. Tétel. (A nullitds+rang tétel.) Legyen o € L(V; W) linedris leképezés. Ekkor

dimker ¢ + dimim ¢ = dim V.

7 o2

Bizonyitds: Kovetkezik az el6z0 tételbdl, s a faktortér dimenzidjara vonatkozo tételbdl. [

A ,nullitds+rang” tétel egy egyszerd alkalmazasaként djabb bizonyitidst adunk a homogén
linedris egyenletrendszerek megoldasterérdl szolo tételre.

19.8. Tétel. Legyen Ax = 0 homogén linedris egyenletrendszer (A € Mpxn), © € R A
megolddstér dimenzidja n — rang A.

Bizonyitas: Jeldlje (Ey,. .., E,) R" természetes bazisat, Ay, ..., A, pedig A oszlopait! Ekkor
AE1 :Al,...,AEn :An

is teljesiil. Ez azt jelenti, hogy im L 4-t A oszlopai generaljak, vagyis: rang L4 = rang A.
Alkalmazzuk a ,,nullitds+rang” tételt az L 4 operatorra:

dimker L4 +dimim L4 = n.
dim ker L 4 a megoldastér dimenzidjat adja, dimim L 4 pedig A rangjat, az el6z6 példaban leir-
takat figyelembe véve. [
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20. A linearis leképezések matrix-reprezentacioja

20.1. Definicié. Legyen ¢ € L(V; W), tovabbd legyen (vy, ..., v,) V egy bazisa, (wy, ..., w,)
W egy bazisa. A ¢ linedris leképezésnek a rogzitett bazisokra vonatkozé matrixa az az n X m
tipustd métrix, melynek elemeit a kvetkezd Osszefiiggés értelmezi:

n
p(v:) =Y cjiw,
j=1

azaz az i-edik oszlop megegyezik v; képének (wy, . .., w,) bazisra vonatkozo koordinatdival.
AV = W esetben ha mast nem mondunk, akkor csak egy bdzist rogzitiink (amit a definici6

szerint kétszer hasznalunk).

20.2. Tétel. (A definicio jeloléseivel.) Ha a v € V vektor koordindtdi a rogzitett bdazisra vonat-
kozéan (xy,...,Tn), a linedris leképezés mdtrixa pedig a C mdtrix, akkor ¢(v) koordindtdi a
W -ben rogzitett bdzisra vonatkozéan
T
C- )
T

azaz ha a v koordindtdibdl képzett oszlopvektort X jelili, akkor o(v) koordindtdinak oszlopvek-
tordt Lo (X) adja.

Bizonyitds:
m m n m n n o m
(%2 E Z;U; = E Z; E cjiwj = E xicijwj = E E c,-ja:iwj
=1 =1 j=1 i=1 j=1 j=1 =1 |

20.3. Tétel. Legyenek o, € L(V; W) linedris leképezések, valamint régzitsiik V és W egy-egy
bdzisdt! Ha ¢ mdtrixa erre a bdazispdrra A, 1 mdtrixa pedig B, akkor p + 1 mdtrixa A+ B, ap
mdtrixa pedig oA, ahol o tetszbleges skaldr.

Bizonyitds: Egyszer(i szamitds a definici6 alapjan. [
20.4. Tétel. Legyen dimV = m, dim W = n! Az L(V; W) vektortér izomorf a M, 5., vektor-

térrel; ha egy linedris leképezéshez hozzdrendeljiik egy rogzitett bdzispdrra vonatkozo mdtrixdt
akkor a két vektortér kozott izomorfizmust kapunk. (Kovetkezésképpen: dim L(V; W) =n - m.)

Bizonyitds: Az el6z6 tétel szerint az a leképezés, mely minden linedris leképezéshez hozza-
rendeli egy rogzitett bazisparra vonatkozd matrixat linedris leképezés. Azt kell még beldtnunk,
hogy ez a leképezés bijektiv is. Legyen (vy, ..., vy,) V rogzitett bazisa, (wr, . .., w,) W rogzi-
tett bazisa, A € M,«,. A linedris kiterjesztés tétele szerint egyértelmten létezik olyan linedris
leképezés, mely a v; vektorhoz a
n
Z Qj;W;
j=1

vektort rendeli. Ennek a métrixa a megadott matrix. [
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20.5. Tétel. Legyenek U, V, W ugyanazon test feletti m, n, p dimenzids vektorterek, tovdabbd
p € L(U;V), ¢ € L(V;W). Rogzitsiink U-ban, V-ben és W -ben egy-egy bdzist! ¢ mdtrixa (a
rogzitett bazisokra vonatkozoan) legyen A € M, pm, 1 mdtrixa pedig B € Mpy,,. Ekkor o ¢
mdtrixa B - A.

Bizonyitas: Jeloljik el a bazisokat: (a1, ..., a,) U-ban; (by,...,b,) V-ben; (ci,...,c,) W-ben.

(Wop)(ai) = ¢ (Z aj,-b,-) =

p p n
= Z?’Lazﬂﬁ(bj) = Gj; Zbijk = Z <Z bkjaji) Ck-
j=1

j=1 k=1 j=1

3

A szorzatleképezés matrixa k-adik sordnak ¢-edik eleme tehat Z bijaj;, ami nem mas, mint a
Jj=1
B A szorzatmatrix megfeleld eleme. [

20.6. Kovetkezmény. Legyen ¢ € L(V; W) linedris izomorfizmus, s rogzitsiink V -ben és W -
ben egy-egy bdzist! Ha ¢ mdtrixa a régzitett bdzispdrra vonatkozéan A, akkor ¢! mdtrixa
ugyanezen bdzispdrra vonatkozéan A1,

21. Baziscsere

21.1. Definicié. Legyen A = (ay,...,a,) illetve A" = (d},...,al) a V vektortér két bazisa.

1N

Ertelmezziik az S = (8i) € My, matrixot a kovetkez6képpen:

n
I f— .. .
a; = 55i0;-
j=1

Az S matrixot az A — A’ bdziscsere (bdzistranszformdcio) mdtrixdnak nevezziik.

Ugy is fogalmazhatunk, hogy a baziscsere matrixanak i-edik oszlopdban a) koordinatai vannak
az (a1, ..., ay,) bazisra vonatkoz6an.

21.2. Tétel. Egy bdziscsere mdtrixa mindig invertdlhato mdtrix.

Bizonyitas: (A definicioban alkalmazott jelolésekkel.) S oszlopai linedrisan fiiggetlenek, hiszen
az oszlopok A’ bazisvektorainak koordinatdi az A bazisban és az a leképezés, mely egy vektor-
hoz hozzarendeli (egy rogzitett bazisra vonatkozd) koordinétdit izomorfizmus. S rangja tehat n,
azaz invertdlhatd. [

21.3. Tétel. Legyen A = (ay,-..,a,) illetve A" = (a},...,al) a 'V vektortér két bdzisa. Ha

egy tetszbleges vektor A-ra vonatkozo (x4, . . ., T,) koordindtdibol képzett oszlopvektor X ; A'-re
vonatkozo (x, . . ., x},) koordindtdibol képzett oszlopvektor pedig X', akkor fenndll, hogy

X'=5"-X.
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Bizonyitas: Legyen z tetszOleges vektor!

n

n n

_ rro__ ! ey —

T = E z;0; = E x; E 5505 =
i=1 j=1

i=1

n n

— !

= E E Sy | g,

j=1 \i=1
n

azaz r; = E sjiy, matrix alakban X = S- X'. S inverzével balr6l szorozva adédik allitdsunk.
i=1

O
21.4. Tétel. Legyen ¢ € L(V; V) linedris operdtor, tovdbbd

B=(by,...,by)ill. B = (¥,,....0)

a 'V két bdzisa. Jelblje a B — B' bdziscsere mdtrixdt S. Ha a o linedris leképezés mdtrixa a B,
bdzisra vonatkozéan A, a B' bdzira vonatkozéan pedig A', akkor fenndl, hogy

A= S TAS.

Bizonyitas: Legyen S = (sij), A= (ozz-j), A = (agj); tehdt a definicionak megfelelden:

b= sibi o0 = D asibs, ob) = 3 e
j=1 j=1 i=1

Szamitsuk ki ¢(b})-t kétféleképpen:
;) = ¢ (Z sz'bj> = sjip(b;) =
7j=1 7j=1
- ST = 3 (Sows)
k=1 1 \j=1

j=1 = k=
MAsrészt:

pb;) = Za;cib;' = Zaéi Zskjbk =
Jj=1 k=1

=1

S (S

k=1 \j=1

Mind a két esetben a o (b}) vektort az B bazisban kombinaéltuk, tehét az egyiitthatdk is megegyez-

nek:
n n
/
> akisii = Y sk,

ami a matrixszorzas definicidja szerint AS = S A’-t jelenti, s ez a bizonyitand¢ allitassal ekviva-
lens. [
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21.5. Definicié. Az A és B ugyanolyan tipusi négyzetes matrixokat hasonlonak nevezziik, ha 1é-
tezik olyan invertdlhat6 S matrix, hogy B = S~'AS. Egy linedris operatort diagonalizdlhaténak
neveziink, ha van olyan bazis, melyben métrixa diagondlis. Egy matrixot akkor neveziink diago-
nalizalhaténak, ha hasonl6 egy diagonélis matrixhoz.

21.6. Tétel. Hasonlo mdtrixok rangja és determindnsa megegyezik.

Bizonyitds: Mindkét métrix ugyanannak a linedris operatornak mas-mads bézisra vonatkoz6 mat-
rixa. Mivel a matrixok rangja megegyezik a linedris operator képterének a dimenzidjdval, ezért
mind a két métrixra ugyanannyi.

A determindnsok megegyezése a determindnsok szorzastételének egyszeril kovetkezménye:

det(S'AS) =det S ' -det A-det S = det A-det S 'S = det A.
=det I=1 ]

21.7. Definici6é. Egy linedaris transzformacio determindnsdn valalmely bazisra vonatkozé matri-

P

xdnak determindnsat értjiik. (Az el6z0 tétel szerint ez az érték fiiggetlen a bazis valasztasatol.)



