ANALIZIS 2+ 2. PZH

MEGOLDASOK

1. feladat (25 pont).

d16 6x5

dx16 /9 — 43 2=0 -
Ami kell az ilyen feladatoknél: az adott fliggvényt valahogyan Taylor-sorba kell
fejteni, hogy konnyedén megkaphassuk a sokadik derivalt értékét egy bizonyos z =
= a pontban. Az f(z) fiiggvény Taylor-sora az x = a pont koriil

2
fl@) = f(a) + (x — a)f'(a) + f(a) + .

(z —a)
2!
Keressiik tehat a fenti fiiggvény Taylor-soranak x'® tagjanak egyiitthatojat, mert
abbol kiszamolhato a 16. derivalt értéke x = 0 pontban.
Tekintsiik szorzatként a fenti fiiggvényre:

e’ 5 1 5

el —==¢" ~(9—x3)7%,

\/9—:53: \/9—1‘3:

majd szamoljuk ki mindkét tag Taylor-sorat (e = 0 koriil):

X n > ,.5n
(1) e’ = ,;) % , ahol z € R, amelybél e = 7;) % adodik.

(1+2)* = i <O‘> * | ahol a € C, amelybél
0 ) R ()5

k=0
-3 (V)5S
= k 39
Ennek a két sornak a szorzatabol elgall a teljes fiiggvény sora, ezt szabad csinalni,
mert a Taylor-sor, mint operator linearis és multiplikativ. Szerencsére csak az x'°
egyiitthatoja kell nekiink, ezért meg kell nézniink, hogy allhat ez el! Az exponen-
cialis sorbol 0,5,10, .. a binomi4lis sorbol: 0,3,6,12, ... kitevsk jonnek be. A 16 csak
10 + 6 moddon 4ll els, tehat ezt a két tagot kell csak kiszamolni a két sorbdl.

s ) . s =3 .
Az exponencialis sorbol z'0 a binomialis sorbol (77)5-25, a szorzat soranak

2'6 egyiitthatoja tehat (_2% amelyet 16!-sal szorozva f(16)(0) értékét kapjuk,

3
azaz a végeredmény: 16! - ( 9 )%3.92-
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2. feladat (25 pont). Hatdrozzuk meg a azy = % (x > 0) gorbét xg = 1 pont
folott érintd egyenes egyenletét és egy Lagrange-féle maradéktag segitségével adjunk
folsd korldatot a gérbe és a folirt egyenes eltérésre x = 0.99-nél.

Sziikségiink lesz z® els két derivaltjara. Ez talan kicsit triikkkos, mert implicit
derivalni kell, legyen y = z%, ekkor In(y) = zIn(x), most mindkét oldalt derivalva
iy’ = In(z) + 21 = In(z) + 1, amibe visszahelyettesitve y-t, 3 = 2®(In(z) + 1)
adodik. Ezt még egyszer most mar lehet szorzatként derivalni, mert x® ismert, a 2.
derivalt ilyen modon: 2% (In(z) + 1)% + 2%~ 1.

Az x® gorbét xg = 1 pont felett érinté egyenes egyenlete pontosan az elséfoku
xo = 1 koriili Taylor-polinomja a gorbének.

Ha f legalabb (n + 1)-szer folytonosan differenciadlhato xzg € R egy [zo — d, 2 +
+ ] kornyezetében, akkor minden = € [xg — §,x0 + d] szamhoz létezik egy olyan
¢ € (o, ), illetve €(x, ), amelyre

_ f(n+1) (E) n+1
f(@) =T s(x) + m(ﬂf — o)
Tehat az érintd és a gorbe legnagyobb eltérése (amely egy biztosan jo felss korlat)

(n+1)
a |z — T p(z)| = \Jc(Tl(g)(

(z,20) = (0.99,1) intervallumon, mivel z, z régzitett a maximum f™+1(¢) maxi-
mumaéaban vétetik fel, amely a mésodik derivalt monotonitdsa miatt £ = 1-ben lesz.
Ebbol adodoan az eltérés < nWED™+L (1 _ 0 99)2 = 10—4,

— x0)" | fiiggvény & valtozoéra vett maximuma a

3. feladat. Vizsgdljuk meg az

a) |x|W b) In(? + y?)(a® + ") ¢)
kifejezések hatdrértéket az (x,y) = (0,0) pontban.

a) |z|lY, ha 2 — 0, majd y — 0, akkor a hatarérték 0. Megforditva pedig y — 0,
majd x — 0, akkor a hatarérték 1. Mivel az iteralt hatarértékek nem egyeznek meg,
ezért a fiiggvénynek nem létezik a hatarértéke az adott pontban.

b) Irjuk fel polarkoordinatékkal a valtozokat, ekkor = 7 cos(6) és y = rsin(f),
visszahelyettesitve:

P—I}% In(r?)72(cos?(#) + r%sin*(0)),

itt bejon egy specialis 72 In(r?) hatarérték, amelyet L'Hospital-szaballyal meghaté-

rozhatunk:
In(r?)
r—2 "’

r?In(r?) =
mert a szamlalo és a nevezd is végtelenhez tart, amint r — 0, igy lim, o 72 In(r?) =
- gir ‘r 0 — =0.
Mlvel r2In(r?) — 0 és cos?(0) + r2sin*(0) — cos?(0) léteznek, ezért vehetjiik a
hatarértékek szorzatat, igy a hatarérték létezik és 0.
¢) Ttt vizsgaljuk az irdnymenti hatarértéket, legyen y = ma, ahol 2z — 0. Helyet-

tesitve:
) xm2az? i B
220 22z + mizd | am0 1+ miz
tehat a fliggvény hatarértéke fiigg az irany megvalasztasatol, igy a hatarérték nem
létezik.
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4. feladat (25 pont). Milyen a,b € R paraméter-értékekre lesz a

1 by
Z 1)2 — 24i i =y
5 (y+1) sin(x) + asin(y) + Trail

képlettel megadott f fiigguénynek lokdlis szélséértéke az (x,y) = (0,0) pontban ?

f(z,y) = 2a+b)*(z +1)* +

Sziikségiink van fy',, fr, fows fiy» frs [y parcialis derivaltakra.

xzx) Jxyr Jyxr Jyyr J

=2 @at8) (1) =2 cos (o) 4 — 2 LrH20)
(x+a)"+1 <(x+a)2+1>
bx
'=y+1+acos(y) + ————

Szélsdértéke akkor lehet a fliggvénynek a (0,0) pontban, hogy ha az f; = f; =0
egyenletrendszernek van megoldasa a, b-re. Mivel x = y = 0, ezért kapjuk, hogy:

Floo=202a+b)*—

foloo=1+a
Ebbél (a,b) = (—1,1) = (~1,3) elégitik ki a sziikséges feltételt. Tovabbi derivaltak:
fr =2 (2a+b)*+2 sin ()2 y(2z+2a) +2 zy (22 +2a) 9 Ty

((w+a)2+1)2 ((m+a)2+1)3 ((m+a)2+1)2

fyy =1—asiny

0o b bxr (2x +2a)
fmy_(x—i—a)Q—i—l_ 2
((r+a+1)
o b _ bx(2z+2a)
TEra (@ ra? )
Két eset van, elészor legyen a = —1,b = 1, ekkor f;/.(0,0) = 2, f/(0,0) = 1
7,(0,0) = f2,(0,0) = %, ebben az esetben a Hesse-matrix:

(e 1)

amelynek determinansa: 7/4 > 0 és fy, > 0, tehat itt lokalis minimum van.
Most legyen a = —1 és b = 3, ilyenkor a Hesse-métrix:

(%)

amelynek determinansa: —1/4 < 0, ilyenkor pedig nincs lokalis szélsGérték.
Tehat csak (a,b) = (—1,1) paraméter-értékek a jok.



