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1. Kétvaltozos fiiggvény kettdsintegralja 7' C R? tartomanyon

S

T

T C R? Jordan-mérhets (van teriilete),
f:T — R korlatos

T felbontésa : Ty, Ty Jordan-mérhets, int Tp Nint 7; =0, hak #j
—_—
P k=1

my = inf z,Y), Sp= myg - (ter T},
k (:r,y)eka( y) P Z ke ( k)

k=1
My= sup f(z,y), Sp= ZM’k - (ter Ty)
(z,9)€Tk k=1
@ spgSp @ Sp1§5p2 :>th
hdjfs%p {sp} Hd?f 1%f{5p}

(h, H 3Dedekind tétel alapjan)

Def. Az f korldtos fiigguvénynek létezik a kettésintegralja a T Jordan-mérhetd tartomdnyon, ha
h=H

Jelolés. th://f(x,y) dz dy
T

Oszcillaciés Gsszeg @ op, = Sp — Sp
Integralkozelits dsszeg : o, = Z (&, mi) - ter Ty, (&, i) € T
k=1

Riemann-6sszeg

Def. P felbontds finomsdga : AP = IHI?X(Tk dgtmérdije)

Def. T}, dtmérdje = max ||z, — ||
Ly, Z€ Lk

Def. Py, P, ... minden hatdron tul finomodé felosztdssorozat (m.h.t.f.f.5), ha
lim AP, =0

n—oo

Sziikséges, és elégséges feltételek a tobbes integral 1étezésére:

Tétel. A T Jordan-mérhetd tartomdnyon korldtos f akkor, és csak akkor Riemann-integrdlhatd
itt, ha van olyan m.h.t.f.f.s. (P,), hogy

lim sp = lim Sp
AP,—0 " AP,—0 "
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Tétel. f akkor, és csak akkor Riemann-integrilhaté a T-n, ha
Ve >0 3P felbontds, hogy o, <e¢

Tétel. f akkor, és csak akkor Riemann-integrdlhaté a T-n, ha
3P, m.h.t.f.f.s, hogy 3 lirrb op, =1

a (&, ni) reprezentdcids pontok megudlasztdsdtol figgetlendl, ahol I az integrdl értéke.

Elégséges feltétel a tobbes integral 1étezésére

Tétel. Ha T Jordan-mérhetd, és [ folytonos a T halmazon, akkor létezik f-nek tébbes integrdlja

1.1. A tobbesintegralok tulajdonsagai

i R"—R | V CcR"” (= 3f tobbesintegralja a V-on) .
korl. , folyt. Jordan-mérhetd

1. Tulajdonsag. Ha f, g folytonosak a T Jordan-mérhetd halmazon, akkor:

/Vf+g=/vf+/vg (additivitds).

/ch = c/vf (homogenitds).

= a tobbesintegrdl homogén linedris funkciondl.
2. Tulajdonsag.

Ha f>0 :>/ f>0 (nem negativ).
v

Ha f>g :>/Vf2/vg (monoton).

o=l

3. Tulajdonsag.

4. Tulajdonsag.

tartomdnyra

/ f= f+ I vonatkozd
ViuVe Vi Va additivitds

ahol Vi, és Vo Jordan-mérhetd, és
IntViy NIntVo =0

azaz az egyes tartomdnyok belsejei diszjunktak.
5. Tulajdonsag.

k<rk <K, ahol k:ir‘}ff, K=supf
1%

m(V) a V tartomdny n-dimenzids Jordan mértéke (n=1-re hosszisdg, n=2-re terilet, n=3-ra
térfogat stb.)
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1.2. Kétszeres integral

Tétel. Ha f Riemann-integrdlhaté Q=[ab]x[c,d] -n és V rigzitett
y € e, d]-re Elf: flz,y)de = p(y) akkor

([ st asas= [{ [ epashan= [ [ ste.pase
A ‘

kétszeres integrdl

kettds integral

Megjegyzés. Ha f folytonos, akkor biztosan igaz a tétel (léteznek az integrdlok, és a kettds integrdl
megegyezik a kétszeres integrdllal).

Biz. Be kell ldtni, hogy 3 fcd o(y)dy  és megegyezik a kettds integrdllal.

Qm’

d=y,t - -

Yi—1

c=1y - - -

n n b n m Ty
o? = Zw(m) Ay = Z/ f(z,mi)dz - Ay; = Z [ f(z,m)dz | Ay,
i=1 i=179a

i=1 [k=1"7%k-1

n

> sup (/@) - Ay - Ay = f

i=1 k=1 @ri

IN

Hasonléan alulrdl is megbecsiilhetd.

5{;§0“"§S£ m.ht.f.f.s.in— 00, m— 0

= 0¥ konvergens és — //f dQ@
Q

Hasonl6éan lathato:

Tétel. Ha f Riemann-integrilhaté Q-n és ¥ rogzitett x € [a,b]-re ﬂfcd flz,y)dy ,akkor

[ st azdy = / b{ / df(fuy)dy}dx: / b / @ y)dyda
Q

Kovetkezmény. Ha f folyatonos az [a,b]x[c,d] tartomdnyon, akkor

[ s azay- /j/cdf(x,y)dydx - /cd/abf(x,y)dxdy
Q
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Tétel. Ha f Riemann-integrdlhaté Q-n (pl. folytonos) és f(x,y) = g(x) - h(y), akkor

7= [[ #aw) drdy = Vabg(x)dx] : th(y)dy]
Q

Biz.

zzjab/cdgmh(y)dydx:/abg@c) (/th(y)dy) dx:/abg(m)dx./cdh@)dy
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Példa. 7 = / / zy 2tV AT =7

T
05 1o 15
T:0<x<1,-2<y<0 -1.0 T
20
1 0
T = (/ xe“dx)-</ yeY dy)
0 —2
T, .
1 2z |1 1 2z 2
1
Iy = /xe“dx:xei - C dp=-e2—-2=%
0 20y Jo 2 4
ﬁl
4 1o
0 0
1 1
Iy = 7/ 2y eY dy:fey2 :*(1764)
Y 2 |, 2
21_ 4
7 - 7,.7,- 0=
8
<zx<2; 1<y<3

Példa. //ycostydT:? T: 1<zx<2;
T
Néha még ilyen egyszerd tartomdnyndl sem mindegy, hogy milyen sorrendben integrdlunk.

2 3
/ / y cos2zydydr y szerint parcidlis integrdlds
1 J1

Prébaljuk meg a mdsik kétszeres integrdlt!

3 2 1 /3 5 1 /3
/ / y cos2zxydxdy = 3 / sin2zy|,_] dy = 3 / (sindy — sin 2y) dy
11 1 1

3

1 cos 4 cos 2
(=)

2 4 2

_1< cosl2 cos6 cos4d cosQ)
=5 (- _

+ +
i 4 2 4 2

Példa.//?)xe_l'ydT:? T: 0<x<1; 1<y<2
T

2 1
/ / 3re ¥ Ydedy igy parcidlis integrdlds lenne.
1 Jo

Most is prébdlkozzunk a mdsik kétszeres integrdllal!

1 2 1
e w2
3-(—1)//—3:6 ydydxz—B/ e y|y:1dx:
0o J1 0
1 —2x
e

1
1 1
—3/ (e —e™) do=-3 (e +e—“”) -3 (—e_2+e_1+—1>
0 ) 2

z=0
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1.3. Integralas normaltartomanyon

Def. z tengely feldl nézve normdltartomdny(1. dbra):

N, = {(x,y) shi(z) <y < ho(x); x € la,b]; hi,hg € C&)b]}

Def. y tengely felél nézve normdltartomdny:

Ny ={@y aw <e<am);  yelad: ggelhy)

fl b T T
Tétel. a.) Ha f folytonos N, -en:
ha(z)
/fxy dazdy—// f(z,y)dydz
hi(x)
b.) Ha f folytonos Ny-on:
d rg2(y)
[ s@w aeay= [ [ s asay
c Jagi(y)
Ny
Biz. a.) esetre: N,.-et foglaljuk bele egy Q téglalapba (N, C Q)
. _ [ flxy), ha(z,y) € Ny
Filzy) = { 0, ha(z,y) € N,
b pd
[[1@w aeay= [[ r@y) wway= [ [ £y
NX Q a c
b hi(z) ha(x) d
- [ rewas [ remas [ ey
hi(x) ha(x)
= O—|—// flz,y)dydz +0
hl(I
Példa.//QxydT:? T:y>2%; y<2—-xz; >0
T
Azy =22 ésy=2—x girbék metszete v > 0 félsikban: x = 1-nél van.
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) m2§y§2—x
rroo<e<1

(Nem N, csak két Ny unidja)

2—x
// Qxydyd:c—/ xy| g2 d
0 0 v=
at 2| 41 1

Az —4 Qo 22?45 4O _ 2 _, 4,1 1
/0$l+xxxx 377176, 57176

Példa. Legyen f folytonos kétvdltozds fiigguény.

a.) Alakitsa kétféleképpen kétszeres integrdlld az aldbbi kettGsintegrdlt :

/ fay) dT

Ahol T azy = A4z, valamint az y = 222 gorbék dltal hatdrolt tartomdny.

b.)
//x+2ydT:?
T

2 2 \/g
N, FSTsy3 // f(, ) dz dy
0 Y-

4

1 Vax
< 4/
Ne 2% <y < Vdw f(z,y)dyda
0 < 1 2 x2

Vix

1 Vg 1
b.) //x+2ydT:// x+2ydydx:/ [zy+y2]y:2x2 dx =
0 J2x2 0
T

1
s 4 5

T2 T T 4 1 4 3
25— +22% -2 — 4= -

5T T 5] 5

1
/ (:c\/4:c+4x72x3 74x4> dx =

0

Példa. / / STy da dy

T
ahol T az A(0,0), B(5,0), C(4,6) és a D(3,6) pontok dltal meghatdrozit trapéz

a.) Alakitsa kétféleképpen kétszeres integrdlld a fenti kettds integralt!
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I |
I |
I |

y=—62+30 | i
1 I
I I
3

D(5,0) |

b.) Az egyik segitségével szamolja ki a kettds integrdl értékét!

6 5—y/6
Ny / / f(z,y)dedy
0 y/2

N, /Og/ohf(:c,y)dydw/:/06f<x,y>dydx+/45/0Gﬁsof(x,y)dydx

b.)

—5_Y
=9 b

—y
=3

6
dy = é/o e¥ (e30_y — e3y) dy

6 5—% 6 6x
y 6z y €
eVe’drdy = eV —

o Jy 0 6

6

Megjegyzés. Normdltartomdnyok esetén az integrdlds sorrendje kotott. (Kivil mindig konstanstol
konstansig integrdlunk!) A sorrend felcserélése természetesen az integrdldsi hatdrok dtalakitdsdval
jar és nem egyszeriden csak az integrdlok cseréjével.
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Példa. Az integrdlds sorrendjének felcserélésével hatdrozzuk meg az aldbbi integrdl értékét!

1 1
/ / (44232 dedy =1
0 Jyy

N
Il
—
—
=
+
8
N4
Nl
o
N

2

1 T 1 z2
I = // (4+m3)1/2dydx:/ (4+x3)1/2y‘ dz
0o Jo 0 0
1
/3m2(4+m3)1/2dx:
0

(53/2 _ 43/2)

(4+a%)2 !

1
3 32

=0

Ol Wl

1.4. Integralas tetszdleges tartomanyon

Ha a tartomanyt fel lehet bontani véges sok normaltartomany unidjira, akkor az egyes normél-
tartomanyokra elvégezve az integralast ezek Ssszegeként kapjuk az eredményt. Bizonyos esetekben

s,

a tartomany is transzforméalédik.
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2. KETTOS INTEGRAL TRANSZFORMACIOJA
integralas helyettesitéssel

2.1. Az egyvaltozoés fiiggvény integraljanak transzformaéciéja

Legyen © = x(t), t € [t1,t2] folytonosan differencidlhato fliggvény, (t) > 0, z(t1) = a, x(t2) = b
tovabb4 f folytonos egyvaltozés fiiggvény, ekkor

/ " o) = / Fla®)i(e) dr

Itt a [t1,t2] intervallumot az x = x(t) kélcséndsen egyértelmien képezi le az [a, b] intervallumra.
Az 4j valtozo bevezetése utan az integrandust @(t)-vel kellett megszorozni.

2.2. A kettdsintegral transzformaécidja

T

z = a(u,v) v

y=y(u,v)

A*

Tegyiik fel, hogy az © = z(u,v), y = y(u,v) fliggvények kolcsondsen egyértelmiien képezik le az
A* tartomanyt az A tartomanyra (A, A* norméltartomanyok), valamint z(u,v), y(u,v) parcialis
derivaltjai folytonosak.

Tekintsiik a Jacobi-féle fliggvénydeterminanst:

0@y
J = det 3w, 0) =

/

T, T
/

Yu Y

~< '~

<

)

Tétel. Legyen f, xl, a2, y.,, vy,  folytonos, és legyen |J| # 0. Ha az x = z(u,v),y = y(u,v)
fiiggvényrendszer kilcsondsen egyértelmien képezi A*-ot A-ra, akkor

/A [ 1) dray= Z / ot o) | 50

Megjegyzés. A tett feltevések mellett mindkét oldalon az integrandus folytonos, ezért a széban-
forgé integralok léteznek.

dudv

Megjegyzés. Az ij vdltozok (u,v) bevezetésével az integrdldst az eredeti A tartomdny helyett az
ij A* tartomdnyon kell elvégezni, az integrandust a Jacobi-determindns abszolit értékével |J| kell
820T0ZN4.

A tovabbiakban néhany fontos transzformaciét mutatunk be.
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2.3. Polartranszformacio

Az orig6 koézépponti kor paraméteres egyenletének felhasznélasaval lehetGségiink van a ¢, r vél-
tozok bevezetésével az integralasi tartomanyt egy téglalappa transzformélni
r=rcosp 1r>0

y=rsing ¢ €l0,2m)

(z,y)

(]

Alkalmazasa origd kozépponta kor leképezésére:

r=rcosp 0<r<R
y=rsing 0<p<27

22 +y? < R?

aP
¢

g T, x| _|cosp —rsing|
|y oy, | |sing rcosp |
Tehat |J| =r

Ezéltal az origd kézépponta, kor alaki tartomanyon torténd integralas helyett a transzformalt
fiiggvenyt egy (0, R), (0,27) téglalap alaku tartoményon kell integralni

R p2m
flz,y) dxdyz/ / f(rcosp,rsing) - rdedr
o Jo

z24y2<R?

Altalanos helyzett kor leképezése:

’
o

r=z9+rcosp 0<r<R

y=yo+rsing 0<p<27
Il =7

Itt a polartranszformaciobdl, és egy eltoldsbol all az 1) valtozokra vald attérés.
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Ennek specialis esete:

xQ—QRx+y2§O
(r—R)?+y><R?

Két lehetségilink van:

a.) Altalanos helyzeti korként:
r=z0+rcosp 0<r<R
y=yo+rsing 0<p<27
[l =r

b.) Polartranszforméacioval
rx=rcosp 0<r<2Rcosp
y=rsing —5<eo<3
| =7

(© Konya 1. — Fritz Jné — Maday P. 13 v1.0



Példa. // cos(z®+9%)dT=? T: 22+4>°<9 ,

T

rz=rcosp 0<r<3
y=rsinp %§30<37”
Il =7

<0

a
<

3 3 s
cosr? - dpdr = r cosr2g0’ 2 . dr
0o Jz 0 =z
2

Példa. / / L ar—
(@ y?)

r=rcosp 1<r<2
y=rsinp 0<ep<m
|| =r

[k

922
(W—O)/ r3dr =1 —
1

Példa. //4xy3 dr=? T:

T

—
[ME]

™

(2RI

6

2 z 6
/ 4r cosgpr3sin3g0rdrd<p:4/ cos @ sin® ¢ %
1 ™

.4
(26_1)/2(:05@ Sin3<,0d<p:%(26_1> sin cp'

3 13 3
ST T . 2r cosr?dr = EsinrQ‘ :Esin9
2 2 2 Jo 2 2

T: y>0,

1 SR
7(7’2)2 rdedr = ! r gp’
2

-2

I N L)
. 2 \4 -8

1§:102+y2§4, x>0, vy

(R,
o

2

dep
1

6

[N

4

o3
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Példa.

a.) Ismertesse a poldrtranszformdciot! Irja fel, és szimitsa ki a Jacobi determindns értékét!

b.) Irja le poldrkoorsindtikkal az aldbbi két tartomdnyt!

c.) //(2+y) drdy =?
T2

T =T Cosp

cosp —rsing |

a.) y=rsing r>0, @el0,2n)
— O(zy) _
J = det 5y sinp 7 cosyp

b.) A két tartomdny:

T : 0<r<R, 0<p<2m
Ts - 0<r<2cosp, 0<p<]
c.)

o\,ﬁﬂ%

Ny

r

INE)

0

ISE]

20 4 sin2¢p — — cos? ¢

Ty : 2249y’ <R?> Ty:

1
<r2 + 3 r3sin cp)

8
4cos? ¢ + 3 cos® o sin <p> de

x2+y2—2x§0,y207y§x

A

2 cosyp
/ (247 sing)rdrde

2 cos

de

r=0

w/4

8
3.4

0

1 2 T+ 3
= 1—7— _ = =
#1-g - (0+0 3) !
Példa.
1
a.) //—é dedy =7 T:{(x,y): x2+y2§R2}
' ($2+y2+1)2
1
b.) //—§ dedy=? A=R?
h ($2+y2+1)2
(© Konya 1. — Fritz Jné — Maday P. 15 v1.0



x=rcosp |J=r 0<r<R

e.) y=rsinp 0<p< 27
R 27 R
1 1 —3/2
Ir = // 7rd<pdr:27rf/ 2r (r2 +1 dr
o Jo (r2+1)%? 2 Jo ( )
_1/0 R
(r*+1) 1/ 5 ( 1 1)
= "™ ——— = — 27T —_—
-2 VRZ +1
b.)
Z= lim Zgp = lim 27 (1 L =2
_Rl—I>noo R_Rl—r>noo T vVR2 41 -

Példa. //63“2@ dT =? T:2<0,0<y
T

Improprius integrdlrol van szo.

// e 4T = Rlim // 329 AT,  ahol
T Tr

T _ (-’L‘,y) _R =T S 0 R R
0<y<R !
i
-R
7 = lim 7
Rgnoo R
0 (R 0 R
I, = / / 3T e W dyde = (/ e dx) . / e~ dy
-RJO -R 0
3x 0 —2y R 1 1
- € =1 (1-e R (_) (72"~ 1)
3 r=—R 72 y=0 3 2
Z = lim 1 (1- 673R) (1- e*ZR) = 1
R—oo 6 6

Példa. //e*(f“@f) AT =T =? ,ahol T: 2>2+y*>1
T

Itt is improprius integrdlrél van sz0.

R—o0

7 = lim //e_(g”2+yz) dT ,ahol T, : {(x,y) 1<z?4+94%< RQ}
Tr

Polartranszformdcidval:
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/.

R

S

Y

x=rcosp |Jl=r T: 1<r<R

y=rsi

ne 0<p<2rm

2m R 2 2m
= lim / / e rdedr = lim re " ¢, dr

R—o0 R—oo Jq
_ 2R
= (277—0)— lim —2re “dr= -7 lim e"
2 —o0 Jq R—oco 1
. _p? _ T
:7rhm<eRfel) —
R—oo e

1
Példa.//idT:I:? T:22+42<1, 2<0
1 — 22 —y?
T

Improprius integrdl (x* + y? = 1-nél a nevezd értéke nulla, igy az integrandus itt nem korldtos)

s ‘ _9\2/3
= <37T — 71') ! lim —2r (1 — 7“2)71/‘3 dr = _r lim u

= —2" lim ((1—(1—5)2)2/3_1) _ 3

1
Z = lim //%dT,ahol 0<z’+y><1-6, <0
5—0+ 3/1_z2_y2

1-6  ,3m/2 1-6 s |2
lim / 1_r2rdg0dr— 1—120 ; r(1-1r7) ol _dr

2 s—+0J

4

(© Konya 1. — Fritz Jné — Maday P. 17

v1.0



Az integralési sorrend felcserélése:

11
Példa. Haldrozzuk meg 1 = / / ze v dydx  értékétl az integrdldsi sorrend felcserélésével!
0 Ja2

7 értékét az Ni-en vald integrilassal definidltuk, de N, = N, miatt Ny-on valé integralassal
hatarozzuk meg.

Il
8
=
A
8
A
—
=

I
k‘t\.

[
ja)
A
<
N
—

=

N
Il
h
T~
¥} —
K
o
<
N
oL
<
(oW
8
I
D
.
&
o
<
o
3
o,
N
Il
—
Sy
3
o
<
o
Neg
o,
5

1 T 1q . 14
// xe_yzdxdy:/ SV [azQ]zf(‘)/g dy:/ fye_y2dy
o Jo 0o 2 N 0o 2
1

_Z *yﬂy:l _1 1 1
4 |:e y=0 4 (&
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2.4. Egy nevezetes integral

Emlékeztets:
Y
2
y=e"
) —1 1 2 T
/ e~ dx nem allithaté el zart alakban véges sok elemi fliggvény felhasznalasaval.
2)2 2)3 3 5
ety 2o, (=2%) (=2 _ @
/e dx—/l—x—i— o1 + 3l +-~-dx—C’+x+§+5.2!:|:-~- V.
Nevezetes integral
o
/ e dr = /7
—00

)

Tr

R T
a.) Tg 2 +y? < R?, x,y >0
2 (R s Boor
// e~ (=*+0?) dedy = / e rdrdy = = _Ze| =22 (1 — e’R2>
o Jo 2 0 2 2

Tr

)
R RV2 x

b.) Az integral monotonitasa miatt:
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\TR / \QR TR\/i
™ 1 R 2 R g2 s 1
t(i-Z) < fevdyffetd < 1 (1-%)

13
VRS
|

®
m|>—-
DO
N——
IN
/~
o2
m\
<
[ V)
o
NS
N——
N
VAN
1
/
—_
|
[ V]
:U —
|
——

N
AN
~—
3
)
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3. Harmas integral transzformacidja

Reégi valtozok: x,y, z Uj valtozok:u, v, w
x = z(u,v,w)

A fiiggvényrendszer: y = y(u,v,w) » V*-ot k. egyértelmtien képezi le V-re
z = z(u,v,w)

Tegyiik fel, hogy

9 (z,y,2) grad x R A V*-on, ekkor a
J = det ﬁ =lgrady | =y, v, vy, |#0 leképezés kolcsonosen
u,v,w grad z z, 2z egyértlem

ekkor:

///f(x,y,z) dedydz = ///f(5U(U,U,w),y(uw,w),z(u,v,w)) 3] dudodw

ahol az f és a Jacobi matrix elemei folytonossagat feltételezziik.

3.1. Gombi koordinatak

: D (2,9,2)
¥
9
S
3
X = R ) el R (;’:.’y D)
x=rsindcosp 0<r
y=rsindsing 0<p <271
z =1 cos 0<v<m
9 (z,y, ) smz?gosgp rcosﬁcpsgp —7“‘smz981ngo
J = detW: sindsing rcosvsing rsinvcosp
(r, 9, ¢) cos v —rsind 0
rcosvcosp —rsindsinp sinvcosp —rsindsinp
= . . +rsind | . . .
rcosvsing rsindcosp sinvsing rsindcosp

= r?cos?¥sint + r?sin? ¥sind = r?sind (Cos2 ¥ + sin® 19) = r2sin

[J| = |r’sind| =r’sind ,mert € 0,7]
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3.2. Henger koordinatak

(z,y,2)

x?y7z_)r7(p7z
r=rcosp @E€]l0,2m)
y=rsing r>0

z2=2z zeR
A I cosp —rsing 0
u v w a
J = \Yu Yy Y |=det 9y 2) =|sinp rcosg 0
z, Z, 2, 0 (u, v, w) 0 0 1

cos —7rsin
N Pl=r ,  |=r
sing rcosp

v1.0
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Példa. Ismertesse a gombi koordindtdikat (dbran mutassa meg a jelentésiiket)! Irja
fel a gombi koordindtdk és a Descrates koordindtak kézotti kapcsolatot! Hatdrozza

meqg a gombi koordindtdk segitségével eqy R sugari gomb térfogatdt ng’mb =7

p=rsind

T = pcose =71 sind cosp pE
y=psinp=y=rsindsing ¥ €][0
z =1 cost r>

sincosyp rcosvcosp —rsindsing
0(x,y,z) ) ) ) .

J = deta—ﬂz sindsing rcosdsing rsindcosp
(r, 9, ¢) cos ¥ —rsind 0

sind cos —rsindsinp
sin¥sing rsinv cos

rcostcosp —rsindsing
rcosvsing rsindcosp

= r2cos?¥sindd + r?sin?¥sin = r?sin v (COS2 9 + sin® 19) = r?sin ¢

[J| = |r*sind| =r’sind ,mert 9 €[0,7]

4+ rsind

0<p <21 » az origokérili R sugari gomb megaddsa gombi koordindtdkkal

Vs = J[[1av
\%4
R 2 T R 2
= // /r2sin19d19dg0dr:// r? (—cos)|]_, dedr
o Jo 0 o Jo B

R pom R P3|
= 2/ / r2dg0d7“:2(27r—0)/ r’dr=4r —| =-Rr
0o Jo 0 3

0o 3
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Vi 1<a?+y?°<4
2 2 :7 -~ -
Példa. ﬁ/x dVv ! O§Z§8—$2—y2
%4

T =17 Cosp 0<z<8—1r2

y=rsing ¢ €l0,2m)
z=2z 1<r<2
Ml =r

8—12
/ / / r? cos gprdzd@dr—/ / 3 cos (pz}o " dpdr
1+C082(p 3 5 (1 1sin2¢
= dodr = _
/ / g WwYE /1 (8 =) {50+ 573

dr
0
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Példa. _ drdydz =7 | ahol
(a2 +2)°
v

a) V=V : 2<z22+3y?<R*? 1<z<e
b))V =V: 2<a2?24+¢y* 1<z<e

Hengerkoordinatés transzformécio

r=rcosp V2<r<R -

y=rsinp 0<¢ <27
z2=z 1<z<e % R

2 2 €1 R 2
Ir = / / /—47“ dzdg&dr:/ / 7‘_32’671 dpdr
v2Jo J1 T vz Jo =
R _9 R
27 1 1
= (e—1 Bl dr=(e—1)2r-0)—| =T(e-1)(= -2
e [ el ar =m0 | =1 (-3

1 1
Z = lim Zg = lim —m(e — 1) <———> :g(e—l)

R—oo R—o0 R2 2
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