1. feladat (44+4=8 pont)
Adja meg a kovetkezd komplex mennyiségeket algebrai alakban!
) 3+ 2
a =
3t —4

 Br2)(3i-4) 6-1n 6 17,
Megoldas: - 3p.|= — + _'1p.
~ReE0ICAS: (3 — 4)(—3i — 4) 25 % + o5 1P]

b) 2® = 8i egyenlet megoldasai

Megoldas: z = v/8i = /8(cos /2 +isin7r/2)‘£‘ = 2(cos(m/6+ 2km/3) +isin(7/6+
2kn/3)),  (k=0,1,2)2p.}

k=0: z=2(cos(m/6) +isin(r/6)) = /3 + i

k=1: z=2(cos(n/6 4 21/3) +isin(r/6 +21/3)) = —/3 + i;

k=2: z=2(cos(m/6+ 47 /3) + isin(w/6 + 47/3)) = —2i] 1p. |

2. feladat (3+5=8 pont)

a) Mikor mondjuk, hogy lim a, = A € R? (Irja le a definiciot!)
n—oo

Megoldas: Azt mondjuk, hogy az a,, sorozat konvergens és hatarértéke A € R, ha

Ve>0:IN€eR:N<neN" — ]an—A|<€.

b) A definicioval igazolja, hogy
’ 3n*+n 5
im — = 3.

n—oo nt — 100

Megoldas:

4

3n* +n— (3n* — 300)‘
n* — 100

n + 300

—| < ¢g1lp.
00| < <P

n>3 = n>4 = n'>256 = n?/2>128>100 = 0<n'/2=n'-nt/2<
n—|—300’_ n+300 _ 30ln _ 602

nt—100|  n*—100 — n*/2 3
602 .[602
—3 <e = n> ,/?.
A kiiszob lehet N () = max< 3, ¢ ouz
= s - L 1P.

n* — 100, igy ekkor




3. feladat (5+5+5=15 pont)
Hatarozza meg a kovetkezd sorozatok hatarértékét!

6 22n+3 2 1 n
0) an=ViZi3ntA— VT, b) b=t cn=<”+)

6™ + n? n+3
Megoldas:
Vn24+3n+4—vn2+1) (Vn2+3n+4+vVn2+1
a) an _ ( ) ( )
V2 +3n+4+vn2+1
n*+3n+4—(n*+1) B 3n+3
V2 +3n+4+vn2+1 V2 +3n+4+vVn2+1

3+3/n 340 _ 3 _
20| \/1+o+o+\/1+0_2’

V1+3/n+4/n2+ /1 +1/n?
~ nS/6" +8(4/6)" 0+0 ‘
b) b = 1+ n2/6" _>1+o_0=

2 1 2 1 3 3
c) :_:_3 — 2, igy :_:_3 >3 ha n elég nagy. Ekkor ¢, > <§) — oo, é

igy a specialis rendérelv miatt ¢, — oo.




4. feladat (4+4+4=12 pont)

10
7T—a,

a; = 3, Apy1 =

a) Igazolja, hogy Vn € N esetén 2 < a,, < 5!
b) Igazolja, hogy az a,, sorozat monoton csokken!

c) Hatarozza meg az a,, sorozat hatéarértékét!

Megoldas:
a) Teljes indukcioval: n = 1-re 2 < a; =3 < 5;

Indukcios lépés: 2 < a, <5 = 2 < aps1 <5 (n € N). Ez teljesiil, hiszen ha 2 <
1 1 1
a, < b,akkorb=7—-2>7—a, >7—5=2, ezért 2 = y U U

- — =5 3p.]
R S S

10
7—a,

b) Be kell létni, hogy ans1 < a, (n € N1p.|

< a, azzal ekvivalens, hogy

0 < —a? + 7a, — 10, ami pontosan akkor teljesiil, ha 2 < a, < 5, amit az el6bb
mar léttunk.

c) Az el6z6ek szerint a, konvergens, jelolje hatarértékét A € R. Ekkor a,.1 —
A, mert részsorozat, masfelsl a hatarérték és a mitveletek kapcsolata miatt A =

10 10
— =7 A‘ Két megoldéas van A; = 2 és Ay = 5. Mivel

a, monoton csokkend, ezért A = lima,, = inf a,,, ami nem lehet 5, mert ez nem also6

lima,,; = lim

korlat. Tehat A = lima,, = 2.

5. feladat (7 pont)
Hatarozza meg a kovetkez6 sorozat limesz szuperiorjat, limesz inferiorjat valamint lime-
szét, ha létezik!

2n+1
n = (_9)71 + 32n + 2n
22"
Megoldas: a,, = 1p.| 1
2.2" 2(4/81)" 2-0 2.2
A2n = = ( / ) =0, és as,_1 = =
292 4220 24 (4/81)" 240 —92n=1 92—l 4 p2n—l

2. 227171

o — 2 23p)

Mivel a sorozat minden eleme szerepel a fenti két részsorozat valamelyikében, ezért

a,-nek 2 torlodasi pontja van 0 és 2.
Ekkor limsup a,, = 2 # 0 = liminf a,,, és ezért nincs hatarérték.




