A Szamitastudomany alapjai
2. ZH 2012. XI. 22. 817

A rendelkezésre all6 munkaidé 90 perc.
Kérjiik, minden résztvevo nevét és NEPTUN kdédjat a dolgozat minden lapjanak jobb fels6é sarkdban, valamint
gyakorlatvezetdje nevét és a tankdrének szamat vagy gyakorlatanak idopontjat a dolgozat elsd lapjanak
jobb felsé sarkaban olvashatdan és helyesen tiintesse fel, mert ennek hidnyaban a dolgozatot nem értékeljiik. [részeren
és Osszetiizott papirokon kiviil semmilyen segédeszkoéz hasznalata sem megengedett, igy tilos az irott vagy nyomta-
tott jegyzet, a szamolé- és szamitogép ill. mobiltelefon haszndlata, tovabba a dolgozatiras kozbeni egytittmiikodés.
Mobiltelefon még kikapcsolt allapotban sem lehet a padon vagy a hallgato keze tigyében. Minden egyes feladat
helyes megoldédsa 10 pontot ér. A dolgozatok értékelése: 0-23 pont: 1, 24-32 pont: 2, 33-41 pont: 3, 42-50 pont: 4,
51-60 pont: 5. A puszta (indoklds nélkiili) eredménykozlést nem értékeljitk. A megindokolt részeredményért ardnyos
pontszam jar. Az évvégi jegy kiszdmitasakor a két (legaldbb elégséges) zh dsszesitett pontszamat vessziik figyelembe.

Feladatok

1. Tegytik fel, hogy az egyszeri G grafnak 100
csticsa van, ezek koziil u és v foka 45, a tobbi
cstcsé pedig legalabb 55. Igazoljuk, hogy G-

ben van Hamilton ut.

2. Talaljunk a fenti abran lathato halozat st-vagasai koziil egy olyat,
aminek a kapacitasa (értéke) minimalis.
3. Jeloljen > 2 esetén G, az a graf, amit Cy,-bol ugy
kapunk, hogy annak atellenes cstcsait éllel 6ssze-
kotjiik. Hatarozzuk meg minden n > 2-re GG, kro-
matikus szamat, x(G,)-t.

4. Sikbarajzolhato-e a mellékelt abran lathato 12 cstcsu grat?

5. Legyenek vy, vs3, ..., v7 a G egyszerl graf csucsal, és pontosan akkor
fusson v; és v; kozott él, ha i* — 1-nek és j* — 1-nek van 1-nél nagyobb
kozos osztoja. Rajzoljuk le G egy attekintheto diagramjat, szamitsuk
ki a G-ben talalhaté fiiggetlen élek ill. fiiggetlen csticsok maximalis
szamat (v(G)-t és a(G)-t), valamint a G-t lefogd pontok ill. élek mi-
nimalis szaméat (7(G)-t és p(G)-t).

0. Allapitsuk meg, hogy a 2. feladathoz tartozé abra meghatarozta PERT
problémaban melyek azok a tevékenységek, amelyeket el tudunk kez-
deni a leheto legkorabbi kezdési idopontjuknal valamivel késobb gy,
hogy ettol a késéstol a teljes feladat végrehajtasahoz sziikséges mini-
malis id6 ne novekedjék.

Gyakorlatvezetdk és gyakorlatok Fleiner Tamds (11, H QBF10), Nguyen Hai (12, H QBF11), Tikosi Kinga (13, H
IB134), Pach Péter Pal (21, H E406; 14 K IB138; 16 Cs IB 138), Bérczi Kristéf (22, H E404; 27, Cs T605), Vidor Sara
(23, H IB146), Pacsonyi Imre (15, K 1B139), Papp P4l Andréds (24, K IB140), Varga Kitti (17, Cs IB139), Drétos
Mérton (25, Cs IB140), Salanki Agi (26, Cs, IB147), Tassy Gergely (28, Cs R511)
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Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetdé gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Tegyiik fel, hogy az egyszeri G grafnak 100 csicsa van, ezek koziil u és v foka 45, a tobbi cstcsé pedig
legaldbb 55. Igazoljuk, hogy G-ben van Hamilton tt.

Ore tanult tétele szerint ha egy n ponti egyszerii G graf barmely két nem szomszédos csicsanak

fokszamosszege legalabb n, akkor G-nek van Hamilton kore. (3 pont)
Ha tehat u és v szomszédosak, akkor teljesiil az Ore feltétel, van tehét G-ben Hamilton kor, (2 pont)
ebbdl egy élt torolve pedig G Hamilton 1tjat kapjuk. (1 pont)
Ha pedig u és v nem szomszédosak, akkor huzzunk be kozéjiik egy élt, és nevezziik G'-nek a kapott
grafot. (2 pont)
Mivel G'-re mar teljesiil az Ore feltétel, ezért G'-ben van Hamilton kor, (1 pont)
ami még az uv ¢l torlése utan is tartalmazza G egy Hamilton ttjat. Ezzel mindkét esetben igazoltuk
a feladat allitasat. (1 pont)
2. Taldljunk a fenti dbran lathat6 halozat st-vagasai koziil egy olyat, aminek a kapacitasa (értéke) mini-
malis.
Maximalis nagysagu folyamot keresiink az éréan tanult médon, a segéd-
grafban novel6 utakat keresve. (1 pont)

Az abran a kisebb méretben szedett szamok a taldlt f folyam altal felvett
értékek, amit agy kaptunk, hogy a 0 folyambdl kiindulva az sabt, sat, sdet
és sdcet utakon javitottunk 3, 1,4 ill. 6 egységnyit. (4 pont)
Az f folyam nagysaga 14, és ugyanennyi az abran szaggatott vonallal jel-
zett, az s-bol a segédgrafban elérhet6 pontok X halmaza altal indukalt

st-vagas kapacitasa is. (3 pont)
Mivel minden st-vagas kapacitasa legalabb 14 az f folyam miatt, ezért a szoban forgd st-vagas valéban
minimélis kapacitasu. (2 pont)

3. Jelolje n > 2 esetén G, az a graf, amit Cy,-bol gy kapunk, hogy annak atellenes csicsait éllel
osszekotjiik. Hatarozzuk meg minden n > 2-re GG,, kromatikus szdmat, x(G,,)-t.

Ha n paratlan, akkor az atlok a paros Cs,, graf kiilonbozé szinosztalyai kézott futnak, igy a Cy,-hez

szitkséges két szin elegendd G, szinezésére is, (3 pont)
vagyis x(Gr) = 2. (1 pont)
Ha pedig n paros, akkor egy atlé a Cy, egyik ivével paratlan kort alkot, tehat GG, szinezéséhez legalabb
3 szin kell, azaz x(G,) > 3. (2 pont)
Ha n = 2, akkor G,, = K4, tehdt x(Gs2) = 4. (1 pont)
Az n > 2 esetben vegyiik észre, hogy G,, Osszefiiggd, nem paratlan kor és nem is teljes graf, ezért az
6ran tanult Brooks tétel miatt x(G,) < A(G,) = 3, (2 pont)
tehat ebben az esetben x(G,,) = 3. (1 pont)

A Brooks tétel alkalmazasa kivalthaté a G,, egy konkrét 3-szinezésének megadasaval, pl ugy, hogy egy
atlot és két tole diszjunkt atellenes élt azonos szintire szineziink, és ennek a parositasnak a , koérbefor-
gatdasa” adja a tovabbi szinosztalyokat.

4. Sikbarajzolhaté-e a mellékelt abran lathaté 12 csicsa graf?




A Kuratowski tétel szerint egy graf pontosan akkor sikbarajzolhatd, ha nem tartal-
maz a Ks-tel vagy a K3 3-mal topologikusan izomorf részgréfot. Ugy igazoljuk, hogy
az dbran lathat6 graf nem sikbarajzolhatd, hogy a K3 3 egy soros bovitésével izomorf

részgrafot mutatunk. (3 pont)
Egy ilyen részgrafot jeleztiink az abran vastag élekkel, a hézak kiskockdk, a kutak
pettyek. (6 pont)
Tehat a kérdezett graf nem sikbarajzolhato. (1 pont)

Az is elfogadhaté megoldds, ha arra hivatkozunk, hogy az éran/gyakorlaton szerepelt, hogy a Peter-
sen graf még az utdn is tartalamazza K3 soros bévitését, hogy egy ,,bels6” élét toroljiikk. Marpedig
ha a kérdezett grafban toroljiik a 4 pontu ,vizszintes” ut éleit, akkor az emlitett éltorolt Petersen
graf egy soros bovitését kapjuk, ami szintén nem sikba rajzolhat6. De akar a Wagner tétel szerinti
élosszehizéasos bizonyitas is miikodik Ks-tel, csak triikkos.

. Legyenek vy, vs,...,v7 a G egyszerli graf cstcsai, és pontosan akkor fusson v; és v; kozott él, ha
i? — 1-nek és j? — 1-nek van 1-nél nagyobb kozos osztdja. Rajzoljuk le G egy attekinthetd diagramjat,
szamitsuk ki a G-ben taldlhaté fiiggetlen élek ill. fiiggetlen csticsok maximalis szamat (v(G)-t és
a(G)-t), valamint a G-t lefog6 pontok ill. élek minimélis szamét (7(G)-t és p(G)-t).

Az 4bra a feladatban lefrt grafot mutatja, a v; cstcsnal az i? — 1 érték is

szerepel, kisebb szdmokkal. (3 pont) Vs Vg 24,
Gallai tételei szerint, ha G-ben nincs sem hurokél, sem izoldlt pont, 35 15 U3
akkor v(G) + p(G) = |V(G)| = a(G) + 7(G). (2 pont) v d 5

3 48
A vastagon kihtzott élek G egy teljes péarositéasat alkotjak, igy v(G) = 3, (1 pont)
és a Gallai tétel miatt p(G) =6 — 3 — 3. (1 pont)
A satirozott 3 csics G egy fiiggetlen ponthalmaza, (1 pont)

raadasul ennél tobb fiiggetlen cstics nincs G-ben, hisz a vq, vy, U5, v7 csticsok alkotta klikk 4 cstcsabdl
legfeljebb egy lehet a fiiggetlen ponthalmazban, azaz tetszoleges fiiggetlen ponthalmaz G-nek legalabb
3 cstcsat nem tartalmazza. Tehdt a(G) = 3. (1 pont)
A Gallai tétel miatt 7(G) =6 — 3 — 3. (1 pont)

. Allapitsuk meg, hogy a 2. feladathoz tartozé abra meghatarozta PERT problémaban melyek azok a
tevékenységek, amelyeket el tudunk kezdeni a leheto legkorabbi kezdési idépontjuknal valamivel késébb
ugy, hogy ettol a késéstol a teljes feladat végrehajtasahoz sziikséges minimalis id6 ne novekedjék.

A megadott graf csucsainak s,d,c, a,b, e, t egy topologikus sorrendje,
igy ebben a sorrendben &llapitjuk meg az éran tanult médszer szerint a 4
legkorabbi kezdési idoket. (4 pont) s
Ezeket az idoket az egyes cstucsokndl jeleztiik, valamint minden egyes 2
csucsnal megvastatitottuk azt az adott csicsba befutd élt, ami miatt az
adott tevékenység nem kezdddhet hamarabb. (3 pont)
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Az addédott, hogy a feladatot legkorabban ¢ = 47-ben lehet befejezni az sdcabt kritikus Gt miatt, mas
kritikus it nincs. Mivel pontosan a kritikus tton talalhato tevékenységek azok, amelyeknek pontosan
kell kezddédniiik a feladat optimélis végrehajtasahoz, egyediil az e tevékenység az, ami csuszhat va-
lamennyit (konkrétan legfeljebb 1 idéegységet) tigy, hogy ne veszélyeztesse a feladat id6ben torténé
befejezését. (3 pont)



