1. Euler-körök és –utak, Euler tétele

DEFINÍCIÓ G-ben Euler-kör egy olyan zárt séta, amely minden élen pontosan egyszer halad át.

DEFINÍCIÓ G-ben Euler-út egy olyan (nem feltétlenül zárt) séta, ami minden élen pontosan egyszer halad át.

TÉTEL (EULER) Egy G gráfban akkor és csak akkor van Euler-kör, ha G minden pontjának fokszáma páros, és G összefüggő.

BIZONYÍTÁS ( Ha van a gráfban Euler-kör, akkor minden pont foka páros. Induljunk el a gráf egy tetszőleges pontjából, és járjuk körbe az Euler-kör vonalán. Így minden pontba annyiszor „mentünk be”, ahányszor „kijöttünk”, de a „kimenések” és „bemenések” számának összege épp a pont fokszáma. Ez pedig így biztosan páros. Hogy G-nek összefüggőnek kell lenni, az nyilvánvaló.

( Bizonyítás G pontszámára való indukcióval. Tegyük fe, hogy minden k ( n-re igaz az állítás, és G legyen egy n pontú gráf. Induljunk el a gráf egy tetszőleges pontjából, és haladjunk az élek mentén úgy, hogy hogy egy élen kétszer nem megyünk át. Ha egy olyan pontba érünk, amelyből nem vezet ki olyan él, amelyből még nem haladtunk át, akkor ez csak a kiindulópont lehet, mivel minden pont foka páros. Így tehát egy zárt élsorozatot kapunk. Legyen a H egy olyan zárt élsorozata G-nek, amelyben az előforduló élek száma maximális. Mivel a kiindulópontból már nem tudtunk tovább menni, az ebből a pontból kiinduló minden él H-beli. Indirekt tegyük fel, hogy H nem egy Euler-köre G-nek. Vizsgáljuk a G´ gráfot, amelyet úgy kaptunk, hogy a G gráfból elhagytuk a H-ban szereplő éleket. G´ nem feltétlenül összefüggő, viszont összesen n-nél kevesebb pontja van, hiszen a kiindulópont nincs benne. Az indukciós feltevés miatt minden komponensében van Euler-kör. Mivel G összefüggő, G´ valamelyik komponensének van olyan pontja, amelyik H-ban szerepel. Nevezzük az ebben a komponensben található Euler-kört H´-nek. Tehát ha elindulunk az előbb talált közös pontból, és először bejárjuk H-t, majd H´-t, akkor egy H élszámnál nagyobb élszámú zárt élsorozatot találtunk, ami ellentmond a feltevésünknek. Vagyis H Euler-kör.
TÉTEL Egy G gráfban akkor és csak akkor van Euler-út, ha kettő (vagy 0) fokszám páratlan, a többi páros, és a gráf összefüggő.

2. Hamilton-körök és –utak. Hamilton-kör létezésének szükséges feltétele. Nem elégségességre példa (Petersen-gráf). Elégséges feltételek: Dirac és Ore tétele

DEFINÍCIÓ Egy G gráfban Hamilton-körnek nevezünk egy kört, ha G minden pontját pontosan egyszer tartalmazza.

DEFINÍCIÓ Egy utat Hamilton-útnak nevezünk, ha G minden pontját pontosan egyszer tartalmazza.

2.1. Elégséges feltételek Hamilton-kör létezésére (()

TÉTEL (ORE) Ha egy n pontú G gráfban nincs olyan x,y ( V(G) amelyre d(x)+d(y)<n és {x,y} ( E(G), akkor G-ben van Hamilton-kör.

BIZONYÍTÁS Indirekt tegyük fel, hogy a gráf kielégíti a feltételt, de nincsen benne Hamilton-kör. Vegyünk hozzá a gráfhoz éleket, hogy továbbra se legyen benne Hamilton-kör. Ezt egészen addig csináljuk, amikor már akárhogyan is veszünk hozzá egy élet, lesz a gráfban Hamilton-kör. Az így kapott G´ gráfra továbbra is teljesül a feltétel. Biztosan van két olyan pont, hogy {x,y} ( E(G´). Ekkor a G´ + {x,y} gráfban van egy Hamilton-kör, tehát G´-ben van Hamilton-út. Legyen ez P = (z1, z2, …, zn), ahol z1 = x és zn = y. Legyenek zi1, zi2, …, zin az x pont szomszédai a P úton (2 = i1 < i2 < i3 < … < ik < n). Ekkor y nem lehet összekötve Zia-1-el (1 ( a ( k), mert (z1, …, zia-1, zn, zn-1, …, zia) egy Hamilton-kört adna. Így tehát  d(y) ( n – 1 – d(x),  ami viszont ellentmondás, mert {x,y} ( E(G).

TÉTEL (DIRAC) Ha egy n pontú G gráfban minden pont foka legalább n/2, akkor a gráfban létezik Hamilton-kör.

BIZONYÍTÁS Ez az előző tételből következik, hiszen ha minden pont foka legalább n/2, akkor teljesül az Ore-tétel feltétele, mivel nincs olyan x,y amelyre d(x) + d(y) < n.

2.2. Szükséges feltétel Hamilton-kör létezésére (()
TÉTEL Ha G gráfban létezik Hamilton-kör, akkor G-ből tetszőleges k darab csúcsot elhagyva a megmaradó gráf komponenseinek a száma ( k. 

(G-ben lézetik Hamilton-kör ( ( X ( V(G)-re G–X összefüggő komponenseinek a száma ( (X(.)

BIZONYÍTÁS (levél) Legyen C egy Hamilton-kör ( C–X összefüggő komponenseinek száma = (X( ( G–X összefüggő komponenseinek száma ( (X(, mert lehetnek olyan G–C-beli élek, melyek C–X komponensei között haladnak.
PÉLDA, hogy ( nem igaz: Petersen-gráf.

3. Páros gráfok fogalma, karakterizációja. Párosítások, Hall és Frobenius tétele, Tutte tétele (utóbbi csak a könnyű irány bizonyításával)

DEFINÍCIÓ G gráf páros gráf, ha pontjainak V(G) halmaza felosztható egy A és B halmazra úgy, hogy G minden élének egyik végpontja A-ban, másik végpontja B-ben van. Jelölése: G=(A,B).

(Ka,b-vel jelölt teljes páros gráf olyan G=(A,B) páros gráf, ahol (A( = a és (B( = b, és amelyben minden A-beli pont össze van kötve minden B-belivel.)

TÉTEL Egy G gráf akkor és csak akkor páros gráf, ha nem tartalmaz páratlan hosszú kört.

BIZONYÍTÁS (() Ha G páros gráf, és C egy kör G-ben, akkor C pontjai felváltva vannak A-ban és B-ben. Így (V(C)( nyilván páros.

(() Ha G minden köre páros hosszú, akkor megadhatjuk az A és B halmazt. Válaszzunk egy tetszőleges v(V(G) pontot. Legyen ez A első pontja. v minden szomszédját tegyük B-be, majd minden eddig B-ben lévő pont minden szomszédját tegyük A-ba. Most minden A-beli minden eddig még nem szerepelt szomszédját tegyük B-be, és ezt az eljárást folytassuk addig, amíg minden pontot el nem helyeztünk. Ez biztosan jó elosztás, hiszen ha most lenne például A-ban két szomszédos pont, akkor kell lennie a gráfban páratlan körnek is, ami viszont ellentmondás volna.

DEFINÍCIÓ (Részleges) párosításnak nevezünk egy M élhalmazt, ha semelyik két élnek sincs közös pontja. Az ilyen éleket független éleknek nevezzük. A részleges párosítás lefedi éleinek végpontjait.

DEFINÍCIÓ Egy párosítást teljes párosításnak nevezünk, ha a gráf minden pontját lefedi.

N(X)-szel jelöljük egy X ( V(G) ponthalmaz szomszédainak halmazát.
TÉTEL (HALL-FELTÉTEL) Egy G=(A,B) páros gráfban akkor és csak akkor van A-t lefedő párosítás, ha minden X ( A részhalmazra (N(X)( ( (X(.

BIZONYÍTÁS 65-66. o.

TÉTEL (FROBENIUS) Egy G=(A,B) páros gráfban akkor és csak akkor van teljes párosítás, ha (A( = (B( és (N(X)( ( (X( minden X ( A-ra.
BIZONYÍTÁS A két feltétel szükségessége nyilvánvaló. Ha viszont teljesül a második feltétel, akkor a Hall-tétel miatt van A-t lefedő párosítás. Mivel azonban (A( = (B(, ez lefedi B-t is.

TÉTEL (TUTTE) Egy tetszőleges (nem feltétlenül páros) G gráfban akkor és csak akkor létezik teljes párosítás, ha minden X ( V(G)-re cp(G–X) ( (X(, azaz akárhogy hagyunk el a gráfból néhány pontot, a maradékban a páratlan (páratlan pontú) komponensek száma ennél több nem lehet.
BIZONYÍTÁS (() Ha létezik teljes párosítas, akkor ebből következik, hogy bármely X csúcsok halmazát elhagyva a páratlan komponensek száma ( (X(. Ezt úgy bizonyítjuk, hogy felrajzoljuk a gráfot a következőképpen: Vannak az X-et elhagyva páros csúcsú komponensek, vannak az X-et elhagyva páratlan csúcsú komponensek, és van X. Ha van teljes párosítas, akkor a páratlan komponensekből ki kell indulnia élnek. Miért is? Mert a párosítás – mint a neve is mondja – két csúcsot köt össze. Tehát ha egy komponensben páratlan számú csúcs van, akkor lesz egy, aminek a párja a komponensen kívül kell, hogy legyen. Nézzük, hogy ez a külső pont hol lehet. Másik páratlan komponensben nem lehet, mert akkor X-et elhagyva nem lennenek különálló komponensek. Hasonló meggondolásból egy páros komponensben sem lehet a párja. Így kizárásos alapon, csak X-ben lehet a párja. ( minden páratlan komponensből indul ki egy él X-be. És mindegyik él X-nek különböző csúcsaiba érkezik, mert csak így lehet teljes párosítás. Így ha több páratlan komponens lenne mint X-nek ahány csúcsa van, akkor lenne egy komponens amelyiknek valamelyik csúcsának nem lenne párja ( nem lenne teljes párosítás. Ellentmondás.

4. König-tétel, Gallai tételei

JELÖLÉS:
((G) – független pontok maximális száma

((G) – lefogó pontok minimális száma

((G) – független élek maximális száma (üpszilon)

((G) – lefogó élek minimális száma

TÉTEL (GALLAI) ((G) + ((G) = n, minden hurokmentes gráfra.

BIZONYÍTÁS Egy X halmaz pontjai akkor és csak akkor függetlenek, ha a V(G) – X halmaz lefogó ponthalmaz. Hiszen ha X nem független, akkor van két összekötött pont, és így V(G) – X nem fogja le ezt az élet. Fordítva, ha V(G) – X nem fog le egy huroktól különböző élet, akkor X-ben ennek az élnek mindkét végpontja szerepel. Tehát ((G) ( (V(G) – X( teljesül minden X független ponthalmazra. Ebből pedig következik, hogy ((G) + ((G) ( n. Hasonlóan ((G) ( (V(G) – Y( minden Y lefogó ponthalmazra, amiből ((G) + ((G) ( n következik.

TÉTEL (GALLAI) ((G) + ((G) = n, minden G gráfra, amelyben nincs izolált pont.

BIZONYÍTÁS Egy ((G) elemű X független élhalmaz lefog 2((G) különböző pontot. A többi pont (mivel nincs köztük izolált) nyilván lefogható n – 2((G) éllel, így n – ((G) ( ((G). Másrészt, ha Y egy minimális lefogó élhalmaz, akkor Y néhány (mondjuk k darab) diszjunkt csillag egyesítése. Ha ugyanis Y tartalmazna 3 hosszú utat, akkor a középső élet el lehetne hagyani Y-ból. Így ((G) = n – k. (Rendeljünk a csillagok középpontjától különböző pontokhoz a belőle kiinduló csillag-élet.) Ha minden csillagból kiválasztunk egy élet, az így kapott élhalmaz nyilván független. Tehát ((G) ( k = n – ((G).

TÉTEL (KÖNIG) Ha G=(A,B) páros gráf, akkor ((G) = ((G). Ha nincs G-ben izolált pont, akkor ((G) = ((G) is teljesül. (( nem igaz!)

BIZONYÍTÁS 68-69. o.

5. Gráfok színezése, kromatikus szám fogalma. ((G) viszonya a maximális fokszámhoz és a klikkszámhoz, Brooks tétele (biz. nélkül), Mycielski konstrukciója

DEFINÍCIÓ Egy gráf kromatikus száma az a legkisebb szám, ahány színnel a gráf pontjai kiszínezhetők úgy, hogy minden két szomszédos pont színe különböző. Jele: ((G).

Ha hurokél csatlakozna egy ponthoz, akkor azt a pontot nem lehetne kiszínezni. Másrészt a színezés szempontjából a többszörös élek nem játszanak szerepet, ezért itt egyszerű gráfokkal foglalkozunk.

TÉTEL Egy legalább egy élet tartalmazó G gráf akkor és csak akkor páros, ha ((G)=2.

BIZONYÍTÁS (() Ha a gráf páros, akkor az egyik oldalon levő pontokat pirossal, a másik oldalon levőket kékkel színezve 2 színnel kiszíneztük a gráfot. Ha a gráfnak van legalább egy éle, akkor ennek két végpontját nem színezhetjük ugyanolyan színűre, így ((G) = 2.

(() Ha ((G) = 2, akkor a két színosztály épp a páros gráf definíciójában szereplő felbontásnak megfelelő két halmaz lesz.

DEFINÍCIÓ Egy gráf klikkszáma a benne található legnagyobb teljes részgráf pontjainak a száma. Jele: ((G).

TÉTEL Minden G gráfra ((G) ( ((G).

BIZONYÍTÁS Nyilvánvaló, hogy ((G) ( n, hiszen ha minden csúcsot különböző színűre színezünk, az jó színezés. Kn-et ennél kevesebbel nem is lehet kiszínezni, tehát ((Kn) = n. Hasonlóan, ha van a gráfban egy klikk, akkor ennek semmilyen két pontja nem lehet azonos színű.

TÉTEL (MYCIELSKI KONSTRUKCIÓJA) Minden k ( 2 egész számra van olyan Gk gráf, hogy ((Gk) = 2 és ((Gk) = k.

BIZONYÍTÁS 90-91. o.

TÉTEL ((G) ( ((G) + 1
((G) a legnagyobb fokszám

BIZONYÍTÁS Ha mohó algoritmussal tetszőleges sorrendben elkezdjük színezni a gráf pontjait, akkor nem kell ( + 1-nél több színt felhasználnunk. Amikor egy újabb pontot akarunk kiszínezni, akkor ennek legfeljebb ( szomszédja van már kiszínezve, így a ( + 1-dik színt felhasználhatjuk a színezésre.

TÉTEL (BROOKS) Ha G összefüggő, egyszerű gráf, és nem Kn vagy páratlan hosszú kör, akkor ((G) ( ((G). ((B)

6. Speciális gráfok színezése: perfekt gráfok, síkgráfok, ötszíntétel. Élszínezés, Vizing-tétel (biz. nélkül)

DEFINÍCIÓ G(V,E) gráfnak feszített részgráfja G´(V´,E´), ha V´ ( V, és E´( E az összes olyan élet tartalmazza, aminek mindkét végpontja V´-ben van.

DEFINÍCIÓ Egy G gráf perfekt, ha ((G) = ((G) és minden G´ feszített részgráfjára is teljesül, hogy ((G´) = ((G´).

TÉTEL Minden páros gráf perfekt.

BIZONYÍTÁS Mivel egy páros gráf minden feszített részgráfja szintén páros gráf, elég belátni, hogy minden G=(A,B) páros gráfra ((G) = ((G). Ez viszont nyílván igaz, hiszen ((G) = 2, mert páros gráfban nincs háromszög, másrészt ha A pontjait pirossal, B pontjait pedig kékkel színezzük, akkor G egy 2-színezését kapjuk. Az egy élet sem tartalmazó páros gráfra pedig ((G) = ((G) = 1.

( 95-97. o.

TÉTEL (ÖTSZÍNTÉTEL) Ha G síkbarajzolható gráf, akkor ((G) ( 5.

BIZONYÍTÁS A gráf pontszámára vonatkozó indukcióval.

e ( 3n–6. Így biztosan van egy olyan x pont, amelynek foka legfeljebb 5 ( d(x)(5 ), hiszen ha minden pont foka legalább 6, akkor 2e ( 6n ( e ( 3n volna, ami ellentmondás. Ha x foka legfeljebb 4, akkor az indukciós feltevés miatt x-et elhagyva kiszínezhető a gráf 5 színnel, majd x-et a 4 szomszédjától eltérő ötödik színnel színezzük ki.

Tegyük most fel, hogy d(x) = 5. Ha x-nek bármely két szomszédja között van él, akkor a gráfban egy K6 részgráf szerepel, ami ellentmond G síkbarajzolhatóságának. Tehát x két szomszédja, y és z nincs összekötve. Húzzuk össze egy ponttá az x, y és z pontokat. Az így kapott G´ gráf az indukciós feltevés miatt kiszínezhető 5 színnel. Az ennek megfelelő színezés G-ben nem jó, hiszen x, y, z egyszínűek. G-ben x-nek három szomszédja van y-on és z-n kívül. Ezek legfeljebb három színt foglalnak le, és a további két szomszéd, y és z egyszínű. Marad tehát az ötödik szín, amellyel kiszínezhetjük x-et. Tehát G kiszínezhető 5 színnel.

Élszínezés

DEFINÍCIÓ Egy G gráf élei k színnel kiszínezhetőek, hogyha minden élet ki lehet színezni úgy, hogy bármely két szomszédos él színe különböző legyen. G élkromatikus száma (e(G) = k, ha G élei k színnel kiszínezhetők, de k – 1 színnel nem.

((G) ( (e(G), hoszen az egy pontra illeszkedő éleket mind különböző színűre kell színezni.

TÉTEL (VIZING) Ha G egyszerű gráf, akkor (e(G) ( ((G) + 1. ((B)

7. PERT módszer. Gráfokhoz rendelt mátrixok

7.1. Pert módszer

Tegyük fel, hogy egy összetett feladatot több alvállalkozóval kell elvégeztetni. Az egyes részfeladatok nem végezhetőek el egymástól függetlenül: pl. egy házépítés során a kőművesmunkák nyilván megelőzik a festési munkákat. A helyzetet egy G gráffal szemléltethetjük, melyenek pontjai a részfeladatok, és egy l hosszúságú (x,y) irányított él azt fejezi ki, hogy az y részfeladat nem kezdhető el korábban, mint az x kezdése után l idővel. l egyenlő 0 is lehetséges: x és y ilyenkor kezdhető egyszerre, vagy y később.

A feladat jellegénél fogva egy ilyen gráf nem tartalmazhat irányított kört. Feltesszük, hogy G egyetlen forrást és egyetlen nyelőt tartalmaz.

Először a nyelőt helyezzük a jobb szélső halmazba, ennek elhagyása után keletkező gráf nyelőit a jobbról második halmazba és így tovább.

Ezek után balról jobbra haladva meghatározhatjuk minden tevékenység elkezdésének lehetséges legkorábbi időpontját. A bal szélső tevékenység azonnal (0. időpontban) megkezdhető, később egy y tevékenységhez tekintsük át az összes olyan x1, x2, … tevékenységet, melyre (xi,y) ( E(G), és ha ezek legkorábban a t1, t2, … időpontban kezdhetőek el, akkor y elkezdésére legkorábban a

max(t1 + l(x1,y), t2 + l(x2,y), …)

időpontban kerülhet sor.

Érdemes megjelölni a nyelőből visszafelé azokat az (xi,y) éleket, melyeken a fenti maximumok felvétetnek. A megjelölt élek a G gráf kritikus élei, az ezek által meghatározott részgráf mindig tartalmaz legalább egy irányított utat a forrásból a nyelőbe. Ezeket az utakat kritikus útnak nevezzük, nyilván ezek a leghosszabb utak a forrásból a nyelőbe.

Az ilyen kritikus utakon lévő pontoknak megfelelő részfeladatok bármelyikének késedelmes elvégzése az egész összetett feladat befejezését késleltetné. Ha viszont egy pont nincs kritikus úton, akkor a megfelelő feladat késedelmes elvégzése bizonyos határon belül még elfogadható.

7.2. Gráfokhoz rendelt mátrixok

( 29-35. o.

Szomszédossági-, illeszkedési- és körmátrix.

8. Hálózati folyamok, Ford-Fulkerson tétel, Edmonds-Karp tétel (biz. nélkül)

DEFINÍCIÓ Legyen G egy irányított gráf. Rendeljünk minden élhez egy c(e) nemnegatív valós számot, amit az él kapacitásának nevezünk. Jelöljünk ki továbbá két s, t pontot G-ben, melyeket termelőnek illetve fogyasztónak hívunk. Ekkor a   (G; s; t; c) négyest hálózatnak nevezzük.

DEFINÍCIÓ Legyen f(e) az a vízmennyiség, ami az e élen folyik át. Ez az f függvény megengedett függvény, ha f(e) ( c(e) minden élre, és

m(v) = ({f(e)(e végpontja v} – ({f(e)(e kezdőpontja v} = 0

minden v ( V(G)-re, kivéve az s és t pontokat. Egy megengedett függvényt folyamnak hívunk. Könnyen belátható, hogy m(t) = –m(s). Ezt a közös értéket a folyam értékének nevezzük és mf-fel jelöljük. Egy élet telítettnek hívunk egy folyamban, ha f(e) = c(e), és telítetlennek, ha f(e) ( c(e).

( javító út, stb. 70-75. o.

TÉTEL (FORD-FULKERSON) A maximális folyam értéke egyenlő a minimális vágás értékével. (max-flow-min-cut)

BIZONYÍTÁS A maximális folyam nyilván nem lehet nagyobb a minimális vágásnál, hoszen ha minden előremutató él telített, a visszafelé mutatókon pedig 0 a folyam értéke, akkor ezen a vágáson nem folyhat át több víz. Az előző tételben pedig láttuk, hogy ha létezik egy f maximális folyam, akkor van ilyen értékű vágás.

TÉTEL (EDMONDS-KARP) Ha mindig a legrövidebb javító utat vesszük, akkor a maximális folyam meghatározásához szükséges lépések száma felülről becsülhető a pontok számának polinomjával. ((B)

9. Menger-tételek, magasabb összefüggőség, Dirac-tétel (biz. nélkül)

(1) TÉTEL (MENGER) Ha G egy irányított gráf, s,t ( V(G), akkor az s-ből t-be vezető páronként élidegen irányított utak maximális száma megegyezik az irányított s ( t utakat lefogó élek minimális számával.

BIZONYÍTÁS Ha létezik G-ben k darab ilyen irányított s ( t út, akkor az s ( t utakat lefogó élek száma nyilvánvalóan legalább k. Tehát max{} ( min{}.

Most lássuk a fordított egyenlőtlenséget. Tegyük fel, hogy az s ( t utakat lefogó élek minimális száma k. Legyen minden él kapacitása 1. Az így kapott hálózatban a minimális vágás értéke legalább k. Ekkor a Ford-Fulkerson tétel miatt a maximális folyam is legalább k értékű. Azt is láttuk már, hogy van olyan maximális folyam, melyben minden élen a folyamérték 0 vagy 1. Lássuk be, hogy G-ben van k élidegen irányított s ( t út. Az ebben az útban szereplő élek kapacitását változtassuk 0-ra. Így a folyam értéke k–1 lesz. Ekkor viszont ismét kell lennie s ( t útnak, és ennek nyilván nincs közös éle az előbbi úttal. A gondolatmenetet folytatva k élidegen irányított s ( t utat kapunk.
(2) TÉTEL (MENGER) Ha G egy irányított gráf, s,t ( V(G) két nem szomszédos pont, akkor az s-ből t-be vezető végpontoktől eltekintve pontidegen irányított utak maximális száma megegyezik az irányított s ( t utakat s és t felhasználása nélkül lefogó pontok minimális számával.

BIZONYÍTÁS 76. o.

(3) TÉTEL (MENGER) Ha G egy irányítatlan gráf, s,t ( V(G), akkor az s-ből t-be vezető élidegen irányítatlan utak maximális száma megegyezik az irányítatlan s – t utakat lefogó élek minimális számával.

BIZONYÍTÁS 76-77. o.

(4) TÉTEL (MENGER) Ha G egy irányítatlan gráf, s,t ( V(G) két nem szomszédos pont, akkor az s-ből t-be vezető pontidegen irányítatlan utak maximális száma megegyezik az irányítatlan s – t utakat s és t felhasználása nélkül lefogó pontok minimális számával.

BIZONYÍTÁS Ezt a tételt könnyen visszavezethetjük az előző tételre, ha az irányítatlan élek helyett mindkét irányba húzunk egy irányított élet.

Többszörös összefüggőség

DEFINÍCIÓ Egy G gráf k-szorosan (pont)összefüggő, ha legalább k+1 pontja van, és k-nál kevesebb pontot elhagyva a gráf összefüggő marad.

Egy G gráf k-szorosan élösszefüggő, ha k-nál kevesebb élet elhagyva a gráf összefüggő marad.

(5) TÉTEL (MENGER) A G gráf akkor és csak akkor k-szorosan összefüggő, ha legalább k+1 pontja van, és bármely két pontja között létezik k pontidegen út.

Hasonlóan G akkor és csak akkor k-szorosan élösszefüggő, ha bármely két pontja között létezik k élidegen út..

BIZONYÍTÁS 78. o.

(6) TÉTEL (MENGER) A G gráf akkor és csak akkor 2-szeresen összefüggő, ha tetszőleges két ponton át vezet kör.

Igaz az is, hogy akkor és csak akkor 2-szeresen összefüggő, ha bármely két élen vezet kör.

BIZONYÍTÁS Az első állítás triviális, hiszen két pontidegen u – v út együtt egy kört ad, amely átmegy u-n és v-n.

A második állítás pedig az elsőből következik. Lássuk be, hogy ha G 2-szeresen összefüggő, akkor az e, f éleken keresztül van kör. Vegyünk fel két pontot úgy, hogy ezekkel osszuk két részre az e illetve f élet. Az így kapott gráf is 2-szeresen összefüggő. Az első állítás szerint ezen a két ponton át megy kör, és ez a kör az eredeti gráfban átmegy e-n és f-en. A megfordítás pedig nyilvánvaló.

TÉTEL (DIRAC) Ha a G gráf k-szorosan összefüggő, akkor bármely k darab pontján át vezet kör. ((B)

10. Oszthatóság. legnagyobb közös osztó, legkisebb közös többszörös, prímek, a számelmélet alaptétele, osztók száma, osztók összege

DEFINÍCIÓ Legyenek a, b ( Z. Azt mondjuk, hogy b osztható a-val, vagy a osztója b-nek, ha van olyan q ( Z, amelyre b = aq. Jelölése: a(b
DEFINÍCIÓ A p 0-tól, 1-től és –1-től különböző egész számot prímszámnak nevezzük, ha a, b ( Z, p(ab esetén p(a vagy p(b.

DEFINÍCIÓ A q 0-tól, 1-től különböző egész számot felbonthatatlannak nevezzük, ha a, b ( N , q = ab esetén q = a vagy q = b.

Oszthatóság szempontjából a negatív számok ugyanúgy viselkednek, mint a pozitívak, a és –a osztói megegyeznek, valamint ha a(b, akkor –a(b is.

TÉTEL (A SZÁMELMÉLET ALAPTÉTELE) Minden egész szám a sorrendtől eltekintve egyértelműen felbontható prímek szorzatára.

n = p1(1 p2(2 … pk(k
, ahol (i(0 egész, ( pi prím

Ha (i nem lenne >0, akkor a felbontás nem lenne egyértelmű.

ÁLLÍTÁS Legyen n = p1(1 p2(2 … pk(k, m = p1(1 p2(2 … pk(k. Ekkor n és m legnagyobb közös osztója (n,m) = p1min{(1,(1}  p2min{(2,(2} … pkmin{(k,(k}, legkisebb közös többszöröse [n,m] = p1max{(1,(1}  p2max{(2,(2} … pkmax{(k,(k}.

DEFINÍCIÓ Az a, b számokat relatív prímeknek nevezzük, ha legnagyobb közös osztójuk 1.

JELÖLÉS:

d(n): n osztóinak száma

((n): n osztóinak összege (szigma)

TÉTEL Legyen n = p1(1 p2(2 … pk(k. Ekkor

d(n) = (((i + 1)


((n) = ( (pi(i+1 – 1) ( (pi – 1)

BIZONYÍTÁS d(n esetén d = p1(1 p2(2 … pk(k, ahol (i ( (i. (i így (i + 1 féle értéket vehet fel, n osztóinak száma d(n) = (((i + 1).

Az i-edik helyen minden osztóban az 1, pi, pi2, …, pi(i számok valamelyike szerepel tényezőként, ezért

((n) = ( (1 + pi + … + pi(i) = ( (pi(i+1 – 1) ( (pi – 1)

11. Euklideszi algoritmus, nevezetes tételek prímszámokról

11.1. Euklideszi algoritmus

TÉTEL (EUKLIDESZI ALGORITMUS) Adott a, b (a ( b) ( (a,b) = ?

a = h1*b + m1

0 ( m1 < b

b = h2*m1 + m2

0 ( m2 < m1

m1 = h3*m2 + m3

0 ( m3 < m2
m2 = h4*m3 + m4

0 ( m4 < m3
…



…

mk(1 = hk+1*mk + mk+1
0 ( mk+1 < mk
mk = hk+2*mk+1 + 0

ÁLLÍTÁS mk+1 = (a,b)

BIZONYÍTÁS

(1) (
mk+1(mk ( mk+1(mk(1 ( mk+1(mk(2 ( … ( mk+1(b ( mk+1(a

mk+1 tényleg közös osztó

(2) (
Legyen y(a és y(b (
m1 = a – h1*b ( y(m1

m2 = b – h2*m1 ( y(m2

m3 = m1 – h3*m2 ( y(m3

…

y(mk+1
PÉLDA (2001,51) = ?

2001 = 39*51 +12

51 = 4*12 + 3

12 = 4*3 + 0

11.2. Nevezetes tételek prímszámokról

TÉTEL (EUKLIDESZ) Végtelen sok prím van.

BIZONYÍTÁS Indirekt. Tfh. p1p2…pN lenne az összes prím. x = p1p2…pN  + 1. Ez nem prím, de nem is osztható egyik prímmel sem. (Ellentmondás)

TÉTEL Tetszőleges n-hez létezik olyan n-tagú intervallum, melyben nincs prím.

BIZONYÍTÁS (n+1)! + 2, (n+1)! + 3, (n+1)! +4, …, (n+1)! + n, (n+1)! + n+1

TÉTEL (CSEBISEV) Tetszőleges n-re n és 2n között ( prím.

TÉTEL Végtelen sok 3k–1 alakú prím van.

BIZONYÍTÁS Indirekt. Tfh. p1p2…pN az összes 3k–1 alakú prím ( x = 3p1p2…pN – 1. x nem lehet prím (az indirekt feltevés miatt). x-nek p1p2…pN nem lehet osztója, mert ( i-re pi(x+1

x minden osztója 3k+1 alakú (Ellentmondás)
TÉTEL Végtelen sok 3k+1 alakú prím van.

TÉTEL Végtelen sok 4k–1 alakú prím van.

TÉTEL Végtelen sok 4k+1 alakú prím van.

TÉTEL (DIRICHLET) Ha (a,b) = 1, akkor végtelen sok prím van az ak + b sorozat elemei között.

TÉTEL (PRÍMSZÁMTÉTEL) ((n) az n-nél nem nagyobb prímek száma

lim(n(() ((n)*ln n ( n = 1

SEJTÉS Végtelen sok ikerprím létezik.

TÉTEL A prímek sűrűbben jönnek, mint a négyzetszámok.

12. Kongruencia fogalma, teljes és redukált maradékrendszer, (-függvény, Wilson-tétel

DEFINÍCIÓ Az a és b számok kongruensek az m modulusra nézve, ha m-mel osztva ugyanazt a maradékot adják ( m(a–b.

Jelölése: a ( b (mod m)

DEFINÍCIÓ A maradékosztályok azok a számhalmazok, melyekben egymással mod m kongruens számok vannak (m darab ilyen van).

DEFINÍCIÓ mod m teljes maradékrendszer egy olyan számhalmaz, mely minden maradékosztályból pontosan egy elemet tartalmaz.

TÉTEL a1, a2, … ar együtt teljes maradékrendszert alkotnak mod m (
· (1) r = m
(2) ai /( aj (mod m), ha i ( j
DEFINÍCIÓ mod m redukált maradékrendszer egy olyan számhalmaz, mely pontosan egy elemet tartalmaz minden olyan maradékosztályból, melynek elemei relatív prímek m-hez.

TÉTEL b1, b2, … br együtt egy redukált maradékrendszert alkotnak mod m (
(
(1) r = ((m)

(2) bi /( bj (mod m), ha i ( j
(3) (bi,m)=1 ( i-re

Ha m(ai – aj ( m(c*ai – c*aj = c(ai – aj)

TÉTEL Ha b1, b2, … br RMR mod m és (c,m)=1 ( c*b1, c*b2, …, c*br is RMR.

BIZONYÍTÁS Ha (bi,m)=1 ( (c*bi,m)=1

Indirekt: tfh. (bi,m)>1 és legyen p egy közös prímosztója c*bi-nek és m-nek. Prímtulajdonság: p(c*bi ( p(c (( (c,m)(p ellentmondás) vagy p(bi (( (bi,m)(p ellentmondás).

Az Euler-féle (-függvény

DEFINÍCIÓ Az Euler-féle ((n) függvény an n-nél kisebb, n-hez relatív prímek számát jelenti, azaz ((n) = (RMR(
pl. ((6) = 2
(1, 5)

pl. ((7) = 6
(1, 2, 3, 4, 5, 6)

tetszőleges prímszámra ((p) = p – 1

TÉTEL ((n) = n ( (1 – 1(pi)

BIZONYÍTÁS 146-147. o.

TÉTEL (WILSON)

(p – 1)! ( –1 (mod p), ha p prím

(p – 1)! ( 0 (mod p), ha p(4 összetett szám

(p – 1)! ( 2 (mod p), ha p=4

BIZONYÍTÁS (levél)

13. Euler-Fermat tétel és alkalmazásai

TÉTEL (EULER-FERMAT) Ha t és m relatív prímek (vagyis (t,m) = 1), akkor

t((m) ( 1 (mod m)

ahol ((m) jelöli az 1, 2, …, m–1 számok közül az m-hez relatív prímek számát. Speciálisan ((p) = p – 1, ha p prímszám, vagy ((m) = (p – 1)(q – 1), ha m = pq, ahol p és q két különböző prímszám.

BIZONYÍTÁS (levél)

TÉTEL („KIS” FERMAT) Tetszőleges a egész számra, m = p prímre

ap ( a (mod p)

BIZONYÍTÁS Az állítás p-vel osztható számokra nyilván teljesül, a többire pedig az ap–1 ( 1 (mod p) kongruencia a-val való beszorzásával adódik.

14. Lineáris kongruenciák megoldása

ax ( b (mod c) kongruencia megoldhatóságát vizsgáljuk. Keressük azon x egész számokat, amelyre c(ax – b. Nyilván ha x kielégíti a feltételt, akkor kc + x is tetszőleges k egész számra, így a megoldásokat modulo c fogjuk keresni.

ÁLLÍTÁS Az ax ( b (mod c) kongruenciában a és b leosztható és megszorozható tetszőleges c-hez relatív prím számmal, a,b,c pedig leosztható tetszőleges egész számmal, a kongruencia megoldáshalmaza nem változik. A kongruencia pontosan akkor oldható meg, ha (a,c)(b.

BIZONYÍTÁS A fentiek alapján csak a megoldhatóság feltétele szorul igazolásra. Ha a kongruencia megoldható, akkor (a,c)(a,c miatt (a,c)(b. Megfordítva: elég megmutatni, hogy az ax ( (a,c) (mod c) kongruencia megoldható ami az ax – cy = (a,c) egyenlet megoldhatóságával egyenértékű. Ehhez az euklideszi algoritmust kell elvégeznünk. Osszuk el maradékosan c-t a-val, majd a-t a kapott maradékkal, és így tovább. Az utolsó nem 0 maradék lesz (a,c), és ez kifejezhető a ás c segítségével a kívánt módon. Ugyanis:

c = aq1 + r1

r1 = 1c – aq1
a = r1q2 + r2

r2 = 1a – r1q2 = (1 + q1q2)a – q2c

…



…

rt(1 = rt(2qt(1 + rt

rt = h1a – h2c
rt = rt(1qt + 0

Az utolsó előtti sor alapján (a,c)(rt. Másrészt az utolsó sortól visszafelé lépegetve rt(rt–1, ezért az utolsó előtti sorból rt(rt–2, a másodikból rt(a, majd az elsőből rt(c adódik. Így rt((a,c), tehát rt = (a,c).

TÉTEL Az ax ( b (mod c) kongruencia pontosan akkor oldható meg, ha (a,c)(b. A megoldások száma (a,c) modulo c.

BIZONYÍTÁS Csak a megoldások számát kell vizsgálnunk. Ha a kongruencia megoldható, legyen a = a´(a,c), b = b´(a,c), c = c´(a,c). Leosztva (a,c)-vel az a´x ( b´ (mod c´) kongruenciát kapjuk, ahol (a´,c´)=1. Megmutatjuk, hogy ekkor egy megoldás van modulo c´. Tegyük fel, hogy b1 és b2 inkongruens megoldások, azaz a 0 ( b1, b2 ( c´ számok kielégítik a kongruenciát. Ekkor a´b1 ( a´b2 (mod c´), azaz c´(a´(b1 – b2), de (a´,c´)=1 és (b1 – b2( ( c´ miatt ez lehetetlen. Ezért egy megoldás van modulo c´, így (a,c) számú megoldás van modulo c.
15. Művelet, félcsoport, csoport, példák

DEFINÍCIÓ Legyen H tetszőleges halmaz, jelölje Hn a H halmaz elemeiből képzett n hosszú sorozatokat. Az f: Hn ( H mindenütt értelmezett függvényt n változós műveletnek nevezzük.

Kétváltozós művelet pl. az egész számok összeadása, kivonása (f(a,b) = a + b, f(a,b) = a – b). Három változós művelet pl. a vektorok vegyesszorzata. Nem művelet a pozitív számok kivonása (f(a,b) = a – b), hiszen ha a ( b, akkor nincs értelmezve (pl. f(2,3) = 2 – 3 nem pozitív).

DEFINÍCIÓ Egy H halmazon értelmezett 2-változós műveletet (jelöljük (-gal) kommutatívnak nevezünk, ha tetszőleges a,b ( H esetén a(b = b(a; asszociatívnak nevezünk, ha tetszőleges a,b,c ( H esetén (a(b) (c = a((b(c).

DEFINÍCIÓ Az S halmazt a rajta értelmezett ( művelettel félcsoportnak nevezzük, ha ( asszociatív. Ha ( kommutatív is, akkor kommutatív (vagy Abel-féle) félcsoportról beszélünk.

PÉLDÁK

1. A pozitív számok az összeadásra nézve félcsoportot alkotnak.

2. Az n × n-es mátrixok a szorzással félcsoportot alkotnak. (egységelem: egységmátrix)
3. A pozitív valós számok a szorzásra nézve félcsoportot alkotnak. (egységelem: 1)
DEFINÍCIÓ Ha az S félcsoportban van olyan e elem, amelyre igaz az, hogy             e(a = a(e = a, akkor e-t neutrális vagy egységelemnek hívjuk, S-et pedig egységelemes félcsoportnak nevezzük.

DEFINÍCIÓ Egy G halmazt a ( művelettel csoportnak nevezünk, ha

(a) ( asszociatív

(b) létezik egységelem
(c) invertálható: ( a ( G-re létezik a´ ( G´, hogy a(a´ = a´(a = e
A csoport elemszámát (G(-vel jelöljük, és G rendjének nevezzük

PÉLDÁK

1. Az egész, a racionális és a valós számok Abel-csoportot alkotnak az összeadásra nézve ((Z,+), (Q,+), (R,+)), a természetes számok (N) viszont nem.

2. A pozitív valós és pozitív racionális számok Abel-csoportot alkotnak a szorzásra nézve ((R+,(), (Q+,()).

3. Az n × n-es invertálható mátrixok csoportot alkotnak a szorzásra nézve.

4. A szabályos n-szög egybevágóságai csoportot alkotnak, ahol a művelet az egymás után való elvégzés. Itt a csoport egységeleme a helybenhagyás, a csoport rendje 2n, ugyanis van n darab tengelyes tükrözés és a helybenhagyással együtt n forgatás. A csoportot Dn-nel jelöljük.

5. n elem permutációi (önmagára való bijektív leképezései) csoportot alkotnak a kompozícióra. A csoportot n-ed fokú szimmetrikus csoportnak nevezzük, Sn-nel jelöljük, rendje n!. Egy H halmaz elemeinek összes permutációinak csoportját SH-val jelöljük.

1. KÖVETKEZMÉNYEK

2. Az egységelem egyértelmű: Tegyük fel, hogy e´ és e˝ is eleget tesznek a (b) pont követelményeinek. Ekkor e´ = e´e˝ = e˝.

3. Az inverz egyértelmű: Legyen a´ és a˝  a-nak két inverze.

a˝aa´ = (a˝a)a´ = ea´ = a´
a˝aa´ = a˝(aa´) = a˝e = a˝
azaz a´ = a˝.

( 123 átfogalmazások???

16. Elem rendje, ciklikus csoport, részcsoport, mellékosztály

DEFINÍCIÓ Legyen G csoport. Egy H ( G részhalmazt részcsoportnak nevezzük, ha H is csoport ugyanarra a műveletre nézve. Jelölése: H ( G.

PÉLDÁK

0. Minden csoportnak részcsoportja maga a csoport, és az egységelemet tartalmazó egyelemű halmaz. Ezeket a részcsoportokat triviális részcsoportnak, az ezektől különböző részcsoportokat valódi részcsoportoknak nevezzük.

1. A valós számok additív csoportjának részcsoportja a racionális számok, annak pedig az egész számok additív csoportja.

2. A háromszög egybevágóságainak (D3) részcsoportját alkotják a forgatások.

3. Az n × n-es invertálható mátrixok csoportjának részcsoportja az 1 determinánsú mátrixok.

4. n elem permutációinak részcsoportját alkotják a páros permutációk.

5. A nem 0 komplex számok (C*) a szorzásra nézve csoportot alkotnak. Ennek egy részcsoportját alkotják az 1 abszolút értékű komplex számok, annak pedig részcsoportját az n-edik egységgyökök.

ÁLLÍTÁS Részcsoportok metszete is részcsoport, azaz legyenek Hi ( G (i ( A), ahol A valamilyen indexhalmaz, akkor ( Hi is részcsoport.

BIZONYÍTÁS Ha x,y ( (Hi, akkor x,y ( Hi (i ( A esetén, így xy ( Hi (i ( A esetén, tehát xy ( (Hi. Ha x ( (Hi, akkor x ( Hi (i ( A esetén, ezért x–1 ( Hi (i ( A esetén, így x–1 ( (Hi.

126-129. o.

17. Normálosztó, faktorcsoport, homomorfizmusok, homomorfizmusok magja

129-133. o.

18. Gyűrűk, testek

141-149, 153-159. o.

