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1. feladat (25 pont)

Hatérozzuk meg az

> 1 n = n"
a) (3z —2)3 b) —z"
nZ::O vn+1 ( ) nz::o n!

hatvanysorok a-re vonatkozd bazispontjat és konvergencia-sugarat. Az a) esetben mi a teljes konvergencia-
tartomany?

Megoldas

a) Rendezziik at:

33n 2 3n o)
= = an(x —x0)"
> i (m3) e
Ebbél latjuk, hogy zo = 3

Az egyiitthatokra pedig as, = 3%"(n+ 1)*1/ 2 &5 0 egyébkeént, ezért elegendd a 3k-ik tagok altal alkotott sorozatot
vizsgalni. Igy a konvergenciasugarra:

1 1
 lim sup v/|an,| e
limsup %" 733" = limsu 3 3
n P \/n—l—l_ n pG\"’/n—l—l_

Igy a konvergencia-tartomany a 2/3 kézéppontt, 1/3 sugart kér. Meg kell vizsgalnunk a hataron valé konver-

genciat, ehhez elég az x =1 és x = % pontban megvizsgéilni a konvergenciét.

r=1: ZW 3-1—2)3)”:§W Z = 00, tehat divergens

1 > 1 ( )
T =z 3-
3 TLZ::O vn+1 ( Z oV +
Ez viszont ﬁ monoton csokkend volta miatt Leibniz-tipusu sor, tehat konvergens, igy a konvergencia-tartomény
[5:1)
b) Lathato, hogy o = 0 és a,, = n"/nl.

Hasznaljuk fel a hanyados-kritériumot:

) a1 (n+1D)"TL pn "
hmnsup o - @t .Hfhmnsup 1+ﬁ =e

Ebbdl a konvergenciasugar R = e~ !, igy a konvergencia-tartomany (—e~!, e~ 1).

(4 pont)

(4 pont)

(8 pont)
(3 pont)
(3 pont)

(3 pont)



2. feladat (25 pont)

Hatérozzuk meg az

i 1 x”*1+1x+}x2+
—ntlt 20 3T T

hatvanysor konvergencia-sugarat, és osszegképletét.

Megoldas
. 1 . s
A bazispont lathatoan 0, a,, = ey A konvergencia-sugar a hanyados-kritériumbol:
n
. Ant1 . 1 1 ) n+1
lim sup = limsup —— : = limsup —— =

Vagyis |z| < 1 esetén biztosan konvergens a sorozat, a hatarokon kérdéses.
n+1

n+1
konvergencia-sugaron beliil biztosan nem valtoztatja meg a konvergenciat, mivel itt abszolut konvergens a sor,

és hivatkozhatunk a hatvanysor derivalasara vonatkozo tételre, a konvergencia egyediil a hataron valtozhat.

+ C, ezért szorozzuk be x-el, majd derivaljunk, ez a

Legyen f(x) a keresett fliggvény. Mivel / z"dzr =

1

oo 1 / oo
(wf(2)) = (Zn+1x”+l> =Y == !
n=1 n=1

xf(as):/lix—ldx:—ln(l—x)—x—i—c

In(1 —z)

Vegyiik figyelembe, hogy « f(z)|,—0 = 0, ezért C' = 0. Innét f(x) = -1 —
x

(8 pont)

(8 pont)

(9 pont)



3. feladat (25 pont)

0% cosz?

Ox1d V9 + 3 2=0

Megoldas

1 3\ —1/2
cos(x?) - = - (1 + x) _ _cosa”

Zax =

3 9 9+ x3 P
Vegyiik észre, hogy a feladat épp 15! - a15 meghatarozasa. (8 pont)
Felhasznaljuk a kévetkezd hatvanysort és a binomiélis sorfejtést:
e 7, 22 e «a )
1 « — 2
cos(y lz (14 2) ; <Z)z
Vegyiik észre, hogy y = 22 és z = 23/9 illetve a = —% helyettesitéssel konstans szorzotol eltekintve f(x)-et
—-1/2
kapjuk. De cosz? hatvanysordban csak z*¥-nak nem 0 az egyiitthatoja, (1 + a;) hatvanysoraban pedig
csak 3% egyiitthatoja nem 0. (5 pont)
A kett6 szorzataban tehat 4n 4 3m alaki tagok szerepelhetnek csak. Mi a szorzat x'°-hez tartozo egyiitthatojat
kell kiszamolnunk, igy meg kell oldanunk az 3m + 4n = 15 egyenletet a természetes szdmok halmazan. Mivel
3(5—m) =4n, ezért 3|n,igyn=0ésm=>5vagyn=3ésm=1. (5 pont)
Ez alapjan a keresett egytitthato:
1 —1/2\ 1 —1/2\ 1 3 1
150 = - — ~ (-1
3 (( 5 )95+< 1 )9( ) (2.3)!)
15! 6! 1 1 1 1 4 o4 1 859058200
T 3.95-60 \5 2 2 T\ 2 2)) 27
(7 pont)



4. feladat (25 pont)
Az x — y(z) figgvény kielégiti az
y = sin(y) +2°

diffegyenletet és az y(1) = % kezdeti feltételt. Egy masodrendii Taylor-polinom segitségével adjunk becslést

y értékére az x = 1.1 pontban, tovabba a Lagrange-féle maradéktag felhasznélasaval adjunk felsé korlatot a
becslés hibajara.

Megoldas

Feltessziik, hogy a megoldas legalabb 3-szor derivalhato fiiggvény, ekkor az 1 korili masodfukia Taylor-polinomja
valamely £(z) € (1, z) értékre a hibatagban (Vigyazat, ez fiigg z-t6l, ezért a jelolés) :

(z—1)°
2

(z—1)°

+y P (E@);

y(x) =y(1) +y' (- 1) +y"(1)
Most kiszamoljuk a masodik és harmadik derivaltakat a differencidlegyenletbdl :
y' (@) =y (@) cos(y(x)) + 32> yP(2) = y"(2) cos(y(x)) — ¥/ («)” sin(y()) + 6z

)+3:¥+3

™

y'(1) = sin (f) +1= 3 y'(1) = 3 cos (6

6 2 2
Az eddigiekbdl:

3 3v/3
y(1.1) = % +5-014 <3 + 2{) -0.005 ~ 0.69510

A hibatag becsléséhez helyettesitsiik vissza o/ (x) és y”(z) értekét y®) (z)-be, hogy csak z-t6l s y(z)-t6l fiiggs
kifejezést kapjunk y® (x)-re:
y® (x) = (v (x) cos(y(x)) + 32%) cos(y(x)) — / (x)* sin(y(z)) + 6z =

= —sin(y(z)) (2* + sin(y(:zc)))2 + (2® +sin(y(z))) cos®(y(z)) + 32° cos(y(z)) + 6z

Fels6 becslést adunk, hasznéljuk ki, hogy 1 > sinz,cosx > —1, tegylink mindent abszolutértékjelek kozé, és
figyeljlink arra, hogy = > 1:

| = sin(y(x)) (+° + sin(y(2)))” + (2% + sin(y(x))) cos®(y(x)) + 322 cos(y(x)) + 62| <

—1- (2P +1)"+ (2P +1) 1+ 327 1+ 62 = 25 + 32° + 32 + 62 + 2

Vegyiik észre, hogy ez a pozitiv szamokon szigortian monoton né, igy £(z) < 1.1 miatt elegendd ezt beirni:

(z—1)°
3!

. 5 ) (x —1)3
< (€(2)° + 3¢(2)® + 3¢(x)® + 6(x) + 2) ———

<
6 =

]y<3)(§<x>>

(1.1 -1)3
6

<(L1°4+3-1.1°+3-1.1° +6- 1.1+ 2) ~ 0.00299910

Erre a részre

5. feladat (5 pont)

e Fourier-sorok
e TObbvaltozos analizis

e zx : 15-kor, mert akkor nincs sor a biifében

(5 pont)

(8 pont)

(5 pont)

(7 pont)



