ANALIZIS 2. VIZSGADOLGOZAT 2013. janius 6.
Mérnok informatikus szak  a-varidns Munkaidé: 90 perc

1. feladat (12 pont)
Oldja meg az

y" + 8y + 12y = 3z, y(0) =1, y'(0)=-1

kezdetiérték-feladatot.

Karakterisztikus egyenlet: 0 = A\ + 8\ + 12 = (A + 6)(\ + 2), (2
pont)vagyis
yp = cre” % + e, (2 pont)

Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat y;, = Az + B alakban keres-

suk.
Yip = Ax+ B|-12+

v, = A -84 (2 pont)
Yip = 0
Itt 12A =3, 84 +12B =0, tchat A = 1, B = —3 (2 pont), tehat
1
Vo= = — =417 4 cpe . (1 pont)
4 6
A kezdeti feltételek
1 1
1:_6+Cl+62 —121—601—262 (lpont)
esetén teljesiilnek, vagyis ¢; = 72, ¢, = 2. (1 pont)
x 1 13e7% n 23e~%® (1 £)
=——-— : on
YT1 76 a8 16 P
2. feladat (12 pont)
Hatarozza meg az
/ Ty
=3
v x2+9 ‘

differencidlegyenlet altalanos megoldésat.



A homogén egyenlet szeparabilis:

o T
22 +9’
megoldasa y = 0, és
1 1
lny:/Qdy:/—ingdx:—Eln(x2—|-9), (2 pont)
tehat c
= 2 pont
= s (2 pont)
Ebbdél
~ 1 pont C(l’) ; 1 pont C/<ZL’) %49 — C(ZII) x§+9
yzp - ;Cz n 97 yz’p - 1‘2 + 9 )
amibdl )
3 1 [;)nt y;p ;Eyzp 1 ;;)nt C (.Z') 7
= +9 22 49
Igy \
n nt 3 (2% +9)2
c(x) 1 pont /3x\/x2 T 9dz 2 2™ 5% = (2? —|—9)%,
2
tehat L oont .
y B2 494 ———

3. feladat (4+12=16 pont)

a) Hogyan szamoljuk ki az (z¢, 1) € R? pontban totélisan differencialhat6
[ R? — R fiiggvény (g, yo)-beli érintésikjanak egyenletét?

b) Legyen

I

[ EZE (wy) £ 0,0)
! (x’y)_{& (2,9) = (0,0)

Totélisan differencialhato-e f a (0,0), illetve a (—1,1) pontban? Ahol
igen, ott adja meg az érintGsik egyenletét.



z = f(x0,y0) + fu (20, y0)(x — @0) + f,(20,%0)(y — %0)- (4 pont)

3% —2mPy* 3 —2m?

lim f(z,y)= lim (2 pont)

(x,y)—(0,0) y=mx,x—0 x2+m2x2 - 1+m2

ami fligeg m-t6l, tehat a fiiggvénynek nincs atartértéke az origoban,
vagyis nem teljesiil a totélis differencialhatosag sziikséges feltétele, a
folytonossag. (2 pont) (Lehet abbdl is latni, hogy nem léteznek a
parcialis derivaltak). A t6bbi pontban

6z(z% + y?) — 2z(32? — 2y?)
(a2 +y?)"

—dy(z® + y*) — 2y(32* — 2¢°)
(a2 +y2)°
(3 pont)
folytonos fliggvények hanyadosai, a nevez§jiik nem 0, tehat folytonosak,
igy az origon kiviil a parcialis derivaltak folytonosak, tehat a fiiggvény
totalisan differencialhat6. (2 pont)

fe= . =

Y

5 5 1
f;(_la 1) = _éa fg//(_L 1) = _Ea f(_la 1) = 57 (2 pOI’lt)
igy az érint6sik egyenlete
1 5 5
i=g - 5(1:—1—1)—5(1;—1) (1 pont)

4. feladat (8+12=20 pont)

a) A Taylor-sor definicioja alapjan hatérozza meg az f(x) = sinz fiigg-
vény Taylor-sorat és annak konvergenciatartomanyat.

b) Szamolja ki az

o n32n+1 4n+3 0 (_1)n32n+1l.4n+3 /
S (T )

n=0

sorok konvergenciatartomanyét, illetve Osszegfiiggvényét.



cos, n=4k+1
—sinzx, n=4k+2

M) () = (sinz)™ =
f(z) = (sinz) —cosz, n=4k+3 (2 pont)
sin z, n = 4k
0 n =2k
™ (0) = ’
o0 (_1)nx2n+1
T(x)= —_ 2 t
(=n
R? = lim 200 gy (2n+3)(2n +2) = ¢ (2 pont)
n—o00 (=1)n+1 n—o00 ’
2(n+1)+1)!

tehat konvergenciasugar végtelen.
b)

2 (_1yn32n+1 pAnt3 % (L1} (3 - )
Z( 22n+ e $Z[)( (>2n(—|— nro (32%) (5 pont)

n=0

minden = € R esetén. A derivalt sor konvergenciasugara ugyanennyi,
és minden véges halmazon egyenletes a konvergencia, igy a derivalas és
szumma felcserélhets (4 pont)

Z <(_1)n3 e ) = (:E sin (3:162))/ = sin (3:1:2) + 627 sin (3:172) .

2 [
—~ (2n + 1)!
(3 pont)

5. feladat (4+8=12 pont)*
Mennyi

h(z2+1 h(z?+1
%d j{ h(z+1), .,
|z+2]=1 |2+2|=3




A fiiggvénynek csak a 0 pontban van szingularitdsa, ami nincs a {z :
|z 4+ 2| = 1} gorbe belsejében, igy

h(z2+1
]{ L;_)dz:(). (4 pont)
2

|z42|=1
A {z : |z+2| = 3} gorbén alkalmazzuk az altalanositot Cauchy-integralformulat
k = 2 esetére (2 pont).

(ch(z® + 1))” = (2zsh(z” + 1))/ = 2sh(2® + 1) + 42°ch(2* + 1). (3 pont)

h(22+1 2mi
f ch (z 3+ )dz _ ;Z (2sh(0® + 1) +4- 0% ch(0% + 1)) = 27 sh 1.
z !
|z42|=3
(3 pont)

6. feladat (12 pont)*
Milyen a,b € R esetén lesz a

u(z,y) = ax* + bx*y? +y* — 102y

egy mindenhol reguléris f : C — C fiiggvény valos része? Hatarozza meg az
f fiiggvény derivaltjat.

Akkor, ha u harmonikus, azaz uj, + uy, = 0. (2 pont) Itt

ul, = daz® + 2bxy® — 10y, ul = 12ax* + 2by?, (2 pont)
w, = 2ba”y + 4y* — 10z, uy, = 2bx” + 12y, (2 pont)

w), +uy, = (12a + 2b)z® + (2b + 12)y*> = 0, ha b= —6, a = 1 (2 pont).
Ekkor f'(z + iy) 3 pont ul (z,y) — duy(z,y) LRORE 403 12392 — 10y —

i(—122%y + 493 — 10x).

7. feladat (8+8=16 pont)*



) Ismertesse a gombi koordinatéakat, és szamolja ki a transzformacié Jacobi-

determinénsat.
b) Szamolja ki az
x
/ e 2
e+ Yy +z
1<a24y2422<4
integralt.
1 pont . 1 pont . . 1 pont
a) x = rcospsind, y = rsingsind, 2z = rcost.
cossin®y —rsingsind 1 cosycos v
2 pont . . . . 3 pont o .
|J] © =" |det | singsin? rcospsind  rsinycosd = r°sind.
cos v 0 —rsintd

on Y :
/ 2 + ;2 + 22 ® et / / / L Spsm - r? sin 9dddpdr =

1<a24y2422<4

2 2m s
3 pont / rdr / cos dp / sin 9dy * 2™ 0,
1 0 0

mert )
/ cos wdp 2pont ),
0

A x-os feladatokbdl legalabb 15 pontot el kell érni!

Pdtfeladatok (Csak az elégséges és a kozepes vizsqajeqy eléréséhez javitjuk ki.)

8. feladat (10 pont)
Konvergensek-e az

SR BEEE)

4n + 2




sorok?

Gyokkritériummal:

. 5n—2\" 1 . obhn—2 1 5}
lim ¢ - — = lim =—->1,
n—s00 dn + 2 Vno n—ocodn + 2 Uno 4

tehat az elsd sor divergens. (4 pont)

/5n—2 n/5n—21_0<1
1 f /3n L on —2 15N \/>_>1
6n 4n+2 4n

tehat a masodik sor konvergens (6 pont).

hiszen

9. feladat (10 pont)
Hatarozza meg az

sin(xzy)
roy) =< gt (z,y) # (0,0)

fiiggvény parcialis derivaltjait az értelmezési tartomany minden pontjaban.

Az origon kiviil

2xy cos (2%y) (z* 4+ y*) — 2z sin (2%y)

/ N
b= (22 +y1)° ’ (3 pont)
, a?cos (2%y) (% 4+ y?) — 4y° sin (2%y) 5 ;
= (22 + y)? ’ 2 pont)
az origdban pedig
sin(z2-
, ) g
£4(0,0) = lim —=——— — lim = —0, (3 pont)
sin(02-
' . (y4 y) —0 .0
1,(0,0) = lim —¥ = = lim = 0. (2 pont)

(Ha egy parcialis jo, az 3 pont.)



