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I. rész
Feladatok

1. Differencidlegyenletek

1.1.
1.1.1. -

y' =y’ -sindz; oy (§> =L y(e) =7
1.1.2.

y' = (1—y) cos2z y(x) =7
1.1.3.

Oldja meg az alabbi differencidlegyenletet!

, _ shy
= —= sh
Y chy shx

1.1.4.
Oldja meg az alabbi differencidlegyenletet!
3y — 2
"= >0
Yooy
1.1.5.
. .+t . B} .
Adja meg az ¢y = 5 differencidlegyenlet Gsszes megoldasat!
x
1.1.6.
Oldja meg az alabbi differencidlegyenletet!
,_ (y+2)°
= : 1)=-1
T y(1)
1.1.7.

frja fel az
vy =e¥ —e

differencidlegyenlet y(0) = 1, illetve y(0) =2 kezdeti feltételeket kielégité megolddsait!
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1.1.8.
Oldja meg az

3y? + 4
= z,y >0
4 y (2z +5) Y
differencidlegyenletet!
1.1.9.
2
, Y- —2y+3 o
= ) =1
YDy 9
1.1.10.
Tekintstuk az aldbbi differencidlegyenletet:
) = y? — 6y + 8
(2y — 6)(x + 5)

a) Hatdrozza meg az xo = 0, yo = 2 ponton athaladé megoldasat!
b) Hatdrozza meg az zo = 0, yo = 1 ponton dthaladé megolddsat!

1.2.

1.2.1.

a) Milyen tipusu differencidlegyenlet az
y’—g:QSinx, x >0,
x

Milyen alaku az altalanos megoldédsa?
b) Mutassa meg, hogy

x
int
yp:2x/ﬂdt
4
0

megoldasa ennek a differencidlegyenletnek!

c) Irja fel az dltalanos megoldast! (y, nem hozhaté egyszeriibb alakra!)

1.2.2.
2
a) ¥~ =0 y(z) ="
x
2
b) ¥ — = =4 y(z) =7
x
1.2.3.
y z’ . y
Oldja meg az o' — s 112 differencidlegyenletet!
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1.2.4.
y' = dxy + 2z y(x) =7

1.2.5.
Irja fel az

3
y'+5y:5x—4

differencialegyenlet 0sszes megoldasat!

1.2.6.
y — 2zy = z3e” y(z) =7
1.2.7.
! 4 4,—2x ?
y — —y=a'e y(x) =7
x
1.2.8.
Hatdrozza meg az
, e’ _ o+e”
Y e* +95 V= er

differencidlegyenlet altalanos megoldasat!
1.2.9.

3
a) y' - —y=-3z"  y(z) =7

1
b) o + % = zyt y(z) =7 (u= 7 helyettesitéssel oldja meg!)

1.3.

1.3.1.
u = J helyettesitéssel oldja meg az
x

2%y + xy = 2 + 3
differencidlegyenletet! (x> 0 feltételezéssel dolgozhat)

1.3.2.

(u = 2z + y 4j valtozé bevezetésével oldja meg!)
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1.3.3.
Vezesse be az u = y — 3x Uj véaltozot, majd keresse meg az

y' = (y — 3z)?, y(i%)zo

kezdeti érték probléma egy megoldasat!

1.3.4.
Oldja meg az al4bbi differencidlegyenletet az u = y® helyettesitéssel!
2+ e
3y — 2y = 5
Y

1.3.5.
Hajtsa végre az u = zy> helyettesitést a

3$y2yl _ y3 — IES

differencidlegyenletnél! A kapott egyenletet nem kell megoldania!

1.3.6.
Oldja meg az aldbbi kezdeti érték problémaét az y' = p(y) helyettesitéssel!
y/ 2
y”=(; ; y(0)=1, y'(0)=2
1.4.
1.4.1.

Tekintsiik az y' = 22 + y* differencidlegyenletet!

a) Indokolja meg, hogy az o = 1 pontnak van olyan kdrnyezete, melyben az y(1) = —1
kezdeti érték probléma egyértelmiien megoldhatd!
Jeloljiik ezt a megoldast y = ¢(x)-szel!

b) A differencidlegyenlet megolddsa nélkiil hatdrozza meg ¢-nek az xy = 1 koriili harmad-
foku Taylor polinomjat!

¢) Milyen lokalis tulajdonsiga van ¢-nek az zo =1 pontban?

1.4.2.

,_y—x+1
Yy—
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a) Indokolja meg, hogy a fenti differencidlegyenletnek pontosan egy megoldédsa halad &t az
To =2, yo =5 ponton!

b) Milyen irdnyid az irdnymezd ebben a pontban? Mely pontokban lesz ugyanilyen irdnyu
az iranymez6?

c) Irja fel az a)-beli megolddsgorbe 2y = 2 pontbeli mésodfoki Taylor polinomjat!

1.4.3.
Tekitsiik az aldabbi differencidlegyenletet!

y/ — y3 _e3a:

a) Igaz-e, hogy ennek a differencidlegyenletnek minden ponton &t halad megoldasgorbéje?

b) Milyen szog alatt metszi az y tengelyt az zo = 0, yo = v/2 ponton athaladé megoldas-
gorbe?

¢) Mely pontokon dthaladé megolddsgérbéknek van lokalis maximuma illetve minimuma
éppen a szébanforgd pontban?

1.4.4.

Y =2* +y* — 2xy
a) Rajzolja fel az (1,2) ponton dthaladd izoklinédt! (Rajzoljon be néhdny vonalelemet is!)

b) A differencidlegyenlet megoldasa nélkiil vizsgédlja meg, hogy hol lehet lokélis szélsGértéke
a megoldasgorbéknek! Ahol van, ott milyen jellegii a lokalis széls6érték?

1.5.

1.5.1.
a) y" —2y' —3y=0
Adja meg az altalanos megoldast!
Adja meg az y(0) = 0, ¢'(0) = 4 feltételeket kielégité megoldést!

b) y" —2y =3y =3z y(z) =7

c) ¥y —2y —3y=—2sinz — 6cosx y(z) =7
1.5.2.

y" + 2y — 3y = e y(z) =7
1.5.3.

frja fel az aldbbi differencidlegyenlet altaldnos megoldasat:
y" — 6y’ + 9y = 272

1.5.4.
y' +y — 2y = 6e* + 2x y(x) =7

1.5.5.
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y" + 8y =34 -sin 2z y(z) ="

1.5.6.
Hatdrozza meg a
y" + 10y + 29y = —40e?%®
altaldnos megoldasat!

1.5.7.
Adja meg « értékét tgy, hogy az
y" — ay = e®, aeR\ {0}
differencialegyenletnél kiils6 rezonancia lépjen fel!
Ezen « érték esetén valaszoljon az alabbi kérdésekre:
a) Milyen szerkezetii az dltaldnos megoldds?

b) Milyen alakban kereshet6 egyik megolddsa?
¢) Hatdrozza meg az dltalanos megoldast! (A fenti o érték esetén.)

1.5.8.
A [ paraméter fiiggvényében keresse meg az alabbi differencidlegyenlet megoldédsat!
y'+ 28y +y=0

1.5.9.
a) Irja fel a
y" + y=cosz
differencialegyenlet altalanos megoldasat!
b) Az a paraméter mely értéke mellett lesz periodikus (azaz ”tiszta” szinuszos vagy kosz-
inuszos tagokat tartalamazd) az
y' + ay=coszx
differencialegyenlet minden megoldasa;

1.5.10.
Oldja meg az alabbi differencidlegyenletet!

ylll + 9yl — 3x2

1.5.11.
y" + 4y = 24a° y(z) =7

1.6.

1.6.1.
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Mutassa meg, hogy az
(3(z — 1)%y* + 2¢**) dz + (2(z — 1)°y + 2cos2y) dy = 0

differencidlegyenlet egzakt, és oldja meg!

1.6.2.
Mutassa meg, hogy az alabbi differencidlegyenlet egzakt, és oldja meg a differencidlegyenletet!

(e3y2 Y22+ 2:cy3) dz + <6xye3y2 + 9y + 3x2y2) dy =0 y(1) =0

1.6.3.
Oldja meg az alabbi differencidlegyenletet!

(2% +3zy® — 1)dz + (32%y* + e¥)dy = 0
1.6.4.

Mutassa meg, hogy az aldbbi differencidlegyenlet egzakt, és hatdrozza meg az y(2) = 0
kezdeti feltételt kielégité megolddsat:

2
(1+e™ +zye™)de + (xQemy +1 +yy2) dy=0

1.6.5.
Mutassa meg, hogy az aldbbi differencidlegyenlet egzakt és adja meg az altaldnos megolda-
sat!

(Zy V't 690) dz + ((1 +2y%) eV 12 4 3) dy =0

1.6.6.
Oldja meg az alabbi differencidlegyenletet!

(2ze® + 6z + y - coszy) dz + (22%¢* — 6+ x-cosxy)dy =0  y(1) =0,

1.6.7.
Oldja meg az alabbi kezdeti érték problémat:

(2e*"Y + o) dz + (™ +3y*)dy =0, 2o =0, yo=1

1.6.8.
Mutassa meg, hogy az aldbbi differencidlegyenlet egzakt, és hatarozza meg az y(2) = 0
kezdeti feltételt kielégité megoldasat:

(42%y" +32%y" + 20) dw + (3a'y” + 20"y — dy”) dy = 0
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1.6.9.
x
Keressen ¢t = — — t4l fiiggd multiplikdtort az

1
—dz +yxdy=0
)
differencidlegyenlethez! (A differencidlegyenletet nem kell megoldanial)

1.6.10.
9(z,y)dz + h(z,y)dy =0

a) Milyen feltételnek kell a g és h fliggvényeknek megfelelniiik, hogy a nem egzakt diffe-
rencidlegyenlet p(x — y?) multiplikdtorral szorozva egzakt legyen?
b) Alkalmazza eredményét az alabbi differencidlegyenletre, és hatdrozza meg a multiplikatort:

(62 + 6y — 2y°) dz — (8zy + 15y* — 3z) dy =0

(Ne oldja meg az egzakt differencidlegyenletet!)

1.7.
1.7.1.
Keresse meg a kovetkezo differencidlegyenlet-rendszerek megoldasat!
2 -1 -1
z=10 -1 0 |z
0 2 1
-1 -2 2
z=1 0 1 0]z
0 0 1

1.7.2.
Irja fel az aldbbi differencidlegyenlet-rendszer egyik megoldasat!
2 -1 0
=10 1 -1z
0 1 3

1.7.3.
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1

Az alabbi differencidlegyenlet-rendszer egyik megolddsa z, = e* [ 0 |. Keressiik meg az
0

2,-t0l] linearisan fiiggetlen megoldasokat!

1.7.4.
Hatdrozza meg az aldbbi differencidlegyenlet-rendszer megolddshalmazanak egy kétdimenzios
alterét!

0 01 —1

. [-1 01 <1

=10 00 o0]%
0 00 1

1.7.5.
frjuk fel az alabbi differencidlegyenlet-rendszerek dltaldnos megoldasat két linedrisan fuggetlen
megoldédsvektor linedris kombinécidjaként!

a) &= G g)g

c)

8-

(20
—\1 2/)%
1.7.6.

Irjuk fel az aldbbi differencidlegyenlet-rendszerek dltaldnos megoldasat!

a) &= (116 D Z+ <60t>
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2. Figgvénysorozatok, fliggvénysorok

2.1.
2.1.1.
Legyen
ful@) = 5 +3
s T
f(z) = lim f,(z) =7, Dy =7
n—oQ
2.1.2.
Legyen
z? —zn?
fal®) = ri+n+3
f(@) = lim fu(e) =7, D=7
n—oQ
2.1.3.
3 2 1
lim Y o ha z > 0
n—oo 21 + (2 + 2)n? + 1
2.1.4.
*nt4+n?+3
li =7, ha z € |0, )
n00 220t + ( + 5)nZ + 2 2z €[0,00)
Egyenletes-e a konvergencia?
2.1.5.
Egyenletesen konvergens-e az
1
S e
fiiggvénysorozat a (—oo, 00) intervallumon?  lim f,(z) =7
n—oo
2.1.6.
n + sinnz
ful@) = =

a) f(z) = lim f,(z) =7

n—o0
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b) [[fa = fIl =7

2.1.7.
Legyen
1
falw) = 12 + nt
) lim f,(e) = f(@) =
b) |[fo = fIl =7
2.1.8.
fnl(z) = n? f4x2

a) f(z)=7, Dy =7

b) Hatdrozza meg az ||f — f,|| normat a konvergencia tartomanyban!

Egyenletes-e a konvergencia?

2.1.9.

Legyen

2?2+ (n+4)x
fola) = L r A
n
a) f(z) = lim f,(z)="7
n—oo

b) [|fu— fIl =7

c) Egyenletes-e a konvergencia?
2.1.10.

fulr) = — >0
n\T) = ) z
z+ {/n

a) f(z) =7

b) [|fa = fll =7

c) Egyenletes-e a konvergencia a [0, c0)-on?
2.1.11.

2
x
U Py
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f(z) = lim fo() ="

Hatérozza meg az || f, — f|| értékét a konvergencia tartomanyban!

Egyenletesen konvergens-e itt a fliggvénysorozat?

2.1.12.

2

fo(z) = e 4 227 z € [0,00)

fla) = lim fo(z) =7

Egyenletes-e a konvergencia a [0, 1], illetve az [1,2] intervallumon?

2.1.13.

2.2.1.

[e.e]
Z N TN
n=1
Adja meg a sor konvergencia tartomdanyat és Osszegfiiggvényét!

2.2.2.

o0

Z 2(Inz)"

n=2

Adja meg a sor konvergencia tartomanyat és Osszegfiiggvényét!

2.2.3.

o0 .
sin kx . ,
Egyenletesen konvergens-e a Z fliggvénysor?

~ K+ Vk + 2?2
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2.2.4.
Egyenletesen konvergens-e az alabbi sor?

i sin (zvk + 1)

2 k
— 514+ 3

2.2.5.

i arctg (n3z? + 1)

2n 4 312

n=1

Milyen z-re folytonos a sor osszegfiiggvénye?

2.2.6.
(e e]
Felcserélheté-e a > és az integrél jel az aldbbi kifejezésben?

n o0 2k: .
/(Z s;:kx) da

0 \k=0

2.2.7.
Milyen = € R esetén folytonos az alabbi sor Gsszegfiiggvénye?

f: sin(nx)
w2

Milyen intervallumon lehet tagonként integralni?

2.2.8.
a) Milyen z-re konvergens a

i sin w“
n? + 3n + 8

n=1
fliggvénysor?

b) Mutassa meg, hogy V. € R esetén differencidlhaté a sor dsszegfiiggvénye!

2.2.9.

icos (2y/nz +1)
n?yn+n+9

n=1
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a) Milyen z-re konvergens a fiiggvénysor?
b) Mutassa meg, hogy V. € R esetén differencidlhaté a sor dsszegfiiggvénye!

2.2.10.
Igaz-e az alabbi allitas minden valés z-re?

d il-l—cos(n?’—i-\/ﬁx)_ — d 1+cos(n’+nx)

de &~ 4/pp+3 dr 4P +3
2.3.
2.3.1.
Adja meg a

k=1
sor konvergencia sugarat!

2.3.2.
Hatarozza meg az alabbi hatvanysor konvergencia sugarat!

— (2n)
2 @n)! *

n=1
2.3.3.
o
n n n k . rd 7z '
Keresse meg a Z (-1) m (x +1)" sor konvergencia tartomanyét!
n=1
2.3.4.
Adja meg az alabbi sor konvergenciatartoméanyat!
o0
32n
> (=) =t
n=1
2.3.5.
X an
Milyen z-re konvergens a Z oy (x —4)" sor?
n=1
2.3.6.

> (k+3)z*
D

k=1
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a) Adja meg a sor konvergenciatartomanyat!
b) Adjon meg egy olyan intervallumot, ahol a sor egyenletesen konvergens!

0 k 1)2k
¢) Adja meg a E ( +33115x1+ )
k=1

sor konvergenciatartomanyat!

2.3.7.

[e.e]
3 (=2)" ,
nz
n=1
a) Adja meg a sor konvergencia tartomanyét!

Adjon meg egy olyan [, 3] intervallumot, ahol alkalmazhaté a tagonkénti integraldsrol
sz016 tétel! Ezt a tételt is irja le!

= (=2)" = (—2)"
b) Hol konvergens a Z( ) (x+3)", illetve a Z (=2) " sor?
n=1

2 2
n ~ n
2.3.8.
a) Hatédrozza meg a
o)
> (-1)fk ok
k=1

hatvanysor konvergenciasugarat és az Osszegfiiggvényét!
Jeloljiik T'(z)-szel az Osszegfliggvényt!

(1) k- 2k

b) > T
k=1

c) TUO(z)| _ ="

2.4.

2.4.1.
Definidlja az xy bazisponti Taylor sort!
Irja fel a Lagrange-féle hibatagot! Mi a kapcsolata az f fliggvénnyel és a Taylor sorral?
Adjon elégséges feltételt az f(x) = T(x) egyenloségre!

2.4.2.

a) Hogyan definidljuk egy f fliggvény xy koriili Taylor sorat?
b) Milyen alaki lehet a konvergencia tartoménya?
c¢) Milyen elégséges tételt tanultunk arra, hogy f megegyezzék Taylor soraval?
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d) Hatdrozza meg az f(x) = sinz Taylor sordt xy = 0 esetén, és igazolja, hogy f(z)
megegyezik a Taylor soraval!

2.4.3.
A Taylor sor definiciéjaval hatarozza meg az
f(z) =shz
fliggvény xq = 0 korili Taylor sordt!

2.4.4.
Irja fel az f (z) = e** fiiggvény zo = 0, illetve 1o = 1 bazisponti Taylor sorat!

2.4.5.
Hatarozza meg

_ 1
"~ 1+ 823

/(@)
fliggvény zo = 0 koriili Taylor sorat és annak konvergenciasugarat!

2.4.6.
, 2
Irja fel az f(z) = 3 2 figgvény o = 0 pontra tdmaszkod6 Taylor sorat és adja meg
-z

annak konvergencia tartomanyat!

2.4.7.
Adja meg az alabbi fiiggvények zo = 0 bazispontu Taylor sordt és annak konvergenciatar-
tomanyat!

g(x) = ch2x

2.4.8.
frja fel az alabbi fiiggvények o, = 0 koriili Taylor sorat és hatarozza meg annak konver-
gencia tartomanyat!

a) f(z) ="

2.4.9.
frja fel az alabbi fiiggvények xy = 1 koriili Taylor sorat és annak konvergencia tartomanyat:
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2.4.10.
Irja fel az alabbi fliggvények xo = 2 koriili Taylor sorat és annak konvergenciatartomanyat!

flz) = g(z) = sin (z - 2)

2.4.11.
Fejtse Taylor sorba az aldbbi fiiggvényeket, és adja meg a sorok konvergenciatartomanyat!

1

a) f(l"):m, Ty =3
b) g(z) = €%, o = —1
2.4.12.

A tanult médszerrel irja fel az
f(z) = arctgx
fliggvény xo = 0 bazisponti Taylor sordt! Ennek felhaszndldsdval adja meg a
g(z) = arctg 52>

fliggvény Taylor sorat és annak konvergencia sugarat!

2.4.13.
a) Hatdrozza meg az aldbbi fiiggvények xy = 0 koriili Taylor sorait, azok konvergencia
sugarait:
1
f(z) = 1422 g1(z) = arctgx hi(z) = arctgz — x

g2(z) = arctg (3x) ho(z) = arctg (3x) — 3z

b) Az a) alapjin hatdrozza meg a
arctgr —
im
z—0 arctg (3z) — 3x

hatarértéket.

2.4.14.
a) Irjafel az f(z) =ch2z ésa g(z) =cos2z xo=0 koriili Taylor sorait!
b) Adja meg A # 0, o # 0 értékét gy, hogy
2

ch — — cos — ~ An®.

v

- ( 2 2\ cosnx

E ch — — cos —) , zeR
o Vn Vvn n
egyenletesen konvergens!

c¢) Bizonyitsa be, hogy a
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2.5.

2.5.1.

frja fel az .

V1 + 222

fliggvény zy = 0 bazisponti Taylor sorat és hatarozza meg konvergencia sugarat!
Irja fel z* egyiitthatéjit!

flz) =

2.5.2.

1
V1 + 43

Adja meg a fliggvény zy = 0 koriili Taylor soranak konvergenciasugarat valamint 9-edfoki
Taylor polinomjat!

flz) =

2.5.3.
frja fel az alabbi f, g és ¢’ fiiggvények xy = 0 koriili 6t6dik Taylor polinomjait és a megfelelé
Taylor sorok konvergencia sugarait:

flx)=V1+z, g(z) = V1 + 222, g (z) = %\7/1 + 212,

2.5.4.

f(z) = V1+ 322

Adja meg az f fliggvény xo = 0 bazisponti Taylor sorat és annak konvergencia sugarat!
fV(0) =7 (A sorfejtésbél adjon vélaszt!)

2.5.5.
Irja fel az alabbi fiiggvények xo = 0 koriili Taylor sorait (annak elsé négy nem nulla tagjat)
valamint az egyes Taylor sorok konvergenciasugarat!

f@) = YA+ar, gl = YA+
(A Taylor sor egyiitthatéit szorzatalakban is megadhatja.)

2.5.6.
Adja meg az
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fliggvény xq = 0 bazisponti Taylor sorat és annak konvergenciasugarat!
o0

fl@) =" anz" jeldlés mellett ag =?

n=0

2.5.7.

fz) = V16 + 32* foy =2,  f0)=?, R=?

(A derivéltakat szorzatalakban adja meg!)
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3. Tobbvaltozos fiiggvények

3.1.
3.1.1.
2z + 3y
im —— =7
(z,y)—(0,0) 4z + 15y
3.1.2.
im —="7
(z,y)—(0,0) 222 + 3y?
3.1.3.
m Ty
(2,9)-(00) 222 + 3y?
3.1.4.
Legyen
Sy ha 72 +y? # 0
fla,y) =4 @ +2°
0, ha 22 +y? =0

a) Keresse meg az y = mx egyenesek mentén a fiiggvény hatarértékét az origéban!
b) lim )f(w,y) =7

(z,y)—(0,0
3.1.5.

2 9,2
fla,y) = 22 =5 lim | f(2,9) =

x? + 5y? (,y)—(0,0

© Kbénya I. — Fritz Jné — Gyori S. 21 v1.0



3.2.
3.2.1.

T -siny

fay) = 2 my e heEn# 0.0

0, ha(z,y)=(0,0)

a) Hatdrozza meg f hatarértékét az origéban az y = mx egyenesek mentén!
Folytonos-e f az origéban?
b) Adja meg fi-et, ahol az létezik!

3.2.2.
Irja fel az

(22 +1)y
ey

flz,y) =

fliggvény Osszes masodrendii parcidlis derivaltjat!

3.2.3.
Forgassa meg az (z,z) stk z = chx gorbéjét a z tengely koriil. Adja meg a kapott
forgasfeliiletet egy kétvaltozés fliggvény grafikonjaként! Mennyi ennek a fiiggvénynek az x
szerinti parcidlis derivéltja az g = 1, yo = 0 pontban?

3.2.4.
a) Mikor mondjuk, hogy f totdlisan differencidlhaté az (xg, yo)-ban?
b) Milyen elégséges feltétel adhatd f totdlis differencidlhatésagéara?
¢) Milyen kapcsolat van f totélis differencidlhatésdga és folytonossiga kozott? (Alh’tészit
bizonyitsa be, ill. adjon ellenpéldét!)

3.2.5. 49
z Y
L = ; 0,0) =0.
egyen f(z,y) R £(0,0)
a lim x,y) ="
) (z,y)—(0,0) f@y)
b) Totalisan differencidlhaté-e f az origéban?
3.2.6.
3x? + 4y?
Wa ha (z,y) # (0,0)
flz,y) = -
g ’ ha (xay) = (070)
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a) Folytonos-e a fiiggvény az origéban?
b) grad f|u,0 =7

3.3.

3.3.1.

(y +1)z?
fay) = agogr ha@y)#0.0)

1 , ha(z,y)=(0,0)

a) Folytonos-e a fiiggvény az origéban? Totdlisan derivalhaté-e a fiiggvény az origéban?
b) Adja meg f!(z,y)-t, ahol létezik!
¢) Adja meg az irdnymenti derivalt definiciéjat! Adjon elégséges feltételt a kiszamitdsdra!

3.3.2.
Hatdrozza meg az

flz,y) = v+ Bﬁm +1)

fuggvény érintésikjanak az egyenletét az
zo = 0, yo = 1-hez tartozé pontban!

3.3.3.
Legyen

ez+3y

flz,y) =

X

a) Hatdrozza meg az f fiiggvény gradiensét az x¢y =1, yo = 0 koordindtdji pontban!
b) Irja fel az f fiiggvény P pontbeli érintdsikjanak az egyenletét!

3.3.4.

2 Y
f(xay) =2y (1?+1)2

a) gradf|uz =7
b) Irja fel az (1,2) ponthoz tartozé feliileti pontban az érintésik egyenletét!
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3.3.5.

o2 Yy
f(z,y) =y EFEE

Irja fel az (1,2) ponthoz tartozé felilleti pontban az érintésik egyenletét!

3.3.6.

f(z,y) = arctg 2
z

a) Irja fel a Py(1,1) pontbeli érint6sik egyenletét!
b) Hatdrozza meg az x > 0 félsik azon pontjait, amelyekben f;\ + f; = 0.
3.3.7.

2 Y
f(xay) =2y (1?+1)2

a) grad f|q =7
b) Irja fel az (1,2) ponthoz tartozé feliileti pontban az érintésik egyenletét!

3.3.8.
f(z,y) = zy’e™
fi=2 =2
Irja fel a Py(1,—1) pontbeli érint6sik egyenletét!
3.3.9.
Legyen

f(z,y, 2) = 2*yz + 2y°2% + 232°

a) Irja fel az f fiiggvény Py(1,2,—1) pontbeli gradiensét!
b) Hatdrozza meg az f fiiggvény Py(1,2,—1) pontbeli v =2i—3j+5k irdnyi irdnymenti
derivaltjat!

3.3.10.

f(l‘,y,Z):(2$+1)e3Z+ln2y P():(l,l,(])
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d

b Y2 e @ioa
de Po

3.3.11.

a) Folytonos-e a fiiggvény az origéban?
b) Az iranymenti derivélt definicijdval vizsgalja meg, hogy létezik-e az irdnymenti derivalt
az origéban, ha e || 3i — 4j!

3.3.12.
Legyen
f(xay):xy+y2+3$2—6x+7y7 PO(0:0)7 € || 21_1
. s : e of
a) Indokolja meg, hogy f totdlisan differencialhato! 26l = ?
€lp,

b) frja le a kétvéltozos fiiggvény irdnymenti derivaltjanak definicidjat, és szdmolja ki ennek

alapjan is a 8_f értékét!
€lp,
3.3.13.
eZy—l
f(‘/Lli y) - :132 _|_ 1
a) Hol létezik grad f ? Ahol létezik, irja fel!
d
de Po =
3.3.14
2%y
, ha (z, 0,0
fla,y) =9 22+ (@.9) #(0,0)

0, ha (z,y) =(0,0)

a) Folytonos—e f az origéban?

b) Irja fel f]-et, ahol az létezik!
df

c) =—

de |(o,0) ’

haeli—j (A definiciéval dolgozzon!)
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3.3.15.

ox — 3y

flay) = 2 + 4y

(mo,yo) = (0, 1)

a) grad f(zo,y0) =7, df ((zo, o), (h, k) =7
b) Milyen irdnyban lesz az (xg, %) pontban az irdnymenti derivalt maximélis? Adja meg
ezt a maximalis értéket is!

3.3.16.

flz,y) =

Adja meg a Py(2,1) pontban a maximalis irdnymenti derivalt irdnyat és értéket!

3.3.17.
f(z,y) = Va? + 3y*
a) f1(0,0)=7 f/(0,0)=? (A definiciéval dolgozzon!)
b) grad f|u2) =7

d
¢) Adja meg max df értékét és irdnydt!
de |1,
3.4.
3.4.1.
flz,y) = ¢ cosmx Py = (z0,%0) = (=1,1)

a) df ((zo, %), (h,k)) =7 d*f ((z0, %), (k. k)) =7
b) Irja fel a Py pontbeli érintésik egyenletét!

3.4.2.
flay) =hley+a?)  heCh
fo=7 o fh,=7
3.4.3.

hzy)=flay?), [feCq
W=7 W=7

T
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3.5.

3.5.1.
Van-e lokélis széls6értéke az

3
a
f(z,y) = 3 + 2%y + 3zy* +

1
fuggvénynek az =0, y = 3 pontban?

3.5.2.
Legyen

flx,y)=ay+2*—2+y—2
Van-e az f-nek lokdlis szélséértéke?

3.5.3.

flz,y) =(x+5)(y+z—1)

a) Hol teljesiil a lokdlis széls6érték létezésének sziikséges feltétele?
b) Van-e f-nek lokdlis szélsGértéke?

3.5.4.

fla,y)=y° — 80y +122° —
Hol van lokalis széls6értéke a fiiggvénynek?

3.5.5.
Hatdrozza meg az

4
fla,y) =2z +y+ —
Y
fliggvény lokdlis maximum ill. minimum helyeit, amennyiben vannak egyaltalan!

3.5.6.

fle,y)=2° —1224+3+2y° —y
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Keresse meg a lokdlis szélstérték helyeket!
3.5.7.
Legyen

flz,y)=(x—y+1)° = (2 = 2)

Keresse meg az f fliggvény lokalis szélséértékeit!
3.5.8.

a) Fogalmazza meg a kétvaltozos fiiggvényekre vonatkozé Weierstrass tételeket!

b) Legyen f(z,y) = By +6x —4)2? +9(z+y)% ésTazx >0, y >0, y+z <
egyenlétlenségekkel adott tartoméany!

1
3
Indokolja meg, hogy f-nek a 7' tartomanyon
létezik az abszolit maximuma és minimuma, és hatarozza meg azokat!
3.5.9.

3
flz,y) =x2—6x+1+%—3y
a) Hatdrozza meg a fiiggvény lokalis szélséértékeit!

b) Létezik-e min {f(z,y)}ill. max {f(z,y)},haT: y<z, y>0,2<57
(z,y)eT (z,y)eT
Ha igen, hatdrozza meg!

3.5.10.
Legyen

fla,y)=(@y+2z -4+ (y +2)°

és tekintsik a 0 <z, 0<y ésaz y+x <1 egyenlStlenségekkel adott 1" tartomdanyt!
Van-e az f fiiggvénynek a 7" tartoméanyon abszolit maximuma illetve minimuma? Ha igen,
akkor hatarozza meg!

3.6.

3.6.1.

{f(Qa:—y)dT:?,

ha T az A(0,0), B(5,0) és a C(4,2) pontok dltal meghatdrozott haromszog?
3.6.2.
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a) Cserélje meg az integréalds sorrendjét!

0/ / f(z, ) dy dz

b) [f(z*+y*—1)2dT =7, haT: 2?2 +y?> <4, y>0
T

3.6.3.

a) Adja meg a Descartes-féle koordinataknak a polarkoordinatdktdl valo fiiggését! Vezesse
le a Jacobi determindns értékét! (Mit értiink Jacobi determindnson?)
Hogyan kell végrehajtani a polarkoordinatas helyettesitést a

if f(z,y)dzdy

integralon?
b)
// d7T =7 T: 224+y*>e? 2>0,y>0
(22 + y2)(In /2% + y?)?
3.6.4.
[[ydT =7, ha T: 2?2 —42+9y?°<0; y>=x
T
3.6.5.
// L dzdy =7
xdy =
2+ ) (Vi )
T g by < >0 >0
z +y _6_2: T2V, Yy
3.6.6.
/\/:v2+y2dacdy:?
T
T:m2+y2—4x§0, y>0
3.6.7.
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a) £f($+2y)dacdy:? T:{|$|I|Zy|0§1}

b) Végezze el az x + 2y = u, = = v helyettesitést a fenti integralban!

3.7.

3.7.1.
Mit neveziink hengerkoordinataknak? Hatdrozza meg a hengerkoordinatdkra vald attéres
Jacobi determindnsat! (Mit neveziink Jacobi determindnsnak?)

3.7.2.
a) Irjafel az f(z,y) fiiggvény alsé integralkozelitd 6sszegét! Adja meg a jelolések tartalméat!
b) Adja meg a hengerkoordindtdk jelentését, és ismertesse a hengerkoordinétds transz-
formaciot! Vezesse le a Jacobi determindns értékét!
c) [[[z2dV =7 V: 0<2<16—22—¢?
v 2 +y? <4, 9y>0

3.7.3.

a) Hatdrozza meg a poldrtranszformacié Jacobi determindnsat!
b) [[fa*+y*dV =7,
14
ha V a z=12+y?>—4 ésa z=5-3(z?+y?) feliletek altal hatérolt korlatos térrész.

3.7.4.

/// ?drdydz =7
v

Ve 1<z 4+ 92 <4 | 0<2<9—z2—4?2

3.7.5.
Szémitsa ki az

2=12— (2 +y?) ésa z=+/22+y>2

feliiletek altal hatarolt korlatos térrész térfogatat!

3.7.6.
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/// 24y dV =7 V' : tetszOleges 2 magassagu, z tenghelyt henger
v

3.7.7.
///de:? V: 0<z<4—a22—y, 24+ <1
7
3.7.8.
///x2dV:? Vi Va?+y?2<z<4, y>0
7
3.7.9.

a) Mit neveziink gémbi koordindtéknak? (Mi az egyes koordindtdk jelentése?)
b) Hatdrozza meg a gémbi koordinatakra valé dttérés Jacobi determinédnsat!

c)

1

// / ————dzxdydz =7 (gémbi koordinatékkal)

2 1 24 2
A Tr+y-+=z
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II1. rész
Megoldas

1. Differencidlegyenletek

1.1.
1.1.1.
1
y=-———
\/3cos3z +1

1.1.3.

y = arsh (Ce®); CeR
1.1.4. ]

y:§(2 +C@s+1)}), CeR
1.1.5. ] 1

_m:_5+0’ illetve y= -1 (x>0 vagy z<0)
1.1.6. 1

=24+ ——— illet = -2
+—arctgm+0’ Hewe v
1)=-1: = -2

y(1) 4 +—arctgw—1—§
1.1.7.

y=1In(Ce* +e), illetve y=1

y(0)=1: y=1; y(0)=2: y=In((e* —e)e® +e)
1.1.9.

1
y? — 2y +3 = Ke G+)? K>0 é y#1,z#-1

Részletezve:

1
y:1+\/Ke @)? —2  y>1és (x>-—-1vagyz<-—1)

o
yzl—\/Ke @1 —2  y<1lés (z>-—1vagyz<-—1)

1.1.10.
y2P—6y+8=C(z+5) é y#3,x#-H
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Részletezve:

y=3+ /1+C(z+5), y>3é (r>-bvagyz<—H)
y=3—/1+C(z+5), y<3é (z>—-5vagyz<-bhH),

illetve y=2, dex>—-5vagyx < —5
illetve y=4, dex > —5vagyx < —5

a) y=2,x > -5
3
b) y=3 — 1-1—3(3:-1—5) , T>-—b
1.2.

1.2.2.
a) y=Cz? CeR, z#0
4
b)y:C’x2+x— CeR, z#0

2
1.2.3.
y=Czx+zlny1+ 2?
1.2.4. ]
y=-3 Ce*®®  (CeR
1.2.5.

y=—S+2>—z, T#0
T

1.2.6.
2 $4
y=Ce" + T e’

2

1.2.7. 1
y:Cx4—§e_2‘”x4, z#0
1.2.8. _
e
y:C(e$+5)_ el'
1.3.
1.3.1. 1
Yy

rT=u-u+l = Z-1l=——
UTr=1u U+ . "zt C

(x > 0)
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1
o =u? = - =24+ C, illetve y=-—2z
Y+ 2z
1
y(l) =-3 y:—;—Qac, x>0
1.3.4.

y=v/Ce?® —1+e¥

1.3.5.

v—-——=z
T

3 els6rendii linedris inhomogén differencidlegyenlet (z # 0)

1.3.6.

y:eQw

1.4.

1.4.2.

a) Pl [z —2|<1; [y—5[ <1 (zirt) téglalapon f és f, = folytonos

-1
) (y — ) ,
=—> d az zp = 2 pontnak egy olyan kornyezete, melyben az adott kezdeti érték
problémanak pontosan egy megoldasa van.
—xz+1 4
b) ¥ (2) = (f(2,5) =) 3 2 vonalelem meredeksége. Tehat az y—rmo - 3 feltételnek
y—x
eleget tevo pontokban ugyanilyen irdnyt az irdnymezo.

c) To(x) =5 + %(x—2)+ 2T (g — 2)?

1.4.4.
2) y(1) = f(1L,2) =1=m
Az izoklina: 2?2 4+9y? - 22y =1 = y=2z +1
b) Sziikséges feltétel:
yY=0=(y—z)> = y=uxz pontjaiban lehet lokalis szélséérték.

y'=--=2x — 2y + 2y’ (y—2x) = az y =z egyenes pontjaiban y" = 0 és
y" =2 = y =2z pontjaiban nincs lokalis széls6érték.

Jobb megoldds: 3 =(y—x)? > 0 = nincs lokalis széls6érték
1.5.

1.5.1.
a) y = Cre™ + Cye®”; y=—eT 4
b) y=Cre ®+ e —x + =
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c) y=Cre @+ (13 +sinx + cos

1.5.2. 1
_ —3z T A5z
y = Cre % + Cqe +32e
1.5.3.

y = C1e3 + Cozed® + 322 + 4z + 2

1.5.4.
1

y = C1e® + Cye 2% 4 2ze% — x — 3

1.5.5. 1
y=C) + Coe 8 — 3 sin 2z — 2 cos 2

1.5.6.
y = Cre 5% cos 2z + Cye % sin 2z — % e297
1.5.10.
y = C, + Cycos 3z + Cysin 3z + 131:3 — zm
9 27
1.5.11.

y = C; + Cy cos 2z + Cssin 2z + 223 — 3z
1.6.

1.6.2.
ze? + 22+ 2r + %P + 33 =C
y(1)=0: ze¥ + 2242+ 222 +3y° =4

1.6.5.

yeV’ T2 4 352 4 3y = (C
1.6.6.

z2e? + 322 + sinzy — 6y = C

y(1) =0: 2%e® + 322 +sinzy — 6y = 4
1.6.7. )

e2w+y+%+y3=0

2

y(0)=1: e2w+y+%+y3:e+1

1.6.10.
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e 012 hl — ¢
2 P (z yZ) — 79 _ f(p — y?)-nek kell teljesiilnie
e—y?)  —2y-g—h

b) plz—y?*) =z -y’

1.7.
1.7.1.
1 0 1
0 1 1
1 0 1
Al — _]., §1 == 0 ) AQ == A3 == 1, §2 == ]. 3 §3 == 0
0 1 1
1.7.3.
1 0 0
)\1:2,§1: 0 y /\2:2+i,§2: -1 y /\3:2—i,§3: 1
0 1+ -1+
1.7.4.
0 1
1 0
)\1:)\2:)\3:0)§1: 0 ) )\4:1a§2: 0
0 —1
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2. Figgvénysorozatok, fliggvénysorok

2.1.2. )
f(x)ZW};H;Oz_“H%:— ,  Dr=R
2.1.3. L
r+ -+ =
xz) = lim n__n =1, hax >0
/(@) n—oo £ 4 (¢ +2)L + X
n2+1 1
= i =1 =—
1, haz>0
Tehét f(x)—{ ! haz—
2.14
2 haz>0
f(z) = lim f,(z) = f
n—00 5 haz =0

Nem egyenletes a konvergencia, mert a hatarfiggvény nem folytonos.
(Az f, figgvények folytonosak.)

2.1.6.
a) f(zr) = lim (1+smn$) =1; D;=R
n—00 n
i 1
b) [1fu— £l = sup 207 _ 1
z€R n n
2.1.7.
a) f(z) =0, =z€R
1
b n — = _— = —
) [1fa = £l SUD T =
2.1.8.
a) f(x)=0 .
b) ||[f = fall= -+ = fa (%) = in — 0, egyenletes a konvergencia.
2.1.9.
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_m2 4
a) f(z) = lim <_x+ <1+—>x> =z
n—o0 n n

—z? + 4z —2? + 4z
b) [|fn — fl| = sup =

z€[0,3] n n

4
n

=2

4
c) lim ||f, — f||=lim — =0 = egyenletes a konv.
n—>00 n—oo N

2.1.10.
1
) fa)=
on — 1
b) [[f—fll= Y021

\n/ﬁ

¢) ||fa—fll = 0, egyenletes a konvergencia.

2.1.12. e
1, haz =0
f($)—{2$2’ haz >0 ((e?) =9 hax#O)

[0,1]-en nem egyenletes a konvergencia, mert f, -ek folytonosak, de f nem.

1\" 1\"
[1,2]-6n: ||f, — fI| = sup |2z® + (?> —27%| = (E) — 0, tehdt egyenletes a
z€[1,2] €
konvergencia.
2.1.13.

a) f(z)=e*, z€R

sin? (n3x?) 1
b) [[fn — fl| =su = — 0
) M =1 $E£ V2n?2+3  V2n?2+3

a konvergencia egyenletes és az f, figgvények folytonosak
1 1 1

1
= lim [ fu(z)dz = / lim f,(z)dx = /eZ‘” dr = =(e* — 1)
n—oo n—oo 2

0 0 0
2.2.
2.2.1
> 2e”
Z (2e")" = Ty (geom. sor), ha |2e*| < 1, vagyis z € (—o0, —In2)
—2e
n=1
2.2.2. | ) .
s(z) = (In 2) , ha —1<lnz<1, vagyis — <z <e
l1—Inz e
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2.2.3.
1 > 1 e
|fi(z)] < =k > = konvergens == > fp(z) egyenletesen konvergens z € R-en.
k=1 =1

(Weierstrass kritérium.)

2.2.4. -
1 1
|fe(z)] < 3 7€ R és Z 3 konvergens (geometriai sor)
k=1
== Z fr(x) egyenletesen konvergens R-en.
k=1
2.2.6.
o
> fi(z)
k=0
2\* = r2\*
|fi(z)] < (§> , (§> konvergens — Z fr(x) egyenletesen konvergens a
k=0

[0,7] intervallumon (R-en is) és az fp fliggvények folytonosak

Az el6z6ek miatt a ) és az integral jel felcserélheto.

2.2.7.
N\" /1" G
|fu(z)] < <§> , Z <§> konv. geom. sor = Z fn(z) egyenletesen konv.

n=1 =
(—00,00)-en, és f, € C} =  az Osszegfiiggvény mindeniitt folytonos és V [a,b]-n
tagonként integralhatd.

2.2.8.
1 x 1 0
a) [fu(z)] < =, > —; konmvergens == > fu(z) egyenletesen konvergens
n n=1T =1

= Z fn(z) (pontonként) konvergens z € R-en

7 Sl $+1 1 x 1 0
b) |fa(x) 7‘;;_‘_3 s < nzzjlﬁ konvergens — ;ﬂb(x) egyenl. konv.

Tehét a feltételek teljesulnek, igy Vo € R-re derivalhaté a sor Gsszegfiiggvénye.

2.2.10.
o 1 o
fa@)] £ —=, T€ER & QZW konv. — an(x) egyenl. konv.
\/_ n=1 n —
= f (x) konv. R-en.

n=1
i 2. —sin (n®+ /nz) -z
N T 4vnd +3
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)<l ser 4 f:l k — if’(x)eg enl. kon

T S —==—, = és — konv. . yenl. V.
n5 n n=1 n n=1

A fentiek miatt a sor tagonként derivalhato.

2.3.
2.3.1.
| Okt : (k+1)? 1
1 =-.-=1 = - R=14
koo | a koo (2k +2)2k+1) 4
2.3.2. - N 1
lim =-.-= lim <<1+—)) ’f:eQ = R:_2
n—oo | Gy n—00 n 1+ 5 e

2.3.3. )
Jim, ] = Jim 5F =5 = R=3

r=—4: Z = div.
r=2: Y (—1)"% konv.
KT.: (—4,2]

2.3.5.
3 1 1
lim {/|a,| = L =3=—- = R = -, a végpontokban is konvergens.
nl_)Holo\/|a| nl_)Holo(\n/ﬁ)4 7 5 & végpon n is konvergen

W~

Igy a konvergencia tartomany: |z — 4| <

2.3.6.
) (=4, 4)
b) PL [0,1] (V [e, 8] C (—4,4) -ben egyenletes a konvergencia.)
c) z = (x +1)? helyettesitéssel a)-ra visszavezethetd. Igy a konvergencia tartomany:
—4 < (z+1)? <4 miatt |z + 1| <2, vagyisa (—3,1) intervallum.

2.3.7.
2 1 1
a) nh_)m lan| = ll)nolo (%)2 =2= = — R= 502 végpontokban is konvergens.

, 1
Igy a konvergencia tartomany: |z| < 5

1
Pl [Q,,B] = |:0,§
A megfeleld tétel: 1. Segédlet!
Megjegyzés:
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11
Y [a, 8] C ( — 5 5) j6 (tanult tétel). De most
‘(—2)" 1

< = ok ha [z| <

(NN

11
} intervallumon is. Ezért [a, f] = [_5’ 5]

l\?lP—‘

1
Igy a sor egyenletesen konvergens a [— 2’
is jo.

b) |z + 3|

N | — IA

Konvergencia tartomdny: | — 8z3| < 1, R=

2.4.6. o
f(x):8ix 4111—— ZZ()

n=

Konvergencia tartomény: |q |g| <1 = |z|<8

2.4.7. - -
fla)=— -1 (~922)" = 3 (~1)m 9" 4
=0

14922 1-—(-922) -

n

1
Konvergencia tartomany: |g| =|—922| <1 = |z|< 3

g(x) :ch2x:Z ((2232)‘” , z€R

2.4.9.
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11 1 r—1\"
=_ =_ Jlr—1
f(x) 37 &l —3 E ( 3 ) KT.: [zt —1| <3

3 n=0
(2= 1)"
g(z) =Y > c€R
n=0
2.4.11
1 1 11 1= (z—3\"
= = = - = —— KT.: -3 <2
U P 21—z 2;( 2) [z =3
v i3 _ N BE D))" 53" n
e’ :e3(+1)3=e3ZT:e3Z—!(x+1), r€eR
n=0 n=0
2.4.12.
© .T2k+1
arctgm:%(—l)k2k+1 lz| <1 L. Segédlet!
2 _ - (_1)k 2\ 2k+1 _ - (_1)k52k+1 4k+2
aretgde’ =3 o7 (50) =2 e
k=0 1 k=0
KT.: [52?<1 = R=-—
527 < 7
2.5.
2.5.1
= (—1/5 1
1+222)715 = ( ) %k R=—"—
fl@) = ( =2 7
~1/5 12
= 22
4 ( 2 ) 25
2.5.4
= 1/9> k .2k = 1
Z 3 x :Zanx", R=—
k=0 < k n=0 \/g
v 1 1/9)\ 92 32
fVO)y=4lay =24 (') 3% = 3
2.5.6
1 1 1 s 1 (—1/3) K ok 1
)= —= ——— = - (14 322 = R R=—
2.5.7 »
3zt 3
=V1I6 41+ =2 (1+—2*) =
f(z) 64/1+ 16 ( +16x>
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o (14 (3)"
- 2 — = n =
2 (k)(16) z Zanx, R 7

k
fAN0) =11'a;; =0

12) () — _ 1/4) (3\° _ EHED 3
fe )(0)—12!a12—12!2( 3 ) (E) _12!2T (E)
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3. Tobbvaltozos fiiggvények

3.1.
3.1.1.
Nem létezik, mert pl.
lim 1 2z + 3y L 2x_17é1_1. I 20 +3y .. 3y
o0y 04z + 15y  oa04z 27 5 yoas0dr+ 15y o0 15y

Vagy: =, = 0,CO0S®n; Yn = 0nSinp,
20n CO8 @, + 30nSinp,  2co8 @, + 3singp,

lim =
=0 4p, cosp, + 150, sinp,  4cosy, + 15sin @,
©n tetsz.
fiigg ©n-t6l, pl. ¢, = T esetén: 1; ¢, = T esetén: 5
3.1.2.
Nem létezik, mert
lim 0% cos? p, + 208 sin* p, - cos? @, + 20%sin* g,  cos? g,
o0 202 cos2p, + 302sin’p, o0 2 + sin? p,, ~ 24sin? g,
pn tetsz. pn tetsz.
fiigg @n,-t6l, pl. @, = 7 esetén: 0; ¢, = 0 esetén: %
3.1.3.
Nem létezik, mert pl. y = mx mentén
r-mzr+z m+l1

91613(1) f(z,mz) = :lvlgtl) 212 + 3m2x2 2+ 3m?2’

azaz fiigg m-tol.
3.1.4.

a)

b) nem létezik, hiszen fiigg m-t6l.

3Im
1+ 2m?

3.1.5.
Nem létezik, mert
lim lim f(z, y) = Ii 22 o 3 im =  him i f
e v) =y =27 Ty = e =y
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3.2.

3.2.1.

T sin mx . sin mx mx m
lim f(z,mz) =lim | 20 + ——— ) = lim | 2z + . =
0 750 2 4+ m2x2 70 mr T+ m2x 1+ m?2

figg m-t6l = A lim f(z,y) == f nem folytonos az origéban.

(2,y)—(0,0)
b)
. f(h,0) = £(0,0) . 2h+0-0
! _ — _ =
OO =T T
Ha (z,y) # (0,0):
fony siny - (22 +y?) —z siny - 2z
z (x2 + y2)2
3.2.2 5
r_ i 2 ) _ i
fi=- (e% (#*+1)) = 522
Yy
n
TTr 62y ©2
r g Y2
’ (e?)?
2y 2 1-2
(2 €T TY e 2 y
fy = (22 +1) e (z* +1) s
—2e% — (1 — 2y) 2e%
w = (2" +1) (e2)?
3.2.5.
a lim x, mert
) (z,9)—(0,0) fl@v) 3
T +2y

lim lim =lim> =1 # f(0,0)

z—0y—0 xr — 2y z—0

b) Mivel f nem folytonos (0,0)-ban (hiszen 3 itt a hatdrérték), igy nem differencidlhaté a
(0,0)-ban.

3.2.6.
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a) Nem folytonos a fiiggvény az origéban. Pl. x = 0 egyenes mentén:

492 7
hmf((] y) = h—I}(l)y— =4#3= f(0,0)
6z(22? + y*) — (322 + 4y?) - 4z
b ,: N / 1 =
) e 0,0 =0
8y (222 ) — (322 +49%) -2
g BT Hy) = B+ dy) - 2y F1(1,0) = 0
y (222 + y2)? y
grad fla,o =0i+0j=0 (3, mert f, f; Kq)-ban 3 és folyt.)
3.3.
3.3.1.
a)

hmhmf(:v y)—hmi—();él— £(0,0)

y—0 z—0 y—0 2y

= f nem folytonos (0,0)-ban = nem derivalhaté (0, 0)-ban.
b) Ha (z,y) # (0,0)
= (y+1) 2z(z* +2y%) — (y+ 1)z? - 2z

(22 + 2¢2)2
_ f(h,0) = £(0,0) B
! _ ’ h
EOO =m0
3.3.2. e ( 19 )
et — (x4 1) 2e™
fc,c = (y2 + 1) (62$)2 alv(O’ 1) =-1
z+1
fy= 02z "2y fy(0,1) =
f(0,1) =2
Az érintésik: —1(z—-0)+2(y—1)—(2—2)=0
3.3.3.

a) grad f|,0 =0i+3ej
b) 0-(z—1)+3e-(y—0)—(x—e)=0

© Kbénya I. — Fritz Jné — Gyori S. M-15 v1.0



3.3.5.
Sr—1)+2@y—-2)— (=2 =0

3.3.10.
1
— 9n32 — — 3z
a) fl =2e fy= % 2 fl=02z4+1)-3e
gradf‘P():Q J+9k=1[2,1,9]

1 .

b 3i—4k) = e=-—
) el Bi—4k) Y SN ERT:

d
df =gradf|, -e=2-24+1-0+9-5' =% =6

de Py
3.3.11.
a) Igen:
208 cos® o, + g8 sin® o,
lim Zn® ¥ O SINT on lim 0, (2 cos® g0n+s1n ©n) =0
on—0 On on—0
on tetsz. on tetsz. ! korlatos
0
b) Létezik:
df| _ . fO+et) - f(O) L3, 4
de o o0 5 5=
5, _a e e )
dff _ . FEH=50)-f0,0) _ () T
de o o0 t t—+0 t
3\ [4)° 3\ [4)°
=1lim (2= — (= =2(=) - (=
t—+0 5 5 ) )
3.3.16.
df : :
max —— 42 + (81n2)? e= (4i + 81n2j)
de |5, ) 2+ (8In2)? =
3.3.17.

' -1 f(hO) F0.0) _ 15y YR 0_ lim 2 — 41
2) f2(0,0) = Jimy i A, :
! — f(O,k)ff(O,O) — V3kt-0 _ V3k?
F3(0.0) = g PR = iy S = i 55 =0
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b) K1 2)-ben f parcidlisai 1éteznek és folytonosak

. o 1. 48
= Ferad flop = fo(1,2)i+ f(1,2) ] = Zi+ —,
1 1
mert fl = ———— 2 [l = ——— 12
24/ 12 + 3yt 24/72 + 3y*
d 1 1. 48
o max F|  — fgrad flug| = /(57 + () b e = ——— (2i+ T
B VE) +(F)
3.4.
3.4.1.

a) fl = —me¥ sinmx fi(=1,1)=0
fy =2y e¥’ cos T fi(=1,1) = =2e
df (=1,1), (b, k)) = fa(=1,1) - h+ fi(-1,1) - k= —2e k

" o= —q2eY cos T w(—1,1) =%
oy = —T2Y eV’ sin 7z 2y(—1,1) =0
w= (2" + 22" ) cosma - fy,(-1,1) = ~6e

qu ((_11 1)5 (ha k)) = a’;la;(_la 1) h? +2 é,y(_la 1) hk + gyy(_la 1) k* = e h* — 6e k?
b) Erintdsik:

LELD) @ =)+ (LD 1) = (- f(-1,1)) =0
—2e(y—1)—(z2—(-¢)) =0
3.4.2.

fo=W(zy+2?) - (y + 22)

//_2 ! 2 ! 2 2 _
o= By (P (zy + %)) - (y + 2x) + W' (zy + )8y(y+2l‘)—

=h"(zy + 2?) - z(y + 2z) + b (zy + 2?) - 1
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3.5.

3.5.2.
Nincs lokélis szélsGértéke.

3.5.6.
fl=3x2-12=0 =42

1
fy=4y—-1=0 y=

4
) johet szoba.

1 1
P (2,>)il p(-2>
4 4
n n
D = " Ily = 0 4‘ = 243’;
yz vy

Dp, >0, fllp >0 = lok. min. van P;-ben.
Dp, <0 = nincs lok. szé. P,-ben.

3.5.7.
Lok. min.: f(0,1) = —4

3.5.8.
a) ..
b) fi=2x—-y+1)—2@?—-2)-20=2+10z —42° -2y =0
fi=2@—-y+1)(-1)=0 = y=x+1

Ezt behelyettesitve az 1. egyenletbe: 4z(z? —2) =0
A sziikséges feltétel a kovetkezd pontokban teljesiil:

P(0,1); P(V2,14+V2); Py(—v2,1-+?2)

" "
TT Ty
n "
yz vy

D(z,y) =

10— 1222 =2 B 9
= ‘ _9 9 ‘ =16 — 24z
D(0,1)=16 >0, fr(0,1)=18>0 = lok. min. f(0,1) = —4

Dl|p, <0; D|p, <0 = Py-ben és Ps-ban nincs lokalis széls6érték.

3.5.10.

f folytonos és T kompakt =  f-nek van minimuma és maximuma 7-n (Weierstrass
I1.).

fmzn:f(l,O)ZE), fmaz:f(O;O)ZIG
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3.6.

3.6.3.

a) r=rcosp, Yy=rsing

!
o
Yo

/!
T
!/
T

T
Y

cos @ —rsing
sinp rcosgp

//fx Y dxdy—/ f(recoso,rsing) - rdrde

(r,) € A* esetén (z,y) € A

b) I= lim I, e<a2?+y*<R?, e<r<R, 0<p<~=
R— o0 2
R m/2 R R
1 T 1 T —1 T ( —1
Ip= dpdr== [ ~(lnr)?dr==—| ==—+1
R //7’2(lnr)2 rawar 2/T(nr) T YTar 2(lnR+)
e O e

3.6.5.

Improprius integrél, polartranszformacioval oldjuk meg.

) 1 T
z=reosp, y=rsing, [Jj=r osr<-, 0<p<g
€

I = lim I,
o—+0
1/enw/2 1/e ( ) oL
Inr e
I, = dodr== [ =(Inr) 3dr = =
g//ﬂlnrr(pr /(T) 2—2@
e 0 Y
.7 1 B 1 _ Ty 1
- 4\ (md)? (no?) A4 (Ing)?
T 1 T
ooto 4 ( (lng)2> 4
3.6.6.
128
9
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3.7.

3.7.2.
a) ..
b) ...
c) T =TCosp, y = rsinp, z =z, J| =
0<2<16—r2, 0<p<m, 0<r<2

2 7 16—r2 2 7 2 2 7
23 16—r 1
1= [[ [ 2raaoa= [ [+ apar—g [ [rao-rpapar-
00 0 0 0 z=0 0
1 1 2 (16 2)42
— 7 —-r T
=T [ =2r(16 =7’ dr=—~ =" (12* - 16*
375 7( r)° dr G 1 0 24( )
0
3.7.4.
Hengerkoordinatas transzforméacioval:
r=rcosp, y=rsng, 2=z  |J|=r
0 << 2m, 1<r<2, 0<2<9—1r?
2r 2 9-72 21 2
///r2cos2g0-rdzdrdg0://c052gp-r?’zi_r dr dp =
——
0 1 0 0 1 r3(9—1r2)
2T 7‘4 7‘6 2 24 26 9 1 2T 1 4 cos 2@
2
= 9 — — — dp={(9-—— —— -+ = dp =
/COSQO( 4 6>T:1“0 ( 476 4+6>/ 5
0 0
32 9 1 1 279
= 2 Ty ) g =2
(36 3 4176) 212"
2w
/congodgo:
0
3.7.5.

Vo2 +y? <z <12 (2% +9?)
A két feliilet metszésvonala a /22 + y2 = 12 — (2 + y?) egyenletbdl: \/z2 + y2 = 3, tehdt
az 2 + y? = 3% kor (a z = 3 sikban).
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Hengerkoordinatas transzforméacioval:

T =T COoS , Yy = rsing, z =z, |J|=r
r<z<12—1r? 0<r<3, 0<p<2r
2 3 12—r? o 3
127"
:// / rdzdrdp= // ey drdep =
0 0 r 0 12r—r3—¢2
2T

3 4 3 4
3 3 3
Odcp 7T<63 1 3) 7r< 4)
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