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Ismert a valés szdmok rendezett testje, és a A : Rt x Q — RT fiiggvény. Alkalmazzuk az

a® = N(a,x) jelolést minden a € RT és x € QQ esetén.
Ismertek tovabba a hatvanyozés azonossdgai, illetve a monotonitéasa. Nevezetesen, ha a,aq, as €
Rt és x, 21,29 € Q, akkor

(a) ™2 = g™ q*? (exponencidlis Cauchy egyenlet);

(b) (a1a2)" = afag; (¢) (™)™ = g™z,

(d) a®* <a™ (1 <a, 1 < z); () a® <a™ (a<1, z1 < x9);

f) a® < a® ar < ag, 0 < x); g) ai < aj ar < ag, x <0).
1< Q3 2 < ay

Kiterjesztjiik a fenti fiiggvényt tetszoleges valos kitevore tigy, hogy megmaradjanak a hatvanyozas
azonossagai és monotonitasa. Megmutatjuk, hogy ez a fiiggvény mindkét valtozdjaban folytonos.

1. Definicié. Legyen az exp : R — R™ olyan, hogy
exp(z) = lim <1 + f) :
n

€T n
Meg kell mutatnunk, hogy ez a definicié korrekt, azaz az <1 + —) sorozat minden x-re konver-
n

gens, és hatarértéke pozitiv.

2. Allitas. Ha a,b € R ésn €N, akkor

n

a®—b" = (a—0) Z a"FpEt

k=1

Bizonyitas. Teljes indukciéval bizonyitunk. n = 1-re az allitas nyilvanvalo.
Tegyiik fel, hogy az éllitas igaz n-re (indukcids feltétel)! Ezt felhaszndlva (a) miatt

n+1 n
(a i b) Z a(nJrl)fkbkfl _ (CL . b) Za(nJrl)fkbkfl + (a N b) b —
k=1 k=1

=a(a—0>) Za”’kbk*1 +(@a—0b)b"=a(a” —b")+ (a —b)b" = a"t" — o,
k=1

3. Kovetkezmény. Ha 0 < b <a ésn €N, akkor
(a—b)nb" ' <a™ —b" < (a—b)na™".

Bizonyitds. A feltételek és (f) miatt v* < a* minden k = 0,...,n-re, igy

(a—b)nb" ™ = (a —b) Z bRV < (0 —b) Z a" " < (a —b) Z a"Fa" 1 = (a — b) na" .

k=1 k=1 k=1

Ez pedig az el6zo6 allitas szerint éppen a bizonyitando.
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X n
4. Tétel. Az (1 + —) sorozat konvergens minden x € R esetén. Tovdbbd, bdrmely x € R esetén
n

1+z <exp(z) és 0<exp(z).

Bizonyitas. 1. eset:

x x
Legyena=1+—¢éb=1+ T Ekkor n € N esetén 0 < b < a, igy a fenti kovetkezmény szerint
n n

LY (1= T o T e (148)
(+ﬁ) a +n—i—1 _n(n+1)(n+ )< +E>

Rendezve az egyenl6tlenséget és alkalmazva (a)-t, kapjuk, hogy a sorozat monoton né:

(5 (D) -0 < (1v:5)

Legyen most p € N gy, hogy x < p, és legyen a = 1 + 4 b=1. Ekkor 0 <b< a,igy a fenti
n

(1+i)n+1—1§£(n+1) (1+i)n.

pn pn pn
Rendezve az egyenl6tlenséget és alkalmazva (a)-t, kapjuk, hogy:

(1+£> ((1+£) —i(n+1)) <1
pn pn pn
Mivel 0 < 1 — x/p, ezért,

r\" 1 ) r \"" 1 P
1+ — | <—+, azaz (f) miatt 1+ — < .
pn 1—x/p pn 1—x/p

pn
x x
Tehat az (1 + —) részsorozat feliilr6l korlatos, igy a monoton novekedés miatt az (1 + —)
pn n
sorozat is, tehat valoban konvergens. Tovabba, a monoton novekedés miatt

kovetkezmény szerint

n

1 n
0<1+x=<1+5> ghm<1+5> .
1 n

2. eset:

Legyen most forditva, azaz a = 1 +

x x
és b =1+ —, és legyen ng = [—z|. Ekkor np <n € N

. ntl n

esetén 0 < b < a, igy a fenti kovetkezmény szerint

—T T\ z \"M x\ntl
—(n+1)<1+—) <(1+ —<1+—) .
n(n+1) n n+1 n

Rendezve az egyenl6tlenséget és alkalmazva (a)-t, kapjuk, hogy az elsé ng tag elhagydsdval kapott

sorozat monoton no: 1
(1+3) (<1+f>—f)§(1+ v ) .
n n n n+1

ng < nesetén 0 < 14+ z/n < 1, igy az els6 ng tag elhagyasaval kapott sorozat feliilrél korlatos, igy
konvergens, és ekkor az eredeti sorozat is konvergens. Tovabbé, —1 < z < 0 esetén ny = 0, igy ekkor

1 n
O<1+x:<1+£> gnm<1+§> ,
1 n

és x < —1 esetén

x mo+1 T\ "
1+x§0<<1+ ) ghm(1+—> .
ng + 1 n



5. Allitas. Ha z € R, akkor
exp(z) exp(—x) = 1.

Bizonyitas.

exp(z) exp(—z) = lim (1+ %)nlim (1 + %C)n = tim ((1+ %) (1- %))” — lim { (

6. Tétel.
exp(z 4 y) = exp(x) exp(y)

Bizonyitds. Mivel

2 2 2
0§<x—y) :(:E+y) — 4xy Ty ($~|—y) ,

, azaz — <

4n? n? 2n

ezért

2
T T x x + T+
+3)(1+d) =142+ 2+ 2 <1y y+( y) —
n n n n n n 2n

és 1gy max{—=x, —y} < n esetén (f) miatt
AN n z+ 2n
(1+3)" (1+2) §(1+ y) ,
n n 2n

exp(z) exp(y) < exp(z + y).

és innen hataratmenettel

Masrészt,
exp(z +y) exp(—y) < exp((z +y) —y) = exp(z),

miatt az exp fliggvény 4. tétel szerinti pozitivitasa és az 5. allitas szerint

(1+

xr+y
2n

exp(r +y) = exp(z +y) - 1 = exp(z + y) exp(—y) exp(y) < exp(z) exp(y).

7. Megjegyzés. A 4. tétel szerint 1 + 2 < exp(x). Innen azonnal latszik, hogy

lim exp(z) = oc.
Tr—00

Ha z < 0, akkor az 5. éllitds miatt exp(—x) = 1/ exp(x), és

1
Jm exp(z) = lim exp(—z) = lim e

Megmutatjuk, hogy e = exp(1) jel6léssel (exp |g) (z) = €”.

8. Tétel. Haf: Q — R*, akkor a kéovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

1) f(z +y) = f(x) f(y) minden x,y € Q-ra; 2) f(z) = £(1)* minden x € Q-ra.

).
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Bizonyitds. A 2) = 1) irdny éppen az ismert (a).
Bizonyitsuk be 1) = 2)-t. f(z) = {(1)"-et el6szor ldssuk be = € N esetén teljes indukcival.
x = 1-re nyilvanvalé. Tegytik fel, hogy f(x) = f(1)” teljesiil valamely = € N-re (indukcids feltétel).
Ekkor 1) szerint f(z + 1) = f(z) f(1), ami az indukciés feltétel miatt £(1)” f(1), azaz (a) alapjan
f(l)z—&-l'
Ha z € Q*, akkor In,m € N, amire x = m/n. Ekkor

f()™ =f(m)=f(m/n+m/n+---+m/n)="1f(x)f(z) - f(zx) =1(x)",

azaz (c) miatt f(1)* = f(1)™" = f(z).
Ha z = 0, akkor f(1) = f(0+ 1) = £(0) (1), és mivel (1) # 0 ezért £(0) = 1. Ehhez hasonléan
(a) miatt f(1)° = 1, ami adja az &llitast.

1
Ha z € Q, akkor —x € Q%, és igy az el6zbek és (a) szerint f(—z) = {(1)7" = ) Mivel

f(z)f(—x) =f(z — ) =£(0) =1,

1
ezért f(—x) = ——, ami adja az allitést.

f(z)

A definicié szerint exp(0) = 1, igy a 6. és a 8. tétel szerint e = exp(l) vélasztdssal valéban
exp(z) = €® minden z € Q-ra.
Kénnyen adhatunk becslést e-re. Példdul (1 + 1/n)™ monoton novekedése miatt

2,7<1,01" <lim(1+1/n)" =e.

Hasonl6an, (1 — 1/n)" monoton novekedése miatt 0,36 < 0,999 < lim(1 — 1/n)" = exp(—1).
Az 5. éllitas szerint exp(—1)exp(1) = 1, igy

e=1/exp(—1) <1/0,36 < 2,8.
9. Allitas. Ha x < 1, akkor

142 < explz) < —
x < exp(x :
= G = 11—z
Bizonyitds. Az els6 egyenlGtlenséget belattuk a 4. tételben minden x € R esetén.
x helyére —z-et irva
1

1l -z <exp(—z)= xp(@)’

~—

és innen, mivel 0 < 1 —x és 0 < exp(x)

1
1—xa

exp(z) <

10. Tétel. exp : R — R folytonos.

Bizonyitdas. A fenti allitasbdl azonnal kovetkezik, hogy

lim exp(z) = 1.

z—0
Ebbdl pedig, barmely a € R esetén a 6. tétel szerint

31613(11 exp(x) = 31613(11 exp(a) exp(z — a) = exp(a) ilir(ll exp(x —a) =

exp(a) lim exp(z —a) = exp(a) -1 = exp(a),

rz—a—0

vagyis az exp fiiggvény valéban mindeniitt folytonos.



5
A @Q-n értelmezett e*-et persze mashogy is kiterjeszthetnénk R-re. Még tgy is tudndnk més

kiterjesztést adni, hogy a hatvanyozas azonossigai megmaradjanak. A monotonitast viszont csak ez
a kiterjesztés Orzi meg, mint ahogy csak ez a kiterjesztés lesz folytonos. Ezt mutatja a kovetkezo

11. Allitas. Legyen —co < a < b < oo, D Cla,b| stird ]a,b[-ben, és f,g :]a,b[— R gy, hogy
f|D=g|D. Haf ésg folytonos, akkor megegyeznek.

Bizonyitds. Legyen x €a, b|, kozelitsiik egy z,, D-beli sorozattal. Ekkor

f(x) =limf(z,) = limg(z,) = g(x).

12. Tétel. exp szigoruan monoton no.

Bizonyitds. Mivel (d) miatt exp(z) monoton né Q-n, és folytonos R-en, ezért monoton né R-en.

Ebbdl, ha z,y € R 4gy, hogy x < y, akkor dxg, yp € Q, amire x < xy < yg < y, igy az elobb latott
monotonitds és (d) miatt exp(x) < exp(zg) < exp(yo) < exp(y), vagyis az exp fiiggvény szigorian
monoton no.

13. Definicid. Jeldlje In, az exp fiiggvény inverzét, azaz
In=exp .

14. Megjegyzés. A 12. tétel miatt az exp fiiggvény nyilvan injektiv. Tovabba, az 1. definicid, illetve
a 7. megjegyzés és a 10. tétel miatt

exp : R — R bijekcid.

Emiatt a fenti definicié korrekt, és
In : Rt — R bijekcid.

A 12. tétel miatt az In fiiggvény is nyilvan szigortian monoton nd, illetve a 7. megjegyzés miatt

In(z) <0,ha0<z<1; In(1) = 0; 0 <lIn(x), hal<x,
és
lim In(z) = —o0 lim In(z) = 0.
z—0+ T—00

Ezért persze In is folytonos, és végill x1,1o € R esetén legyen y; = Inzy és yo = Inz,. Ekkor
x1 = exp(y1) és o = exp(ya), igy a 6. tétel miatt

In(z122) = In(exp(y1) exp(y2)) = In(exp(y1 + y2)) = y1 + y2 = Inx; + In xs.

15. Definicié. Legyen a € R* és x € R. Definidljuk az a alapi exponencialis fliggvényt a
kovetkezoképpen

a® = exp(zIn(a)).

16. Tétel. Ha a,a,a; € RT és x, 21,22 € R, akkor

(a) a®*7*2 = g™ a™ (exponencidlis Cauchy egyenlet);

() (anea)” = afs; (¢) (@)™ = an;

(d) a** <a™ (1 <a, 1 <x9); (e) a™ <a™ (a<l1, x1 <xq);

(f) ai <ay (a1 <ag, 0<x); (9) a3 <af (a1 <agz, x<0).
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Bizonyitds. (a)- és (b)-nél alkalmazzuk a 6. tételt, és (b)-nél a 14. megjegyzést is.

(a) a®*2 = exp ((x1 + 22) Ina) = exp (z1Ina + xoIna) = exp (z1Ina) exp (x2 Ina) = a® a™2.

(b) (a1as)” = exp (xIn(ajaz)) = exp (z(Ina; +Inay)) = exp (zlna; + zlnay) =
=exp (zlna;)exp (x1nay) = afad.

(¢) (a™)" = exp (x2In(a™)) = exp (z2 In(exp (z11na))) = exp (221 Ina) = a™*2.
(d)-, (e)-, (f)- és (g)-nél alkalmazzuk a 12. tételt, és a 14. megjegyzést.

(d) 1 < a miatt 0 < Ilna, igy r; < zo miatt z1lna < zylna. Innen a 12. tétel adja, hogy
a”™ = exp(z;Ina) < exp(zglna) = a™.

() 0 < a < 1 miatt Ina < 0, igy 7 < 2 miatt x9lna < x1lna. Innen a 12. tétel adja, hogy
a™ = exp(xgIna) < exp(zyIna) = a™.

(f) A 14. megjegyzés és a; < ay miatt Ina; < Inag, igy 0 <  miatt zlna; < zlnay. Innen a 12.
tétel adja, hogy af = exp(xIna;) < exp(zlnas) = aj.

(g) A 14. megjegyzés és a; < ap miatt Ina; < Inay, igy = < 0 miatt xlnas < xlna;. Innen a 12.
tétel adja, hogy a3 = exp(xlnasz) < exp(zlna;) = af.

Végiil belatjuk a mindkét valtozébeli folytonossagot.

17. Tétel. Ha a € RT, akkor az x € R — a® € R fiigguény folytonos.
Ha x € R, akkor az a € RT — a® € R fiigguény folytonos.

Bizonyitds. A 10. tétel, a 14. megjegyzés, a folytonos fiiggvények konstansszorosardl szolo téttel, és
a folytonos fliggvények kompoziciéjarol szolo tételek alkalmazasaval kapjuk az allitasokat.



