ANALIZIS 1. 2. VD MEGOLDAS 2019. januar 4.
Mérnokinformatikus szak a-varians Munkaidé: 90 perc

1. feladat (448 pont)
a) Mondja ki az algebra alaptételét!
b) Adja meg algebrai alakban a 2z — (3+2i)22+(143i)z = 0 egyenlet Ssszes megoldasat!

a) Minden komplex polinomnak van komplex gyoke. Vagy: minden komplex polinom
felirhat6 els6foki komplex polinomok szorzataként.

b) 25 — (34 2i)22 + (1 4+ 3i)2 =0 ha z = 0 vagy 22 — (3+2i)z + (1 + 3:) = 0. (2p).
Ennek megoldasai

2p 3+2i £ /(3+2i)> —4(1+31) 2p 3+2i£1
2 n 2

212 =

vagyis az egyenlet gyokei 0,1+ 4,2 +1i. (2p)

2. feladat (8+11 pont)
a) Mondja ki és igazolja a rendérelvet!
22n+3 + 8- <_4)n
b) Hatarozza meg az a,, = ’\l/
) “ & az n?+ 3n + 2
limesz szuperiorjat és limesz inferiorjat! Konvergens a sorozat?

sorozat torlodasi pontjainak halmazat,

a) Haa, < b, <c¢,, éslim, o a, = lim, . ¢, = A, akkor lim,, ,., b, = A, (2p) ugyanis
létezik Ny, Ny € N, hogy n > Nj esetén |a, — A| < € és n > Ny esetén |c, — A| < ¢,
(3p) tehat n > N = max(Ny, Ny) esetén

A—e<a, <b, <c, <A+evagyis |b, — A| <e. (3p)

b) Paros n esetén

O 1 . 4n 1 Y
gy VIO 1py /102 ) 1647 T2, 10w, VIO 1,
6(5/n)? 612 n2+3n + 2 n? (/n)?

vagyis asy, IR 4 Paratlan n esetén U, B 0, igy liminfa, = 0, limsupa, =4 (1p), és a
sorozat nem konvergens (1p).

3. feladat (6-+4-+3 pont)
Szamolja ki az alabbi hatarértékeket:

.2
. sin®(2x) .
a) ilir(l) 32 b) :z:lggo 32 Y
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. sin?(27)
b) lim 52 0, mert a szamlalo korlatos, a nevezé oo-hez tart. (4p)
T—00 €T
. sin?(27)
¢) lim TSR 0, mert a hatarérték a hatarértékek hanyadosa (3p).
T—T €T

4. feladat (4412 pont)

a) Mondja ki Weierstrass masodik tételét!

b) Szémolja ki az f(z) = In(2? — 4z +5) — In(2* + 62 + 10) fiiggvény minimumat, illetve
maximumat a [—3, 2] intervallumon!

a) Korlatos zart intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény felveszi a maximumat és
minimumat. (4p)

b) Dy =R, (2p)

f’(a:)?g) 20—4 22406 2 10(z* + 2 —7) _0
22 —4rx+5 22+46x+10 (22 —4x +5)(2? + 62 +10)

ha © = =12 ¢ [3 9] (3p), tehat f(—3) = In(26) a fiiggvény maximuma, f(2) =
—1n(26) a fiiggvény minimuma. (2p)

5. feladat* (5+12 pont)
Szamolja ki az alabbi integralokat! Ahol sziikséges, hasznélja az y = e helyettesitést!

7623: 7€3$
@) /e2x+4dx’ ) /e2w+4dx
Te 3p T [(e*+4) , 27 9
——dr = - In(e”™ +4 .
a)/62x+4d 2/ T dx 5 n(e™ +4)+c

b) Hasznalva az y = e*, x = Iny behelyettesitést (2p)

[ e[ e [
62I+4 2+4 gy 244 Y
Y 1 DN veZr(e a
= —————dy=T(y—2arctg_ ) +c=T7|e" —2arctg— | +c¢
(4)°+1 2 ?

6. feladat* (448 pont)
a) Mondja ki az integralszamitas mésodik alaptételét!
4z
b) Legyen H(x) = / arsh(t® — 1)dt ! Mi H derivaltfiiggvénye?

2z
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a) A Riemann-integralhato f fliggvény F integralfiiggvénye folytonos. (2p) Ha f foly-

tonos, F' differencialhato, és F' = f.(2p)

b) Legyen F(x) £ / arsh(t® — 1)dt, ekkor F'(z) £ arsh(z3 — 1), és H(x) £ F(42?) —
0

F(2z), vagyis H'(z) 2 8z arsh(642 — 1) — 2arsh(8z° — 1)

7. feladat* (5+6 pont)

1
1

a) Milyen o > 0 esetén konvergens az / —dux integral? Valaszat indokoljal
0 T

1

b) Széamolja ki az dx integralt!

1
—4 Vor +4

a) a # 1 esetén

1 _ 1 _
1 a+1 1 -«
—dz 2 lim L r — lim ° < 00,
0 x“ =0+ |[1l—af, l1-—a =—=0+tl-a«
ha a <1 (1p). a =1 esetén
! 1 11p
/ —dz = lim [Inz]. = oo,
0o T e—0+
igy az integral o < 1 esetén konvergens (1p).
b) A fiiggvény nem korlatos, igy
1 1 1 5
———dr =1 br+4) 2dx =
L Veera DA e
1
|Gz +4)2 p6 2 1p 6
= lim T = - —— lim Ve = -
e—0+ 5. 5 4 5 5 e—=0+ 5
—g+€
IMSC feladat (14 IMSC pont)
Honnan (az alapvonaltol mekkora z tévol-
sagrol) kell kapura l6nie a labdarugopalya /_\
szélén 1évs jatékosnak, hogy a kapu eltala- . i
lasa a legkonnyebb legyen, vagyis ahonnan =
legnagyobb szogben latja a goélvonalat? A
golvonal szélessége a, tavolsaga az oldalvo-
naltol b. a b
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A golvonal ¢(z) latoszoge és derivaltja:

b b
¢(r) = arctg (i) — arctg (—) 4p
T T
—leh =
/
(z) = — = 2p
L ()" 1 ()
+b b

A ¢'(x) = 0 egyenlet megoldasa: & = /b(a + b). 4p Lathato, hogy ¢(0) = lim,_,o ¢(z) =
0 és ¢(z) > 0, tehat a ¢ latoszognek valoban maximuma van az  helyen. 2p

A feladat geometriai uton is megoldhaté. A sikon a gélvonal latokorein helyezkednek
el azok a pontok, ahonnan a golvonal fix szog alatt latszik. A latészog az oldalvonal
mentén ott maximalis, ahol a latokor érinti az oldalvonalat. Ennek a latokornek a
sugarat (Pitagorasz-tétel felhasznaldsaval) kétféleképpen felirva adodik, hogy b + § =
/2% + (%)?, ahonnan az el6zével azonos eredményt kapjuk a keresett Z-re. 14p
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1. feladat (448 pont)
a) Mondja ki az algebra alaptételét!
b) Adja meg algebrai alakban a 23 —(3—2i)z2+(1—3i)z = 0 egyenlet Ssszes megoldasat!

a) Minden komplex polinomnak van komplex gyoke. Vagy: minden komplex polinom
felirhato elséfokit komplex polinomok szorzataként.

b) 22 — (3—2i0)22+ (1 —3i)z=0ha 2 = 0 vagy 2> — (3 —2i)2+ (1 — 3i) = 0. (2p).
Ennek megoldasai

2p 3— 20+ /(3—2i)2 —4(1 —3i) 2p 3—2i £ 1
2 N 2

21,2 =

vagyis az egyenlet gyokei 0,1 — 7,2 —i. (2p)

2. feladat (8+11 pont)

a) Mondja ki és igazolja a rendérelvet!
W]2%0F2 — 4. (—4)n

b) Hatarozza meg az a, = \/ (=4)

n?+2n + 3

limesz szuperiorjat és limesz inferiorjat! Konvergens a sorozat?

a) Ha a, < b, < ¢, éslim, o a, = lim,_,, ¢, = A, akkor lim,,_,., b, = A, (2p) ugyanis

létezik Ny, Ny € N, hogy n > Nj esetén |a, — A| < € és n > Ny esetén |c, — A| < ¢,

(3p) tehat n > N = max(Ny, N2) esetén

sorozat torlodési pontjainak halmazat,

A—e<a, <b, <c¢, <A+evagyis |b, — A| <e. (3p)

b) Paratlan n esetén

\/ 1 . An 1 n
gy VB /8 2o ) 84 2. 8y, V8 By
6(5/n)? 6n? n?+2n + 3 n? (3/n)?

vagyis as, IR 4. Paros n esetén , e 0, igy liminfa, = 0, limsupa, = 4 (1p), és a
sorozat nem konvergens (1p).

3. feladat (6+4+3 pont)
Szamolja ki az alabbi hatarértékeket:

2 L2 L2
. sin®(3x) . sin*(3xz) . sin”(3x)
77 — 7
YT R ) T
o) lim sin(37) 4p [ (Sn(3) " 929
z—0 22 z—0 \  (31)2 2 2
sin?(3x)
b) lim 5z = 0, mert a szamlalo korlatos, a nevezs oo-hez tart. (4p)
T—00 T
sin?(3z)
c¢) lim T 0, mert a hatarérték a hatarértékek hanyadosa (3p).
T €T
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4. feladat (4+12 pont)

a) Mondja ki Weierstrass masodik tételét!

b) Szémolja ki az f(z) = In(2? — 6z + 10) — In(z? + 4z + 5) fiiggvény minimumat, illetve
maximumat a [—2, 3] intervallumon!

a) Korlatos zart intervallumon értelmezett folytonos fliggvény felveszi a maximumat és
minimumat. (4p)

b) Dy =R, (2p)

2 — 6 20 +4 2 10(z* — 2 —7) B

f(w) 2 - = 0
22 —6x+10 a2+4x+5 (22 +4x+5)(x? — 62 + 10) ’

ha z = %ﬁ ¢ [—2,3] (3p), tehat f(—2) = In(26) a fliggvény maximuma, f(3) =
—1In(26) a fiiggvény minimuma. (2p)

5. feladat* (5+12 pont)
Szamolja ki az alabbi integralokat! Ahol sziikséges, hasznélja az y = e” helyettesitést!

562CE 5e3x
d b d
) /62x+9 g ) /emg g
52 5p5 [(e2+9) 25,
a)/62x+91’ 2/ 2719 T 211(6 +9)+c

b) Hasznalva az y = e*, x = Iny behelyettesitést (2p)

5edr 5 2199

1
:5/1—2—dy2:5<y—3arctgy>+02:p5<ez—3arctg€—) +c
(1) +1 ; 3

6. feladat* (448 pont)
a) Mondja ki az integralszamitas méasodik alaptételét!
522
b) Legyen H(z) = / arch(t? +1)dt ! Mi H derivéltfiiggvénye?
3x

a) A Riemann-integralhato f fliggvény F integralfiiggvénye folytonos. (2p) Ha f foly-
tonos, F' differencialhato, és F' = f.(2p)
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b) Legyen F(z) 2 / arch(2 + 1)dt, ekkor F'(z) = arch(2? + 1), és H(z) 2 F(522) —
0

F(3z), vagyis H'(z) 2 10z arch(252* + 1) — 3arch(922 + 1)

7. feladat* (5+6 pont)

1
1
a) Milyen a > 0 esetén konvergens az / — dx integral? Valaszat indokolja!
0o ¢
1

1
1 V26 + 7

b) Széamolja ki az dx integralt!

a) a # 1 esetén

= — lim
l—-a ee0+1—«

- 1 —
1 1 1p .. T a+1 1p 1 81 «a
< 0,

ha a <1 (1p). a =1 esetén

x e—0+

! 1 11p
/ —dz = lim [Inz]. = oo,
0

igy az integral oo < 1 esetén konvergens (1p).
b) A fiiggvény nem korlatos, igy

1 1 2p 1 1 2p
dr = lim (2 4+ 7) 2dx =

,% V2 + 7 e—0+ 7%+5

171
.
R T

= lim T
2. 3 e—0+

e—0+

z
—5te

IMSC feladat (14 IMSC pont)

Honnan (az alapvonaltol mekkora z tévol-

sagrol) kell kapura l6nie a labdarugopalya /_\
szélén 1évs jatékosnak, hogy a kapu eltala- i
lasa a legkonnyebb legyen, vagyis ahonnan =

legnagyobb szogben latja a golvonalat? A
golvonal szélessége a, tavolsdga az oldalvo-

naltol b. b
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A golvonal ¢(z) latoszoge és derivaltja:

b b
¢(r) = arctg (i) — arctg (—) 4p
T T
—leh =
/
(z) = — = 2p
L ()" 1 ()
+b b

A ¢'(x) = 0 egyenlet megoldasa: & = /b(a + b). 4p Lathato, hogy ¢(0) = lim,_,o ¢(z) =
0 és ¢(z) > 0, tehat a ¢ latoszognek valoban maximuma van az  helyen. 2p

A feladat geometriai uton is megoldhaté. A sikon a gélvonal latokorein helyezkednek
el azok a pontok, ahonnan a golvonal fix szog alatt latszik. A latészog az oldalvonal
mentén ott maximalis, ahol a latokor érinti az oldalvonalat. Ennek a latokornek a
sugarat (Pitagorasz-tétel felhasznaldsaval) kétféleképpen felirva adodik, hogy b + § =
/2% + (%)?, ahonnan az el6zével azonos eredményt kapjuk a keresett Z-re. 14p



