ANALIZIS 1. I. ZARTHELYT 2015. oktober 15.
Mérnok informatikus szak a-varians Munkaidé: 50 perc

1. feladat (12 pont)
Adja meg trigonometrikus alakban az

220+ 1)2+i=0
egyenlet Osszes megoldasat.
oy 2p 20+ 1)+ /81 —4i
(2%)12 = 5
gy Vi 2 & (cosZ +isin%) = j:\/Ti(l +1).

z2:i+l+\/—§(l+i): <\/—§+1> i+1) 2 (V2+1) <cos%+isinz)>

=i+ 1++Vi, és mivel i e (cos%+isin%)),

2 2 4
egyenlet megoldasai z; o 242+ (cos +ising)), a

z2zi+1—g(1+i): <1—\/7§) (i+1) 2 (2-1) (cos%—i—z’sin%))

egyenlet megoldasai z3 4 ®y V2 -1 (cos% + 7 sin %))

2. feladat (7 pont)

A definici6 alapjan bizonyitsa be, hogy
n®+5
n? + 2n

— OQ.

Legyen P > 0, olyan N(P) kiiszobindexet keresiink, hogy n > N(P) esetén
n3+5

2 on > P teljesiiljon (2p). Ehhez elég, ha

n®+5 n? n

=_->P 3
n?+4+2n — n?2+2n% 3 (3p)

vagyis N(P) = [3P] 4+ 1 jo lesz (s6t, N(P) = 3P is, ha nem koveteljiik meg,

hogy a kiiszobindex egész legyen) (2p).




3. feladat (6-+4 pont)

Hatarozza meg a kovetkezd sorozatok hatéarértékét:

2n + 4\ , S84
an = ) n —
2n—17

n2 3n — 24n+1

w (L+20)™\ (204 4) T ap ()
=) T

e~ 7

— o3
2n  m8 8\* _ 1 _1
b2:P4 .16"+(16) i 4:1
v oM n2d — 2 -2 8
8n

4. feladat (11 pont)
Legyen a1 = 6, és a,+1 = v/12a,, — 35
a) Igazolja, hogy a 5 < a,, <7 minden n € N esetén.

b) Igazolja, hogy a sorozat monoton.

¢) Konvergens-e az (a,) sorozat, és ha igen, mi a hatéarértéke?

Ha a sorozat konvergens, A hatéartéke kielégiti az A = /12A — 35, vagyis az
A% —12A + 35 = 0 egyenletet. Ennek megoldésai A =15 és A="7. (2p)

a) Sejtés: b < a, < 7. (1p) Teljes indukcioval igazoljuk.
i) 5<a; =6<7. (1p)

i) 5<a, <7= 60 < 12a, < 84 = 25 < 12a, — 35 < 49 —
5 <V12a, — 35 = ap41 < 7. (2p)

b) ag = V12-6-35 = V37T > 6 = a

Sejtés: a sorozat monoton
nové. Teljes indukcioval igazoljuk.

i) 6 =a; <ay=+37. (1p)



i) a, < any1 = 12a, < 124,41 = 12a,, — 35 < 12a,11 — 35 =
ani1 = V12a, — 35 < /124,11 — 35 = a,42. (2p)

¢) Mivel a sorozat monoton nové és feliilrsl korlatos, igy konvergens,
és hatarértéke a legkisebb fels korlatja, ami csak A = 7 lehet.

(2p)

5. feladat (6-+4 pont)
Hatarozza meg az alabbi sorozatok torlodéasi pontjainak halmazat, limesz
szuperiorjat és limesz inferiorjat.

n? +2n n? +2n
n= (=1 by = (—1)" - .
“ (=1) n3+5 (=1) n3+5

Konvergensek-e a sorozatok?

n? n? +2n < n? + 2n?
nd4+tm3 ~ nd4+5 n3

1 1 1 3 1
(o — = —<a, < {2 =33 —. 1
\@ n 6n_a_\/; Vs n (1p)

Mivel p > 0 esetén {/p — 1, {/n — 1, és szorzat, illetve hanyados hatarér-
téke a hatarértékek szorzata, illetve hdnyadosa, igy a rendérelv értelmében
L [n%+2n
n3+5
limsupa, =1 # —1 = liminf a,, vagyis a sorozat nem konvergens. (2p)
n?+2n
n3+5

, (2p) vagyis

— 1. (1p) Emiatt ag, — 1, ag,1 — —1, vagyis S = {—1,1},

— 0 (lehet hivatkozni arra, hogy a 2. feladatban szerepld sorozat

reciproka) (1p) , igy B — 0, vagyis b, egy 0-hoz tartd sorozat és egy

korlatos sorozat szorzata (1p). Emiatt limb, = 0 = limsup b, = liminf b,
és S ={0} (2p).



