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1. feladat

Mivel nekiink zy = 1 bazisponttal kell a sorfejtés, ezért a kérdéses kifejezésben nem x
hatvdnyait akarjuk ldtni, hanem (x — 1) hatvdnyait. Tehdt eloszor a 2z — x? -et atirjuk
a+b(x — 1)+ c(x — 1)? alakra (2 pont):

2v —at =1—(z — 1)

tehat innen f(z) = 22" = el (=D = pleg=(-1)* —
il 1V2)2 (123 (—(r — 1)2)4
:e(1+(—(:v—1)2)+< (1:21)) —i-( (mgll)) +< (1:4!1)) +...
— e €($—1)2 n e($—21)4 B e(l’;'l)G N e(x;‘l)S B

(8 pont). Innen latszik: az (v — 1)'7 -es tag egyiitthatéja nulla = f17(1) = 0 (2 pont),
mig az (z — 1)'® -os tag egyiitthatdja
1
a8 = —6§

(2 pont), amibél fU9(1) = 18! ag = —e& (2 pont).

2. feladat
Tobb jé gondolatmenettel is el lehet jutni a megolddshoz.
L. megoldés. Mivel f(z) = arctan(z) = 1, ezért az 2 < 1 tartoményon
1 1
f(z) = =1—a?+at—a%4 ...

T 1422 1-(—2?)
(4 pont). Innen, félhasznalva, hogy f(0) = 0, az emlitett tartomanyon

x> 2b

f(x):/oxf(x)’dv:x—g—kg—...

(4 pont). (Természetesen a 4 + 4 pont azoknak is jar, akik egyszeriien csak emlékezetbél
leirtak az arctan sordt.) A kérdéses masodfoku Taylor-polinom tehat T5(x) = x (2 pont),

igy becslésiink
1 1 1 1
) — — ) ~ T ) =
arctan(y5) = f(35) ~ Tol35) = 15
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(1 pont). Ha f font megadott sordba beirjuk az = = % -et, akkor egy Leibnitz-tipusiu

sort kapunk (3 pont): a tagok el6jele alternal, abszolit értékiik pedig nyilvénval6an mono-
ton csokken és tart a nulldhoz. (Vigyazat: pl. x=2 esetén a sor nem lenne Leibnitz —
egyatalan, nem is lenne konvergens — hiszen a tagok nem tartandnak a nulldhoz. Aki még
az x -be val6 behelyettesités elott odairta, hogy “Leibnitz-sor”, annak itt a 3 helyett csak
1 pont jar.) Mivel az els6 elhagyott tag a —@ < 0, ezért a becslés az igazi érték alatt
van (3 pont) és a becslés hibdja < @ < 107* (3 pont).

II. megoldas Kis szamolassal

f(x) = arctan(z) = f(0) =0

/ . 1 / _ 1 _

f(x)_1+az:2:>f<0)_1+02_1
" - —2x " _ 0 -
Fo =gy = 0=17¢

(4 pont) amib8l Ty(z) =0+ z + 0- 2% = x (2 pont). Tehdt becslésiink

1 1 1 1
arctan(5) = f5) ® Tal35) = 15

1

(1 pont). A Lagrange-féle hibatagra vonatkozé tétel szerint létezik olyan z € [0, 5], amire

1
6000

Lol [, 1

1 _gp_ e
)= (g 0=

(3 pont). Mérmost

f(s)( ) = —2(14 2% +42(1 + 22)2z B (822 — 2)(1 + 2?) B 822 9
7 (r+ 22 B I (et

(2 pont). Itt a nevezd mindig pozitiv és a kérdéses z € [0, %] tartomdnyon a 822 — 2 < 0;

tehédt a hibatag negativ = az igazi érték a becslésiink alatt van (3 pont), tovabba a hiba
abszolut értéke <

12 1
~ 60001 3-103

<1073,

2

6000| — 6000 | (1 + 22)3

(3 pont), hiszen a kérdéses tartomdnyon 822 — 2| =2 — 22 < 2.
3. feladat

Természetesen a g(z) := 2 + cos(2x) képlettel definidlt fliggvény Fourier-sora egyszertien
onmaga:

g(x) =2+ 0-sin(z) +0-cos(x) + 0 - sin(2z) + 1 - cos(2z) + 0 - sin(3z) + . ..
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(5 pont), igy f kérdéses sordnak meghatarozdséhoz elég a sgn fiiggvény [—m, 7] interval-
lumon vett Fourier-egytitthatdinak kiszamolasa. Marmost

1 /7r cos(kx)sgn(x)dr =0

™ -

(2 pont) mert sgn paratlan fliggvény, mig

1 4 2 ™ 2 kf T
;/ﬂ sin(kz)sgn(z) dr = ;/0 sin(kz) de = = {COS](C :1:)]0
2 [cos(km) —1] 2(_1)k 1
B k N km
(5 pont) minden k = 1,2, ... természetes szamra. Tehat a kérdéses Fourier sor =
2+ cos(27) +2) % sin(k)
k=1
(4 pont).
4. feladat
a) limy,_o(lim,_o(|z[¥)) = lim,_o(|0Y) = lim,_o(0) = 0, mig lim,_o(lim,_o(|z|*)) =

lim, o(]z]°)) = lim,_o(1) = 1. Tehét a kérdéses hatdrérték nemlétezik (7 pont).

b)
sin(z)y? — zy? _ —sz(m)yQ — y? _ (sin(x) ) y?
133 + ny fL’2 + y2 T I‘Q + y2

(4 pont). Mivel (% —1)—=0é0< % < 1, a kérdéses hatarérték létezik és értéke
Yy

nulla (5 pont), mert kifejezésiink egy nulldhoz tarté és egy korlatos tag szorzata.
5. feladat

Ha (z,y) # (0,0) akkor (22 + y?) # 0 {gy a parcidlis derivaltak

o0 (2.1) 2zy(2? + 2y°) — 2%y (2x) 4y
X = =
1 Y (22 + 2y2)? (22 + 2y2)2
22(2? 4+ 2¢%) — 2y(4y) ot — 2272
a?f(may) - <$2+2y2)2 = (372+2y2)2

léteznek és folytonosak (4 pont), ezért ilyenkor a teljes derivalt 1étezik és

Df(z,y) = (01f(z,y),0:f (x,y)) = W(4$y3,$4 —22°y?)



(1 pont). Definici6 szerint

F0) = F0.0) _ . 0-0_
h h—0

o1£(0,0) = lim

és hasonlé indokldssal igazolhat6, hogy 0»f(0,0) is 1étezik és értéke nulla (4 pont). A v
vektor szerinti derivalt értéke a (0,0) -ban viszont

D, f(0,0) = lim fut) — £(0,0) — lim f(t,t)— £(0,0) lim 2o T 0 _

1
m —
10 t t—0 t t—0 t t—0 3 3

(4 pont). Ha a teljes derivalt a (0, 0) -ban létezne, akkor az D f(0,0) = (0,£(0,0), 02 f(0,0)) =
(0,0) lenne, és igy D, f(0,0) = Df(0,0)v is nulldnak adédna. Lattuk azonban, hogy ez
nincs igy = nemlétezik D f(0,0) (3 pont).

6. feladat

A probléma megeggyezik a példatar 3.5 -0s fejezetének 40. feladataval, igy a megoldas
részletes ismertetését itt mellozziik. Részpontok:

e a lok. széls6érték sziikséges feltételébol adodo egyenletrendszer felirasa = 4 pont
e a kapott egyenletrendszer harom megoldasanak megtalaldsa = 3 pont

e a méasodik derivalt matrixanak helyes felirasa = 3 pont

e a lok. min. és a két nyeregpont beazonositéa = 4 pont

Ha y = 0, akkor f(z,y) = f(z,0) = (z + 1)*> — (2% — 2)?, ami nyilvdnval6éan tart a negativ
végtelenbe, ha x — oo. Ezzel szemben, ha z = 0, akkor f(z,y) = f(0,y) = (—y+1)?—4 =
y? — 2y — 3, ami viszont a + végtelenbe tart. Tehdt f -nek nem lehet se globalis minimuma,
se globdlis maximuma (2 pont).



