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MEGOLDOKULCS

1. feladat

Mivel nekiink zy = 1 bazisponttal kell a sorfejtés, ezért a kérdéses kifejezésben nem x
hatvanyait akarjuk 14tni, hanem (z — 1) hatvanyait. Tehat eloszor a 3 — 22 + 2z -et 4tirjuk

a+b(x —1)+c(x — 1)? alakra (2 pont):
3—a*+22=4—(z—1)%

tehéat innen

(z—1)*
4

fla)y=v4—(z-12=2(1+y)>  ahol y=—

(2 pont). A binomidlis sorfejtést hasznélva, ha |y| < 1 akkor f(z) = 2(1+ y)% =

() (D)0 ()

ol () () ()

(8 pont). Innen latszik: az (x —1)7 -es tag egyiitthatéja nulla = f((1) = 0 (2 pont), mig

az (z — 1)® -os tag egyiitthatéja

2 (1/2) _ 1 (A/2)(=1/2)(=3/2)(=5/2) _ 15
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(2 pont), amibél f®)(1) = 8! qg = —128765 = _IBLT3IS — 1515 (9 pong).

2. feladat

Mivelezz1+z+‘§—?—|—§—?+...,ezért
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(3 pont) amibél a kérdéses mdsodfoki Taylor-polinom Th(z) = 1 — x? (3 pont).
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(3 pont). A becslés hibdjara tobbféleképpen is tudunk f6lsé korlatot adni. Lehet persze
hasznalni a Lagrange-féle hibatagot, de itt most gyorsabb, ha észrevételezziik, hogy e’
font megadott sora Leinitz-tipusi (3 pont): a tagok el6jele alterndl, abszolut értékiik pedig
— legalabbis az x € [—0.1,0.1] integrélasi tartomanyon — nyilvanval6an monoton cstkken
és tart a nullahoz. Tehdt ha x € [—0.1,0.1], akkor

IN

e T <L <L
2 =9 = 2.10

(3 pont) és a hiba = ‘ffbl_l e d — f%l_l Ty(x) dx‘ =

/ P Ty(a) de g/ e — Ty(z)| dv < / = —— =10
o1 012" 104 10 2-104

(3 pont). A hiba tehdt joval kisebb, mint 107*. (A Lagrange-féle hibatagot hasznélva a
hibara vonatkozé folsé hatdr kevésbé erds, de még tgy is kijon, hogy 10~* -nél kisebb.)

3. feladat

Mivel f péaratlan, by = X [" cos(kz)f(z)dr = 0 minden k = 0,1,2,... esetén (3 pont),
tovabba

ap = ! /7T sin(kzx) f(z) dv = 2 /07T sin(kz) f(z) dv = 2 /077/2 zsin(kx) de

- us T

(4 pont). A fonti integral kiszamoldsahoz egy parcidlis integralast (1 pont) kell csindlni:

w/2 o /2
aj = 2/ xsin(kx) dv = 2 ([x—coz(k$)]g/2 - / —Coz(k‘x) c&)
0 0
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(4 pont). Tehat ha k =1,2,3,4,5,6,... akkor a; =
1 21 1 21 1 21
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és a kérdéses sor ®(z) =Y ;| apsin(kz) =
1 21 1 21
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=7 sin(z) + — 5 sin(2z) + 3 sin(3x) — v sin(4x) — R sin(5x) + e sin(6x) +



(2 pont). Mivel f-re teljesiilnek a Dirichlet-tétel feltételei, igy ®(z) kiszdmoldsdhoz nincs
szitkséglink a sor explicit alakjara (2 pont): a 7 /4 illetve 3w /4 pontokban f folytonos, igy
O(m/4) = f(r/4) =7/4 és ®(3n/4) = f(37/4) = 0 (2 pont), mig

fx/24) + f(x/2=) _0+4m/2 7
2 2 4

O(7/2) =
(2 pont).
4. feladat

a) Az y = 0 mentén a (0,0) -ba tartva a kérdéses kifejezés értéke konstans nulla, de pl. az
Yy = T egyenes mentén

Ty , x? 1

im ——— =lm-—-—=—.
e—0y=z 2 4+ 2y%>  2—0 22+ 222 3
Tehét a kérdéses limesz nemlétezik (9 pont).

. 2 Ve . 7 7’ /
b) Mivel 0 < 35231-—2@,2 < % és a szinusz a nullaban a nulldhoz tart, ezért

sin(z)y?

(z2) 2 (0.0) m = lim(nulldhoz tarté - korldtos) = 0
(7 pont).

5. feladat

Ha (z,y) # (0,0) akkor (z* 4 2y°) # 0 igy a parcialis derivaltak

y(o® +2y%) —ay(2x)  2° — 2Py

Of(r,y) = (22 + 2y2)? - (22 + 2y2)?
r(a? +2y°) —wy(dy) 2 — 2ay?
Oof(x,y) = (22 + 2¢2)? B (22 + 2y2)?

léteznek és folytonosak (5 pont), ezért ilyenkor a teljes derivalt 1étezik (1 pont) és

Df(x,y) = (0uf(xz,y),0f(x,y)) = (2y° — 2%y, 2° — 2zy7)

(22 + 242)2
(2 pont). Az elozé6 feladat szerint f -nek a (0, 0) -ban nincs hatérértéke, tehét f a (0,0) -ban
nem folytonos = D f(0,0) nemlétezik (3 pont). Ettél még azonban a parcidlis derivaltak
létezhetnek! Valoban, definicié szerint

F(1,0) = F0,0) . 0-0

=lim—— =0

h, h—0 h

o1£(0,0) = lim

3



és hasonlé indoklassal igazolhatd, hogy 0o f(0,0) is 1étezik és értéke nulla (5 pont).
6. feladat
Az f fiiggvény parcialis derivéltjai
Ohf(w,y) =y (32)"' "3 = (30) 25 = (B32)”' L
T x
Oof(z,y) = 8yel”(31)y4 = G2 1n(32) 49° = (32)Y 4 1n(32)y>

(8 pont). Mivel ezek nyilvanvaléan folytonosak, f teljes derivaltja létezik és a kérdéses
pontban a gradiens vektor

_ (Oule/3,e)\ _ e[ €/(e/3) \ _ cays (3
Vf(e/3,e) = (82(6/3, e)) © 41n(3e/3)e® ) ¢ 4
(2 pont). A tanultak alapjan a kérdéses iranymenti derivalt akkor lesz maximalis, ha a v
egység-vektor a gradiens irdanyaba mutat, azaz ha

i)

alaku, ahol t > 0 ugy van megvalasztva, hogy ||v|| = 1 (2 pont) < ¢ = 1/5 (2 pont). Tehat,
a maximalis derivélt-értékhez

L (3/5

L= \ys

mig a minimalishoz ennek a -1 -szeresét kell valasztanunk, azaz a

(3

vektort (2 pont).



