ANALIZIS 1. I. ZARTHELYT 2013. oktéber 17.
Mérnok informatikus szak B csoport Munkaidé: 90 perc

1. feladat (18 pont)
a) Adja meg a lim a,, = A definiciojat.
n—o0
3n?+2 3

b) A definici6 alapjan lassa be, hogy nh_)rgo PEpFCEa Y
3n? + 2

2 — 4n?

n
¢) Konvergens-e az a,, = ( ) sorozat, és ha igen, mi a hatarértéke?

a) lim a, = A, ha Ve > 0 esetén IN(¢) € N, hogy |a, — A| < e han > N(e).

n—oo
3 pont
b) Legyen ¢ > 0

12n% + 8 + 6 — 12n?
8 — 16n?

3n2+2 3

L3 n>2 14
2 4n2 4| %

T 1602 -8

<e,

han > N(e) =2 max<2, [%U/IE—‘*—FS )
¢) A b) pont alapjan létezik N(%) € N, hogy n > N(%) € N esetén

3n?+2| 7 T\" nooo
Zn_—i_nz < 3 (3 pont), igy 0 < |a,| < (g) %0 (2 pont), (a,) kon-
vergens, és hatarértéke 0. (2 pont)
2. feladat (28 pont)
Hatarozza meg az aldbbi hatarértékeket:
n N2
i 7 Y e i 2
a) nh_)rgo <\/n 3n+1—vn?+6n 3) b) nh_}rgon!_ Vi®
: n on 2 9 3 2 5
c) lim sin(n” + 2"n) d) lim V—n+ et on
n—oo  pl — 1/nl00 n—00 n7 —+ 8n3

2 2
a) Vi —3n+1—Vn? 16032 —3n+1—(n"+6n-3)
Vn? —3n+1++vn?+6n—3

—9n+4 2p -9+ 2 2p 9

_>
Vn2 =3n+1++vn2+6n-3 _ 3, 1 6 _ 3 2
1 + L+ /1




b) n”—|—2”n22£n 1—|—4n2n>N1 n"

2 . S L 50
nl — /ni00  nl 1— VZ'”)O 2 n! ’

a specialis renddrelv értelmében, hiszen n! < n" (2p)

1+422 5
—1_W—>1,

n!

vagyis létezik olyan N € N, hogy n > N esetén

1+472; i 2p 1

[ e

n!
c) sin(n™ + 2"n?) korlatos (2p), #W 28 0 vagyis

. sin(n™ + 2"n?
lim
n—o00 n[ o\ nlOO
d) A rendérelv értelmében

. Ny n?+3n2+5n2e ,/n?+3n°+5n°
\/7 n7+8n7 \/ = \/ =0

n 2
n’ 4 8n3 n’ = Vo (¥n),

és az egyenlGtlenség mindkét oldalan allo sorozat 1-hez tart, hiszen /n = 1

)2p

és p > 0 esetén {/p 8 1, vagyis a rendérelv értelmében a sorozat 1-hez tart
(2p).

3. feladat (10 pont)
Adja meg az

2 —2n2\"
ap =
(3 + 2n2)
sorozat torlédasi pontjainak halmazat, limesz inferiorjat, illetve limesz szu-
periorjat. Konvergens-e a sorozat?

ha n paros

— ha n paratlan



5
T2

——

igy a torlodasi pontok halmaza: {—e‘g, e (1 p), és

[E=3

. . 1p _5 _5 .
liminfa, = —e 2 # ¢ 2 = limsupa,,

tehat a sorozat nem konvergens. (1p).

4. feladat (16 pont)

18
Legyen a1 =4, ésn=1,2,... esetén a,.1 =9 — —.
Qn,

a) Igazolja, hogy n =1,2,... esetén 3 < a, < 6.
b) Bizonyitsa be, hogy az (a,) sorozat monoton.
¢) Konvergens-e az (a,) sorozat, és ha igen, mi a hatarértéke?

a) Teljes indukcioval bizonyitunk: 3 < a; =4 < 6 (2p), és

w1l 1 1 1p 18 1818

3<CLn<6 :>§>a_n>6:>_6: 3 —a—n< 6
18
%3:9—6<9—a—:an+1<9—3=6

b) Teljes indukcioval bizonyitunk: a1 =4 < 4,5 = as (2p), és

1p 1 1 1p 18 18
Up < Qpyp = — > - < —
(07% an+1 Ap Ap+41
— Apr1 =9 — —=9— = Upyo
(07 Qp+1

¢) A sorozat monoton nové, és feliilrgl korlatos, tehat konvergens (és a

szupramumahoz tart) (2p). Ekkor

18 18
A= lima, = lim a,;; = lim9— — =9 — —,
n—o0 n—o0 n—o0 an, A

(2p)

vagyis a hatéarértek kielégiti a 0 = A2 — 94 + 18 = (A — 3)(A — 6)
egyenletet, igy A = 3, vagy A =6, és a,, < A, igy lim,,_, a,, = 6. (2p)




5. feladat (14 pont)
Abszolut illetve feltételesen konvergens-e az alabbi sor

00 2
Z(_1>nn3 . =7
n> —1
n=2
n*4+n o . n’+n _n* 1
Z 3 a minorans kritérium alapjan divergens, hiszen — > ==,
ns —4 n®—4 " n n

n=1
tehat a sor nem abszolut konvergens. (5p) Masrészt

1 1
n®+n =+ =

-1 1-%

0<

— 0, (2p)

és

n4+n  (n+1P?4+n+1 1p 3 2 3 2
51 CESIEE < (n*+n)(n°+3n"+3n) > (n° —1)(n° + 3n + 2)

£n5+4n4+3n3+3n2>n5+3n4+2n3—n2—3n—2
<1£n4+n3+4n2—|—3n+2>0,

tehat a sor Leibniz, igy konvergens, tehat feltételesen konvergens. (3p)

6. feladat (14 pont)

a) Ismertesse a numerikus sorokra vonatkozé majorans-kritériumot.
2

[e.o] 2 n
b) Igazolja, hogy a Z (1 — —> sor konvergens.
n
n=1

a) Ha 0 <a, <0, és 21 b, konvergens, akkor 21 ay is konvergens.(3p)
2 B "=

b) (1——) 2p ((1——) ) §p (—2—1—5) , € > 0 esetén, ha n > N(g),
n n e

2\" 1 /1 " o
mert (1 — ﬁ) — o) (2p), és ; (; +5> egy konvergens mértani sor

1
(2p), ha — +¢ <1 (1p), tehat a majorans-kritérium alapjan a sor konver-
e

gens. (2p)



