ANALIZIS 1. I. Zarthelyi 2021. november 2.
Mérnokinformatikus szak a-varians Megoldésok

1. feladat (18 pont)
Irja fel algebrai alakban az iz° — 822 = 0 egyenlet megoldasait.

Mo. i2° — 82% = 22(iz® — 8), gy z; = 0 megoldas (3p) . iz = 8, ha 2 = —8i =
8 (cos%7T + isin 37”) (6p) , tehat a megoldéasok zo = 2 (cos% + isin g) = 2i (3p) ,
23 = Q(COS%—G—iSiH%) = —V3—-i(3p), zu = 2(COSHT“—I—Z'SinHT“) = V3 —i

(3p)

2. feladat (5+12=17 pont)

a) Adja meg a lim,,_,, a, = oo definiciojat!

b) A definici6 alapjan mutassa meg, hogy lim Vvn? —n — 1 = co!
n—oo

Mo. a) lim,, o a, = A ha minden P > 0 szamhoz létezik N(P) € N, melyre n > N(P)
esetén a, > P. (5p)
b) Legyen P > 0. Ekkor n > 2 esetén

2
377,2—TL—1>\5/7%>P, (7p)

ha n? > 2P3 (3p) , igy N(P) = max (2, [\/ﬁ} + 1). (2p)

3. feladat (17 pont)
Szamolja ki az alabbi sorozatok hatarértékét:

_(n—9 an b — n—9\"
tn = 4+n ’ " \4+n '
3
1-2)"
an:(gl—i_—zgn> —>€739 <7p)
n2

b, = a (4p) , gy elég nagy n esetén |b,| < (713 +€)n2 —0,hae<1—e
(4p) . Igy limb, =0 (2p) .
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4. feladat (23 pont)
Konvergens-e az a; = 2, a1 =4 — a— rekurzioval megadott sorozat? Allitasat igazolja,
és konvergencia esetén adja meg a hatarértéket!

Mo. Ha a sorozat korlatos, és mondoton, akkor konvergens, és hatéarértéke a sorozat
legkisebb felss, vagy legnagyobb alsé korlatja (3p) . A lehetséges A hatéarérték
kielégiti az A = 4 — 3 egyenletet (2p) , vagyis A =1 vagy A =3 (2p) . Belatjuk,
hogy 1 < a, < 3 (2p) . 1<a1<3,ésha1<an<3,akk0r1>%>%,tehé’c
—3<—i<—1igy1_4 3<an+1—4—i<3—4 1 (5p) as = §>a1,ésha
Qp < Qpy1, akkor 4— e S = g2,
vagyis a sorozat monoton né (5p) Mlvel a, > 2, 1igy a hatarertek csak 3 lehet
(2p) . A sorozat tehat monoton és korlatos, igy konvergens, tehat hatarértéke 3.

(2p)

5. feladat (25 pont)
Adja meg az alabbi sorozatok torlodési pontjainak halmazat, limesz szuperiorjat, illetve
limesz inferiorjat. Létezik-e hatarérték?

Ln?—=(=1)"n%2+38 b n?—(=1)"n?+38
Cln - 9 n =
n*+ (=1)"n*+7 n*+ (=1)"n*+7

Mo. Ha n péaros:

1 4 v
Y I S A NP L S LN | B
11 (/n) 11n 2n* 47 n (/n)

ha pedig n paratlan, akkor

7L24 7L24 "/]' 3 n]_o
L {2 = 2 = 2 W mn )

igy a sorozat egyetlen torlodasi pontja 1 (1p) , tehat limsupa, =1 = liminfa, =
1 =1lima, (2p) .
Péaros n esetén
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ont + 8
by =1/ n7+ >n® =00,  (3p)

tehat a két torlodasi pont 0 és co (1p) , igy limsupb, = oo (1p) , liminfb, =0
(1p) , és a sorozat divergens. (1p)

péaratlan n esetén

IMSC feladat (4+4= 8 IMSC pont)
a) Igazolja, hogy ha az (a,)nen valos szamsorozat hatarértéke A € R, akkor

3 lim (1 + a—”)n Y
n

n—o0

b) Igazolja, hogy minden o € R esetén

lim (1 + B) = e,
n—o00 n

A bizonyitéashoz felhasznalhatja, hogy lim,, o, n arctg($) = a.

Mo. a) Rendér elvvel dolgozunk. (1p) Minden pozitiv € esetén elegendGen nagy n-ekre
teljesiil, hogy A — e < a, < A+ ¢, igy (1 + %)n < (1 + %)n < (1 + %)n, és
limeszt véve e4=¢ < lim inf (1 + %)n < lim sup (1 + %")n <eftc (2p) Aze—0
hataratmenetet véve megkapjuk a bizonyitandé allitast. (1p)

b) Irjuk fel az alapot exponenciélis alakban:

: ' 2
14+ 2 = pe®, ahol p=4/1+ <g> , ¢ = arctg <g>- (2p)
n n n

Ezen az alakon elvégezziik a hatvanyozast:

I " 2 51 N (o7 n .
(1+ %) :pneinqﬁ — <1+ Oén/n)Qemarctg (5) —+00 elo‘,

. 2 % n—o00 S11oL - . , i to (@) n—oo
hiszen (1 + = /n> —— 1 az a) allitas miatt, és "™ *“® <n) —— €'* az exponen-

n

cialis fiiggvény folytonossaga és a megadott Osszefliggés miatt. (2p)




