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1. fejezet

Halmazok, relaciok,
fliggvények

Bemutatjuk a matematika eszkozeit, a lépten-nyomon hasznalt fogalmakat, fontos
megallapodasokat vezetiink be. Biztos alapokat készitiink a tovabbi épitkezéshez.
Gyakran alkalmazzuk a "minden", illetve "tetszdleges" szavak réviditésére a Vv,

a "létezik, illetve "van olyan" kifejezések helyett pedig a 3 jelet. Az alabbi

témakoroket targyaljuk.

Halmaz fogalma és halmazmiiveletek

Reléci6

Fiiggvény fogalma és tulajdonsagai

Kompozicié és inverz

Halmaz szamossaga

1.1. Halmazok, relacidk, fliggvények

1.1.1. Halmazok és relaciok

Egy halmazt akkor tekintiink ismertnek, ha minden jél megfogalmazhaté dolo-
grol el tudjuk donteni, hogy hozza tartozik vagy nem tartozik hozzéa. (Az ,okos
gondolat”, a ,szép lany”, az ,elég nagy szam” vagy a ,kicsi pozitiv szdm” nem
tekinthetd jol megfogalmazott dolognak, ezekrsl nem kérdezziik, hogy benne
vannak-e valamilyen halmazban, hogy alkotnak-e halmazt.)

Legyen A halmaz, x egy jol definidlt dolog. Ha x hozzatartozik a halmazhoz,
akkor ezt x € A jelolje. Ha = nem tartozik hozza a halmazhoz, akkor ezt « ¢ A
jeldli.

A halmaz elemeit felsorolhatjuk, példaul A := {a,b,c,d}, vagy értelmes
tulajdonsaggal adjuk meg a halmazt, példaul B := {z | x valos szam és 22 < 2}.

1



2 FEJEZET 1. HALMAZOK, RELACIOK, FUGGVENYEK

1.1. Definicié. Legyen A és B halmaz. Azt mondjuk, hogy A része a B hal-
maznak, ha minden x € A esetén x € B. Jele: A C B.

1.2. Definicié. Legyen A és B halmaz. Az A halmaz egyenld a B halmazzal,
ha ugyanazok az elemei. Jele: A = B.

Koénnyen meggondolhaté a kdvetkezé tétel:

1.1. Tétel. Legyen A és B halmaz. A = B pontosan akkor, ha A C B és
B CA.

Néhany eljarast mutatunk, melyekkel Gjabb halmazokhoz juthatunk.

1.3. Definicié. Legyen A és B halmaz.
Az A és B egyesitése (unidja) az a halmaz, amelyre AUB := {x | x € A vagy x €

B}.
Az A és B metszete (kozds része) az a halmaz, amelyre ANB = {z | z €
A ésx € B}.

Az A és B kiilonbsége az a halmaz, amelyre A\ B :={z | x € A és x ¢ B}.

A metszet és a kiilonbség képzése soran elképzelhets, hogy egyetlen x dolog
sem rendelkezik a kivant tulajdonsaggal. Azt a halmazt, amelynek barmely jol
definiadlhato dolog sem eleme, iires halmaznak nevezziik. Jele: ().

Legyen H halmaz és A C H egy részhalmaza. Az A halmaz (H-ra vonatkozo)
komplementerén az A := H \ A halmazt értjiik. De Morgan-azonossagoknak
nevezik a kovetkez§ tételt:

1.2. Tétel. Legyen H halmaz, A, B C H. FEkkor
AUB=ANB ¢é ANB=AUB.
Legyen a és b dolog. Az {a,b} halmaz nyilvan sok véltozatban felirhato:
{a,b} = {b,a} = {a,b,b,a} = {a,b,b,a,b,b} = sth.

Ezzel szemben tekintsiik alapfogalomnak az (a,b) rendezett part, amelynek
lényeges tulajdonsaga legyen, hogy

(a,b) = (¢, d) pontosan akkor, ha a = c és b =d.
A rendezett par segitségével értelmezziik a halmazok szorzatéat.
1.4. Definicié. Legyen A, B halmaz. Az A és B Descartes-szorzata
Ax B:={(a,b) | a€ A ésbe B}.
Példdaul A :={2,3,5}, B :={1,3} esetén
Ax B={(2,1),(2,3),(3,1),(3,3),(5,1),(5,3)}.

A rendezett par fogalmara épiil a relacio.
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1.5. Definicio. Azt mondjuk, hogy az r halmaz relacié, ha minden eleme ren-
dezett pdr.

Egy magyar-angol szotar is egy relécio, hiszen elemei magyar és a neki megfelel§
angol sz6bdl alkotott rendezett parok.

1.6. Definicio. Legyen r reldcid. Az r reldcié értelmezési tartomanya a
D(r) := {z | van olyan y, hogy (x,y) € }.
Az r reldcio értékkészlete az
R(r) :={y | van olyan x € D(r), hogy (x,y) € r}.

Nyilvan r C D(r) x R(r).
Példaul r := {(4,2), (4,3),(1,2)} esetén D(r) = {4,1}, R(r) = {2,3}.

1.1.2. Fiiggvények
A fliggvény specialis relacio.

1.7. Definicié. Legyen f reldcié. Azt mondjuk, hogy az f fliggvény, ha bdrmely
(z,y) € f és (x,2) € f esetén y = z.

Példaul r == {(1,2),(2,3),(2,4)} nem fiiggvény, hiszen (2,3) € r és (2,4) € r,
de 3+#4;az f:={(1,2),(2,3),(3,3)} viszont fliggvény.

Néhany megallapodést tesziink fiiggvények korében. Ha f fiiggvény, akkor
(z,y) € f esetén y az f fliggvény x helyen vett helyettesitési értéke, vagy az
f fiiggvény az z-hez az y-t rendeli hozza. Jelolésben: y = f(x).

Ha f flggvény és A := D(f), a B pedig olyan halmaz, amelyre R(f) C
B (nyilvan A a fiiggvény értelmezési tartoméanya, B pedig a fliggvény (egyik)
képhalmaza), akkor az ,,f C A x B, f fiiggvény” kifejezés helyett az f : A — B
jelolést hasznaljuk (az f fiiggvény az A halmazt a B halmazba képezi”).

Ha f fiiggvény és D(f) C A, R(f) C B, akkor f € A — B jeldli ezt (,,f az
A halmazbol a B halmazba képezs fliggvény”).
pPeldaul f := {(a, ), (b,0),(9,7), (d,9), (e,e)} fiiggvény. Lathato, hogy [ az f
fiiggvény b helyen vett helyettesitési értéke, 5 = f(b).

Ha L a latin bettik, G pedig a gordg betiik halmaza, akkor f : {a,b,g,d, e} —
G, f(a)=a, f(b) =0, f(g) =7, f(d) =0, f(e) = ¢. Ha csak a fliggvény tipusara
akarunk utalni, elég az f € L — G.

Természetesen egy fiiggvénynek is van inverze, ez azonban nem biztos, hogy

fliggvény lesz.

1.8. Definicié. Legyen f : A — B fiigguény. Azt mondjuk, hogy az f kélc-
sonosen egyértelmi (injektiv), ha kilonbozd x1,x2 € A elemeknek kilon-
b6z0 B-beli elemeket feleltet meg, azaz birmely x1,20 € A,x1 # xo esetén

f(x1) # fx2).

Koénnyen meggondolhato, hogy kélestndsen egyértelm fiiggvény inverze is fiig-
gvény. Részletesebben:
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1.3. Tétel. Legyen f fiiggvény, A .= D(f), B := R(f), f kélcséndsen egyértelm.
Ekkor az f inverze f~!: B — A olyan figguény, amely birmely s € B ponthoz
azt a t € A pontot rendeli, amelyre f(t) = s, (réviden: birmely s € B esetén

f(f=Hs) =s.)

Fiiggvények kompozicidjat is elkészithetjiik. Szerencsére ez mindig fliggvény
lesz.

[PEPA

val megmutathato, hogy
fog:A— C,barmely z € A esetén (f o g)(x) = f(g(x)).

Példaul a g fiiggvény minden szam dupldjahoz 1-et adjon hozza (¢ : R —
R,g(x) := 2z + 1); az f fliggvény pedig minden szdmot emeljen négyzetre
(f : R = R, f(z) := 2%, akkor fog: R — R, (fog)(z) = (22 + 1)? lesz
az f és g kompozicioja.

Tovabbi hasznos fogalmak

Legyen f: A — B és C C A. Az f fuggvény C-re valo lesziikitése az az
fie : C — B fiiggvény, amelyre barmely = € C esetén f(v) := f(x).

Legyen f: A— B,C CAés D C B. Az

f(C):={y| van olyan = € C, amelyre f(z) =y}
halmazt a ,,C halmaz f fliggvénnyel létesitett képének” nevezziik. Az
f7UD) = {z| f(z) € D}

halmaz a ,,D halmaz f fiiggvényre vonatkozo Gsképe”. (Vigyazat! Az f~! nem
inverzfiiggvényt jelol ebben az esetben.)

1.2. Feladatok

1. Legyen A :={2,4,6,3,5,9}, B :={4,5,6,7}, H := {n | n egész szam, 1 <
n < 20}. Készitse el az AUB, AN B, A\ B, B\ A halmazokat. Mi lesz az
A halmaz H-ra vonatkoz6 A komplementere?

2. Legyen A :={a,b}, B :={a,b,c}. AXx B=? Bx A=?

1

3. Legyen r := {(z,y) | #,y valos szam, y = 2?}. r—1 =? Fiiggvény-e az r7?

Fiiggvény-e az r—1?

4. Legyen f : R — R, f(z) =
gvényeket.

Készitse el az fo f, fo (fo f) fig-

=
1422

5. Gondoljuk végig egy f : A — B kolcsondsen egyértelmii fiiggvény in-
verzének a szemléltetését!
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6. Gondoljuk meg, hogy egy f : A — B kolcsondsen egyértelmi fiiggvény
inverzét a kovetkezd lépésekkel lehet elgallitani:
1) Felirjuk, hogy vy = f(x).
2) Felcseréljiik az x és y ,valtozokat™ x = f(y).
3) Ebbdl az ,egyenletbdl” kifejezziik az y-t az x segitségével: y = g(x). Ez
a g lesz éppen az f~! inverzfiiggvény.
Példaul: f: R — R, f(x) = 2z—1. (Ez kdlcsénosen egyértelmi fiiggvény.)
Ny=2z-1
2 r=2y—1
r+1=2y y=1(z+1).
Tehdt f~':R— R, f~1(z) = (= +1).
Szemléltesse is az f és f~ fiiggvényt!

7. Legyen f: A— B, C1,Cy C A, Dy, Dy C B. Mutassuk meg, hogy
f(CLUC2) = f(C1) U f(C2)
f(C1NCy) C f(C1) N f(C2)
fTHD1UDy) = f~H(Dy) U f~1(Da)
f7HD1N Dy) = f~1(D1) N f~1(Da).

Igaz-e, hogy ha Cy C Cy, akkor f(Cy) C f(Cq)?
Igaz-e, hogy ha Dy C Dy, akkor f~1(D1) C f~1(D9)?

8 Legyen f: A— B, CCA,DCB.
Igaz-e, hogy f~'(f(C)) = C? Tgaz-e, hogy f(f~'(D)) = D?

1.3. Halmazok, relacidk, fiiggvények

A rendezett part alapfogalomnak tekintettiik, de lehetdség van halmazok segit-
ségével bevezetni a rendezett par fogalmét.

1.9. Definicié. Legyen a és b. Az (a,b) rendezett pdr legyen

(a,b) := {{a},{a,b}}.
Ezzel az értelmezéssel igazolhatd a rendezett part jellemz6 tulajdonsag.

1.4. Tétel. (a,b) = (¢,d) = a=c ésb=d.

Bizonyitas. (<) Legyen {{a}, {a,b}} = {{c}, {c,d}}.

1. Vagy {a} = {c}, amibdl a = ¢ kovetkezik. Tovabba {a,b} = {c,d}, de
a = ¢ miatt b = d lehet csak.

2. Vagy {a} = {c¢,d}, amibél ¢ = d és igy a = ¢ = d kovetkezik. Ekkor
(¢,d) = {{a}}, de akkor {a} = {a, b} is igaz, igy a =b. Tehat a=b=c =
d.

(<) Nyilvanvalo!
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1.3.1. Ekvivalencia és rendezési relacio

A matematika néhany ,kényes” fogalmat a relaciokkal és fiiggvényekkel hozzuk
kapcsolatba.

1.10. Definici6é. Legyen H # 0, r C H x H, D(r) = H reldcid.
Azt mondjuk, hogy

1. r reflexiv, ha Vo € H esetén (v,z) € r;
2. r szimmetrikus, ha V(x,y) € r esetén (y,x) € r;

3. r antiszimmetrikus, ha minden olyan esetben, amikor (x,y) € r és (y,x) €
r, akkor x = y;

4. 7 tranzitiv, ha minden olyan esetben, amikor (z,y) € r és (y,z) € r, akkor
T =uy.

1.11. Definicié. Ha az 7 relicio reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv, akkor r
ekvivalencia-relacié.

1.12. Definicié. Ha az 7 reldicié reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv, akkor
r rendezési relacio6.

Legyen ~ egy ekvivalencia-relacié a H halmazon (D(~) = H). Allapodjunk
meg abban, hogy (z,y) €~ helyett az x ~ y jelolést hasznaljuk.

A ~ ekvivalencia-rel4cié segitségével a H halmazt részhalmazokra bontjuk
a kovetkez6 1épésekkel.
«) Legyen © € H. Az z-hez tartoz6 ekvivalencia-osztaly

Y/oi={y|lye Huzx~y}.

B) Konnyen belathato, hogy ha x, z € H, akkor

vagy “/m = 7/, vagy T/ 7/ = 0.

Ez azt jelenti, hogy a H halmaz felbonthatd kdzds pont nélkiili ekvivalencia-
osztalyokra.

7) Legyen
Hy ={X| 3z € H, hogy X = */.}.

A H/_, az ekvivalencia-osztalyok halmaza.
Igazolhato, hogy

1. a 7/ elemei kozds pont nélkiiliek (a 3) pontban ezt fogalmaztuk meg),
2. a 1/ elemeinek (halmazoknak) az egyesitése kiadja a H halmazt.

Lassunk két fontos példat erre az eljarasra.
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1.3. HALMAZOK, RELACIOK, FUGGVENYEK
1. Legyen T a tortek halmaza, azaz

T = {p | p,q egész szam, q # 0} .
q
A T halmazon értelmeziink egy relaciot:

<= ad = bc.

~

Sl S
Ul O

Végiggondolhatd, hogy ~ ekvivalencia-relaci6. Ekkor % /. ekvivalencia-
osztélyba beletartozik az Gsszes olyan tort, amely ,egyenld” az ¢-vel. A
T/ halmaz pedig olyan kizos elem nélkiili halmazokra valo felbontasa a
T tortek halmazanak, amelyek egyesitéseként visszakapjuk a 71" halmazt.
Az © /. egy racionalis szam, a 7 /.. pedig a racionalis szamok halmaza.
Igy valik érthet6ve, hogy % egyenls” %—del7 %—del, hiszen ezek a tortek
reprezentansai az 3 /~ racionélis szamnak, és a racionalis szamokkal végzett
miiveletek soran mindig a megfelels reprezentanst huzzuk el§ az osztaly-
bél. Példaul

3 4T
3t

azt sugallja, hogy

2. A masik példaban F legyen egy sik iranyitott szakaszainak halmaza. Bevezetiink
E-n egy relaciot: legyen

a ~ b, ha az a szakasz parhuzamos b-vel, azonos iranydak és egyforma hosszaak.

Ko6nnyen lathato, hogy ~ ekvivalencia-relacié. Az /. tartalmazza az a-
val parhuzamos, vele azonos irdnyt és hosszasagu iranyitott szakaszokat.
Egy ilyen osztaly legyen egy vektor. Az /. a sik vektorainak halmaza.

Igy valik érthet6ve, hogy vektorok 6sszeadasanal az egyik vektort eltoljuk
gy, hogy a két vektor kezd6pontja megegyezzék. Val6jaban mindkét vek-
torbdl az alkalmas reprezentans iranyitott szakaszt htzzuk el6, azokkal
végezziik el a miveletet, és az eredé irdnyitott szakaszhoz tartozé ekvivalencia-
osztaly lesz az Osszeadas eredd vektora.

A rendezési relacidokkal kapcsolatban csak két egyszeri példat targyalunk.
Legyen N a pozitiv egész szdmok halmaza. Legyen < az a relacio, amelyre

a < b, ha van olyan nemnegativ c egész, hogy a + c = b.

Ez a < valéban rendezési relacié. Még az is igaz, hogy barmely a,b € N esetén
vagy a < b, vagy b < a.

Az N pozitiv egészek halmazan egy masik relaciot is bevezethetiink. Azt mond-
juk, hogy a osztoja b-nek, ha van olyan k porzitiv egész, hogy b = ak. Az
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soszthatosag” relacio reflexiv (a = a - 1), antiszimmetrikus (ha b = ak és a = bl,
akkor b = blk, amibdl Ik = 1, de ez csak k = 1 és | = 1 esetén igaz, tehat a = b)
és tranzitiv (ha b = ak, ¢ = bl, akkor ¢ = akl, azaz a osztdja c-nek), tehat az
soszthatésag’ is rendezési relacié az N halmazon. Csak nem olyan ,szép”, mint
a < volt, hiszen, van olyan a,b € N, amelyre a nem osztéja b-nek, és b sem
osztéja a-nak. (Példaul a :=4 és b:=7.)

1.3.2. Halmazok szadmossaga
Gyakran sziikség van halmazok elemszaméat Gsszehasonlitani.

1.13. Definicié. Legyen A, B halmaz. Azt mondjuk, hogy A szimossdga egyenld
a B szdmossdgdval, ha van olyan ¢ : A — B fiiggvény, amelyre R(¢) = B, és
¢ kélcsondsen egyértelmd. [Az ilyen ¢ figguényt bijekcidnak nevezzik A és B
kézitt.]

Példaul a pozitiv egészek N halmaza és a pozitiv paros szamok P halmaza
egyenld szdmossagu, hiszen a

¢:N— P, ¢(n):=2n
fliggvény bijekcié N és P kozott.

1.14. Definicié. Legyen A halmaz. Azt mondjuk, hogy A végtelen (szdmossdgi)
halmaz, ha 3A’ C A, A’ # A, hogy 3¢ : A — A’ bijekcid.

Az el6bbi példa éppen azt mutatja, hogy N végtelen halmaz.

1.15. Definici6é. Legyen A végtelen halmaz. Azt mondjuk, hogy A megszam-
lalhato, ha 3¢ : N — A bijekcio.

Meglepd, de a raciondlis szamok Q halmaza megszdmlalhato.

Irjuk fel az 1,2,3,...,n,... nevezdj torteket soronként.
e Tt S TR S S
. 3 R S S
2 -2 -2 Y 32 < 3 2 2
3 Ql 1 0 1 g 3%
-3 -3 —T T3 — 3 7T 3 7 3 3
!
A ¢ : N — Q bijekciot ugy készitjiik, hogy
0 1 1 1
1) := - 2) = — 3) == 4) = ——, ...
B1) =1, 9@)=1, 6(3)=5, o)==,

A rajz szerinti lépegetéssel haladunk, ligyelve arra, hogy olyan tértet ugorjunk
at, amely mar egyszer sorra keriilt. Ezzel biztositjuk, hogy valéban kélcsénosen
egyértelm maradjon a fliggvényiink. Lathaté az is, hogy el6bb-utébb minden
raciondlis szdmhoz eljutunk, igy ¢ bijekcid lesz N és Q koz6tt, ami azt jelenti,
hogy Q megszamlalhato.
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©

1.3.3. Relaciok inverze és kompoziciéja

Két eljarast mutatunk be, amellyel adott relacio(k)bol ajabb relacidhoz juthatunk.

1.16. Definicié. Legyen r reldcid. Az r reldcié inverze az o reldcid, amely
rti={(s,t) | (t,s) €7}
Lathato, hogy r := {(1,3), (4,2), (5,2), (3,3)} esetén
rt=1{(3,1),(2,4),(2,5),(3,3)}.

A magyar-angol szotar inverze az angol-magyar szotér.

e ,e s

Ertelmezziik relaciok kompoziciojat (Gsszetett relacio, kozvetett relacio) is.

1.17. Definicié. Legyen r,s reldcid. Az s belsé relacidé és r kiilsG relacio
kompozicioja legyen

ros := {(x, z) | van olyan y € R(s)ND(r) kézvetité elem, hogy (z,y) € s és (y,z) € r}.
Példaul s := {(1,2),(1,4),(2,3)}, r:={(4,3),(4,4),(3,5)} esetén
ros:={(1,3),(1,4),(2,5)}.
Természetesen elkészithet az s o r relacié is, de ez most
sor=10.

Altalaban ros # sor.

civjanak kapcsolata:

1.5. Tétel. Legyen r,s reldcid. Ekkor (ros)~!=s"tor1,
Mivel halmazok egyenldségét szeretnénk igazolni, megmutatjuk, hogy 1.)
(ros)™tcsltor=tes2) s tor=t c(ros)~h

1. Legyen (p,t) € (ros)™' = (t,p) € ros = van olyan q € R(s) N D(r)
kozvetits elem, hogy (t,q) € s és (¢,p) € r = nyilvan (p,q) € r~! és
(g,t) € s = (p,t)estor™ L

2. Legyen (u,w) € s tor~! = van olyan v € R(r~1)ND(s™') = R(s)ND(r)
kdzvetitd elem, hogy (u,v) € r=1 és (v,w) € s~1 = nyilvan (w,v) € s és
(v,u) €r = (w,u) Eros= (u,w) € (ros)=!.
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2. fejezet

Szamhalmazok

Kiskorunktol szamolunk a valés szamokkal, 6sszeadjuk, szorozzuk, osztjuk Gket,
hatvanyozunk, abszolat értékét vessziilk a szamoknak. Egyenleteket, egyen-
l6tlenségeket ,rendeziink”. Most lefektetjiik azt a viszonylag egyszerd szabé-
lyrendszert, amelyb6l a megtanult eljardsok levezethetSk. Az alabbi témakdroket
targyaljuk.

e Val6s szamok halmaza

o Természetes szamok halmaza

o Egész szamok és racionalis szamok halmaza
o FelsG és alsé hatar

e Intervallum és kornyezet

e Hatvanyozas definicidja és azonossagai

o Komplex szdmok halmaza

e Komplex szam trigonometrikus alakja, miiveletek

2.1. Valés szamok

2.1.1. A valds szamok axiémarendszere

Legyen R nem f{ires halmaz. Tegyiik fel, hogy van még egy 0sszeadésnak nevezett
+ : R xR — R és egy szorzasnak nevezett - : R x R — R fliggvény is, amelyek
a kdvetkezd tulajdonsagokkal rendelkeznek:

al. barmely a,b € R esetén a + b = b + a (kommutativitas)

a2. barmely a,b,c € R esetén a + (b + ¢) = (a + b) + ¢ (asszociativitas)

11
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a3. van olyan 0 € R elem, hogy barmely ¢ € R esetén a +0 = a (0 az
Osszeadasra nézve semleges elem)
ad. barmely a € R esetén van olyan —a € R ellentett elem, hogy a+ (—a) = 0.
ml. barmely a,b € Reseténa-b=05-a
m2. barmely a,b € Resetén a-(b-¢) = (a-b)-c

m3. van olyan 1 € R elem, hogy barmely a € R esetén a -1 = a (1 a szorzasra
nézve semleges elem)

m4. barmely a € R\ {0} esetén van olyan I € R reciprok elem, hogy a-1 = 1.

d. barmely a,b,c € R esetén a - (b + ¢) = ab + ac (disztributiv a szorzas az
Osszeadasra nézve)

Lathato, hogy a szorzas szabalyrendszere a 4. kévetelményben lényegesen eltér
az Osszeadastol (egyébként nem is kiilonbozne az Osszeadas és a szorzas). A d.
is az eltérést erdsiti.

Tegyiik fel, hogy R-en van egy olyan < (kisebb vagy egyenlének nevezett) ren-
dezési relacid, amely még a kovetkezd tulajdonsagokkal rendelkezik:

rl. barmely a,b € R esetén vagy a < b, vagy b < a.

r2. minden olyan esetben, amikor a < b és ¢ € R tetszbleges szam, akkor
at+c<b+ec

r3. minden olyan esetben, amikor 0 < a és 0 < b, akkor 0 < ab.

Allapodjunk meg abban, hogy az a < b, a # b helyett a < b jelolést hasznalunk.
(Sajnos a < nem rendezési relacio, mert nem reflexiv.)

Az al—ad., ml.-m4., d., r1.-v3. alapjan levezethet$ az Gsszes egyenlGséggel és
egyenl6tlenséggel kapcsolatos ,szabaly”. Kiegészitéstil harom fogalmat kiilon is
megemlitiink.

2.1. Definicié. Legyen a,b € R, b # 0. Ekkor § :=a- %,
Az osztas tehét elvégezhetd a valds szamokkal.

2.2. Definicié. Legyen x € R. Az x abszolat értéke

= z, haO<z
R hax <0,z #0.

Hasznosak az abszolut értékkel kapcsolatos egyenl6tlenségek.
1. Barmely = € R esetén 0 < |z|.

2. Legyenz € Rése € R, 0<e. Ekkorx <e, &8 —x <e < |z|<e.
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3. Barmely a,b € R esetén |a + b| < |a| + |b] (hdromszdg-egyenlétlenség)
4. Barmely a,b € R esetén ||a| — |b]| < |a —b|.

Konnyen igazolhatoak ezek az allitisok. A 4. bizonyitasiat megmutatjuk.
Tekintsiik az a = a — b+ b egyenl6tlenséget. Ekkor a 3. szerint

la] =]a—b+b] <|a—0b|+ bl

Az r2. szerint —|b| szamot mindkét oldalhoz hozzdadva nem véltozik az egyen-
16tlenség

la] + (=[b]) = la| = [b] < |a = b| (2.1)

Hasonl6é meggondolassal
b=b—a+a

bl =lb—a+al<|b—a|l+]a /- lal
o] = la] < [b—al
—(laf = [bl) < [b—a| = |a —b] (2.2)

Az (2.1) és (2.2) a 2. tulajdonsag szerint (z := |a| — |b; € := |a —b| szereposztés-
sal) éppen azt jelenti, hogy ||a| — |b]] < |a — b].

2.1.2. Természetes, egész és racionalis szamok

Most elkiilonitjiik az R egy nevezetes részhalmazat.
Legyen N C R olyan részhalmaz, amelyre
1°1eN
2° barmely n € Nesetén n+1 € N
3° barmely n € N esetén n+ 1 # 1 (az 1 az ,elsd” elem)
4° abbél, hogy a) S C N

b)ylelsS

c) barmely n € Neseténn+1€ S

kovetkezik, hogy S = N. (Teljes indukcio.)

Az R-nek az ilyen N részhalmazat a természetes szamok halmazanak nevez-
ziik.
Kiegészitésiil alljon itt még néhany megallapodas:

Z:=NU{0} U{m € R| —m € N} az egész szamok halmaza

Q:={zeR| vanolyan p € Z,q € N, hogy = = %} a racionalis szamok
halmaza

Q* :=R\ Q az irracionalis szamok halmaza
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Az N segitségével a miiveleti, rendezési szabalyrendszer mellé a harmadik kévetelményt
illesztjiik az R-hez.

Archimedesz-axiéoma: Barmely a,b € R,0 < a szdmokhoz van olyan n € N,
hogy b < na.

Az Archimedesz-axioma kovetkezményeként megmutatjuk, hogy barmely K € R
szamhoz van olyan n € N természetes szam, amelyre K < n, ugyanis az a := 1,
b := K szereposztassal az axiéma ilyen természetes szamot biztosit.
Megmutatjuk azt is, hogy barmely ¢ € R,0 < € esetén van olyan n € N ter-
meészetes szam, hogy % < g, ugyanis legyen a := ¢ és b := 1. Az axiéma szerint
van olyan n € N, hogy 1 < n-e. Rendre alkalmazva a megfelel§ ,szabalyt”

1 < ne /+(=1)
1

0 < ne—1 /=
n

1 1 1
< Z(ne—-1)=e— - =
n(na )=¢ - /—l—n

< e

S o

Az Archimedesz-axiémaval sem valt még minden igényt kielégitévé az R. Sziik-
ségiink lesz egy utolsd axiémara, amelyet néhany fogalommal készitlink els.

2.1.3. Felso és als6 hatar

2.3. Definicié. Legyen A C R, A # 0. Azt mondjuk, hogy A feliilrél korlatos
szdmhalmaz, ha van olyan K € R, hogy bdarmely a € A esetén a < K. Az ilyen
K az A halmaz egyik felsé korlatja.

Legyen A € R, A # () feliilr6l korlatos halmaz. Tekintsiik a
B :={K € R| K fels6 korlatja az A halmaznak}
halmazt. Legyen o € R a B halmaz legkisebb eleme, azaz olyan szam, amelyre
1° o € B (av is fels6 korlatja az A halmaznak)
2° barmely K € B felsg korlatra o < K.
A kérdés csupan az, hogy van-e ilyen o € R.

Fels6 hatar axiémaja: Minden feliilrsl korlatos A € R, A # () halmaznak
van legkisebb felsé korlatja.

Az ilyen « € R szamot (amely nem feltétleniil eleme az A halmaznak) a halmaz
felsé hataranak nevezziik, és igy jeldljiik:

a:=supA (,az A halmaz szuprémuma”)

Nyilvan igaz a sup A két tulajdonsaga:
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1° barmely a € A esetén a < sup A
2° barmely 0 < € esetén van olyan o’ € A, hogy (sup A) —e < a'.

A miiveleti, rendezési szabalyrendszerrel, az Archimedesz-axiomaval és a felsé
hatar axiémajaval teljessé tettiik az R valés szamok halmazéit. Ezzel biztos
alapot teremtettiink a jov6beni szamolasokhoz is.

Néhany tovabbi megallapodas.

2.4. Definicié. Legyen A C R, A # (. Azt mondjuk, hogy A alulrél korlatos,
ha van olyan L € R, hogy minden a € A esetén L < a. Az L az A halmaz egyik
alsé korlatja.

Legyen A alulrdl korlatos szamhalmaz. Az A alsé korlatjai koziil a legnagy-
obb a halmaz als6 hatara. (Ennek létezéséhez mar nem kell Gjabb axi6ma,
visszavezethet6 a fels§ hatar létezésére.) Az A halmaz als6 hatéarat

infA (,az A halmaz infimuma”)
jeldlje. Nyilvan igaz, hogy
1° barmely a € A esetén inf A < a

2° barmely 0 < € esetén van olyan o’ € A, hogy o’ < (inf A) + «.

2.1.4. Intervallumok és kOrnyezetek

2.5. Definicié. Legyen I C R. Azt mondjuk, hogy I intervallum, ha bdrmely
1,29 € 1,21 < 22 esetén minden olyan v € R, amelyre x1 < x < x4, fenndll,
hogy x € 1.

2.1. Tétel. Legyen a,b € R,a < b.
[a,0]:={z € R | a <z <b}
[a,b):={z € R|a <z <b}
(a,b]:={zx e R|a <z <b}
(a,0):={x eR|a <z <b}
[a,+0):={z e R|a <z}
(a,400):={z € R | a < x}; (0,400) =: RT
(—o0,al:={z e R |z <a}
(—o0,a):={z eR |z < a}; (—00,0) =: R~
(

—00, +00) : =R
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Ezek mindegyike intervallum.
Megemlitjiik, hogy az [a,a] = {a} és az (a,a) = () elfajuld intervallumok.

2.6. Definicié. Legyen a € R,r € RT. Az a pont r sugart kérnyezetén a
K.(a):=(a—ra+7)

nyilt intervallumot értjik. Azt mondjuk, hogy K(a) az a pont egy kdrnyezete,

ha van olyan r € RY, hogy K(a) = K.(a).

2.1.5. Valés szamok hatvanyai

2.7. Definicié. Legyen a € R. Ekkor o' :=a,a? :=a-a,a® :=a®-a,...,a" =
an—l -a
Yo

2.8. Definicié. Legyen a € R,0 < a. A \/a jelentse azt a nemnegativ szdmot,
amelynek négyzete a, azaz 0 < \/a, (v/a)? = a.

Vegyiik észre, hogy barmely a € R esetén va? = |al.

2.9. Definicié. Legyen a € Rk € N. A **/a jelentse azt a valds szdmot,
amelynek (2k + 1)-edik hatvinya a.

Vegyiik észre, hogy ha 0 < a, akkor **%/a > 0, és ha a < 0, akkor ?**V/a < 0.

2.10. Definicié. Legyen a € R,0 < a,k € N. A %/a jelentse azt a nemnegativ
szamot, amelynek (2k)-adik hatvinya az a.

Vezessiik be a kovetkez§ jelolést: han € N és a € R az n paritasdnak megfelels,
akkor )

aw = a.
2.11. Definicié. Legyen a € RT,p,q € N.

a

P
q 1= aP.

a

2.12. Definicié. Legyen a € R™,p,q € N.

_z 1
a 91 = —
a

2.13. Definicié. Legyen a € R\ {0}. Ekkor a® := 1.

Lathat6, hogy ezzel a definicilancolattal egy a € RT barmely r € Q racionélis
kitev6jd hatvanyét értelmeztiik. Belathato, hogy a definiciékban szerepls szamok
egyértelmien léteznek, és érvényesek a kdvetkezd azonosségok:

1°acRY,r,s € Qesetén a” - a®* = a"+*
2°a € RY,r € Q esetén a” - b" = (ab)"

3°aeRY rseQesetén (a")° =a"*
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2.2. Feladatok

1. Legyen a,b € R. Mutassuk meg, hogy
(a+0b)?:=(a+0b)(a+b)=a®+2ab+b?
a?—b*=(a—0b)(a+b)
a® — b = (a—b)(a® + ab+ b?)
a®+ b3 = (a+b)(a® — ab+ b?)
2. Mutassuk meg, hogy minden z € R,z # 1 és barmely n € N esetén
a1

=l4+z+a®+-- +2"
z—1

3. (Bernoulli-egyenlétlenség)
Legyen h € (—1,+00) és n € N. Mutassuk meg, hogy

(1+h)" > 1+ nh.
Megoldds: Legyen S :={n e N | (1+h)" > 1+ nh}.
1°1€ S, mert (1+h)!=1+1-h.
2° Legyen k € S. Megmutatjuk, hogy k& + 1 € S, ugyanis

(1I+h)F = Q+nFA+h) >0 +kh)(1+1h) =
1+ (k+1Dh+Ekh* > 14 (k+1)h.

(A rendezés szabélyai mellett felhasznaltuk, hogy k € S, azaz (1 + h)F >
1+ kh.)

Emlékezve az N bevezetésének 4° kovetelményére, ez azt jelenti, hogy
S =N, azaz minden n € N esetén igaz az egyenlGtlenség. Ezt a bizonyitasi
modszert hivjak teljes indukciénak.

4. Legyen a,b € RT.

b 2 [a? + b2
AQZZG;, GQZ:\/%, Hglzﬁ, NQZ: a;—

Mutassuk meg, hogy Ha < Go < Ay < Ny és egyenlGség a szamok kozott
akkor és csak akkor &ll, ha a = b.

Ezek nagymértéki altalanositasa is igaz.
Legyen k € N (k > 3) és x1,%2,..., 7, € RT.

2, 2 2
. +xot-Faxy . ) . k . 2 4xi+ 4
Ay = BT TTk w2k Le Gy = Yrire xp, Hy ' = ———1 —, N 1= \ =" Zk k

Igazolhato, hogy Hi < G < Ar < Ny, és egyenlSség a szamok kozott
akkor és csak akkor &ll fenn, ha z; =29 = ... = xy.
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5. Legyen h € R és n € N. Ekkor

n

(1+h)"=1+nh+ (Z>h2+ (3)h3+-~-+h”,

ahol felhasznalva, hogy k! :=1-2.... -k, az
n n!
=—7 k=0,1,2,...
(k) ki(n — k)l s h
(kiegészitésiil 0! := 1).

Ebbdl igazolhatd a binomialis tétel:
Legyen a,b € R, n € N. Ekkor

oy =3 ()t

. Legyen A := {5 | n € N}. Mutassuk meg, hogy A feliilr6l korlatos. Mi

asup A?
Megoldds: Mivel barmely n € N esetén n <n + 1, ezért 17 <1, tehat a
K :=1 fels6 korlat. Megmutatjuk, hogy sup A = 1, ugyanis

1° Barmely n € N esetén 27 < 1.

2° Legyen € € RT. Keresiink olyan n € N szamot, amelyre

n

> 1—e.
n+1
n > (l—-¢gn+l)=n—en+1l-c¢
en > 1l—e¢
1—¢
n <
€

Mivel barmilyen szamnal, igy az 1=¢ € R szamnal is van nagyobb ter-

S

/
n

n'+1

7

. z ! 2 13
mészetes szam, legyen ez n' € N, ezért az T

1 —e. Tehat supA = 1.

€ A olyan, hogy

. * Legyen E := {(=1)" | n € N}. Mutassuk meg, hogy F C R feliilrél

korlatos.
Megoldds: Megmutatjuk, hogy barmely n € N esetén

(n+1) <4
n

1

Legyen n € N, és tekintsiik az Z("Zl)" szamot. A 4. példaban szerepls

szamtani (Ay) és mértani (Gy) kozeép kozotti egyenltlenség szerint

4 n n+2

L(nt+1\" _11ntln+l ntl _(s4+5+=52+20. . =20
22 n n n
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ezért (2H1)" < 4, tehat F feliilrsl korlatos. A fels hatar axioméja szerint

van felsé hatara. Legyen e := sup E.

Megjegyezziik, hogy ezt a fels§ hatart soha senki nem tudta és tudja megse-
jteni (nem ugy, mint a 6. példaban...). KozelitSleg e ~ 2,71. Euler
nevéhez flizédik az e szdm bevezetése.

8. Legyen

(-8 04 () (-2 e}

Létezik-e inf P? (Ha mar belatta, hogy létezik az inf P, ne keseredjen el,
ha nem tudja megadni. Megoldatlan a probléma.)

2.3. Komplex szadmok

2.3.1. A komplex szadm fogalma, miiveletek

Ugy altalanositjuk a valos szamokat, hogy a miveletek tulajdonsagai ne valtoz-
zanak.

Legyen C := R x R a valés szdmpéarok halmaza. Vezessiik be az Gsszeadést
ugy, hogy az (a,b), (c,d) € C esetén

(a,b) + (c,d) := (a + ¢,b+ d);
a szorzast pedig agy, hogy
(a,b) - (¢,d) := (ac — bd, ad + bc).
Koénnyen ellendrizhets az 6sszeadas és a szorzas néhany tulajdonsaga.
al. ¥(a,b), (c,d) € Cesetén (a,b)+(c,d) = (¢,d)+(a,b) (kommutativitas)

a2. V(a,b),(c,d),(e,f) € C esetén (a,b) + ((¢,d) + (e, f)) = ((a,b) +
(¢c,d)) + (e, f) (asszociativitas)

a3. ¥(a,b) € C esetén (a,b) + (0,0) = (a,b)

ad. V¥(a,b) € C esetén a (—a, —b) € C olyan lesz, hogy (a,b) + (—a, —b) =
(0,0).

ml. ¥(a,b), (c,d) € C esetén (a,b) - (c,d) = (¢,d) - (a,b) (kommutativitas)
VE b), (¢, d), (e, f) € C esetén (a,b) - ((¢,d) - (e, f)) = ((a,b) - (¢, d)) -
(

( ) assz001at1v1tas)

m3. V(a,b) € C esetén (a,b)-(1,0) = (a,b)
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(a,b)=a+ib

2.1. abra.

m4. V(a,b) € C\ {(0,0)} esetén az (293, —ﬁ) € C olyan, hogy

a b
a2 +02" a2 402

(a,0) - (

) = (1,0)

d. V(a,b),(c,d), (e, f) € C esetén
(a,0) - [(¢,d) + (e, f)] = (a,) - (¢, d) + (a, D) - (e, f)

(a szorzas disztributiv az Gsszeadasra nézve)

Az al—a4, ml.-m.4 és d. tulajdonsigok indokoljak, hogy a valds szamokkal
végzett miveletek, szamolasok (amelyek Osszeadést, szorzast tartalmaznak és
legfeljebb egyenléségekre vonatkoznak) a komplex szamokkal ugyantugy végezheték
el.

Azonositsuk az a € R valés szamot és az (a,0) € C komplex szamot. (Nyil-
vanvaléan bijekcio létezik az R és az R x {0} C C halmaz kozott.) Vezessiik
be az i := (0,1) € C képzetes egységet. Ekkor barmely (a,b) € C komplex
Szamra,

(a,b) = (a,0) + (0,1)(b,0) = a + ib.

(A masodik egyenldség az azonositas kévetkezménye!)
Figyelembe véve, hogy i2 = (0,1) - (0,1) = —1, egyszertivé valik az Ssszeadas

a+ib+c+id=a+c+i(b+d),

és a szorzas is
(a+1b) - (c+id) = ac — bd + i(ad + be).

A komplex szamot helyvektorként szenléltethetjiik (2.1. abra).

Az Gsszeadas a vektorok Gsszeadasanak ,paralelogramma szabédlyanak” megfelels
(2.2. abra).
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a+c+i(b+d)
c+id
atib

2.2. abra.

a+ib
b
r
[}

a

2.3. abra.

2.3.2. Komplex szamok trigonometrikus alakja

Egy a + ib € C komplex szamhoz hozzarendelhetjiik az abszolit értékét és
iranyszogét (2.3. abra).

Az abszolut érték: r = va? + b2.
Az irdnyszog siknegyedenként adhatd meg:

arctgg7 haa>0ésb>0
n haa=0éb>0
haa<0éb>0
7+ arctg|?|, haa<0ésb<0
37” haa=0éb<0

2r —arctg|?|, haa>0¢sb<0

Lathato6, hogy az irdnyszdgre ¢ € [0,27). Megjegyezziik, hogy a = 0,b = 0
esetén r = 0, és az irdnyszog ekkor tetszélegesen valaszthato.
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a+pB

2.4. abra.

Ha egy a + ib € C komplex szdmnak r az abszolut értéke és ¢ az irdnyszoge,
akkor
a=rcos¢, b=rsing,

ezért a + ib = r(cos ¢ + isin ¢). Ez a komplex szam trigonometrikus alakja.
A komplex szamok trigonometrikus alakjanak felhasznalasaval szemléletesebbé
valik a komplex szamok szorzasa, is.

Legyen r(cosa + isina), p(cos B+ isin3) € C, ekkor

r(cosa+isina) - p(cosB+isinf3) =
= rp(cosacos f — sinasin § + i(sin a.cos B + cos asin §)) =
= rp(cos(a + B) + isin(a + 3)).
Tehat a szorzasnal az abszolut értékek Osszeszorzodnak, az irdnyszogek pedig

Osszeadodnak (2.4. abra).

A hatvanyozéas a komplex szam trigonometrikus alakjaval igen egyszertien végezhetd
el. Ha z = a+ib =r(cos ¢ + ising) € C és n € N, akkor

2" = (a+ib)" = [r(cos ¢ +isin @)™ = r"(cosng + isinng),

azaz a komplex szam n-edik hatvanyanél az abszolat érték n-edik hatvanya és
az irdnyszog n-szerese jelenik meg a 2™ trigonometrikus alakjaban.



3. fejezet

Elemi fuggvények

Ismertetjiik a valos szdmok halmazan értelmezett, valos szam értéki fiiggvények
legfontosabb tulajdonsagait. Definidljuk a gyakran hasznalt valés-valds fiig-
gvényeket, melyeket elemi fliggvényeknek neveznek. Az alabbi témakoréket tar-
gyaljuk.

e Miiveletek valos fiiggvényekkel

e Korlatos, monoton, periodikus, paros, paratlan fiiggvény fogalma

Hatvanyfiiggvények
e Exponencialis és logaritmus fliggvények
e Trigonometrikus fiiggvények és inverzeik

Hiperbolikus fliggvények és inverzeik

Néhany kiilonleges fliggvény

3.1. Valés-valés fiiggvények alaptulajdonsagai
3.1. Definicié. Legyen f : R >— R, A € R. Ekkor
Af:D(f) = R, (Af)(@) == Af(2).

3.2. Definicié. Legyen f,g: R D>— R, D(f)N D(g) # 0. Ekkor
f+9:D(f)ND(g) =R, (f +9)(z) = f(z) +g(x)
f-g9:D(f)ND(g) = R, ( 9)(x) = f(z) - g(x).

%zf;g Definicié. Legyen g : R 5= R, H := D(g) \ {z € D(g) | g(x) = 0} # 0.

1

1/g: H - R, (1/g)(x) := ﬁ

~

23
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3.4. Definicié. Legyen f,g: R D>— R

f
; f-1/g

3.5. Definicié. Legyen f : R D— R. Azt mondjuk, hogy f feliilrél korlatos
fiigguény, ha R(f) C R feliilrél korldtos halmaz.

Azt mondjuk, hogy f alulrél korlatos figgvény, ha R(f) C R alulrél korldtos
halmaz.

Azt mondjuk, hogy f korlatos figguény, ha R(f) C R alulrdl is és felilrél is
korldtos halmaz.

3.6. Definicié. Legyen f : R D— R. Azt mondjuk, hogy f monoton névé
fiigguény, ha bdrmely x1,x0 € D(f), 1 < x2 esetén f(x1) < f(x2).

Az f szigortian monoton névs, ha birmely x1,z0 € D(f), ©1 < z2 esetén
flar) < fla2).

Azt mondjuk, hogy f monoton cs6kkené figguény, ha minden x1, x5 € D(f), x1 <
xo esetén f(x1) > f(x2).

Az [ szigoriian monoton csdkkend, ha barmely x1,22 € D(f), 1 < 29

esetén f(x1) > f(x2).

3.7. Definicié. Legyen f : R D— R. Azt mondjuk, hogy f paros fiigguény, ha
1° minden x € D(f) esetén —x € D(f),
2° minden x € D(f) esetén f(—x) = f(x).

3.8. Definicidé. Legyen f : R D— R. Azt mondjuk, hogy f paratlan figgvény,
ha

1° minden x € D(f) esetén —x € D(f),
2° minden x € D(f) esetén f(—x) = —f(x).

3.9. Definicié. Legyen f : R D— R. Azt mondjuk, hogy f periodikus fig-
guény, ha létezik olyan p € R, 0 < p szam, hogy

1° minden x € D(f) esetén x+p, x —p € D(f),
2° minden x € D(f) esetén f(z +p) = f(x —p) = f(x).

A p szdm a fiigguény egyik periddusa.

3.2. Az elemi fiiggvények

3.2.1. Hatvanyfiiggvények

Legyen id : R D— R, id(z) := 2. Az id szigortian monoton névs, paratlan fiig-
gvény (3.1. &bra). Legyen id? : R o— R, id*(z) := 22. Az id2\R+ szigorian



3.2. AZ ELEMI FUGGVENYEK

3.1. abra.

3.2. abra.

25
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id®
1
1
3.3. abra.
1 id™*
1
3.4. abra.

monoton novs, az idz‘nr szigortian monoton fogy6. Az id? paros (3.2. &bra).

Legyen id® : R >— R, id*(z) := 2®. Az id® szigortan monoton névé, parat-
lan fiiggvény (3.3. abra). Ha n € N, akkor id" : R — R, id"(z) := 2" fiiggvény
paros n esetén az id2, paratlan n esetén az id® tulajdonsagait 6rokli.

Legyen id ™! : R\ {0} — R,id ! (z) := 1/z. Az id_llg— és az id_‘lw szigoruan

monoton fogyé (de id ' nem monoton!). Az id ™! paratlan (3.4. abra).

Legyen id 2 : R\ {0} — R,id ?(z) := 1/2%. Az idfk szigordan monoton

né, az id_i«r szigortan monoton fogy. Az id ™2 paros (3.5. 4bra).

Legyen n € N. Az id™™ : R\ {0} — R,id" " (z) := 1/2™ fliggvény péaros n
esetén az id ™2, paratlan n esetén az id ™' tulajdonsagait 6rokli.
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id™2

3.5. bra.

id1/2

3.6. abra.

Legyen id/? : [0,00) — R, id"?(z) := /z. Az id"/? szigordan monoton
novekeds fiiggvény (3.6. abra). Megemlitjilk, hogy az idz‘[o,w) kolcsonosen

egyértelmi fiiggvény inverzeként is értelmezhets a id/2.

Legyen r € Q. Az id" : RT™ — R, id"(z) := 2". Néhany r esetén szemlél-
tetjiik az id" fliggvényeket (3.7. abra).

Vegiil legyen id° : R — R, id%(z) := 1. Az id° monoton névekeds, mono-
ton fogy6 is, paros fiiggvény. Barmilyen p > 0 szam szerint periodikus (3.7.
abra).

3.2.2. Exponenciilis és logaritmus fiiggvények
Legyen a € RT. Az a alapti exponenciélis fiiggvény

x

exp, : R — R, exp,(z):=a”.
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3.7. abra.
exp, a<l exp, gpl
1 exp,

3.8. abra.

exp, szigortian monoton noévs, ha a > 1,
exp, szigortan monoton fogyd, ha a < 1,
exp, = 1d", ha a = 1 (monoton névé és monoton fogyo is) (3.8. abra).

Ha a > 0 és a # 1, akkor R(exp,) = RT, azaz csak pozitiv értéket vesz fel
az exp, (és minden pozitiv szamot fel is vesz). Barmely a > 0 esetén minden
1, T2 € R mellett

exp, (z1 + x2) = exp, (1) - exp, (z2).

(Ez a legfontosabb ismertet&jele az exponencialis fiiggvényeknek.) Kitiintetett
szerepe van az exp, =: exp figgvénynek (3.9. &bra) (e az el6z8 fejezet 7.*
példajaban szerepl$ Euler-féle szam).
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exp

/

3.9. abra.

Ioga a>1

Ioga a<l

3.10. abra.

Legyen a > 0,a # 1. Mivel exp, szigorian monoton, ezért kilcsdndsen
egyértelmii is, tehat van inverzfiiggvénye.

log, := (exp,) !
lesz az a alapt logaritmus fiiggvény (3.10. abra). Tehat
log, : Rt - R, log,(r) =y, amelyre exp,(y) = z.

Ha a > 1, akkor log, szigorian monoton névekeds, ha a < 1, akkor log,
szigortan monoton fogy6. Alapvets tulajdonsiga a logaritmus fiiggvényeknek,

hogy

1° barmely a > 0, a # 1 és minden x1, 72 € RT esetén

log, (z122) = log, x1 + log,, 2.
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3.11. abra.
2° barmely a > 0, a # 1 és minden z € R* és k € R esetén
log, =¥ = klog, x.

3° barmely a,b > 0,a,b # 1 és minden z € R esetén

_log,

1 = .
%8a T log;, a

A 3° tulajdonsig szerint akir egyetlen logaritmus fliggvény szdmszorosaként az
Osszes logaritmus fliggvény elGall. Ezért is van kitiintetett szerepe az e alapu
logaritmusnak:

In :=log,

a természetes alapu logaritmus” (3.11. 4bra).

3.2.3. Trigonometrikus fiiggvények és inverzeik

Legyen sin : R — R, sinx := Ne keressen egy formulat! Vegyen fel egy 1 sugara
kort. A kozéppontjin &t rajzoljon két egymasra meréleges egyenest. Az egyik
az (1) tengely, a masik a (2) tengely. Ahol az (1) tengely (pozitiv fele) met-
szi a kort, abbdl a pontbdl ;mérje fel az x € R szdmnak megfelels ivet a kor
keriiletére”. [Ez a mtivelet nagy kéziigyességet igényell...] Az iv P végpontja-
nak masodik koordinataja legyen a sinx (3.12. abra). A sin fliggvény paratlan,
p = 27 szerint periodikus (3.13. abra). R(sin) = [—1,1].

Legyen cos : R — R, cosz :=sin(z + §). A cos fiiggvény paros, p = 27 szerint
periodikus (3.14. abra). R(cos) = [—1,1].

Alapvets Osszefiiggések:

1° Barmely z € R esetén cos?x +sin® z = 1.
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2
1
P
1 X
sin x
()
3.12. abra.
1
sin
-T2 /
w2 T 2n
-1
3.13. abra.
1
cos
2 b
~12 on

3.14. abra.

31
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tg
-T2 w2 n
3.15. abra.
ctg
=Tt 2 2 T
3.16. abra.

2° Barmely z1,z2 € R esetén sin(z; + x9) = sinx cos g + cosx1 sinxa,
cos(z1 + T2) = cos T1 Cos T2 — sin xq sin xa.
sin

Legyen tg := 22 és ctg := £

cos sin *

Az értelmezésbdl kovetkezik, hogy
D(tg) :R\{ngkw |k €z}, Dictg) =R\ {kr | k€ Z}.
A tg és ctg is paratlan, p = 7 szerint periodikus (3.15. és 3.16. abra).

A trigonometrikus fiiggvények periodikussaguk miatt nem kolesénosen egyértelmiiek.
Tekintsiik a sin‘[ = =, leszikitést. Ez a fiiggvény szigorian monoton névekedd,

2’2
ezért kolestndsen egyértelmt, igy van inverz fliggvénye:

aresin := (sin|_, 1])_1
2’2
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w2
arcsin
-1
1
-T2
3.17. abra.
m
arccos
-1 1
3.18. abra.
Az értelmezéshdl arcsin : [-1,1] — [-F, 7], arcsinz = a, amelyre sina = .

Az arcsin szigorian monoton névekedd, paratlan fiiggvény (3.17. abra).

A cos fliggvény [0, 7] intervallumra valod lesziikitése szigorian monoton fogyo,
ezért van inverzfliggvénye:

arccos = (cos‘[()m])_1
Az értelmezésbdl kovetkezik, hogy arccos : [—1,1] — [0, 7], arccosx = «, ame-
lyre cosax = .
Az arccos fiiggvény szigorian monoton fogyé (3.18. abra).

A tg fiiggvény (-7, §) intervallumra valé leszikitése szigortan monoton nové,

ezért van inverzfiiggvénye:

arctg := (sin‘[ 1])_1
2

s
o
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w2

arctg

w2

arcctg

3.20. abra.

Az értelmezésbdl kovetkezik, hogy arctg: R — (=3, %), arctg © = «, amelyre
tg o= .
Az arctg szigortian monoton novekedd, paratlan fiiggveny (3.19. dbra).

A ctg fiiggvény (0, 7) intervallumra valo lesziikitése szigorian monoton fogyo,
ezért van inverzfliggvénye:

arcctg 1= (ctg‘[w] )~

Az értelmezéshdl kovetkezik, hogy arcctg : R — (0,7), arcctg = «, amelyre
ctg o = .
Az arcctg szigortian monoton fogy6 fliggvény (3.20. abra).
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sh

3.21. abra.

ch

3.22. abra.

3.2.4. Hiperbolikus fiiggvények és inverzeik

Legyen sh : R — R, shx := em*;_m. Az sh szigortan monoton novs, paratlan
fiiggvény (3.21. abra).

Legyen ch : R — R, chz := "‘w‘*‘Q"‘ﬁ. A ch|__ szigortian monoton fogyo, a chy
szigortian monoton noévé. A ch paros fiiggvény. R(ch) = [1,400). Gyakran

lancgorbének is nevezziik ezt a fiiggvényt (3.22. abra).

Alapvetd Osszefiiggések:
1° Barmely z € R esetén ch’z — sh?z = 1.
2° Barmely z1, 22 € R esetén
sh(zy + x2) = shxychas + chayshas,

ch(z1 + x2) = chzchze + shayshas.
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cth

th

3.23. 4bra.

arsh

3.24. Abra.

._sh ._¢ch
Legyen th := b cth := L

x

Az értelmezésbol kovetkezik, hogy th: R — R th z = i:;::“ cth: R\ {0} —
R, cth o = £ A th és cth paratlan fiiggvények (3.23. abra).

A th szigortan novekeds fiiggvény. R(th) = (—1,1).
A cth) _ szigortan fogyd, a cth| , szigorian nové fiiggvény. R(cth) = R\[-1,1].

Az sh szigortan monoton névekedé fiiggvény, ezért van inverzfiiggvénye:
arsh := (sh) '
Az értelmezésbdl kovetkezik, hogy arsh : R — R, arsh z = In(z + V22 + 1)

(lasd az 5. feladatot). Az arsh szigortan monoton ndvekeds, paratlan fiiggvény
(3.24. 4bra).
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arch

3.25. abra.

arth

3.26. abra.

Az ch fliggvény [0, 0o) intervallumra vald leszikitése szigorian monoton névekedd,
ezért van inverzfiiggvénye:

arch = (chy, )y~h

Az értelmezésbol kovetkezik, hogy arch : [1,00) — [0,00), arch z = In(x +
Va2 —1). Az arch szigordan monoton névekedd fiiggvény (3.25. abra).

Az th szigorian monoton névekedd, ezért van inverzfiiggvénye:
arth := (th)~'.

Az értelmezésbdl kovetkezik, hogy arth : (=1,1) — R, arth x =
arth szigordan monoton névekedd, paratlan fiiggvény (3.26. abra).

1 14+
sIn{T2. Az
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arcth

3.27. 4bra.

Az cth fiiggvény RT intervallumra vald lesziikitése szigortian monoton fogyo,
ezért van inverzfliggvénye:

Az értelmezésbol kivetkezik, hogy arcth : (1,400) — R¥, arcth z = 1InZH.

arcth := (cth_, )L

r+1
T—

Az arcth szigortan monoton fogy6 fiiggveény (3.27. abra).

3.2.5. Néhany kiilonleges fiiggvény

1. Legyen abs : R — R, abs(z) := |z|, ahol (emlékeztetiil)

z, hax >0 )
|| := { 2 haw<O0. (3.28. abra)
1, haz>0
2. Legyen sgn : R — R, sgn(x) := 0, haz=0 (3.29. abra)
—1, haz<0.
3. Legyen ent : R — R, ent(z) := [z], ahol
[z] :=max{n € Z |n < z}.

(Az = € R szam ,egész része” az z-nél kisebb vagy egyenld egészek koziil
a legnagyobb.) (3.30. abra)

1, haze
4. Legyen d : R — R, d(x):{ 0 haxe%\@.

Dirichlet-fliggvénynek nevezik, nem is kiséreljiik meg a szemléltetését.
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abs
1
1
3.28. abra.
1
sgn
-1
3.29. abra.
ent
1 —eee )
-1
1 2

3.30. abra.

39
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5. Legyen r : R — R

%, hareQ z=2

() ::{ 0, hazeR\Q

ahol p € Z, q € N, és p-nek és g-nak nincs valoédi kozos osztdja. Riemann-
fliggvénynek nevezik, ezt sem kiséreljiik meg szemléltetni.

3.3. Feladatok

1. Szamitsuk ki a kovetkez§ fliggvényértékeket:

id(7) = id3(1) = id? (4) = id=%(1) =
id(6) = id*(—3) = id?(4) = id=%(2) =
id?(5) = id?(0) = id=2(4) = id0(1) =
2. Allitsa névekvé sorrendbe a kovetkezs szamokat:
a) sinl, sin2, sin3, sin4
b) In2, expy %, expy 2, log, 1
c¢) sh 3, ch (—2), arsh 4, th 1
d) arcsin%, arctg 10, th 10, cos1
3. Igazolja, hogy ch’z —sh®z =1, ch’z = % minden z € R esetén.
4. Igazolja, hogy minden z,y € R esetén
a) sin2r = 2sinxcosz, cos2xr = cos’x — sinx, cos’z = W,
sin? x = #
b) sinz — siny = 2sin %5¥ cos ”'2”’, cosx — cosy = 2sin ¥5% sin T;y

5. Mutassa meg, hogy

a) arsh  =In(z + V22 +1) (z €R)
b) arch z = In(z + Va2 —1) (z €[1,400))

c)arthz =$In L (z € (-1,1))

e
Megoldds: a)

—x

1° y=shz=“=—

20 T = Ey72€7y
2e=e¥—e Y/ e¥
2ze¥ = (e¥)? — 1
(e¥)? —2xe¥ —1 =0
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(€¥)1,0 = 2mEVIitd — 5 4 (/2 11

Mivel az exp fiiggvény csak pozitiv értéket vesz fel, és barmely z € R
esetén Va2 +1 > Va2 = |z| > z, ezért csak

ey =x+ 22+ 1.

Ebbél
y=In(z+ Va2 +1),

de ez azt jelenti, hogy
3° arsh z = In(z + Va2 + 1).

6. Mutassa meg, hogy arctg # Sth.
7. Alkosson képet a kovetkez6 fiiggvényekrol:

sind, haz+#0
a)f:RﬁR,f(m)::{ 0" haxio

2?sinl, haz#0
b)g:R—>R7g(x):—{ 0. " haxio

2%(sint +2), haz#0

c) h:R—R, h(m)::{ 0 ha 2 — 0

8. Legyen f : R — R tetszdleges fliggvény. Mutassa meg, hogy a ¢, ¢ : R —

R
o) = 1O+ SC3)

fliggvények koziil ¢ paros, ¥ paratlan, és f = ¢ + . Ha f = exp, akkor
mi lesz a ¢ és a 1 fliggvény?

9. Legyen f,g : R — R. Tegylik fel, hogy f periodikus p > 0, g pedig g > 0
szam szerint.

a) Mutassa meg, hogy ha % € Q, akkor f + g is periodikus.
b) Keressen példat arra, hogy ha % € R\ Q, akkor f+ g nem periodikus.

Megoldds: a) Legyen £ = %, ahol k,l € N. Ekkor Ip = kq. Legyen

w = Ip+kq > 0. Megmutatjuk, hogy f+ g fliggvény w szerint periodikus.
1° D(f +g) = R

2° minden x € R esetén

(f+9)z+w) = flx+kq+ip)+glz+ip+kq) = f(x+kq) +g(z+lip) =
fx+1p) +g(z +kq) = f(x) +g(z) = (f + 9)(x).

Hasonl6 az (f + g)(z — w) = (f + g)(x) igazolasa is.



42

FEJEZET 3. ELEMI FUGGVENYEK



4. fejezet

Sorozatok, sorok

A sorozatok igen egyszerd fliggvények. Rajtuk tanulmanyozhaté a kozelités
pontossiga. Hasznos épitskdvei a késébbi fogalmaknak. Az alabbi témakoroket
targyaljuk.

e Sorozat fogalma, monotonitas, korlatossag

e Hatarérték és konvergencia

e Fontos hatarértékek

o Hatarérték és miiveletek kapcsolata

e Az e szam definicidja

e Cauchy-féle konvergenciakritérium sorozatra
e Sor konvergencija

e Konvergenciakritériumok sorokra

4.1. Sorozatok, sorok

4.1.1. A sorozat fogalma és tulajdonsagai

A sorozat a természetes szamok halmazéan értelmezett fiiggvény.
Legyen H # ) halmaz, ha a : N — H, akkor H-beli sorozatrél beszéliink. Ha
példaul H a valés szamok halmaza, akkor szamsorozatrol; ha H bizonyos jelek
halmaza, akkor jelsorozatrél; ha H az intervallumok halmaza, akkor intervallum-
sorozatrol beszéliink.
Legyen a : N — R szamsorozat. Ha n € N, akkor a(n) helyett a,, legyen a
sorozat n-edik tagja. Magat az a : N — R szamsorozatot is a révidebb (ay)
helyettesitse, esetleg (a,) C R hangsulyozza, hogy szamsorozatrol van szo.

1

Példaul az a : N — R, a,, := % helyett az (..) sorozatrdl beszéliink.

43
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Néha a tomor (a,) helyett az oldottabb ay,as,...,an,... jelolést is hasznal-
hatjuk. Példaul az (n?) helyett 1,4,9,...,n2,... sorozatrél beszéliink.

Mivel a sorozat is fliggvény, igy a korlatossag, a monotonités, miiveletek soroza-
tokkal nem igényelnek 1j definiciét. Emlékeztetsill mégis ajrafogalmazunk egy-
két elnevezést.

4.1. Definici6é. Azt mondjuk, hogy (an) sorozat korldtos, ha van olyan K € R,
hogy minden n € N esetén |a,| < K.

4.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy (a,) monoton novd, ha minden n € N es-
etén an < ap41.

4.3. Definicié. Ha (a,) sorozat, és A € R, akkor

Man) == (Aap).

Ha (ay), (by) két sorozat, akkor
(an) + (bn> = (an + bn)7

(an) : (bn) = (an . bn)-

Ha még b, # 0 (n € N), akkor
(an) [ On
(bn) ~ \bn /)’

Példaul az (;15) sorozat korlatos, hiszen barmely n € N esetén n < n+1, ezért

1
n n
= < 1.
n—l—l‘ n+1
Az (%) monoton névs, mert barmely n € N esetén
n < n+1
U = —— =a
"T 4l S p42 UMD

mivel n(n +2) < (n+1)=2
Az (en) = ((™H)") sorozat is monoton névs. Ugyanis legyen n € N. A
szamtani és mértani kdzép kozott fennalld egyenlétlenség szerint

n+1\" n+l1ln+1 n+1 1+n-"7+1 a n+2\""!
en = =1 . < = = €n+1-

n n n n n+1 n—+1

Az (e,) sorozat korlatos is (igazolasa ugyanazt a szamolast igényli, amit a 2.
fejezet 7.* példajaban mutattunk meg), barmely n € N esetén (EL)" < 4.
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4.1.2. Sorozat hatarértéke

Most a sorozatok egy merében 1j tulajdonsdgaval ismerkediink meg. Ha az
a1,az, ..., ay,...sorozat tagjai valamilyen szam koriil keveset ingadoznak, akkor
az ilyen sorozatot konvergensnek fogjuk nevezni. Pontosabban:

4.4. Definici6é. Azt mondjuk, hogy az (ay,) szdmsorozat konvergens, ha van
olyan A € R szdm, hogy bdrmely € > 0 hibakorldthoz van olyan N € N
kiiszobindex, hogy minden n € N, n > N esetén |a, — A| < e. Ha van ilyen A
szam, akkor ez a sorozat hatarértéke lesz, és lima,, = A vagy a, — A jeléli
majd.

Példaul %L — 0, mert barmely € > 0 esetén van olyan N € N, amelyre N > %
(Archimedesz-axiéma). Ha pedig n > N, akkor L < 4 < e, azaz |1 — 0| <e.

Egy masik példaként vegyiink egy 1 méteres rudat. Ha félbevagjuk, majd a
félrudat is félbevagjuk, majd az egyik darabot ismét félbevagjuk és igy tovabb,

akkor az
1 1 1 1

57 17 ?’...7 277...
sorozathoz jutunk. Nyilvan ez a sorozat (2%) — 0, azaz a keletkezett 1j darabok
tetszélegesen kicsik lesznek.
Azonnal lathaté, hogy ha (a,) konvergens, akkor korlatos is, hiszen ¢ := 1
szamhoz is van ilyenkor olyan NV kiiszobindex, hogy minden n > N; esetén

A-1<ap, <A+1,
és az ay, ag, ..., ay véges sok tag sem ronthatja el az (a,,) sorozat korlatossagat.

A miiveletek sordn a konvergens sorozatok jol viselkednek.

4.1. Tétel. Ha a, — A és A\ € R, akkor \a, — AA.
Ha a, — A és b, — B, akkor a, +b, — A+ B, a,b, — AB.
Ha b, — B és B#0, akkorbinﬂé.

Ha a, — A és b, — B #0, akkor $ — 4.

Ezeknek a tételeknek az alkalmazasaként nézziik a kdvetkezd példat.

3n” —2n+1 3-2-14+4 3

lim im ————"= = |
2n2 +n 24 2
hiszen 2 — 0, ezért 5 = 2.1 0. Anevez62+ 1 — 240 #0, 1gy a

hényadossorozat is konvergens.

Tovabbi moédszerek sorozat konvergencidjanak az eldontésére.

4.2, Tétel. (kézrefogdsi elv)
Ha (an), (zn), (yn) olyan, hogy
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12 minden n € N esetén x,, < an, < Yn,
2° limx,, = limy, =: a,
akkor (ay,) konvergens, és lima, = a.
4.3. Tétel. Ha (a,) monoton és korldtos, akkor (a,) konvergens.

Peldaul az (e,) = ((ZE1)") sorozatrol mér lattuk, hogy monoton névs és ko-
rlatos is, ezért konvergens. A hatarértéke éppen a 2. fejezet 7.* példajaban

szerepld e szém:
1 n
lim (n + ) =e.
n

A feladatok kozott egy sor tovabbi konvergens sorozatot taldlhatunk.

A sorozat konvergencidjanak definicidja tartalmaz egy komoly nehézséget:
meg kell sejteni azt az A € R szdmot, amelyhez a sorozat tetszSlegesen kozel
keriil. Ezt kiisz6boli ki a kévetkezs tétel:

4.4. Tétel. (Cauchy konvergencia kritérium)

Az (ay,) sorozat akkor és csak akkor konvergens, ha barmely € > 0 hibakorldthoz
van olyan N € N kiiszébindex, hogy minden olyan esetben, amikor m,n > N,
lan —am| < €.

Tehat az, hogy a szdmsorozat hozzasimul, tetszélegesen megkdzelit egy szamot,
egyenértékd azzal, hogy a sorozat tagjai tetszélegesen megkdzelitik egymast.

4.1.3. Sorok

Most gondoljunk arra, hogy valaki az el6z6ekben szerepld 1 méteres rid szeletelésénél
kapott darabokat Gssze szeretné illeszteni, azaz az

1 1 1 1

stomtmto Tt

Losszeget” szeretné elkésziteni. Akkor az %—hez hozzaragasztja az 2% hosszisagut,
igy % + 2% lesz; majd ehhez ragasztja az 2% hosszuséagut, igy % + 2% + 2% lesz,

és igy tovabb. Altalanosabban: Legyen (a,) szamsorozat. Készitsiik el az
S1:=a1, Sy:=ai1+az, Ss:=a1+azx+asz,...,S,:=ar+azx+...+an,...

sorozatot. Az (a,) Osszeadanddkbol készitett > a, végtelen soron az (S,)
részletosszeg-sorozatot értjik. A végtelen sok szam Gsszeadasa konvergens eljaras,
azaz y . a, végtelen sor konvergens, ha az (5,) sorozat konvergens. Ha az
(Sn) sorozat konvergens, akkor a > a, végtelen sor 6sszegén az (.5,) sorozat
hatarértékét értjiik, azaz » .-, an = lim S,.
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Példaul legyen ¢ € R, 0 < g < 1. Tekintsiik a (¢") Osszeadd sorozatot. Az
n-edik részletGsszeg

qn_l
g—1"

Sn=q+@+¢@+...+¢"=¢

Mivel ¢"™ — 0 (lasd a C) példak 3. feladatat), ezért

¢"-1_ -9 _ 4
g—-1 ¢-1 1-gq

lim S,, = limg

tehat a > ¢" végtelen sor konvergens, és >~ | ¢" = 7L, a végtelen sor dsszege.

Ha > a, egy konvergens végtelen sor, akkor (S,) konvergens, ekkor a Cauchy
konvergencia kritérium szerint barmely € > 0 hibakorlathoz van olyan N kiiszobindex,
hogy minden m > N és n:=m +1 > N esetén

e> S, =Sl =lar+as+ ...+ am+ ame1 — (a1 + a2+ ...+ an)| = |an.
Ez éppen azt jelenti, hogy a,, — 0. Tehat érvényes a kovetkezd tétel:
4.5. Tétel. Ha > a, konvergens, akkor a, — 0.

Megforditva nem igaz az allitas. Legyen (a,) := (In 251). Mivel 252 =14+ 1 —
1, ezért In ”T—tl — In1l = 0. Minden n € N esetén

n+1
n

2 3 4 n+1
Sn—ln1+ln2+1n3+...+ln =
Legyen K > 0 tetszbleges. Van olyan n € N, hogy n + 1 > eX. Ekkor
S, = In(n + 1) > IneX = K, tehdt az (S,) nem korlatos, de akkor nem is
konvergens, azaz Y a, nem konvergens.

Ugyanigy viselkedik a Y L végtelen sor is: bar az = — 0, de a Y L nem kon-
vergens.

2 3 4
mZ.2.Z... -1 1).
17273 n(n+1)

Van lehet6ség az 6sszeadandé sorozat viselkedésébdl a végtelen sor konver-
genciijara kovetkeztetni.

4.6. Tétel. (Hdinyados kritérium)
Legyen (a,,) olyan sorozat, amelyhez van olyan 0 < g < 1 szdm és N kiiszibindex,
hogy minden n > N esetén |ag—:1\ < gq. Ekkor > a, konvergens.

4.7. Tétel. (Gyokkritérium)
Legyen (ay,) olyan sorozat, amelyhez van olyan 0 < q < 1 szdm és N kiiszobindex,
hogy minden n > N esetén {/|a,| < q. Ekkor > a,, konvergens.

Példaul a ) % azért konvergens végtelen sor, mert

27L+1 2
Intl _ (D! _ < 2 ha n > 5.

an % n+1

Erdekes a valtakozo elgjelii sorokrol sz6lo tétel.
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4.8. Tétel. (Leibniz)
Legyen (a,) pozitiv tagi, monoton fogyd sorozat, amelyre a, — 0. FEkkor a
S (=1)"a,, vdltakozo eldjeli végtelen sor konvergens.

Példaul a > (—1)"*!L konvergens, mert (1) monoton fogyo, és L — 0.

4.2. Feladatok

1. Mutassa meg, hogy a,, — A pontosan akkor, ha a, — A — 0.
Megoldds: Legyen € > 0 tetszéleges. Ha a,, — A, akkor van olyan N, hogy
n > N esetén
la, — A| < e.

Ekkor |a, — A —0| = |a, — A| < € is igaz, igy a, — A — 0.
Ugyanez a forditott &llitas igazolasa is.

2. Mutassa meg, hogy a,, — 0 pontosan akkor, ha |a,| — 0.
Megoldds: Legyen € > 0. Ha a,, — 0, akkor van olyan N, hogy n > N
esetén |a, — 0| = |a,| < g, de akkor ||a,| — 0] = |an| < € is igaz, amibdl
|an| — 0 kévetkezik.
Ha |a,| — 0, akkor —|a,| — 0 is igaz. Mivel —|a,| < a, < |a,| minden
n € N esetén, ezért a kozrefogas miatt a,, — 0.

3. Legyen ¢ € (—1,1). Mutassa meg, hogy ¢ — 0.
Konvergens-e az (3= ), ((sin J)"), (%) sorozat?
Megoldds: Ha g = 0, akkor 0™ — 0. Ha ¢ # 0, akkor 0 < |g| < 1, ezért van
olyan h > 0, hogy ﬁ = 1+ h. Ekkor a Bernoulli-egyenl6tlenség szerint
minden n € N esetén

1 n
(||> =({1+h)">1+nh>nh
q
11
0<l|g|" < —-—.
lal* <5

Mivel 0 — 0, % . % — 0, ezért a kozrefogott sorozat is 0-hoz tart, azaz

l¢"| = |g|™ — 0. A 2. példa szerint a ¢" — 0 is igaz.
4. Legyen a > 1. Mutassa meg, hogy -+
Konvergens-e az (57 ), (n-0,999") sorozat?
Megoldds: Ha a > 1, akkor van olyan h > 0, hogy a = 1+ h. A 2. fejezet
5. példaja szerint minden n € N, n > 1 esetén

— 0.

—1
at=1+h" > (")n2 = nn =1,
2 2
Ebbél
o o2 1
a®  h?n-—1
Nyilvan —L — 0, igy a kdzrefogott sorozatra % — 0.
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. Legyen a > 1, k € N. Mutassa meg, hogy Z—: — 0.

100 PO 2 21.2 .
Legyen (ay) := (o= )- Becsiilje meg az ay,az, a3 értékét, lima,, =7

Megoldds: Barmely n € N esetén

le n n n

o = W (T ay
Mivel ¥a > 1, ezért ﬁ — 0 a 4. példa szerint. Akkor k darab 0-hoz

tart6 sorozat szorzata is 0-hoz tart, tehat oy 0.

. Legyen a > 0. Mutassa meg, hogy ‘;—T — 0.

Megoldds: Van olyan k € N, hogy a < k. Legyen n € N, n > k. Ekkor

n

a® a a a a a a
nl 1 2 k k+1 n—-1 n
Legyen ¢ -5 .-+ ¢ = L; %ﬁ<1,...7ﬁ<1,igy

a” a
0< — < L-.

n! n
a”

o — 0.

Mivel £& — 0, ezért a kzrefogott sorozatra
n!

nn — 0.

Mutassa meg, hogy

. Legyen a > 0. Igazolja, hogy /a — 1.

Megoldds: El6szor legyen a > 1. Legyen p, := Ya—1 > 0 (n € N).
Barmely n € N esetén a Bernoulli-egyenlGtlenség szerint

a = (1 +pn)n > NP,
igy u
0<p, <—.
n

Mivel 2 — 0, ezért a kozrefogott sorozatra p, — 0, ami az 1. feladat
szerint a — 1.
Ha 0 < a <1, akkor - > 1, ezért ’\”/% — 1, de akkor a reciprok sorozatra

is /a — 1.

Clim /5 =7  lim ¥/27" +1000 =? lim /2" + 57 =7
10.

Igazolja, hogy /n — 1.

Konvergens-e az (V/n?), ( \L/%) sorozat?

Megoldds: Legyen p, == /n—1> 0 (n € N). Barmely n € N, n > 1

esetén n = (1 + p,)" > (5)p2 a 2. fejezet 5. példdja szerint. Ebbél
nin—1) ,
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11.

12.

13.

14.
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A kdnnyen igazolhato \/% — 0 miatt a kdzrefogott p,, — 0, ami egyenértékii

(1. feladat) az {/n — 1 allitassal.

Igazolja, hogy ﬁ — 0.
Megoldds: Minden n € N esetén (egy pillanatra feltételezve, hogy n paros)

n n n n n n
!:1_2“,(7_1)_7,(7 1) 1-1--+1-=-—.oo =,
" 2 AT "= 222
azaz n! > (%)2. Ebbdl
{L/rﬁ><ﬁ)E
2
1 2
0< L Y2
Vnl v
Mivel ﬁ — 0, ezért a kozrefogott sorozatra ﬁ — 0.
Mutassa meg, hogy Z = +1 konvergens.
Megoldds: Legyen n € N
g 1 n 1 n 1 n 1
1.2 2.3 3.4 (n+1)
. 1 1 1 /
Mivel FRED T kT RAT ezért
g L o1 o1 1ot 1 1
"1 2 2 3 3 4 7 n n+l a4l
lim S, = lim1— 47 =1, ezért 3 by konvergens, és 37 | ooty = 1.
Mutassa meg, hogy Z konvergens.
Megoldds: LegyennGN n>1
S—1+1+1+ +1<1+1+2+ ! =
"1z 22 132 T 2 -2 23 "(n—-1n
—1+1 1+1 1+ + ! 1—1—|—1 1<2
1 2 2 377 " n-1 n n

Tehat az (S,) sorozat korlatos. Méasrészt barmely n € N esetén S, 11 =
Sp + m > Sy, tehat (S,) monoton ndvekeds. Ezért S, konvergens,

azaz Y - konvergens.

Konvergens-e a > 47, > ‘j: végtelen sor7

Milyen 2 € R esetén konvergens a » % L végtelen sor?

Megoldds: Megmutatjuk, hogy barmely x € R esetén > % konvergens,
ugyanis ha x # 0, akkor

,17L+1
| |7

Zn nJrl

n!

, han > [2|lz] — 1],

l\.’)\»—l
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16.

17.

18.
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“ . . . n
ezért a hanyados kritérium szerint ) 2+ konvergens.

Konvergens-e a » I-S% végtelen sor?
Megoldds: A gyokkritérium szerint

3" 3 1
N ET | N
i1 < \gm =g (el

ezért Y % konvergens.
A hanyados- vagy a gyokkritérium alapjan kidertilhetne-e, hogy > % kon-

vergens?
Megoldds: Nem. Ugyanis

1 . n 2
(nt1)°
= <1,
s <n+1>

de nincs olyan ¢ < 1 szdm, hogy valamilyen N utdn minden n > N esetén

(nil) < q-
11
w2 e S L

A gyokkritérium szerint is
de mivel lim "%/r? = 1, ezért nincs olyan ¢ < 1 szam, hogy valamilyen N

1
Uz S ¢

utan minden n > N-re

cos(nm)

Konvergens-e a » végtelen sor?

Megoldds: cos(nm) = (—=1)", (\/15) monoton fogyolag tart 0-hoz, ezért a

Leibniz-tétel szerint > % konvergens.

* Tgazoljuk a kovetkezs allitasokat:
a) Barmely o, 3,7 € R esetén

o n-+-y
li 1 =e”
1m< + n—l—ﬁ) e
b) Z:,O:() % =e

c¢) Barmely n € N esetén van olyan 9 € (0, 1), hogy

111 19
- e S S AL

TR TR nl T nin

d)eeR\Q



52 FEJEZET 4. SOROZATOK, SOROK

4.3. Sorozatok

4.3.1. Sorozat konvergenciaja

4.5. Definici6é. Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat konvergens, ha 3A € R,
Ve>03INeN: Vn>N la, — 4| <e.

4.9. Tétel. Ha (a,) konvergens, akkor (a,) korldtos.

Bizonyitas. Legyen ¢ := 1. Mivel (a,,) konvergens, ezért 3A € R és IN € N,
hogy Vn > N esetén

A-l<a, <A+ 1

Ha K := max{|a1],|az|,...,lan]|,|A—1|,|A+1|}, akkor Vn € N esetén |a,| < K.

4.10. Tétel. Ha (a,) monoton és korldtos, akkor (a,) konvergens.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy (a,) monoton névekeds. Tekintsiik az {a1, as, . ..
halmazt. Ez a halmaz feliilr6l korlatos szamhalmaz, ezért Isup{a, ag, ..., ap,. ..

a. A halmaz fels6 hataranak tulajdonsaga, hogy
1°Vn € N esetén a,, < «
2°Ve>0dN eN: a, >a—¢.

Legyen n > N tetszéleges, és becsiiljilk meg a sorozat n-edik tagjat:

a—e<any <ap, La<a+e,

tehét |a, — al < e. Az aldhuzott rész éppen (a,) konvergenciajat jelenti.

4.11. Tétel. Legyen (ay,) olyan sorozat, amelyhez 3(xy,), (yn) :
12 Vn € N esetén x, < a, < yn
2° limx,, = limy, =: «

Akkor (a,) konvergens, és lima,, = a.

Bizonyitas. Legyen € > 0 tetsz6leges.
Mivel z,, — «, ezért ANy, Vn > Ny esetén a —e < z, < a + €.
Mivel y,, — «, ezért AN, ¥Yn > Ny esetén a —e <y, < a + €.
Legyen N := max{Ni, No} és n > N tetsz6leges. Ekkor a — e < x, < a,, <
Yn < @+ g, amibdl |a, — a| < . Az aldhuzottakbol kovetkezik az llitas.
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4.3.2. Miiveletek konvergens sorozatokkal

4.12. Tétel. Ha a,, — 0 és b, — 0, akkor a, + b, — 0.

Bizonyitas. Legyen € > 0 tetszSleges, akkor § > 0.
Mivel a,, — 0, ezért 3Ny, Vn > N; esetén —% <ap< %
Mivel b, — 0, ezért INo, ¥n > Ny esetén —5 < b, < 5.
Legyen N := max{Ny, No} és n > N tetszéleges. Ekkor —¢ = —5 — § < an +
by < 5§+ 5 = ¢, azaz |a, + by| < ¢, tehat a, + b, — 0 az alahtzottak szerint.

4.13. Tétel. Ha a, — 0 és (c,) korldtos (|cn| < K (n € N)), akkor anc, — 0.

Bizonyitas. Legyen ¢ > 0 tetszéleges, ekkor = > 0. Mivel a,, — 0, ezért

3N, Vn > N esetén |a,| < +=. Legyen n > N tetszéleges.

3
|ancn| = |an||cn| < |an| : KSE ‘K =g,

az alahtuzottakbol kovetkezik, hogy anc, — 0.

4.14. Tétel. Ha a, — A és X\ € R, akkor \a, — M\A.

Bizonyitas. (Aa, — AA) = (A) - (an, — A). Az a,, — A — 0, a () korlatos
sorozat, ezért
Map, — A) — 0 <= Aa,, — \A.

4.15. Tétel. Ha a, — A és b, — B, akkor a, +b, — A+ B.

Bizonyitas. (a, +b,— (A+B)) = (a,—A+b,—B) = (a,, — A)+ (b, — B).
Mivel a,, — A — 0 és b, — B — 0, ezért Gsszeglik is 0-hoz tart, azaz a,, + b, —
A+ B.

4.16. Tétel. Ha a,, — A és b, — B, akkor a,b, — AB.

Bizonyitas. (a,b, — AB) = (anb, — Ab,, + Ab, — AB) = (a,, — A)(b,,) +
(A)(b, — B).
Az a, — A — 0, (b,) konvergens, ezért korlatos is, igy szorzatuk 0-hoz tart. A
b, — B — 0, (A) korlatos, ezért szorzatuk is 0-hoz tart. Két 0-hoz tart6 sorozat
Osszege is 0-hoz tart, tehat a,b, — AB.

4.17. Tétel. Ha b, — B, B #0, akkor bi — %.

Bizonyitas. Legyen B > 0.

(5)- (525 (2 m
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A b, — B — 0. Megmutatjuk, hogy bi" korlatos. Mivel b,, — B, ezért € := % >0
szamhoz AN : Vn > N esetén —g <b,—B< %,vagyB—% <bn<B—|—§,
amibdl

2 1 2
Ez azt jelenti, hogy é korlatos (n >
1

szorzata 0-hoz tart, tehat bi - 5.

N). A 0-hoz tarto és korlatos sorozat

4.18. Tétel. Ha a, — A és b, — B # 0, akkor Z—Z — %,

Bizonyitas. (§=) = (as) - (3-). A szorzatsorozat és a reciproksorozat

sz z

1 1
N
an B’

Py Ay A
tehét Iandly 2

4.3.3. Reészsorozatok

4.6. Definicié. Fgy i : N — N szigordan monoton névekedd sorozatot index-
sorozatnak neveziink.

4.7. Definicié. Legyen a,b : N — R. Azt mondjuk, hogy b az a sorozat egy
részsorozata, ha 3i : N — N indexsorozat, hogy b = a o i, azaz (b,) = (a;, ).

1

Peldaul (a,) =1, 3, seeey iy €8 (i) 1= 2,4,6,...,2n,. .. esetén

W=

ooy

o

S| =

11
(ain> = 53 Za
lesz a részsorozat.

4.19. Tétel. Minden sorozatnak van monoton részsorozata.

Bizonyitas. Barmely sorozatra igaz, hogy
vagy 1° nincs legnagyobb tagja,

vagy 2° van legnagyobb tagja, de véges sokat elhagyva a sorozat tagjai koziil
a visszamaradé sorozatnak mér nincs legnagyobb tagja,

vagy 3° van legnagyobb tag a sorozatban, és barhogyan hagyunk el véges sokat
a sorozatbol, a visszamaradt sorozatnak még mindig van legnagyobb tagja.

Ha (a,) az 1° tipust sorozat, akkor egy szigorian monoton novs részsorozatot
készitink.

Q;

i -— Q1.
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Hagyjuk el a sorozatbdl ai-et. A visszamaradt sorozatban van a;-nél nagyobb
tag, legyen ez ag.

ai, ‘= ag.
Hagyjuk el a sorozatbol az ay-ig a tagokat, és a visszamaradt ax+1, ag+2,..-,0n, - - -

sorozatbol valasszunk az ai-nal nagyobb tagot, legyen ez a;.

Qiy 1= ay.
Ezt az eljarast folytassuk. Nyilvan iy =1 < iy = k < i3 =1 < ..., tehat (i)
indexsorozat lesz, és a;, = a1 < @i, = a < @i, = a; < ... az (ap) sorozat

szigorian monoton noévs részsorozata.
Ha (a,) a 2° tipusu sorozat, akkor hagyjuk el a sorozatbdl azt a véges sok
tagot, amely kozott volt a sorozat legnagyobb tagja, és a visszamaradt sorozattal
ismételjik meg az el6z6 eljarast. Igy ekkor is szigortan monoton ndvekedd
részsorozathoz jutunk.
Ha (a,) a 3° tipusu sorozat, akkor fogyd részsorozatot készitiink. Legyen aj, a
sorozat legnagyobb tagja. Ekkor

a;, = ag.
Hagyjuk el ai-ig a sorozattagokat. A visszamaradt ax41, k42, ..., Gn, . .. SOrOZat-
nak is van legnagyobb tagja, legyen ez a;. Nyilvan ax > a;. Legyen

ai, = aj.
Hagyjuk el a;-ig a sorozattagokat, a visszamaradt a;y1,ai42,...,ay, ... sorozat
legnagyobb tagja legyen a,,. Nyilvan a; > a,,. Legyen

Ajy = Q-
Ezt az eljarast folytassuk. Lathato, hogy az igy szerkesztett (a;, ) valoban rész-
sorozata az (a,) sorozatnak és monoton fogyo lesz.

4.20. Tétel. (Bolzano-Weierstrass kivdlasztasi tétel)
Minden korldtos sorozatnak van konvergens részsorozata.

Bizonyitas. Minden sorozatnak van monoton részsorozata. Ez a rész-
sorozat is korlatos lesz. Egy monoton és korlatos sorozat konvergens.

4.3.4. Sorozat lim sup-ja és lim inf-je

Legyen (a,) korlatos sorozat. Készitsiik el az

oy = supf{ai,az,a3,...,0n,...}
as = supf{ag,as,aq,...,Qn,...}
ar = sup{ak, Gp41,@k42y - s Qnye .-}
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szamsorozatot. Mivel {a1,a9,...,an,,...} D {az,as3,...,an,...}, ezért a fels6
hatarukra nyilvan o1 > ao. Ezt tovabb gondolva latszik, hogy () monoton
fogy6 sorozat. Az (ay) ugyanolyan korlatok kozé szorithato, mint az eredeti
(ay) sorozat. Mivel (a) monoton és korlatos, ezért konvergens.

4.8. Definicié. limsup a,, := lim ay.

Az el6z6 gondolatmenethez hasonléan legyen

ﬂl = inf{al,ag,ag,...,an,...}
Bo = inf{ag,ag,aél,...,an,...}
/Bk = 1nf{ak,ak+1,ak+2,...,an,...}

(4.2)

Nyilvan (1 < (2, és ez a tendencia megmarad, igy (Sx) monoton névs. A (0g)
is korlatos. Mivel (8);) monoton és korlatos, ezért konvergens.

4.9. Definicié. liminf a, := lim §y.

A szerkesztésbdl latszik, hogy Vk € N esetén ay, > O, igy liminf a,, = lim 8 <
lim o, = limsup a,,.
Bebizonyithat6, hogy

4.21. Tétel. Az (ay,) korldtos sorozat konvergens <= liminf a,, = limsup a,.
Szintén bizonyitas nélkiil megemlitjiik a lim sup a,, érdekes tulajdonsigait:

a) Ve > 0 esetén a (limsupa,) — € szdmnal nagyobb tag végtelen sok van az
(an) sorozatban, a (limsupa,) + € szamnal nagyobb tag mar csak véges
sok van az (a,) sorozatban.

b) A limsupa, az (a,) sorozat konvergens részsorozatainak a hatarértékei
koziil a legnagyobb (tehét van is olyan (a;, ) konvergens részsorozat, ame-
lyre a;, — limsupa,.)

Ertelemszeri modositassal megfogalmazhatok a liminf a,, tulajdonséagai is.

4.3.5. Intervallumsorozat

4.22. Tétel. (Cantor kézisrész tétel)

Legyen ([an,by]) zdrt intervallumok sorozata. Tegyik fel, hogy VYn € N esetén
[@n,bn) D [ant1,bnt1] (egymdsba skatulydzott intervallumok”) és limb,, — a, =
0. Ekkor egyértelmien létezik ¢ € R, amelyre Npenlan, bn] = {c}-
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Bizonyitas. Legyen (a,) az intervallumok kezdSpontjainak sorozata. Az
egymésbaskatulyazottsdg miatt Vn € N esetén a, < ant1 < bpy1 < by, tehat
az (ay) sorozat egyik fels6 korlatja by, masrészt (a,) monoton névs. Ezért (ay,)
konvergens. Legyen « := lim a,,.

Az intervallumok végpontjainak sorozata legyen (b,). Nyilvan Vn € N esetén
by, > bpt1 > any1 > aq, tehat (b,) monoton fogyé és alulrol korlatos, ezért (by,)
konvergens. Legyen (3 :=limb,,.

Belatjuk, hogy o = 5.

8 —a=1limb, —lima, = lim(b, — a,) =0.

Legyen ¢ := a = (3.
Az (a,) monoton névekedése és a (b,) monoton fogyasa miatt ¥n € N esetén

an <lima, =c=1imb, <b,,
ezért ¢ € [an, by], ami azt jelenti, hogy
¢ € Npenlan, bl
Indirekt médon, tegyiik fel, hogy 3d € R, d # ¢, amelyre
d € Npenlan, by].
Legyen ¢ := @ > 0. Mivel b, — a,, — 0, ezért AN, Vn > N esetén b, — a,, <
e. Legyen [an,b,] egy ilyen intervallum. A ¢ € [a,,b,], de akkor a ctdl a

3 - € tavolsagra 1é6v6 d mar nem lehet az e-nél révidebb intervallumban. Ez
ellentmondas, tehat Nyenlan, bs] = {c}.

4.3.6. Cauchy konvergencia kritérium

A Cantor kozosrész tétel is hasznos segédeszkoz lehet sorozat konvergenciajanak
kimutatasara. A kovetkezs tétel alapvets sziikséges és elégséges feltételt ad a
sorozat konvergenciajara.

4.10. Definicié. Mondjuk azt, hogy (a,) Cauchy-sorozat, ha
Ve >0 3N €N, hogy VYn,m > N esetén |a, — an| < ¢.

4.23. Tétel. (Cauchy konvergencia kritérium)
Legyen (a,) szdmsorozat

(an) konvergens <= (a,) Cauchy-sorozat.

Bizonyitis. (=) Legyen lima, =: A. Legyen e > 0 tetsz6leges. Mivel
an — A, ezért az 5 > 0 hibakorlathoz N, hogy ¥n > N esetén |a, — A| < § és
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Vm > N esetén |an, — Al < §.
Legyen n,m > N tetsz6leges. Ekkor

€ _
5=

an = am| = lan = A+ A= am| < Jan = A+ [A—an|<S + 5 = 2.
Az aldhtzottak szerint (a,) Cauchy-sorozat.

(<) Legyen (a,) Cauchy-sorozat. Megmutatjuk, hogy (a,) korlatos. Ugyanis
az € := 1 pozitiv szdmhoz is 3Ny, hogy Vn,m > N; esetén

lan, — am| < 1.
Rogzitsiik az m > N; indexet. Igy
am — 1 <a, < a,+1,

ami azt jelenti, hogy Vn > N esetén a sorozat tagjai a két korlat kézé esnek.
Az ay,as,...,any véges sok tag méar nem ronthatja el az egész (a,) sorozat
korlatossagat.

Mivel (a,) korlatos, ezért a Bolzano-Weierstrass kivalasztasi tétel miatt van
(@i, ) konvergens részsorozata.

Legyen o :=lima;, . Megmutatjuk, hogy a, — a.

Legyen ¢ > 0 tetszéleges. Mivel a;, — «, ezért az § > 0 hibakorldthoz Ny,
hogy Vn > Nj esetén |a;, — a| < 5. Mivel (a,) Cauchy-sorozat, ezért az 5 > 0
hibakorlathoz 3N3, hogy ¥n > N3 és i, > n esetén |a;, — a,| < 5. Legyen
N := max{Na, N3}, és legyen n > N tetsz6leges. Ekkor

3 9
|an — o = [an — a;, + ai, — o <an —a;, | + lai, — O“Si +3

I
0]

N}

Az aladhuzottak szerint a,, — a.

4.3.7. Divergens sorozatok

Egy (an) sorozatot divergensnek neveziink, ha nem konvergens, azaz ha VA € R
szamhoz Je > 0, hogy VN € N kiiszébindex utdn In > N olyan, hogy |a, —A| >
€.

Divergens sorozat példaul az (n?) és a ((—1)") sorozat is. Az (n?) sorozathoz
tagabb értelemben lehetGség lesz hatarértéket rendelni, mig a ((—1)") marad
egy ,rosszul” divergens sorozat.

4.11. Definici6é. Azt mondjuk, hogy (a,) szdmsorozatnak +0o a hatarértéke,
ha VK € R szamhoz AN € N kiiszébindex, hogy Vn > N esetén a,, > K.
Ha (ay,) sorozat ilyen, akkor lima,, = +oo.

4.12. Definici6é. Azt mondjuk, hogy (a,) szdmsorozatnak —oo a hatarértéke,
ha VK € R szamhoz AN € N kiiszébindex, hogy VYn > N esetén a,, < K.
Ha (ay,) sorozat ilyen, akkor lima,, = —oo.

Példaul limn? = +oo és lim(—n?) = —oo.
A 400 vagy —oo hatarértéki sorozatokkal végzett miiveletek (ilyenek Osszege,
hanyadosa) nagy koriiltekintést igényel.
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4.4. Sorok

4.4.1. Sor konvergenciija

4.13. Definici6. Legyen (a,) az ésszeadanddk sorozata. Készitsik el az (Sy,) :=
(a1 + ag + ... + a,) részletiosszegek sorozatdt. A > a, végtelen sor legyen a
részletisszegek sorozata, azaz Y apn := (Sy).

4.14. Definicié. Azt mondjuk, hogy a > a, végtelen sor konvergens, ha az
(Sn) sorozat konvergens. (> ay, divergens, ha az (S,) divergens.)

Ha az (S,) konvergens, akkor a _ a, végtelen sor 8sszegén a részletisszeg-
sorozat hatdrértékét értjik, azaz Zzo:l a, = lim S,,.

Az alabbi tételt az részben mar igazoltuk.
4.24. Tétel. Ha ) a, konvergens, akkor a, — 0.
4.15. Definici6é. A Y a,, abszolut konvergens, ha > |a,| konvergens.

4.25. Tétel. Ha > a, abszolit konvergens, akkor > a, konvergens.

Bizonyitas. Ha Y |a,| konvergens, akkor Ve > 0 3N Vn,m > N, n > m esetén

lla1] + laz] + ... + |am| + |am+1] + .+ [an] = (la1| + |az| + ... + |am])| =
= |lams1] + ...+ |an]| < e.

Ekkor az S := a1 + as + ...+ ax (k € N) részletosszegekre
|Sn — S| = |amy1 + -+ an| < |amg1] + ...+ |an|< e.

Az alahuzottak éppen azt jelentik, hogy > a, konvergens.

4.4.2. Konvergenciakritériumok

4.26. Tétel. (Majordns kritérium)
Legyen (ay), (b,) CRT ésVn € N esetén a,, < b,. Ekkor

1° ha > b, konvergens, akkor Y a, konvergens;

2° ha Y a, divergens, akkor Y b, divergens.

Bizonyitas. Legyen s, := a1 +as+...4+a, ést, :=by+b2+...+b,, n € N.
Az (sp) és (t,) szigortian monoton névekeds.

1° Ha > b, konvergens, akkor (¢,) konvergens. Ekkor Vn € N esetén s, <
tn <limt, =07 by, tehat (s,) korlatos is, ezért (s,) konvergens, azaz
> a, konvergens.
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2° Ha ) a,, divergens, akkor (s,) feliilrsl nem korlatos. Ekkor Vn € N esetén
tn, > s, miatt (t,) is feliilrsl nem korlatos, amibdl kovetkezik, hogy (¢,)
nem konvergens (divergens), igy > by, divergens.

Két elégséges feltételt adunk végtelen sor abszolut konvergenciajara (amely-
bol mar kovetkezik a sor konvergencidja).

4.27. Tétel. (Hdinyadoskritérium, D’Alembert)
Legyen (ay,) olyan sorozat, amelyhez g € (0,1) és AN € N, hogy Yn > N esetén
|ant1/an] < q. Ekkor > a, abszolit konvergens.

Bizonyitas. Legyen k € N. A feltételb6l

lany2/an+1] <q¢ = |any2| <lantilg

lants/aniol <q = lanys| < laniolg < laniilg?

lantk/an+k-11 <q¢ = |antk] <lan+r-1lg<... < lant1lg"
Ekkor
SNk = lar] + laz| + ...+ lans1| + |ant2| + ..+ |avyr| <
< L+ lansilg+ lans1|® + ..+ langa]d* =
=L+ \GNH\((]-H]Q +... +qk_1) < L+ lan+1]

q
1—q’

ahol L := |ai| + |az]| + ... + |an+1], és felhasznaltuk, hogy 0 < ¢ < 1 esetén
X d" =1L

Tehat (S,) feliilrsl korlatos, de monoton ndvekedd is, ezért (S,) konvergens,
ami azt jelenti, hogy > |a,| konvergens.

4.28. Tétel. (Gyokkritérium, Cauchy)
Legyen (ay,) olyan sorozat, amelyhez g € (0,1) és AN € N, hogy Yn > N esetén
Ylan| < q. Ekkor > a, abszolit konvergens.

Bizonyitas. Legyen k € N. A feltételbdl

"Waniil<q = lanq] <V
"aniol <q = lans2| < ¢V

"anl <q = Jangr] < VR
Ekkor

SNk = lar] + laz| + ... + |ansa] + |ani2| + .+ |avgi| <

SL+a" T+ ¢4+ " =L Vgt P+ 4 dh) <

1-9¢q
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ahol L := |aj| + |az]| + ... + |an]|, és felhasznaltuk, hogy 0 < ¢ < 1 esetén
D1 " = =
Tehat (S,,) feliilrdl korlatos, de monoton névé is, ezért (S,,) konvergens, ami azt
jelenti, hogy > |a,| konvergens.

Az alternal6 sorokra vonatkozik a kivetkezs tétel.

4.29. Tétel. (Leibniz)
Legyen (a,,) monoton fogyd, a, — 0. Ekkor a Y_(—1)""La,, végtelen sor konver-
gens.

Bizonyitas. Legyen k € N. Ekkor
51:(11 ngal—ag

S3=a1 —az+ a3 Si=a1—ax+az—ay

Sop—1=a1—ax+ ... +ask—1 Sop=a1—az+ ...+ a1 — az

Mivel a1 > as > a3 > a4 > ... > Qop_1 > Qo > ..., €zért
S1 > Sy
S3 >S4
Sor—1 > Sok,
masrészt Sl > Sg > ... 2 Sgk,1 > ... és 52 < 54 < ... < Sgk < ...
Lathat6, hogy az ([Sor, S2k—1]) egyméasba skatulyazott” intervallumsorozat.
Mivel lim(Sar—1 — Sax) = limagy = 0, mert a, — 0, ezért teljesiilnek a

Cantor kozosrész tétel felételei, igy A € R, hogy lim Sop—1 = lim So, = A,
s6t ez éppen azt jelenti, hogy lim S,, = A. Tehat > (—1)"*!a, konvergens és
Yoo ()" a, = A

A bizonyitasbol latszik, hogy A € [Sak, Sak—1], igy
|Sok—1 — A| < agk, < agp—1 és |Sap — Al < agp (k €N),

azaz Vn € N esetén |S,, — A| < a,,. Ez hasznos lehet az alternalo sor dsszegének
a becsléséhez.

Megjegyezziik, hogy Z(—l)”“% a Leibniz-tétel szerint konvergens, de nem
abszolit konvergens, mert > 1 divergens.

4.16. Definicié. Azt mondjuk, hogy > a, feltételesen konvergens, ha kon-
vergens, de nem abszolit konvergens.

4.4.3. Végtelen sorok Atrendezései

4.17. Definicié. A p: N — N bijekceidt (p kolcsindsen egyértelmi és R(p) = N)
a természetes szamok permutacidjanek nevezzik.
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Példaul a 3,2,1,6,5,4,...,3k+3,3k+ 2,3k +1,... sorozat egy permutécidja a
természetes szamoknak.

4.18. Definicié. Legyen (ay), (b)) sorozat. Azt mondjuk, hogy (b,) az (ay)
sorozat egy atrendezése, ha 3(p,,) permutdcidja a természetes szamoknak, hogy

(bn) = (ap,,).

Bizonyitas nélkiil érvényesek a kévetkezd allitasok.

4.30. Tétel. Legyen > a, abszolit konvergens sor. Akkor ¥(p,) permutdcio
esetén » . ap, is abszolit konvergens, sét

o0 %S
E Ap,, = E Q.
n=1 n=1

E tétel szerint az abszolut konvergens sorok oroklik a véges sok szam Gsszead-
4sanal teljesiil asszociativitast. Ezzel szemben a feltételesen konvergens sorok
nagyon labilis képzddmények.

4.31. Tétel. Legyen > a, feltételesen konvergens sor.
1° VA € R szdmhoz 3(p,,) permutdcid, hogy > oo ap, = A.

2° 3(py,) permutdcid, hogy > ap, divergens.



5. fejezet

Folytonossag

A folytonossag a fliggvény lokalis tulajdonsaga. Azt fejezi ki, hogy egy a ponttol
kicsit kimozdulva a fliggvényértékek az f(a) fiiggvényértéktsl keveset térnek el.
Az alabbi témakoroket targyaljuk.

e Folytonos fliggvény fogalma
e Folytonossag és miveletek kapcsolata
e Intervallumon folytonos fiiggvények tulajdonsagai

e Egyenletes folytonossag

5.1. Folytonossag

5.1.1. A folytonos fiiggvény fogalma és tulajdonsagai

Legyen f1 : R — R fi(x) := z, a := 2. Egy masik fiiggvény pedig legyen
f2 R — R,
1, haz <2
fo(x):=< 2, hax=2 (5.1. abra)
3, hax>2

Lathato, hogy az fy fliggvény olyan, hogy ha x kozel van az a := 2 ponthoz,
akkor az fi(x) = x fliggvényértékek is kozel lesznek az f1(2) = 2 értékhez.
Ugyanezt nem mondhatjuk el az fo fiiggvényrsl. Akdrmilyen x szdmot vesziink
is, amely kozel van az a = 2 ponthoz (z # 2), az fo(x) fliggvényértékek eleg
tavol lesznek az f2(2) = 2 szamtol (biztosan £-nél tavolabb). Az fi fiiggvény

viselkedése nyoman fogalmazzuk meg a folytonossig fogalmat.

Legyen f : R — R, a € D(f). Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény folytonos
az a pontban, ha tetszsleges € > 0 hibakorlathoz van olyan § > 0 ingadozési
lehetGség, hogy minden olyan esetben, amikor x € D(f) és |z —a| < § (az = az
a ponthoz 0-nal kozelebb van), akkor |f(z) — f(a)] < € (az f(x) fiiggvényérték

63
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A A A .

5.1. 4bra.

az f(a)-t6l az € hibahataron belill tér csak el). Ezt a tulajdonsagot f € Cla]
jelolje.

Valoban f; € C[2], hiszen Ve > 0 szamhoz § := ¢ alkalmas, mert Vo €
R, |z — 2] < 0 esetén |f1(z) — f1(2)] = |z — 2| < €. Az fo ¢ C]2], ugyanis
példaul € := % esetén Vo > 0 kijelolése mellett van olyan z € R, példaul az
z =2+ 3, amelyre ugyan |z — 2| = § <e, de |fa(z) — f2(2)| = |3—2| > ¢, ezért
az fy fliggvény nem folytonos az a := 2 pontban.

a) A folytonos fliggvény hasznos tulajdonsiga a jeltartas. Ez azt jelenti, hogy
ha f € Cla] &s f(a) > 0, akkor 3K (a) C D(f) kornyezet, hogy Va € K(a) es-
etén f(x) > 0, azaz f(a) elGjelét a kornyezetben felvett fliggvényértékek is 6rok-
lik. E tulajdonsag belatiasahoz elég a folytonossag definicidjat € = @ >0
hibakorlatra végiggondolni, hiszen ehhez 30 > 0, hogy Vz € Kj(a) esetén

fla) —e < f(z) < f(a) + ¢, azaz

O<@:f(a)—a<f(x).

b) A folytonossag konvergens sorozatokkal is kapcsolatban van. Ha f € Cla]
és (zn) C D(f) tetsz6legesen felvett olyan sorozat, amelyre x,, — a, akkor
f(z,) — f(a), azaz az (x,) sorozaton tekintett fliggvényértékek sorozata f(a)-
hoz tart. Megforditva is igaz: ha V(z,) C D(f), x, — a esetén f(z,) —
f(a), akkor f folytonos az a pontban. A folytonossag ezt a fajta jellemzését a
lim f(z,) = f(limz,) egyenlSség szimbolizalja.

5.1.2. A miiveletek és a folytonossiag kapcsolata
5.1. Tétel. Ha f € Cla] és X € R, akkor \f € Clal.

5.2. Tétel. Ha f,g € Cla], akkor f + g € Cla] és f-g € Clal.
5.3. Tétel. Ha f,g € Cla] és g(a) # 0, akkor 5 € Clal.

5.4. Tétel. Ha g € Cla], és f € Clg(a)], akkor f o g € Cla].
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Megjegyezziik, hogy a forditott allitisok nem igazak. Példaul f := sgn és
g := —sgn esetén f—+g az azonosan 0 fliggvény, amelyre nyilvan f+g = 0 € C[0],
de f & C[0] és g ¢ CI0].

Az inverz fiiggvény folytonossaga csak igen sziik feltételekkel igaz.

5.5. Tétel. Legyen I € R intervallum, f: I — R szigorian monoton. Tegyiik
fel hogy az a € I pontban f € Cla]. Legyen tovibbd b := f(a). Ekkor f~1 € C[b].

d) Legyen [a,b] C D(f). Az f fiiggvény folytonos az [a,b] zart intervallu-
mon, ha Vo € [a,b] esetén f € Cla]. Ezt jeloli az f € Cla, b].

5.1.3. Intervallumon folytonos fiiggvények tulajdonsagai

A korlatos, zart intervallumon értelmezett folytonos fliggvénynek szép tulajdon-
sadgai vannak.

5.6. Tétel. (Bolzano)
Ha f € Cla,b] és f(a) <0, f(b) >0, akkor Ic € (a,b), amelyre f(c) = 0.

Ez speciélis esete a szintén Bolzano-tételnek nevezett allitasnak.

5.7. Tétel. Legyen [ € Cla,b] és legyen d az f(a) és f(b) kézitti tetszdleges
szam. FEkkor Jc € [a,b] olyan, hogy d = f(c).

Ez a tétel azt mondja, hogy egy intervallumon folytonos fiiggvény ha felvesz két
értéket, akkor e két szam kozotti minden értéket is felvesz, ami azt jelenti, hogy
egy intervallum folytonos képe intervallum.

5.8. Tétel. (Weiersirass)
Ha f € Cla,b], akkor 3a, 8 € [a,b] olyan, hogy Vz € [a, ]

fla) < flx) < ()

Ez a tétel azt mondja, hogy f|, , korldtos (hiszen f(a) és f(B) kozott van a
fiiggvény minden értéke), s6t van minimuma és van maximuma is az Sltam
fiiggvénynek.

A Bolzano- és a Weierstrass-tétel kovetkezménye, hogy egy zart, korlatos inter-
vallum folytonos képe is zart, korlatos intervallum.

5.2. Feladatok

1. Mutassuk meg, hogy az f : [0,+c0) — R, f(z) := /z fliggvény barmely
a > 0 pontban folytonos.
Megoldds: El6szor megmutatjuk, hogy ha a := 0, akkor f € C|0].
Legyen € > 0 tetszéleges. Ekkor v/ < ¢ < x < &2 miatt legyen § := £2.
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| X
X—-a
sin x-sin a
a
5.2. abra.

Ha z >0, < ¢, akkor |f(z) — f(0)] = vz < e.
Most legyen a > 0. Nyilvan Va > 0 esetén

VEo el WE= VAL (VEHVE) _ le—al el

VI +/a S Vr+yVa T Va o

Legyen ¢ > 0 tetszsleges. Tekintettel az el6bbi egyenlétlenségre, § :=
e-+/a. Ekkor Vo > 0, |z — a| < 0 esetén

|z —a

<i
va o Va

[f(2) = fa)| = Wa = Va| <

:6,

amely azt jelenti, hogy f € Cla].

. Mutassuk meg, hogy az f : R — R, f(z) := 22 fiiggvény barmely a € R
pontban folytonos.

Megoldds: Legyen (z,) C R, x, — a tetsz6leges sorozat. Ekkor f(x,) =
(xn)z :In'xn*)a'a:f(a)'

Mivel ¥(z,) C R, z,, — a sorozat esetén f(x,) — f(a), ezért az atviteli
elv szerint f € Cla).

. Mutassuk meg, hogy az f: R — R, f(x) := sinz fliggvény barmely a € R
pontban folytonos.

Megoldas: A szinuszfliiggvény értelmezését felhasznalva a 5.2 abrarol 1at-
szik a |sinz—sina| < |x—a| egyenlStlenség Va, z € R esetén. Legyen e > 0
tetsz6leges. Ha § := ¢, akkor Vo € R, |z — a| < ¢ esetén |f(z) — f(a)| =
|sinz —sinal < |z — a| < ¢, tehat f € Clal.

. Legyen f: R — R,

o sinm, ha = ?é 0
flz) = { glc, ha z = 0.

Mutassa meg, hogy f € C[0].
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5. Legyen f : R — R. Tegyiik fel, hogy van olyan L > 0 szam, hogy Vs,t €
D(f) esetén |f(s) — f(¢)| < L|s — t|. Mutassuk meg, hogy Va € D(f)
pontban f € Cla].

6. Mutassa meg, hogy az x° + 4x — 3 = 0 egyenletnek van megoldasa a [0, 1]
intervallumon is.

7. Mutassuk meg, hogy ha f € Cla,b], f kolcsonosen egyértelmi fliggvény,
akkor f szigorian monoton az [a, b] intervallumon.

5.3. Folytonossag

5.3.1. A folytonossig fogalma és az atviteli elv
Legyen f: R — R, a € D(f).

5.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy f folytonos az a pontban, ha Ye > 0 35 >
0 Va € Ks(a) N D(f) esetén f(x) € K.(f(a)). Jele: f € Clal.

5.9. Tétel. (Atviteli elv)
f€Cla] < V(z,) C D(f),z, — a esetén f(xz,) — f(a).

Bizonyitas. (=) Tegyiik fel, hogy f € Clal, és legyen (z,) C D(f),z, — a
tetszéleges sorozat.

Tekintstiink egy € > 0 szamot. Mivel f € Cla], ezért 3§ > 0 olyan, hogy
Ve € D(f), |z — a|] < 6 esetén |f(z) — f(a)] < e. Az z, — a miatt ehhez a
0 > 0 szamhoz IN € N kiiszoébindex, hogy Vn > N esetén |z, —a| < §, de ekkor
|f(z,) — f(a)] < e. Ez éppen azt jelenti, hogy f(z,) — f(a).

(<) Most tegytik fel, hogy V(z,) C D(f),zn — a esetén f(x,) — f(a),
de (indirekt médon) f ¢ Cla]. Ez azt jelentené, hogy Je > 0 V6 > 0 esetén
dzs € D(f), x5 € Ks(a), de f(zs) ¢ K.(f(a)). Specidlisan: Vn € N esetén
legyen & := 1. Ekkor 3z,, € D(f), |z, —a| < % olyan, hogy |f(zn) — f(a)] > €.
Tekintsiik az igy nyert (z,) C D(f) sorozatot. Mivel |z, —a| < 2 (n € N),
ezért x, — a. Ugyanakkor az (f(x,,)) sorozat hatarértéke nem lehet f(a), hiszen
Vn € N esetén |f(z,) — f(a)| > €. Ez ellentmond feltételiinknek, tehéat f € Clal.

5.3.2. Miiveletek folytonos fiiggvényekkel
5.10. Tétel. Ha f € Cla] és A € R, akkor \f € Clal.

Bizonyitas. Legyen (x,) C D(Af) = D(f), amelyre x,, — a. Mivel f €
Cla), ezért f(x,) — f(a), amibdl kovetkezik, hogy

(AN)(@n) = A (2) = Af(a) = (Af)(a).
Tehat Af € Cla].

5.11. Tétel. Ha f,g € Cla], akkor f + g € Cla] és f - g € C|al.
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Bizonyitas.Legyen (z,) C D(f + g) = D(f) N D(g), amelyre z,, — a. Mivel
f,9 € Cla], ezért f(x,) — f(a) és g(xn) — g(a), amibdl kévetkezik, hogy

(f +9)(xn) = f(xn) + g(zn) — fla) +g(a) = (f + 9)(a).
Tehat f + g € Cla]. (Szorzatra hasonléan.)

5.12. Tétel. Ha g € Cla] és g(a) # 0, akkor é € Cla).

Bizonyitas.Legyen g(a) > 0. Ekkor 3K (a) C D(g), hogy V& € K(a) esetén
g(x) > 0.

Legyen (x,) C D(g) amelyre x, — a. Nyilvan In € N, hogy Vn > N esetén
zn € K(a), igy g(z,) > 0. Az ilyen n-ekre

1 1 11
~(xn) = 1 @ ~(a),

g g(xn g

tehat & € Clal.
5.13. Tétel. Ha f,g € Clal, g(a) # 0, akkor 5 € Clal.

Bizonyitas.Mivel

és f,;eC[a], ezért ieC’[a].

5.14. Tétel. g € Cla], f € Clg(a)] = fog e Clal.

Bizonyitas.Legyen (x,) C D(f og) C D(g), amelyre x,, — a. Ekkor (f o

9)(zn) = f(g(xn))) — flg(a)) = (f o g)(a), hiszen (g(zn)) C D(f) és g(zn) —
g(a). Tehat f o g € Cla).

5.3.3. Intervallumon folytonos fiiggvények tulajdonsagai

5.2. Definici6. Legyen f: R — R, A C D(f). Azt mondjuk, hogy f folytonos
az A halmazon, ha Vu € A esetén f € Clu). Jele: f € C(A).

5.15. Tétel. (Bolzano 1.)

Legyen f € Cla,b], f(a) <0 és f(b) > 0. Fkkor 3c € [a,b], hogy f(c) =0.

atb
2

Bizonyitas. Tekintsiik az [a, b] intervallum felez6pontjat. Harom eset lehet-

séges:

vagy f(%E2) =0, ekkor ¢ := “Eb;

vagy f(a;b) > 0, ekkor ay :=a, by := a?+b;
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vagy f(%’b) < 0, ekkor a; := QT'H’, by := 0.
A kovetkez$ lépésben az [aq,b;] intervallum “’1'2"1’1 felezSpontjat készitjiik el.

Ismét harom eset lehetséges:

vagy f(“$P) =0, ekkor ¢ 1= 21tb1;

vagy f(%) > 0, ekkor as := ay, by := %;

vagy f(“4) <0, ekkor ay := F by = by

A felezési eljarast folytatva valamelyik 1épésben eljutunk a c zérushelyhez, vagy
kapunk egy (a,) és egy (b,) sorozatot, amelyre

[a,b} D) [al,bﬂ D [ag,bg] D...D [an,bn] D [a71+1,b7l+1] D,

tovabba

bl—al ZbTa, bg—aQ: bl 2(11 = b22a,..., bn—an: 1)27(1,...,
amelybdl kovetkezik, hogy lim(b, —a,,) = 0. A Cantor-féle kozdsrész tétel szerint
egyértelmien Jc € [a, ], amelyre Nypenlan, by] = {c}, azaz lima,, = limb,, = c.
Mivel f € C[c], és Vn € N esetén f(ay) < 0, ezért f(a,) — f(c) < 0. Méasrészt
vn € N esetén f(b,) > 0, ezért f(b,) — f(c) > 0. Ebb6l csak f(c) = 0
lehetséges.

5.16. Tétel. (Bolzano 2.)
Legyen f € Cla,b] és d € R egy tetszdleges f(a) és f(b) kézé esd szam. Ekkor
dc € [a,b], amelyre f(c) = d.

Bizonyitas.Tegyiik fel, hogy f(a) < f(b) és f(a) < d < f(b). Tekintsiik a
¢ : [a,0] = R, ¢(t) := f(t) — d fiiggvényt. ¢ € Cla,b], ¢(a) = f(a) —d <
0, ¢(b) = f(b) —d > 0. A Bolzano 1. tétel szerint 3¢ € (a,b), amelyre ¢(c) = 0.
Mivel 0 = ¢(c) = f(c) — d, ezért f(c) = d.

5.17. Tétel. (Weierstrass 1.)
Legyen f € Cla,b]. Ekkor f| , korldtos figgvény.

Bizonyitas.Indirekt modon, tegyiik fel, hogy példaul f‘[mb] feliilr6l nem kor-
latos. Ekkor Vn € N szamhoz 3z, € [a,b] olyan, hogy f(z,) > n. Nyilvan
(zn) C [a,b], tehat (z,) korlatos sorozat, ezért a Bolzano—Weierstrass-tétel sz-
erint 3(4,,) indexsorozat, hogy (z;,) C [a, b] konvergens. Legyen limz; =:«a €
[a,b]. Az f € Cla] és z;, — «, ezért f(z;,) — f(a). Az (iy,) szigorian mono-
ton novekeds, ezért i, > n, ezért f(xz;,) > i, > n (n € N). Tehat (f(z;,))

feliilr6l nem korlatos sorozat, ami ellentmond annak, hogy f(x;,) — f(a). El-
lentmondasra jutottunk, tehit hamis az indirekt feltevés, azaz f|[a7b] korlatos.

5.18. Tétel. (Weierstrass 2.)
Legyen f € Cla,b]. Ekkor 3o, € [a,b], hogy Vz € [a,b] esetén f(a) < f(z) <
f(B).
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Bizonyitas.Az f|, , korldtos, ezért az {f(z) | @ € [a,b]} halmaz korlitos, igy
Isup{f(z) | z € [a, bﬁ} =: M. Megmutatjuk, hogy az M € R szamot a fiiggvény
fel is veszi. A halmaz fels6 hataranak tulajdonsagai szerint

1° Vx € [a,b] esetén f(x) < M;
2° Vn € N esetén 3z, € [a,b], hogy f(z,) > M — L.

Az (z,,) C [a,b], korlatos sorozat, ezért 3(i,) indexsorozat, hogy (z;, ) konver-
gens. Legyen limz; =: § € [a,0]. Ekkor M — L < f(z;,) < M (n € N).
A kozrefogasi elv szerint (mivel i, > n, igy = — 0) f(z;,) — M. Mas-
részt f € C[F) miatt f(z;,) — f(B). A sorozat hatarértéke egyértelmi, ezért
f(B) =M.

Hasonlbéan lathat6 be az a € [a, b] létezése is.

5.3.4. Az inverzfiiggvény folytonossaga

Ezekre a tételekre hivatkozva foglalkozhatunk egy fliggvény inverzének a folytonossaga-
val. Megjegyezziik, hogy ha f € Cla], b := f(a) és If ! inverzfiiggveény, akkor

még lehet, hogy f~! nem folytonos a b pontban. Ezt a helyzetet jol szemlélteti

az

f:(=o00,-1)U{0}U(1,+0) = R

r+1, haz< -1,
fl@):=4 0, ha z =0,
z—1, haxz>1

1fiiggvény, amely folytonos a 0-ban, f(0) = 0, van is inverze a fiiggvénynek:
T R—=R
r—1, hazxz <0,
fHz) =2 0, ha z =0,
z+1, hax >0,

de f~1 ¢ Co].

5.19. Tétel. Legyen f : [a,b] = R, f € Cla,b], [ szigorian monoton. Ekkor
=t e C(R(f)).

Bizonyitas.Az f € Cla,b], ezért a Bolzano- és a Weierstrass-tétel kovetkezményeként
R(f) zart, korlatos intervallum. Legyen [c,d] := R(f). Az f szigortan mono-
ton, ezért kolcsondsen egyértelmi, tehat 31 : [c,d] — [a,b]. Legyen v € [c,d]
tetszéleges, u == f~1(v), és legyen (y,) C [c,d], yn — v tetszéleges sorozat.
Az f~!inverzfiiggvény v pontbeli folytonossigahoz (az atviteli elv szerint) elég
belatni, hogy az x,, := f~1(y,) — f~(v) = u. Indirekt médon, tegyiik fel, hogy
(xn) C [a,b] sorozat nem tart u-hoz. Ekkor 36 > 0 Vk € N Iny > k, amelyre
|Tn,, — u| > 3. Az (T, )ken C [a,b] \ [u — 0,u + §] sorozat korlatos, ezért van
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konvergens részsorozata: (Jlnkl) Legyen a := limzy, . Nyilvin o € [a,b], de
a # u. Az f € Cla), ezért

@) = Ya, — fl@).

Az (yn,, ) részsorozata a v-hez tarté (y,) sorozatnak, ezért f(a) = v. Figyelembe
véve, hogy f(u) = v, ellentmondéasra jutottunk f kolcsonos egyértelmiiségével,
tehat hamis az indirekt feltétel, azaz =, — u, igy f~! € C[v].

5.3.5. Egyenletes folytonossag

5.3. Definici6. Legyen f : R — R, B C D(f). Azt mondjuk, hogy f egyenlete-
sen folytonos a B halmazon, ha Ve > 0 36 > 0, hogy Vo', 2" € B, |2/ —2"| < §
esetén |f(z') — f(a")]| <e.

5.20. Tétel. Ha [ egyenletesen folytonos a B halmazon, akkor f € C(B).

Bizonyitas.Legyen b € B és € > 0 tetszbleges. Az f egyenletesen folytonos a
B halmazon, ezért 3§ > 0, hogy Vx € B esetén, amelyre |z — b| < 4, teljesiil,
hogy |f(z) — f(b)| < e. Ez éppen azt jelenti, hogy f € C(B).

Megjegyezziik, hogy ha f € C(B), akkor még lehet, hogy f nem egyenletesen
folytonos a B halmazon. Ugyanis, az f : Rt — R, f(z) := 2? fiiggvény
a B := R* minden pontjaban folytonos, de nem egyenletesen folytonos a B
halmazon. Ennek igazoldsahoz legyen € := % és & > 0 tetszbleges. Nyilvan
In € N, amelyre n > o=. Legyen 2’ :=nés " := n—i—g. Ekkor |2/ —2"| = % < 0,
de

lf(2) — f(2")] = nJré 2fnzfnc5+£>n5>i 5*1*

’ A= 2 - 4 25 " T2
Mivel Je > 0, hogy V§ > 0 esetén talaltunk olyan z’,2” € RT szdmokat, ame-
lyekre ugyan |2’ —2”| < §, de | f(z")— f(z")| > ¢, ezért ez a folytonos f fliggvény
nem egyenletesen folytonos az R* halmazon.

5.21. Tétel. (Heine)
Ha f € Cla,b], akkor f egyenletesen folytonos az [a,b] intervallumon.

Bizonyitas.Indirekt médon, tegyiik fel, hogy f nem egyenletesen folytonos az
[a,b] zart intervallumon. Ekkor Je > 0, hogy Vd > 0 szamhoz 32/, 2" € [a,b],
amelyekre ugyan |2/ — 2”| < §, de |f(z') — f(2")] > e. Legyen ¥n € N esetén
§ := 1. Akkor ehhez a &-hoz is 3z, ], € [a,b], amelyekre |z}, — x/i| < 1, de
@ = )] > e

Vizsgaljuk meg az (z),) és (z]) sorozatokat! Mivel (z,) C [a,b], ezért (iy)
indexsorozat, hogy (z} ) konvergens. Legyen limz; =: a € [a,b. Megmu-
tatjuk, hogy ugyanezzel az (i) indexsorozattal az (z} ) részsorozat is konver-

in
gens, s6t lim 2] = a. Ugyanis Vn € N esetén

/
in

1
2] —a| <|af —2) |+|z, —a] < —+]z; —al
in in in tn in
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Mivel % — 0, |2} —a| — 0, ezért Gsszegiik is 0-hoz tart, ezért |z} —al — 0.
Tehat 2} — a, 2] — «a, ezért f € Cla] miatt f(z] ) — f(a) és f(z] ) —
f(a), amelybdl
fl@i,) = f@i)—0

in
kovetkezik. Ez azonban lehetetlen, hiszen Vn € Nesetén |f(z),)— f(z)| > e. Az
ellentmondés azt jelenti, hogy hamis az indirekt feltevés, tehit igaz az allitas.



6. fejezet

Fuggvény hatarértéke

Egy fiiggvény hatarértéke az a pontban A, ha az a-hoz kozeli helyeken a fiiggvény
A-hoz kozeli értékeket vesz fel. Az alabbi témakoroket targyaljuk.

e Fiiggvény hatarérték fogalma

Hatéarérték és mitiveletek kapcsolata

Végtelenbeli és végtelen hatarérték

Egyoldali hatarérték

Monoton fiiggvény hatarértéke

6.1. Filuggvény hatarértéke

6.1.1. "Végesben vett, véges" hatarérték

Vizsgaljunk meg harom, egymashoz nagyon hasonl6 fiiggvényt.
Legyen

fi:R—=R filz) =z +2,
fo R\{2} =R fole) = 25 = B = g,
+2, ha 2 )
f3:R—>R fa(x) := { v 1. ha f i 9 (6.1. abra)
A fliggvények a := 2 pont koriili viselkedésére vagyunk kivancsiak. Az f;

folytonos a 2 pontban, ami azt jelenti, hogy ha x kozel van a 2-hoz, akkor az
fi(z) = z + 2 értékek kozel esnek a 4-hez, amely éppen f1(2).

Az f5 fliggvény ugyan nincs értelmezve a 2-ben, de ha x kozel van a 2-hoz, az
fa(x) = z + 2 értékek egy szam, ebben az esetben a 4 koriil keveset ingadoznak.
Az f3 fiiggvény a 2-ben is értelmezve van. Ha x kozel van a 2-héz (de z # 2),

73
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@)

6.1. abra.

akkor az f3(x) = x + 2 értekek (az f1 és fo fliggvényhez hasonléan) a 4 koriil
keveset ingadoznak (fliggetleniil attol, hogy f(2) = 1).

A példékban tapasztalt jelenségek nyomén alakitjuk ki a fliggvény hatarértékének
fogalmat.

Olyan f : R D— R fiiggvényeket vizsgalunk, melyek D(f) értelmezési tar-
tomanyaban az a € R ponthoz tetszélegesen kozel is vannak attél kilénbozé
pontok (esetleg a ¢ D(f)).

6.1. Definicio. Azt mondjuk, hogy az f fiigguénynek az a pontban van hatdrértéke,
ha van olyan A € R szdm, hogy birmely € > 0 hibakorldthoz van olyan 6 > 0
ingadozdsi lehetdség, hogy minden olyan x € D(f) pontban, amely 0-ndl kozelebb
van az a-hoz (|x —a| < 0), de x # a, az f(x) fiigguényértékek az & hibakorldindl
kevesebbel térnek el A-tdl (|f(x) — A| < ¢).

Az f fliggvénynek ezt a tulajdonsagat a
lim f = A;
lim f(z) = A;

r—a
ha x — a, akkor f(x) — A

jelolések valamelyikével fejezziik ki.

Ha 6sszevetjiik az f fliggvény hatarértékének fogalmét a folytonossag értelmezésével,
akkor lathato, hogy lim, f = A éppen azt jelenti, hogy az f fliggvény helyett
egy

Fipi)ula) ~ R, flay= { 00 et 7

fiiggvényt tekintve, az f fiiggvény az a pontban folytonos lesz. Mas szoval,
akkor van hatarértéke az f fliggvénynek az a pontban, ha folytonossa tehets az
a-ban. Ezért, ha a € D(f), és létezik a lim, f, akkor az f fliggvény pontosan
akkor folytonos az a pontban, ha lim, f = f(a).

Ebbdl az észrevételbdl fakad, hogy a hatarértékkel végzett miiveletek vissza-
vezethetk a folytonos fiiggvényekkel végzett miveletekre.



6.1.

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

FUGGVENY HATARERTEKE 75

Tétel. Halim f = A és A € R, akkor im Af = M\A.

a a
Tétel. Halim f = A és limg = B, akkor lim(f +g) = A+ B.
Tétel. Halim f = A éslimg = B, akkorlim f - g = AB.

4 S sl 1
Tétel. Ha héng = B és B # 0, akkor h(gn riaE

. . s . A
Tétel. Ha hgnf = A és hgng =B, B #0, akkor hmg =3

a

Tétel. Halimg = B és f € C[b], akkor lim f o g = f(b).

(A tételekben szerepls feltételeknek és allitdsnak is értelmesnek kell lennie,

ezeket az részben pontosan is megfogalmazzuk.)

6.1.2. "Végtelenben vett", illetve "nem véges" hatarérték

Latszik, hogy a hatarérték fogalma a fiiggvényértékek valtozasanak tendencidjat
tartja szem elGtt. Az ugynevezett ,véges helyen vett véges hatarérték” fogalmat
(ezzel foglalkoztunk eddig) kiterjeszthetjiik. Tekintsiik at ezeket a lehet&ségeket:
Legyen f: R D>— R.

1° Ha D(f) feliilr6l nem korlatos halmaz, és van olyan A € R, hogy
barmely € > 0 hibakorlathoz van olyan w € R kiiszobszdm, hogy minden
x> w, z € D(f) pontban |f(x) — A| < ¢, akkor azt mondjuk, hogy az f
fiiggvény hatarértéke (+00)-ben A.

Jele: limy o f = A vagy lim, o f(z) = A vagy * — 400 esetén f(z) —
A.

Példaul lim, 4o + = 0.

2° Ha D(f) alulrol nem korlatos halmaz, és van olyan A € R, hogy barmely
€ > 0 hibakorlathoz van olyan w € R kiisz6bszam, hogy minden z < w,
x € D(f) pontban |f(z) — A| < &, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény
hatarértéke (—oo)-ben A.

Jele: lim_ f = A vagy lim, . f(z) = A vagy x — —o0 esetén f(z) —
A.

Példaul lim, ., % =0.

3° Ha a € R és a D(f) értelmezési tartomanyban az a-hoz akdrmilyen
kozel is talalhatoé pont az a ponton kiviil is, és teljesiil, hogy barmely
K € R szamhoz van olyan § > 0 ingadozasi lehet6ség, hogy minden x €
D(f), z # a, de |z — a] < 6 pontban f(z) > K, akkor azt mondjuk, hogy
az f hatarértéke az a-ban +oo.

Jele: lim, f = +o0 vagy lim,_,, f(z) = 400 vagy © — a esetén f(z) —
+00.

Példaul lim,_,q %2 = 400.
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4° Ha a € R és a D(f) értelmezési tartomanyban az a-hoz akérmilyen
kozel is talalhatoé pont az a ponton kiviil is, és teljesiil, hogy barmely
K € R szamhoz van olyan ¢ > 0 ingadozasi lehetGség, hogy minden x €
D(f), z # a, de |z — a| < 6 pontban f(z) < K, akkor azt mondjuk, hogy
az f hatarértéke az a-ban —oo.

Jele: lim, f = —oo vagy lim,_,, f(z) = —o0 vagy © — a esetén f(z) —
—00.
Példaul lima,_,o(—gg%) = —00.

5° Ha D(f) feliilr6l nem korlatos, és barmely K € R szamhoz van olyan
w € R kiiszébszam, hogy minden z > w, = € D(f) pontban f(z) > K,
akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény hatarértéke (+00)-ben +oo.
Jele: lim,y o f = 400 vagy lim, . f(z) = +00 vagy = — +oo esetén
F(z) = +o0.

Peéldaul limy 4 oo 22 = 4o00.

6° Ha D(f) alulrol nem korlatos, és barmely K € R szamhoz van olyan
w € R kiiszobszédm, hogy minden = < w, = € D(f) pontban f(z) > K,
akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény hatéarértéke (—oo)-ben +o0.
Jele: lim_ f = +o0 vagy lim,,_ f(x) = +o0 vagy © — —o0 esetén
f(w) - +oo.

Peldaul lim,_, _ o 22

= +o00.

7° Ha D(f) feliilesl nem korlatos, és barmely K € R szamhoz van olyan
w € R kiiszobszam, hogy minden = > w, = € D(f) pontban f(z) < K,
akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény hatarértéke (+00)-ben —oco.

Jele: lim, o f = —o0 vagy limg,_ 4o f(x) = —00 vagy © — +00 esetén
F() — —o.
Példaul lim,_ 4 o (—22) = —o0.

8° Ha D(f) alulrol nem korlatos, és barmely K € R szamhoz van olyan
w € R kiiszobszédm, hogy minden = < w, = € D(f) pontban f(x) < K,
akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény hatérértéke (—oo)-ben —oo.

Jele: im_, f = —oo vagy lim,,_ f(xz) = —o0 vagy © — —o0 esetén
f(x) — —oc.
Példaul lim, . (—2?) = —cc.

A sorozatok olyan fiiggvények, amelyek értelmezési tartomanya N. Az N
feliilr6l nem korlatos, ezért az a : N — N fliggvénynek, azaz az (an) sorozatnak
vizsgalhaté a hatarértéke (+o00)-ben. Osszevetve az a, — A vagy a, — +00

saival, azt kapjuk, hogy

liman:A@)Ema:A

lima, = +00 <= lima = +o0
400

lima, = —00 <= lima = —o0.

— 00
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6.1.3. Egyoldali hatarérték

Elsfordul, hogy az a € R pont tetszéleges kizelségében, a-tol jobbra és balra is
van értelmezési tartomanybeli pont, de az f fiiggvénynek nincs hatarértéke az
a-ban. Néha ilyenkor is mondhatunk valamit a fiiggvény viselkedésérsl.

9° Ha az a € R olyan, hogy a-hoz tetsz6legesen kozel is van « € D(f), = >
a pont és van olyan A € R szam, hogy barmely € > 0 hibakorlat esetén van
olyan § > 0 ingadozési lehet6ség, hogy minden = € D(f), a <z <a+§
pontban |f(z) — A| < &, akkor azt mondjuk, hogy f-nek az a-beli jobb
oldali hatarértéke A.

Jele: limgyo f = A vagy lim,_q40 f(x) = A. Néha f(a + 0) jeloli az f
fiiggvény a-beli jobb oldali hatarértékét. [Hagyomanyosan a = 0 esetén
,»0 + 0” helyett csak ,,0+” all mindeniitt.]

Példaul az
1, haz>0
JiR=R, f<x)'_{1, ha z < 0

fiiggvénynek 0-ban nincs hatarértéke, de lim, o4 f(z) = 1 vagy f(0+) =
1]

10° Ha az a € R olyan, hogy a-hoz tetsz6legesen kozel is van « € D(f), x >
a pont, és barmely K € R szamhoz van olyan § > 0 ingadozési lehet6ség,
hogy minden =z € D(f), a < x < a+ 0 esetén f(z) > K, akkor azt
mondjuk, hogy az f jobb oldali hatarértéke a-ban +oo.

Jele: limg4o f = +o00 vagy lim, 0 f(2) = +o0.

Példaul nem létezik a lim,_q %, de lim, o+ % = +4o00.

11° Ha az a € R olyan, hogy a-hoz tetsz6legesen kozel is van « € D(f), x >
a pont, és barmely K € R szamhoz van olyan § > 0 ingadozési lehetGség,
hogy minden =z € D(f), a < x < a+ 0 esetén f(zr) < K, akkor azt
mondjuk, hogy az f jobb oldali hatarértéke a-ban —oo.

Jele: limg4o f = —o0 vagy lim, 440 f(2) = —oc.

Peldaul nem létezik a lim,o(—1), de limg o4 (—2) = —oo.

12° Ha az a € R olyan, hogy a-hoz tetsz6legesen kozel is van ¢ € D(f), x <
a pont, és van olyan A € R, hogy tetszéleges ¢ > 0 hibakorlathoz van olyan
0 > 0 ingadozasi lehetdség, hogy minden z € D(f), a—d < & < a pontban
|f(z) — A| < g, akkor azt mondjuk, hogy az f bal oldali hatarértéke az
a-ban A.

Jele: lim,_o f = A vagy lim;_,_o f(x) = A. Néha f(a — 0) jeloli az f a-
beli bal oldali hatarértékét. [Hagyoményosan a = 0 esetén ,,0 — 07 helyett
,»,0—"" all mindeniitt.

Példaul a 9° definicié utani példaban lim,_o— f(z) = —1 vagy f(0—) =
—1.]

13° Ha az a € R olyan, hogy a-hoz tetsz6legesen kizel is van « € D(f), x <
a pont, és barmely K € R szamhoz van olyan § > 0 ingadozési lehet&ség,
hogy minden = € D(f), a —J < x < a pontban f(z) > K, akkor azt
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mondjuk, hogy f bal oldali hatarértéke az a-ban +o0.
Jele: lim,_o f = 400 vagy lim,_,q—¢ f(z) = +o0.
Példaul lim, .o (—1) = 4o0.

14° Ha az a € R olyan, hogy a-hoz tetsz6legesen kozel is van « € D(f), x <
a pont, és barmely K € R sziamhoz van olyan § > 0 ingadozési lehet$ség,
hogy minden = € D(f), a — 0 < = < a pontban f(x) < K, akkor azt
mondjuk, hogy f bal oldali hatarértéke az a-ban —oo.

Jele: lim,_o f = —oo vagy lim,_,—o f(z) = —o0.

Példaul lim, o % = —o0.

Tkonszerten sszefoglaljuk a hatarérték eseteket (6.2. abra).

Az egyoldali hatarértékek és a hatarérték kapcsolata is megfogalmazhato:
Ha létezik a lim,_o f és a limgyo f is, és lim,_o f = lim,4o f, akkor van
hatarértéke az f fliggvénynek az a-ban, és

hgnf :(1111%]" = LlJrr%f.

Megjegyezziik, hogy ha az a € R olyan, hogy csak az egyik oldali hatarérték
vethetd fel az a-ban, és ez a hatarérték létezik is, akkor ez éppen az f fliggvény
a-beli hatarértéke lesz.

6.2.

1.

limg o joo V22 +2 — Va2 + 22 — 3 =2

limg— oo V22 +2 — V22 + 22 — 3 =7
Van-e olyan k € R, hogy létezzen a
.2 =922 + kx — 27
lim
z—3 72 —6x+9

és valds szam legyen a hatarérték?

Feladatok
: 222 —x—6 : 2z —x—6
lim, o 25— =7 limy oo S5 =7
. hmxﬂl %ﬁ =7 limxﬁzfo %ﬁg’ =7 limxﬂ2+0 %&ﬁ—; =
?
limg 1 (25 — 22) =7
lim, o S232 =7 lim, o S232 =7 lim, o 822 =7
limm*)() 1—;3&% -2 llmfljﬂo tgx;ginx )
lim, g £ =7 lim, o =1 =7
i 353 =7
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lim

f=+o0

+o00

6.2. abra.

79

lim_

_f=A

lim_ _f=+co
a+0

f=—00

EI|ma_0
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6.3. Fiiggvény hatarértéke

6.3.1. A hatarérték altalanos definiciéja és az atviteli elv

A részben bemutatott, kiilonbdzs esetekre vonatkozé hatarérték fogalmak
egy definicibban megfogalmazhatok. Ehhez a valds szamok halmazat kibdvitjik.
Legyen R := RU {—o00,+00}. Az R halmazon is lesz & sszeadas és © szorzas.

1°Va,be Resetén a b:=a+b

2° Va € R esetén a @ (+00) := 400 és a & (—00) := —00
3° (400) B (+00) := +00 és (—00) B (—o0) := —00
4°Va,beResetén a ®b:=a-b

5° Va € R\ {0} esetén

) =400, haa>0
+00) := —00, haa <0
) :=—o00, haa>0
):=400, haa <0

6° (+00) ® (+00) := 400, (+00) ® (—0) := —00, (—0) ® (—00) 1= 400

7° Vo € R esetén —oo < x < +00.

Megjegyezziik, hogy & és ® a felsorolt esetekben kommutativ. Ne is keressiik
a (+00) ® (—00) és a 0 ® (+00) értelmezését, és tovabbra sem definidljuk a §,
%, 00, 1) (400)° értékeit!

Az R halmazban értelmezziik a pont kérnyezetét.

Legyena € R, re R, » > 0.

6.2. Definicioé. Az a pont r sugard kornyezete legyen
(a—r,a+7r), haa€eR
K,(a) := (L, 400), ha a =400
(=00, -1, ha a = —o0

Legyen ACR és a € R.

6.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy a torlédasi pontja az A halmaznak, ha
Vr > 0 esetén (K. (a) N A)\ {a} # 0. Tovdbbd legyen

A:={a e R| a torlédisi pontja az A-nak}

az A derivdlthalmaza.
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Az részben bemutatott hatarérték eseteket ezutan egységes definiciéba foglal-
hatjuk. - _
Legyen f e R — R, a € R, a € D(f).

6.4. Definici6. Azt mondjuk, hogy az [ fiiggvénynek az értelmezési tartomdny
a torloddsi pontjdban van hatdrértéke, ha 3A € R Ve > 0 30 > 0 Vz € (Ks(a) \
{a}) N D(f) esetén f(z) € K.(A).

Legyen f e R — R, a € R, a € (D(f) N (a,+00))".

6.5. Definici6é. Azt mondjuk, hogy az f figgvénynek az a pontban van jobb
oldali hatdrértéke, ha 3A € R Ve > 0 36 > 0 Vz € Ks(a) N D(f), = > a esetén
f(z) € K.(A).

Legyen f e R — R, a € R, a € (D(f) N (—o0,a)) .

6.6. Definici6. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az a pontban van bal oldali
hatdrértéke, ha 3A € R Ve > 0 36 > 0 Vo € Ks(a) N D(f), x < a esetén
f(z) € K.(A).

Koénnyen lathato6, hogy
Am f & UM fi5 )00, 4oy

és
3(11151(1)]‘ & ﬂhcrbnf‘D(fm(focya).

A fliggvény hatarértékét is lehet sorozatokkal jellemezni.

6.7. Tétel. (Hatdrértékre vonatkozd dtviteli elv)
Legyen f e R — R, a € D(f), AeR

lignf =A< V(x,) C D(f)\{a}, x, — a esetén f(x,) — A.

Bizonyitas.

(=) Legyen (z,) C D(f)\ {a}, x, — a tetszsleges sorozat. Mivel lim, f = A,
ezért Ve > 0 3§ > 0 olyan, hogy Va € (Kjs(a)\{a})ND(f) esetén f(z) € K.(A).
Az x, — a, ezért ehhez a § > 0 szamhoz is AN € N kiisz6bindex, hogy Vn > N
esetén x,, € Ks(a), s6t x, # a és x, € D(f). Akkor f(x,) € K.(A). Ez éppen
azt jelenti, hogy f(z,) — A.

(<) Tegyiik fel, hogy V(x,) C D(f)\ {a}, x, — a esetén f(x,) — A, de
(indirekt modon) lim, f # A. Ez azt jelentené, hogy 3e > 0 V§ > 0 esetén
dx € (Ks(a) \ {a}) N D(f), amelyre f(z) ¢ K.(A). Emiatt ¥n € N esetén
ad:= 1 > 0 szémhoz is 3z, € Ki(a), an # a, zn € D(f) olyan, hogy
f(zn) ¢ K.(A). Nyilvan az ilyen (x,,) sorozatra z,, — a, de az ezen a sorozaton
tekintett (f(x,)) fliggvényértékek sorozatara f(xz,) - A, hiszen Vn € N esetén
f(zn) ¢ K.(A). Ez ellentmond a feltételiinknek, igy igaz az &llitas.
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Megjegyezziik, hogy a lim,_., f(x) = A jelolést az atviteli elvbdl szarmaz-
tathatjuk. Ugyanis V(xz,) sorozatra lim, _,, f(z,) = A lenne az &llitds. (Az
n-et elhagyva kapjuk a hatarértéket. Az x — a ,x tart az a-hoz” kifejezés
mogott is minden esetben egy olyan tetszéleges (x,,) sorozatot értsiink, amelyre
Ty — @)

6.3.2. Miveletek fiiggvények hatarértékével
6.8. Tétel. Halim, f = A és A € R, akkor

L [ AGA RaAAO
himf_{ 0, ha X =0

Bizonyitas.Legyen (x,) C D(f) \ {a}, z, — a tetszGleges sorozat. Ekkor
A # 0 esetén (A\f)(xn) = Af(zn) = A O A, ezért lim, A\f = A© A. Ha A =0,
akkor 0 - f = 0 fiiggvény, amelyre lim, 0 = 0.

6.9. Tétel. Halim, f = A, lim, g = B, és a € (D(f) N D(g)), akkor lim,(f +
g)=A®B.

Bizonyitas.Legyen (z,) C (D(f) N D(g)) \ {a}, z» — a tetszbleges sorozat.
Ekkor (f + g)(xn) = f(zn) + g(zn) — A® B, ezért lim,(f +g) = A® B.
(Szorzatra hasonloan.)

6.10. Tétel. Ha lim, g = B, B # 0, akkor

1
liml :{ 5, ha B € R\ {0}
a g 0, ha B = 400 vagy — 00.
Bizonyitas.Mivel lim, g # 0, ezért 3K (a) olyan, hogy Vo € K(a)N(D(g)\{a})
esetén g(z) # 0. Ekkor K(a) N (D(g) \ {a}) C D(é). Az a a torlédasi pontja

volt a D(g)-nek, igy a € D(é) Legyen (x,) C D(%) \ {a}, x, — a tetszbleges
sorozat. L ) L

L — [ L. haBeR\{0}

g g(zn) 0, ha B = 400 vagy — oo.

Tehat igaz az allitas.

6.11. Tétel. Halim,g=10b, bR és f € C[b], akkor lim, f o g = f(b).

Bizonyitas.Legyen (z,) C D(f og)\ {a}, =, — a tetszleges sorozat. Mivel
D(fog) C D(g), ezért g(xn) — b. Az f € C[b], igy (f o g)(wn) = flg(xn)) —
f(b). Tehat lim, fog= f(b).

[Megjegyezziik, hogy %, f9 figgvények hatarértéke nagy koriiltekintést igényel,
az ilyenekre vonatkozo hatarértéktételek csak koriilményesen fogalmazhatok meg.|

6.12. Tétel. (Monoton fiigguény hatdrértéke)
Legyen a,b € R, f: (a,b) — R monoton figgvény. Ekkor Ilim, f és Ilim, f.
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Bizonyitéas.Tegyiik fel, hogy f monoton fogyd.
Legyen

sup f 1= sup{f(z) | z € (a,b)}, ha R(f) feliilrd] korlatos,
PJ: +00, ha R(f) feliilrsl nem korlatos.

A sup f értelmezésébol kovetkezik, hogy Ve > 0 Jzg € (a,b) olyan, hogy f(xo) €
Ke(sup f).

Legyen § > 0 olyan, hogy (a,x0) = Ks(a) N (a,b). Ekkor f monoton fogyasa
miatt Vo € Ks(a) N (a,b) esetén x < xq, ezért ha f(xg) € K (sup f) és f(x) >
f(zo), akkor f(x) € K (sup f) is teljesiil.

Tehat Ve > 035 > 0 Ve € Ks(a)N(a,b) esetén f(x) € K (sup f), igy Ilim, f =
sup f.

Hasonloan lathato be a limy f létezése is.
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7. fejezet

Differencialhatosag

A differencidlhatosag a fliggvény simasigat jelenti. A differencidlhaté fiiggvény
folytonos, és nincs rajta torés, csics. Az alabbi témakoroket targyaljuk.

e Derivalt fogalma és geometriai jelentése
e Flemi fiiggvények derivaltjai

e Derivalési szabalyok

e Monotonitas és szélsGérték

e Konvexitas és inflexio

o Fiiggvényvizsgalat

e Taylor polinom

e [’Hospital szabéaly

o Kozépértéktételek

7.1. Diﬂ'erenciélhatéség

7.1.1. A derivalt fogalma és geometriai jelentése

Vizsgaljunk meg két egyszeri fiiggvényt: f1: R — R, fi(t) :=12,és fo : R —
R, fo(t) := |t|. Rogzitsiik az = := 0 pontot. Koénnyen ellenérizhets, hogy f1 és
f2 is paros; alulrél korlatos és feliilr6l nem korlatos; a pozitiv szamok halmazan
névekves, a negativ szamok halmazan fogy6; az £ = 0 pontban minimuma van,
és a minimum értéke 0; az z = 0 pontban folytonos.

Szembeting a sok hasonléséig ellenére, hogy az x = 0 pontban az f; fiiggvény
sima, az fo fliggvénynek pedig torése van.

Van-e olyan ,mitiszer”, amely kimutatja, hogy egy fliggvény valamely pontban

85
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fy f,
P
f
Kg KE
—_—
7.1. 4bra.

sima, egy masik pedig nem?

Legyen f : R D— R tetsz6leges fliggvény, x € D(f) egy rogzitett pont. Az f
fliggvény x-hez tartozo kiilonbségihdnyados-fliggvénye legyen a

KL DU\ o)~ & KL(0) = 10T
fliggvény. Vizsgaljuk meg ezzel a ,miszerrel” az f és fo fiiggvényt az x := 0
pont esetén (7.1. abra)!
Latjuk, hogy a sima f; fliggvény esetén van hatéarértéke (folytonossa tehetd)
a Kgl kiilonbségihanyados-fiiggvénynek, mig a toréssel rendelkezs fo fliggvény
K(J;Q kiilonbségihényados-fiiggvényének nincs hatarértéke a 0 pontban.
Ez a vizsgalat motivilja, hogy azokat a fliggvényeket, amelyek kiilonbségihanyados-
fliggvényének van hatarértéke abban a pontban, amelyhez tartozik, differen-
cialhaténak nevezziik az adott pontban. Az f € D[x] jel6lje ezt a tulajdonsa-
got.
Ha f € DJz], akkor a kiilonbségi hanyados hatarértékét az f fliggvény x pontbeli
differencialhanyadosanak nevezziik:

1o 10 = (@)

t—x t—x

=: f'(2).
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(L(1))

£(6)—f(x)

| —

(x.f(9)

7.2. abra.

Koénnyen belathatjuk, hogy ¢t — = esetén t —x — 0, de W mégsem lesz
végtelen, ez csak tugy lehet, ha f(t) — f(z) — 0, ami azt jelenti, hogy ha az f
fiiggvény differencialhat6é az x pontban, akkor ott folytonos is.

Honnan keriilt el6 az a ,mtiszer”’, amely alkalmas egy fiiggvény simasagat kimu-
tatni? ElGszor egy geometriai megkozelitést mutatunk be. Legyen f € D[z]. A
koordinata-rendszer (z, f(z)) és a t6le kiilonbozs (¢, f(t)) pontjain at fektessiink
egy egyenest (szel6t). Az egyenes meredeksége (irdnytangense)

1) = J@)
t—a

[Ezt jeloltiik K (t)-vel.]

Ha t tart az z-hez, akkor a szel6k tartanak egy hatarhelyzethez, amit érint&nek
neveznek, igy a szel6k meredeksége is tart az érinté meredekségéhez (7.2. 4bra).
[Ezt a hatarértéket neveztiik el differencidlhanyadosnak.]

A misik egy fizikal interpretacio legyen. Tegyiik fel, hogy egy pont mozgasit a
t — s(t) at-id6 fliggvény irja le. A [to,t] idGintervallumban az atlagsebesség a
megtett s(t) — s(tg) Ut és a megtételéhez sziikséges t — ¢y id6 hanyadosa, azaz

s(t) = sito).

t—to

[Gyakran ezt a hanyadost ﬁ—: jeloli.] Ha ,minden hataron tal” roviditjiik az
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id6intervallumot, az atlagsebesség egy szam koriil keveset ingadozik (feltéve,
hogy sima volt az ut-idé fiiggvény), ezt a szdmot nevezik pillanatnyi sebességnek:

L s(t) — s(to)
t—to t—to

. As
im — =w

=0l vy fim,

[Lathato, hogy a pillanatnyi sebesség az atlagsebesség hatarértéke és az ut-ids
fiiggvény differencidlhanyadosa: s'(tg) = v(to).|
Az f: R — R, f(t):=t? fiiggvény nem csak az = := 0 pontban t{inik simanak.
Legyen x € R egy tetszoleges valos szam. Nézziik meg, hogy az f fiiggvény
x-hez tartozo kiilénbségihdnyadosianak van-e hatarértéke!

2 _ 2
lim f) = fl) = lim Foam lim t=2)t+2) = lim (¢t + ) = 2.

t—x t—=x t—x t—2xa t—x t—2x t—x

Tehat f € D[z] és f'(x) = 2.
Azt a fuggvényt, amely minden x pontban (ahol a fiiggvény differencialhato)
megadja az x-beli differencidlhinyadost, az f fiiggvény derivaltjanak nevezik,
és f'-vel jelolik. Példankban f': R — R, f'(z) = 2z.
Gyakran az f : R — R, f(t) := t? fiiggvényt roviden 22 fiiggvényként emlegetik,
a derivaltjat pedig (22)’ jeldli. Ezzel a megéallapodéssal

(z%) = 2z.

7.1.2. Elemi fiiggvények derivaltja és a derivalasi szabéa-

lyok
Nézziink néhany tovabbi példat. Legyen f: R — R, f(t): =13, x € R.
_ 3_ .3 _ 2 2
i SO =@ o GO D) 2 ra?) = 302,
t—w t—x t—mz t—x t—x t—x t—x

tehat f € D[z] és f'(z) = 322, vagy roviden (2®) = 322
Legyen f:R — R, f(t) :=sint, z € R.

; t)— flz . sint —sinz _ 2sin 52 cos 2
hmf() f():hm = lim ——2 " 2 _
t—x t—=x t—zx t—=x = t—
. (sin’zE t4w
= }lm t—x COS =1-cosxz = coszx.
[ — X L

(Az atalakitas soran a trigonometrikus fliggvények addicios tételeinek egy kovetkezményét

hasznaltuk. Mivel lim, o ¥2% = 1, ezért t — x esetén az u = 5% — 0, igy
u 2 ’
L t—a
. S ——
lim;,, —2 =1.)

Tehat f € 2D[:zc], azaz a szinusz fliggvény minden « € R pontban differencialhato,
és f'(x) = cosx, vagy roviden (sinz)’ = cosz.

Hasonlé gondolatmenettel egy sereg fiiggvény differencidlhatosagat ki lehet mu-
tatni, és a szdmolasok eredményeként a derivaltakat is megkapjuk.
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Néhany fontos fliggvény derivaltjat tartalmazza a kovetkezé Osszefoglalo:

(%) =az*™! a€eR (nz) =1

(sinz) = cosx (log,2) = = (a>0, a#1)
(cosz) = —sinz (arcsin z)' = 11_x2

(e*) =e* (arccos x) = — 117952

(@) =a®lna (a>0) (arctg z) = H%

(tg ) = = (arsh z) = \/z;ﬁ

(ctg 2)' = — 5 (arch z)" = \/xij (x >1)

(shz) =chz (arthz) =iln 32 (-1<z<1)
(chz) =shz

(th ) = 5

Differencidlhat6 fiiggvényekkel végzett miiveletek eredményeként gyakran ka-
punk differencialhaté fiiggvényt. Példaul ha f, g € D[x], akkor

o UHDO = (F o)) | F() = () +g(t) — g(a)

t—x t—=x t—x t—2x
i SOOIy 000 _

Tehat az f + g fiiggvény is differencidlhaté az x pontban és (f + g)'(z) =
f(@) + g ().

Ehhez hasonléan igazolhaté6 még néhany tétel:
7.1. Tétel. Ha f € D[x] és X\ € R, akkor \f € D[z] és (A\f)' (x) = Af'(x).

7.2. Tétel. Ha f,g € Dx], akkor f + g € D[z] és (f + g)'(z) = f'(x) + ¢'(z),
tovdbbd f - g € D[x] és (f - 9)'(z) = f'(x)g(x) + f(z)g'(2).

7.3. Tétel. Ha g € Dix] és g(z) # 0, akkor é € Dix] és (é)’(z) =—

’

g'(z)
g%(z)"

7.4. Tétel. Ha f,g € D[z] és g(x) # 0, akk0r§ € DJx] és (g)’(x) = fl(m)g('tg)zz;)(m)g,(m),

7.5. Tétel. Ha g € D[z]| és f € Dlg(z)], akkor fog € D[z]| és (fog)(x) =
f'(g(@)) - g'(x).

7.6. Tétel. Ha f € D[], f'(x) # 0, és létezik az f~1 inverzfiigguény, akkor az
u:= f(x) jeldléssel f~1 € D[u], és (f~1) (u) = f,%x) = f,(f,ll(u)).
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7.1.3. A derivalt kapcsolata a fiiggvény tulajdonsagaival

Milyen elény szarmazik abbol, ha egy fiiggvényrdl tudjuk, hogy differencialhaté
(sima), és ismerjiik a derivaltjat?

a) Legyen f € D[z]. Akkor ez azt jelenti, hogy ha ¢ kozel van az z-hez,
akkor w kozel van f'(z)-hez. Ez indokolja a differencialhatosag egy
tovabbi szemléletes és hasznos jelentését. Ugyanis ha ¢ ~ x, akkor

f@t) = f(=z)

t—zx

~ f'(z), amibél f(t) — f(z) = f'(z)(t — z) vagy

f@) = f@) + ()t - x)

kovetkezik. Fz azt jelenti, hogy z-hez kozeli t pontokban a fliggvényérték
egy legfeljebb elssfoku polinom (egyenes) helyettesitési értékével kozeli-
thets. Az e, (t) := f(x) + f'(z)(t — ) (t € R) az f figgvény (z, f(x))
pontjahoz tartoz6 érintgje.

b) A derivalt elGjelébdl kovetkeztethetiink a fiiggvény novekedésére.
Legyen f € D[] és f'(z) > 0. Ekkor

) —flx) N
g ~ f'(x), hat~x.
Mivel f/(z) > 0, ezért W > 0, ha t = z. Ez azt jelenti, hogy ha ¢; <
x, akkor f(t1) < f(x) és ha ty > x, akkor f(t2) > f(z). Tehat barmely
t1,to pontra, ahol t1 és ty is kdzel van az x-hez és 1 < x < to, f(t1) <
f(z) < f(t2). Igazolhato az is, hogy ha f'(x) > 0 egy I intervallum minden
x € I pontjaban, akkor az f fiiggvény szigortian monoton névekedd az I
intervallumon, azaz barmely z1,z2 € I, 21 < x2 esetén f(x1) < f(z2).

c¢) Lokalis széls6érték keresésére is alkalmas a derivalt. Egy f fliggvénynek
az a € D(f) pontban lokalis minimuma van, ha van olyan, az a pontot
koriilvevé intervallum, hogy ebbél vett barmely = értelmezési tartomany-
beli pontra f(z) > f(a).

Ha f € Dla], és az f fliggvénynek minimuma van az a pontban, akkor
f'(a) = 0. Ugyanis ha f’(a) # 0, példaul f’(a) > 0 lenne, akkor lenne
olyan t; < a < ta, a-hoz kozeli két pont, amelyekre f(t1) < f(a) < f(t2),
amely ellentmond annak, hogy f-nek a-ban lokalis minimuma van.

Tehat egy nyilt intervallum minden pontjaban differencidlhato fiiggvénynek
csak ott lehet lokalis szélsGértéke, ahol a derivaltja 0.

Vigyazat! Ha f € Dla] és f'(a) = 0, akkor az a-ban lehet, hogy nincs
szélsGértek. Példaul az f : R — R, f(t) := t3 esetén (t3) = 3t2, ezért
f(0)=3-0%=0, de az f fiiggvénynek nincs lokalis szélsGértéke a 0-ban.

d) A fiiggvény alakjara is kovetkeztethetiink a derivaltjabol. Az f fiig-
gvényt konvexnek nevezziik az I intervallumon, ha barmely zi,22 €
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I, 21 < x9 esetén az (a1, f(x1)) és (za, f(x2)) pontot Gsszekdtd hir alatt
marad a fiiggvény grafikonja az [z1, 23] intervallumon.

Igazolhat6, hogy egy differencidlhato f fiiggvény pontosan akkor konvex
az I intervallumon, ha az f’ derivaltja monoton ndvekedd ezen az inter-
vallumon.

Az f’ fiiggvény monoton novekedésére a derivaltjanak elgjelébol kovetkezteth-
etiink. Ha az f’ differencidlhat6 fliggvény, akkor bevezetve az " := (f’)’
masodik derivaltat, igaz lesz az a tétel, hogy f”(z) > 0 (x € I) esetén f
konvex az I intervallumon.

(Ertelemszertien megfogalmazhatjuk a konkav fiiggvény fogalmat, és ilyen
fiiggvényre is hasonlé elégséges feltétel adhato.)

Az olyan a € D(f) pontot, amelyet megeléz6 és az 6t kovetd interval-
lumokon az f fiiggvény alakja eltérs (vagy konvexbdl konkavba, vagy
konké&vbol konvexbe megy at a fliggvény), inflexiés pontnak nevezziik.
Példaul az f(z) = 2® fiiggvénynek 0-ban inflexitja van.

Igazolhato, hogy ha az a € D(f) inflexios pontja a kétszer differencialhato
f fiiggvénynek, akkor f”(a) = 0.

Vigyézat! Ha f kétszer derivalhatd az a pontban, és f”(a) = 0, akkor
még lehet, hogy nincs inflexi6ja a fliggvénynek az a-ban. Példaul az
f:R =R, f(t):=t* fiiggvény esetén f'(t) = 12t2, ezért f"(0) = 0, de
az f fiiggvény az egész R intervallumon konvex (és nem konkav egyetlen
részintervallumon sem).

e) Hogyan hasznalhatjuk az eddigi eredményeket differencialhato fiiggvények
menetének vizsgalatahoz? Célszerti a kovetkezs lépéseket a 3. feladat
péld4jan nyomon kovetni.

1. Elkészitjiik az f’ derivaltfiiggvényt.

2. Megkeressiik az f’ zérushelyeit (illetve azokat a pontokat, ahol f’
elgjelet valthat).

3. Kiszamitjuk az f” méasodik derivaltat.

4. Megkeressiik az f” zérushelyeit (illetve azokat a pontokat, ahol f”
elgjelet valthat).

5. A fiiggvény értelmezési tartoményat az f', az f” zérushelyei (il-
letve lehetséges elgjelvaltasi helyei) nyilt intervallumokra szabdaljak.
Ezeken az intervallumokon megéllapitjuk a derivaltak elGjelét, amibél
a monotonitési és alaki viszonyokra kovetkeztetiink. (Attekinthetove
valik a vizsgalat egy téblazat elkészitésével.)

6. Néhany tdmpontot kiszdmolunk. Ha vannak, kiszamoljuk a lokalis
maximum és minimum értékeit, a fliggvény hatarértékét (esetleg jobb
oldali és bal oldali hatarértékét) minden olyan pontban, amely az
értelmezési tartoméany olyan torlédasi pontja, amelyben nincs értelmezve
a fiiggvény.

7. Vazoljuk a fiiggvény menetét.
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7.1.4. ToObbszoros derivalt és a Taylor-polinom

Lattuk egy fliggvény els§ és mésodik derivaltjanak szerepét. Ezek &l-
talanositasaként vezessiik be a magasabbrend derivaltakat.

Ha f’ differencialhato, akkor f” := (f’)".

Ha f” differencialhaté, akkor "' := (f")’.

Ha f*) differencialhat6, akkor f(*+1) .= (fR) k=12,.. ..
Megjegyezziik, hogy vesszékkel csak az els§ harom derivaltat szoktuk jeldlni,
tehat f .= f/, f@ = 7 fG) .= " Néha az f(©) := f megallapodas
is hasznos.

Az elég sima” fliggvényeket jol kozelithetjiik polinomokkal. Azt méar lat-
tuk, hogy ha f € Dlal, akkor az

ea(t) = fla) + f'(a)(t —a) (tER)
érintGfiiggvényre
ea(a) = f(a);

el (t) = f'(a), igy e.(a) = f'(a), azaz az e,-nak és az f-nek az a-beli
differencidlhédnyadosa is megegyezett.

Lathato az is, hogy
o FO =) _ T~ (F@) £ F @)t =) _ (0 - f@)

t—a t—a t—a t—a t—a t—a

—f'(a) =0,

ami azt fejezi ki, hogy az e, érintéfiiggvény olyan kozelitése az f fiig-
gvénynek, hogy ha az f(t) — e, (t) kiilonbséget olyan modon felnagyitjuk,
hogy (t — a)-val elosztjuk, még ez a hanyados is 0-hoz kozeli, ha t kozel
van az a-hoz.

Az e, érint6fiiggvény csak egy elséfoku polinom. Milyen legyen az a ma-
gasabb foku polinom, amely a még pontosabb kozelitést lehetévé teszi?
Legyen P(x) := 3 — 2x + 42% — 52, Ekkor P(0) = 3.

P'(z) = -2+ 8z — 152%, P'(0) = —2.

P"(z) = 8 — 30z, P"(0) =8
P"(x) = —30, P"(0) = —30.

Konnyen ellenérizhets, hogy minden =z € R esetén

P(x) = P(0) + P'(0)z + P;(!O) a? + P/;I(O)x?’,

azaz egy polinomot igen jol kozelitettiink (ebben az esetben pontosan
elgallitottunk) egy olyan polinommal, amelynek egyiitthatoi a fliggvény
magasabbrendi derivéltjai egy pontban (most ez a pont a 0 volt), elosztva
a derivélt rendjének faktoridlisaival.
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E kétféle tapasztalat vezet el minket az tgynevezett Taylor-formuldhoz.
Tegyiik fel, hogy f olyan ,sima”, hogy az f(*1) derivaltfiiggvény még
folytonos is az a € D(f) egy K(a) C D(f) kornyezetében. Legyen T, :
R —R.

" (a)

n!

f"(a)

51 (x—a)?+...+

T(z) = f(a) + f'(a)(z — a) +

(x —a)"

az ugynevezett n-edik Taylor-polinom. (Lathato, hogy Th = e,.) Konnyen
ellendrizhets, hogy Th,(a) = f(a), T),(a) = f'(a), T)/(a) = f"(a), ... T\ (a) =
) (a) (azaz az e, érintéfiiggvényhez hasonlé tulajdonsaggal rendelkezik

a T, Taylor-polinom is.) Igazolhato, hogy ilyen feltétel mellett barmely

x € K(a) esetén van olyan c az x és az a kozott, hogy

£
(n+1)!

(:E - a)n+1a

f(x) = Ta(z) +
ami azt jelenti, hogy az f fliggvényt a T, Taylor-polinom olyan jol kozeliti,
hogy

fla) = Tu(z) _ fU"(0)
(x—a)"  (n+1)!

(r—a)=0, haz=a.

Tehat a Taylor-polinom jol (n-edrendben) simul az f fiiggvényhez; az
f figgvény a-hoz kozeli helyettesiti értékeit egy polinom helyettesitési
értékeivel nagyon pontosan kozelithetjiik.

7.1.5. L’Hospital-szabaly

A derivaltak segitségével éppen a nehéznek tiing hatarérték-szamitasok is
elvégezhetSk. A L’Hospital-féle szabalyok egyike arrél szol, hogy ha f és
g differencialhaté egy I nyilt intervallumon és az a pontban (amely vagy
eleme vagy végpontja az I intervallumnak, akar +oo vagy —oo is lehet),
és

lim f(z) = lim g(x) =0,

r—a r—a

de 1étezik a derivaltak hanyadosanak a hatarértéke

f'()
w0 (@)

akkor az f és g hanyadosénak is van hatarértéke, és

lim @ = L.

a—a g(z)

Ugyanez igaz akkor is, ha az a pontban f és g a 0 helyett (+00)-hez vagy
(—o0)-hez tart [nem sziikséges, hogy azonos elGjelii végtelen legyen a két
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fiiggveny hatarértéke].
A L’Hospital-szabéllyal szamitsuk ki a
. CoST — cos 3T
lim ————
z—0 xT
hatarértéket. Mind a szdmlal6é, mind a nevezd 0-ban 0, ezért a derivaltak
hanyadosanak a hatarértékét elég kiszamitani.

. (cosxz — cos3x) . —sinz + 3sin3x 1. sinz 3. sindz
lim = lim = —— lim —
x—0 (:E2)I x—0 2x 2z2—0 2 2—0
1 9 sin 3x 1 9
=—-.14+-1 = —— 4+ - =4
SR P 213
Igy
. coSx — Ccos3x
lim —M — —
x—0 {L'2

[A derivaltak hanyadosdnak hatarértékét szintén szamolhattuk volna a
L’Hospital-szaballyal:

. —sinxz + 3sin3x . —cosx+ 9cos3x —-1+9
lim = lim = =
x—0 2x x—0 2 2

4]

Sajnos, még a L’Hospital szabalyok sem tudnak minden , kritikus” hatarérték-
feladatra konnyii valaszt adni. Példaul

lim sh(z +2) = lim sh(z — 2) = +o0.

r—00 xr— 00

Ha a derivaltakat nézziik, akkor

lim ch(z +2) = lim ch(z — 2) = 400,

r— 00 Tr— 00

ha ezek derivaltjait vizsgéljuk, akkor

lim sh(z +2) = lim sh(z — 2) = 400,

xr— 00 xr— 00

és igy tovabb. Nem kapjuk meg a

. sh(z +2)
lim ———=
z—oo sh(z — 2)

hatarértéket a L’Hospital szabély alkalmazasaval. [Megjegyezziik, hogy

—2
. sh(z+2) o ett2 (@12 et S
lim ————% = lim ————— = lim ——&~
T—00 Sh({E — 2) r—00 =2 _ g—(2—2) z—00 =2 _ e

PPz

= 64.]
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7.2. Feladatok

1. Derivaljuk az f(z) := 32° + /2 + Insin®(1) fiiggvényt!
Megoldds: f'(z) =3-5z* + 530_% + m ~2sin(3) - cos(z) - (—5)-

2. Derivaljuk a

g(z) := 423 — 222 + 5x — 3
h(z) := (z — 2)3sin(4x)
() =2 +a” +ax+ 2+ 2 (a>0)

k(x) := (sinz)®s®

tgr+1
1—-tgz

o~

m(z) 1= arctg

fiiggvényeket!

3. Vizsgaljuk meg az f : R — R, f(z):= \;;“2;:1 fiiggvény menetét!
Megolddas:

2Vt +1-(22—1) o 2241)— 222 1 a
a) f'(x) = e

(z2+1)3 (22+1)3

b) —2+2 . = 0, z = —2 (a tért mashol nem valt el6jelet, mert a
(z2+41)2
nevez$ pozitiv)

c) f”( ) (22 +1)z—(x+2)2(z +1)22z _=z 241— (322 +6w) _ —2z®—6a+1
(@2 +1)? (@+1)3 (@+1)3

6+VAd 3 16

6=Vl ~ 0,16

T =

d) =22=6ril g _92 _6r+1=0 {

5
(a241)3 Ty =

e)

-3.16 -2 0.16

I |+ ++++++++++
f mon. csOkken min né

f’ e |+ +++++++++F++]------
f alak | konkév | inflexi | konvex | inflexi6 | konkav
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Tg

7.3. abra.

4. Vizsgaljuk meg a kovetkez6 fiiggvények menetét:
g:R—=R, g(z):= e’

h:R \ {—2,8}, h(m) = Mtﬂ

I'RY =R, I(z):=zhz

kiR =R, k(z) = 15

5. Keszitsiik el az f(x) := sinz fiiggvény a := 0 ponthoz tartozé Taylor-
polinomjat n := 11 esetén.
Megoldds:
f(z) =sinz f(0)=0
f'(x) = coszx f(0)=1
f"(x) = —sinz f7(0)=0
f"(x) = —cosx f(0)=-1
f®(z) =sinz f@0)=0

f®)(z) = cosx f®0) =1

fOY(z) = —cosz  fOV(0) = —1

12 (z) =sinz 12 (0)=0
[Lathato, hogy f = f@® = f& = .. = f40) = =sin |
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Tehat

Megjegyzés: Ha a sin fliggvényt a 717 Taylor-polinomjaval kozelitjiik,
akkor példaul az x := 0,1 helyen
0,12 10712

112 < = 2107210712 = 2.1072%.
0,17 < 12! 179001600 0710 0

| sin ¢|
12!

|8in0,1-T3 (0, 1)] =

S6t, ha 0 < 2 < 7, akkor (kihasznalva, hogy » < § < 2)

_ |sinc] 12 1 (7;')12 212

. L s 1n=9.912 _ 109 -9
|sinz—T11(x)| = 121 T < 1 < 121 <2.1077.2" = 81921077 < 107”.
Léathato, hogy a T1; a sin fiiggvény értékeit a [0, ] intervallumon elég jol
(legalabb négy tizedes pontossaggal) megadja.

6. Készitsiik el a kovetkezs fiiggvények Taylor-polinomjait:

g(x) :=e" a:=0 n = 10
h(z) = cosx a:=0 n:=12
l(z)=+V1+4x a:=0 n =2
k(x) = li:r? a:=0 n =2

7. Szamitsuk ki a limg_.o 2% In = hatarértéket!

Megoldds:
Inx
lim 2?lnz = lim —-
x—0 x—0 xr—
Mivel )
| ! - 1
i M:imL:lim—foZ,
x—0 (1'_2)/ x—0 —21‘_3 x—0 2
ezért

nxr
lim —= =0, fgy lim z%2Inz = 0.

8. Szamitsuk ki a kovetkezd hatarértékeket!
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7.3. Diﬁ'erenciélhat()sag

7.3.1. A derivalt fogalma és kapcsolata a folytonossaggal

7.1. Definicié. Legyen A C R, a € A. Azt mondjuk, hogy a belsé pontja az
A halmaznak, ha 3K (a), hogy K(a) C A.
Az A halmaz belsd pontjainak halmazat jelélje int A.

7.2. Definici6. Legyen f : R D— R, a € intD(f). Azt mondjuk, hogy az f
fiiggvény differencialhaté az a pontban, ha

i 1@ = 1@

T—a Tr—a

eR.

Ha az [ fiigguény differencidlhato az a pontban, akkor ezt f € Dla] jeldlje.

Ha f € Dla], akkor
f/(a) -— lim f(ZC) — f(a) ]
T—a r—a
Az f'(a) € R szdmot az [ figgvény a pontbeli differencialhanyadosdnak
nevezzik. '
Az f'(a) helyett gyakran haszndljdk még az f(a), %(a), Df(a) jeldléseket is.

7.7. Tétel. (Fététel)

Legyen f: R D> R, a € intD(f).

f € Dla] & 3F, : D(f) —» R, F, € Cla] olyan, hogy Vx € D(f) esetén
f(x) = f(a) = Fu(2)(z — a).

Bizonyitas. (=) Legyen f € Dla]. Ekkor vezessiik be az

F@ @ w4 a
FiD(f) — R B { e mete

fiiggvényt. Az F, € Clal, ugyanis Vz € D(f) \ {a} esetén

ezért
lim (F(x) — Fo(a)) =0.

Legyen ezutan x € D(f) tetsz6leges. Ha x # a, akkor

ha z = a, akkor

nyilvan igaz.
(<) Tegyiik fel, hogy 3F, € C[a] olyan, hogy VY € D(f) esetén f(z) — f(a) =
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F.(x) (z —a).
Ha x # a, akkor

és mivel F, € Cla], ezért Ilim,_, F,(x) = F,(a), de akkor Ilim,_,, w
is (azaz f € Dlal), s6t Fy(a) = f'(a).

7.8. Tétel. Ha f € Dlal], akkor f € Clal.

Bizonyitas.Ha f € Dla|, akkor 3F, € Cf[a] olyan, hogy Vz € D(f) esetén
f(z) — fla) = Fo(z) - (x — a), azaz f = f(a) + Fy - (id — a). Mivel folytonos
fliggvények Osszege, szorzata is folytonos, ezért f is folytonos az a pontban.
Megjegyzés: Az f : R — R, f(z) := |z| fliggvény folytonos az a := 0
pontban, de Vx € R, x # 0 esetén
fx)— fla) |z[-0 |z| 1, haz>0
o o { -1, hax<O0

Tr—a z—0 x

miatt nem létezik a
i £@) = £(@)

r—a xr—a

hatarérték, ezért f nem differencialhato a 0 pontban. A példa azt mutatja, hogy
a tétel nem fordithato meg.

7.3.2. Miiveletek differencialhaté fiiggvényekkel, derivalasi
szabalyok

7.9. Tétel. Ha f € Dla] és X\ € R, akkor A\f € Dla], és (Af)'(a) =X~ f'(a).

Bizonyitas.
o ODE@ = ON@ _ @ = f@)
r—a xr—a r—a Tr—a

7.10. Tétel. Ha f,g € Dla], akkor f-g € Dlal], és (f - g)'(a) = f'(a)g(a) +
fla)g (a).

Bizonyitas.
(0@~ (o)) _ | f@)el@) — fla)a(@) + Fla)o(x) - fla)gla) _
= tim P2 0y 4 gy i 229 priayg(a) 1 f(a)g/ ).

Mivel g € Dla], ezért g € Clal, igy lim,_., g(z) = g(a).
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7.11. Tétel. Ha g € Dla] és g(a) # 0, akkor % € Dia], és (%)’(a) = —%.

Bizonyitas.Mivel ¢ € Dija], ezért g € Clal, igy a g(a) # 0 feltétel miatt
3K (a) C D(g), hogy Va € K (a) esetén g(z) # 0. Tehat a € intD(3). Ekkor

D) - (H(a i N B 9(a)—g(x)
hmM:hmM:hmM:
r—a r—a r—a Tr—a r—a T — Q

r—a

7.12. Tétel. Ha f,g € Dla] és g(a) # 0, akkor% € Dla] és (g)’(a) =
f'(a)g(a)—f(a)g'(a)
g°*(a) )

Bizonyitas.Mivel f = f , és a feltételek szerint + E Dla], ezért a szorzatfiig-

gvény dlfferenmalhatosagara vonatkoz6 tétel mlatt g€ Dla] és

(DY = (r-2) 0= 1)L e (2400 ) - £ st o)

7.13. Tétel. Ha g € Dla] és f € Dlg(a)], akkor f og € Dla], és (f og)'(a) =
f'(9(a)) - ¢'(a).

Bizonyitas.Mivel g € Dla], ezért a {6tétel miatt 3G, € C[a] olyan, hogy Vz €
D(g) esetén g(z) — g(a) = Gu(x) - (x — a). Mivel f € Dlg(a)], ezért szintén a
fotétel miatt 3F, ) € Clg(a)] olyan, hogy Yy € D(f) esetén f(y) — f(g(a)) =
Fya)(y) - (y — g(a)). Legyen = € D(f o g), ekkor az y := g(x) jeloléssel
(fog)(z) = (fog)la) = flg(x)) — f9(a)) = Fya)(9(2)) - (9(x) — g(a)) =
y@(9(2)) - Gal@) - (2 — @) = (Fyay 0.9 Ga)() - (& — ).

Mivel g € Dla], ezért g € Cla|; Fya) € Clg(a)], igy az Osszetett fiiggvény
folytonossagara vonatkozo tétel szerint Fy,) 0 g € Cla]. A G, € C[a] miatt, a
szorzatfiiggvény folytonossagat felhasznélva, az Fy(q) o g - G, is folytonos az a
pontban, azaz Fy,) o g- G, € Cla]. Ez éppen azt jelenti, hogy f o g € Dla], sét

(fo9)(a) = (Fy@) © g Ga)(a) = Fya)(g(a)) - Gala) = f'(9(a)) - g'(a).

7.14. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f : I — R szigorian monoton és
folytonos fuggveny Legyen a € I, f € Dla] és f'(a) # 0. Ekkor a b := f(a)
pontban f~ € Db], és (f~1)(b) = 7 (a) W
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Bizonyitas.A szigort monotonitas miatt az f fliggvény bijekcié az I és a
J := f(I) kozott (a Bolzano-tétel kovetkezményeként J is nyilt intervallum).
Ezért létezik az f~! : J — I inverzfiiggvény. Az f~! fiiggvény b pontbeli
differencidlhatdsdgahoz meg kell mutatni, hogy létezik a

i @) = F70)
y—b y<—b

hatarérték (és ez valés szam).

Legyen (y,) C J, yn — b tetsz6leges sorozat. Barmely n € N esetén legyen x,, :=
f7Y(yn). Az (x,,) C I sorozat konvergens, és lim x,, = a, mert az inverzfiiggvény
folytonossagarol szolo tétel és az atviteli elv szerint

Yn — b= fﬁl(y) — fﬁl(b), azaz T, — a.

Ezért
f yn) — 1) Th—a 1 1
Yo — b F@n) = fla) ~ TGa—i@ ~ f(a)’

Tp—a

. —
hiszen f'(a) # 0. Mivel barmely (y,) C J, y, — b esetén az (%)
konvergens, ezért a hatarértékre vonatkozo atviteli elv szerint 1étezik a

i f @) = F70)
y—b y—>b

hatarérték. Tehat f~! € D[b], és az is lathato, hogy

7.3.3. Lokalis novekedés, fogyas, lokalis szélsGérték

7.3. Definici6é. Legyen f : R >— R, a € D(f). Azt mondjuk, hogy f lokalisan
né az a pontban, he 3K (a) C D(f), hogy V1 € K(a), z1 < a esetén f(x1) <
f(a) ésVzo € K(a), xo > a esetén f(xa) > f(a).

Ertelemszerd modositassal kapjuk a lokalis fogyas fogalmat.

7.15. Tétel. Ha f € Dla|, és [ az a pontban lokdlisan né, akkor f'(a) > 0.

Bizonyitas.Mivel f lokalisan n6 az a-ban, ezért 3K (a) C D(f), hogy Vx €
K(a), x # a esetén
f(z) = f(a)

Tr—a

>0
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(ha z < a, akkor © —a < 0 és f(x) — f(a) <0, mig x > a esetén z —a > 0 és

f(z) = f(a) = 0).
Az f € Dlal, ezért

i {@) — £(@)

T—a Tr—a

>0, azaz f'(a) > 0.

7.16. Tétel. Ha f € Dla], és f lokdlisan fogyé az a pontban, akkor f'(a) < 0.

Bizonyitas.Az eléz6 tétel bizonyitdsanak mintajara torténik.

Megjegyzés: Az f fliggvény szigortan lokalisan nd, ha 3K (a) C D(f),
hogy V1,29 € K(a), z1 < a < xg esetén f(x1) < f(a) < f(z2).
Ha f € D|a] és szigortan lokalisan né az a-ban, akkor ugyan Vo € K(a), z # a

esetén
f@) = 1) _
T—a
de a hatarértékre
o J@ = 1@

r—a Tr—a
mondhato, igy f’(a) > 0. Példaul az f : R — R, f(t) :=t3 a 0-ban szigoriian
lokélisan né, de f/(0) = (¢3)] =3t2 =0.

‘t:O |t:0

7.17. Tétel. Ha f € Dla], és f'(a) > 0, akkor [ szigorian lokdlisan né az a
pontban.

Bizonyitas.Mivel f € Dla], ezért a f6tétel miatt IF, € Cfa] olyan, hogy
Vo € D(f) esetén f(x) — f(a) = Fo(x) - (x — a).

F.(a) = f'(a) > 0, ezért a folytonos fliggvény jeltartasarol szold tétel mi-
att 3K (a) C D(f) olyan, hogy Vx € K(a) esetén F,(x) > 0. Ezért Vz; €
K(a), z1 < a esetén

f(z1) = fla) = Fo(z1) - (21 — a) <0 = f(z1) < f(a),
mig Vo € K(a), x2 > a esetén

f(@2) = fa) = Fo(w2) - (22 — a) > 0= f(x2) > f(a),

7.18. Tétel. Ha f € Dla], és f'(a) <0, akkor [ szigorian lokdlisan fogy az a
pontban.

Bizonyitas.Az el6z6 tétel mintajara torténik a bizonyités.
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7.4. Definicié. Legyen f : R >— R, a € D(f). Azt mondjuk, hogy az f fig-
gquénynek az a pontban lokalis minimuma van, ha 3K (a), hogy Vo € K(a) N
D(f) esetén f(x) > f(a).

Szigora lokalis minimum akkor van, ha Vx € K(a) N D(f), © # a esetén

f(z) > fla).
Ertelemszerid vdltoztatdssal kapjuk a lokalis maximum és o szigoru lokalis
maximum fogalmdt.

A minimum és a mazimum kéz0s elnevezése a szélsGérték.

7.19. Tétel. Ha f € Dlal, és az [ figguénynek lokdlisan szélséértéke van az a
pontban, akkor f'(a) = 0.

Bizonyitas.Ha f'(a) # 0 lenne (példaul f'(a) > 0), akkor f az a-ban szigortan
lokalisan novekedne, igy nem lehetne lokéalis szélsGérték a-ban.

7.3.4. Kozépértéktételek

7.5. Definici6é. Azt mondjuk, hogy [ differencialhaté az A C D(f) halma-
zon (jele f € D(A)), ha Va € A esetén f € Dlal.

7.20. Tétel. (Rolle)
Ha f € Cla,b], f € D(a,b), és f(a) = f(b), akkor Ic € (a,b) olyan, hogy
7() 0.

Bizonyitas.Ha Vo € [a,b] esetén f(z) = f(a) = f(b), azaz f konstansfiig-
gvény, akkor példaul a ¢ := “TH’ € (a,b) pontban f’'(c) = 0. (A ¢ maskent is
vélaszthato!)

Ha 3z¢ € (a,b), hogy f(x0) # f(a), akkor az f € Cla,b] miatt a Weierstrass-
tétel szerint van minimuma és van maximuma is az f-nek, és legalabb az egyiket
nem az [a,b] intervallum végpontjaban veszi fel, hanem az intervallum belse-
jében. Legyen ez a pont c. FEkkor a szélsGérték sziikséges feltétele szerint

f'(c) =0.

7.21. Tétel. (Cauchy-féle kozépértékiétel)
Legyen f,g € Cla,b], f,g € D(a,b), és tegyiik fel, hogy Yx € (a,b) esetén
g'(x) # 0. Ekkor 3c € (a,b) olyan, hogy

Bizonyitas.Ha g(b) = g(a) lenne, akkor Rolle tétele miatt ¢’ az (a,b) interval-

lum valamelyik pontjaban 0 lenne, de ezt kizartuk. Igy beszélhetiink az %

hanyadosrol.
Legyen A € R, és tekintsiik a ¢ : [a,b] — R, ¢(¢) := f(t) — Ag(t) fiiggvényt.

Konnyt ellendrizni, hogy A := % esetén ¢(a) = ¢(b). Tovabba ¢ € Cla, b
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Igy a Rolle-tétel szerint Ic € (a, b) olyan, hogy ¢'(c) = 0. Mivel

és ¢ € D(a,b).
) — Mg (t) (t € (a,b)), ezért

P(t) = f(t

kovetkezik.

7.22. Tétel. (Lagrange-féle kozépértékiétel)
Legyen f € Cla,b], f € D(a,b). Ekkor c € (a,b) olyan, hogy

f) = fla) = f'(e)- (b—a)
Bizonyitas.Alkalmazzuk a Cauchy-féle kozépértéktételt a g(t) := t fliggvényre.

7.23. Tétel. (Darbouz-tétel)
Legyen I nyilt intervallum, f € D(I). Ekkor ¥[a,b] C I és Vd € R szdmra,
amely f'(a) és f'(b) kizé esik, Ic € (a,b) olyan, hogy

I'(e) = d.

Bizonyitas.Legyen [a,b] C I. Tegyiik fel, hogy f'(a) < f'(b) ésd € (f'(a), f/(D)).
Tekintstik a ¢ : [ — R, ¢(t) = f(t) — dt fliggvényt. Nyilvan ¢ € Cla,b], ezért
a Welerstrass-tétel szerint van minimuma és van maximuma is a ¢-nek az [a, b]
intervallumon. Megmutatjuk, hogy ¢-nek sem az a-ban, sem b-ben nincs mini-
muma. Ugyanis ¢'(t) = f'(t) — d, és

¢'(a) = f'(a) —d < 0, ezért ¢ a-ban szigorian lokélisan fogyo,

@' (b) = f'(b) —d > 0, ezért ¢ b-ben szigortian lokélisan né.

Ez azt jelenti, hogy ¢-nek az [a, b] intervallum belsejében van a minimuma, azaz
Jde € (a,b), hogy Va € [a,b] esetén ¢(c) < ¢(x). Ekkor a lokalis szélsGérték
sziikséges feltétele szerint ¢'(c) = 0, azaz f'(c) —d = 0.

7.3.5. A globalis monotonitas elégséges feltételei

7.24. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f € D(I), és Vx € I esetén

f'(x) > 0. Ekkor f szigorian monoton nivekedd az I intervallumon.

Bizonyitas.Legyen x1,22 € I, 1 < z2. A Lagrange-féle kozépértéktétel szerint
Jde € (21, x2) olyan, hogy

flx2) = f(z1) = f(c) - (xg — 21).

Az f'(c) >0, xg — 21 > 0, ezért f(x2) — f(x1) > 0, azaz f(x1) < f(x2).
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7.25. Tétel. Legyen I C R nydt intervallum, f € D(I), és Va € I esetén
f'(z) < 0. Ekkor [ szigorian monoton csékken az I intervallumon.

Bizonyitas.Hasonlo az elébbi tételhez.

7.26. Tétel. Legyen I C R nyddt intervallum, f € D(I), és Va € I esetén
f'(z) = 0. Ekkor 3c* € R olyan, hogy Vx € I esetén f(x) = ¢* azaz [ konstans
az I intervallumon.

Bizonyitas.Legyen x1,x2 € I, 1 < z2. A Lagrange-féle kozépértéktétel szerint
Jde € (21, x2) olyan, hogy

flx2) = f(z1) = f'(c) - (xa —21) =0 (22 —21) =0,
azaz f(x1) = f(x2).

7.1. Megjegyzés. A tétel intervallumon differencialhato fiiggvényrdl szol. Példaul
az f:(0,1)U(2,3) = R

Flz) = 1, hal0<z<1
)= 2, ha2<z<3

fiiggvényre Vo € (0,1)U(2,3) esetén f/(z) = 0, de a fliggvény mégsem konstans-
fiiggvény.

7.3.6. Konvex és konkav fiiggvények

7.6. Definicié. Legyen I C R intervallum, f : I — R. Azt mondjuk, hogy f
konvex fiiggvény, ha Vzq,2o € I és VA € (0,1) esetén f(Axa + (1 — N)zq) <
AM(x2) + (1 — N)f(x1). Az f konkav fiiggvény, ha a (—f) konvez, azaz az
egyenldtlenségben > dll.

7.27. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f € D(I). Ha [’ szigorian mono-
ton novekedd az I intervallumon, akkor f konvex.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy f’ szigordan monoton ndvekedd, és legyen 1, x2 €
I, x1 < x5. Vezessiik be az

f(z2) — f(21)

'R —R, l(z) = f(z1) + T — a1

(z— 1)
és az
r(x): I =R, r(z) = f(z) — l(z)
fiiggvényeket. Nyilvan r € D(I), r(z1) = f(z1) — l(z1) = 0 és r(z2) = f(z2) —
l(z2) = 0, ezért a Rolle-tétel szerint Ic € (21, 22) olyan, hogy 7/(c) = 0. Mivel
Vt € I esetén
T/(t) _ f/(t) - l/(t) _ f/(t) _ f(xQ) - f(wl)’
To — X1
ezért [’ szigori monoton novekedésébol kovetkezik, hogy a t6le egy konstansban
kiilonbozé v’ is szigortian monoton névekedd. Mivel 7/(¢) = 0, ezért
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Vo € (x1,c) esetén 1/ (c) < 0
YV € (¢, z2) esetén 77/ (c) > 0.

Ez azt jelenti, hogy az r fiiggvény az (x1,c¢) intervallumon fogy6, a (¢, z2) in-
tervallumon pedig novekeds. Figyelembe véve, hogy r(z1) = r(z) =0, Vz €
(21, 2) esetén r(z) < 0. Eszerint

f(x2) — f(z1)

T2 — I

Vo € (w1, x2) esetén f(z) — (f(z1) + (x — 1)) <0.

Legyen A := =2 ¢ (0, 1). Ekkor egyrészt © = A\xo + (1 — A\)x1, masrészt

fQz2 + (1 = N)z1) < f(21) + (f(22) = f(21)) - A

vagy
Fz2 + (1= Nay) < Af(22) + (1= A) f(z1).

Tehat az f konvex az I intervallumon.

7.7. Definicié. Legyen I nyilt intervallum, f : I — R. Azt mondjuk, hogy f
kétszer folytonosan differencialhaté az I intervallumon, ha f' € D(I), és
1" = ('Y € C().

Jele: f € C*(I).

7.28. Tétel. Legyen f € C?(I) és Vo € I esetén f"(x) > 0 Ekkor f konvez.

Bizonyitas.Mivel f’ derivéltja pozitiv az I intervallumon, ezért f’ szigorian
monoton noévekedd az I-n. Az el6z6 tétel szerint, ha f’ szigortian monoton
névekedd, akkor f konvex.

7.29. Tétel. Ha f € C%(I), és Vo € I esetén f"(x) <0, akkor f konkdv.

Bizonyitas.A (—f) fliggvényre alkalmazzuk az €l6z3 tételt.

7.8. Definicié. Legyen f : R D— R, a € D(f), és tegyiik fel, hogy 36 > 0
olyan, hogy (a — d,a+ &) C D(f).

Azt mondjuk, hogy az f figguvénynek az a pontban inflexidja van, ha Slaes.a
konvez és f‘(a,wa) konkdv, vagy f‘(kéya) konkdv és f|(ava+5) konvez.

7.30. Tétel. Legyen f € C?(a,8). Ha az f fiiggvénynek inflexidja van az a €
(o, B) pontban, akkor f'(a) = 0.

Bizonyitas.Indirekt mddon, tegyiik fel, hogy f”(a) # 0, példaul f”(a) > 0.
Akkor az f” € Cla] miatt 30 > 0, hogy Vz € (a — J,a + §) esetén f”(z) > 0,
amibdl kovetkezik, hogy f konvex az (a—d, a+9) intervallumon, de akkor f-nek
nincs inflexigja a-ban. Ez ellentmondas, tehat f/(a) = 0.

Megjegyezziik, hogy ha az f fiiggvény egy I intervallumon elséfoku polinom,
azaz 3A, B € R olyan, hogy Va € I esetén f(x) = Az + B, akkor f konvex
és konkav is az I barmely részintervallumén, ezért az I intervallum minden
pontjaban inflexidja van az f fiiggvénynek.
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7.3.7. Taylor-formula

Legyen f az a pont egy kornyezetében n-szer differencidlhaté fliggvény. Legyen

f"(a) f"(a) n

21 (@)
az f fiiggvény a ponthoz tartozd Taylor-polinomja. A kovetkezs tétel segit-
ségével meg lehet becsiilni, hogy az m-ed foka Taylor-polinom mennyire j6l
kozeliti a fiiggvényt.

7.31. Tétel. Legyen f : R D= R, a € D(f). Tegyiik fel, hogy AK (a) C D(f),
hogy f € C""1(K(a)). Legyen x € K(a) tetszdleges. Ekkor 3c € K(a) az a és
az x kdzott olyan, hogy

Thna:R—=R, T, .(x) := fla)+f (a)(x—a)+ (x—a)*+...+

f(n-i—l)(c) B a)"'H.

flz) =Thalz) + W x

(Taylor-formula)

Bizonyitas.Legyen r : K(a) — R, r(t) := f(t) — Tp,o(t), tovibba
p:K(a) =R, p(t) := (t —a)""".

Legyen x € K(a) tetszoleges. Tegyiik fel, hogy © > a. Alkalmazzuk a Cauchy-
fele kozépertéktételt az [a, z] intervallumon az r és p fiiggvényekre. Mivel ¢ €
(a,x) esetén p'(t) = (n+ 1)(t — a)™ # 0, azért Ic; € (a,x) olyan, hogy
r() _r@)—r() r'(a)
(x —a)™tt p(x) —pla)  p'a)

Vegyiik észre, hogy

f"(a)

I@ o —ay . AT n(t—a)" T,

r(8) = f1(0) = Tha(t) = /() = (f(a)+ =
igy r’(a) = 0. Nyilvan p'(¢t) = (n+1)(t —a)™, igy p'(a) = 0. Ezért a Cauchy-féle
kozépértéktételt alkalmazva az [a, ¢1] intervallumon az ' és p’ fiiggvényekre azt
kapjuk, hogy Jeo € (a,c1) olyan, hogy

r'(e)) _ r'(e) =r'(a) _ r"(ca)
ple)  ple) =p'a)  p'(c2)

Konnyen ellenérizhetd, hogy barmely 1 < k < n esetén
fEED ()
(k+1)!

r®() = 1M = (1M () +
1™ (a)

n!
igy 7 (a) = 0. Nyilvan p®(t) = (n+ Dn...(n + 1 — (k — 1))(t — a)"t17F,
igy p*)(a) = 0; de Vt € K(a) esetén p*tD () = (n 4+ 1)! Az el6z6 lépést még
(n — 1)-szer alkalmazva, az utols6 esetben Je,, 41 € (a, ¢,) olyan, hogy

r™ien) _ r(en) —rM(a) _ r D (enn) _ fO (enqa)

P (cn) PP (cn) —p™(a)  prFD(carr)  (n+ 1)

(k+Dk(k—1)...2(t—a)+...

1) = k- 0,
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(Nyilvan T, 4 legfeljebb n-edfoku polinom, ezért TT(LZZH) mér azonosan 0.) Ossze-
foglalva
f@) —Tha(x)  r@@) 1'(a) _ r(M(en) _ fO (en)

)

@—a) " p@) pla) T p™(en) n+1)

ezért a ¢ := ¢p11 € (a,x) vélasztassal

IVGRICT

— (n+1)! - )n+1.

7.3.8. L’Hospital-szabaly
7.32. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f,g € D(I). Legyen a € I és

lim, ., f(z) = lim,—, g(z) = 0. Ha Ilim,_, %, akkor lim,_,, % is, €s
!
lim f(@) = lim f/(x)
z—a g(x T—a g (m)

Bizonyitas.Abban a specidlis esetben végezziik el a bizonyitast, amikor a €
I, f(a) = g(a) = 0 és limy_q % =: L € R. Ekkor Ve > 0 szamhoz 36 > 0,
hogy Vo € K5(a) C I, = # a esetén

f'(x)
g (z)

Legyen = € Ks(a) tetszéleges, * # a. A Cauchy-féle kozépértéktétel szerint
dc € K5(a) az a és x kozott, hogy

L—e< < L+e.

Igy
L—-e< M <L+e
g(x)
is teljesiil, amibdl kovetkezik, hogy
lim M = L.

v—a g(z)



8. fejezet

Integralhatosag,
integralszamitas

Egy fliggvény integralhatosaga azt jelenti, hogy a ,fliggvény alatti tartomény-
nak” van teriilete. Modszert dolgozunk ki a teriilet meghatarozasara. Szamos
problémaét, ilyen teriiletszamitasra vezetiink vissza. Az alabbi témakoroket tar-
gyaljuk.

e Riemann-integril fogalma és geometriai jelentése

Integralasi szabalyok

Newton-Leibniz formula

Primitiv fliggvény

Elemi fliggvények primitiv fiiggvényei

Az integral néhiny geometriai és fizikai alkalmazésa
e Fourier sor

e Improprius integral

8.1. Integralszamitas

8.1.1. A Riemann-integral fogalma és geometriai jelentése

Ismert, hogy az u > 0, v > 0 oldalu téglalap teriilete uv. Allapodjunk meg ab-
ban, hogy ha v > 0 és v < 0, akkor uv a téglalap ,elGjeles teriilete” legyen. Mér a
matematika korai korszakaban is foglalkoztak gérbevonalu alakzatok teriiletével.
Nézziik meg mi is, hogy a

H = {($7y> ‘ T e [07 1]7 Yy € [vaz]}

109
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id?

(iln)®

1/n im

8.1. 4bra.

»parabola alatti tartomanynak” mi lehet a teriilete.
Osszuk fel a [0, 1] intervallumot n egyenls részre. Az osztopontok zg =0, z1 =
Lomy=2 ... =" Legyen S, :=+ - (£)2+ L. (224 ...+ 1. (2)", azaz

olyan téglalapok teriiletének az Osszege, amelyeknek az alapja %, a magassaga
pedig az id? fiiggvény osztépontokban vett fiiggvényértéke (8.1. abra).

Sy egy ,Jlépcsésidom” teriilete. Ha noveljilkk az n osztépontszémot, akkor a
lépessidomok egyre jobban illeszkednek a H halmazhoz, igy elvarhato, hogy az
(S») sorozat hatarértéke éppen a H halmaz teriilete legyen. Felhasznalva, hogy
minden k € Nesetén 12 4+ 22+ ... + k2 = %(%H)

?

1 1 1(2n+1
n3 n3 6
o m%243n+1 . 2+34 L 1
= lim————— = lim —2% 1" —
6n? 6 3

Legyen tehat a H halmaz teriilete %
Ezt a gondolatmenetet altalanositjuk.
Legyen f : [a,b] — R fliggvény.
Legyen

T:={Z0, 21, T2, ..., Ti—1,Tiy...,Tn} C [a,b],

ahol
a=r9< 1 <2< ...<zi 1<, <...<xp,=0b

az [a,b] intervallum egy felosztasa.
Minden [x;_1,;] intervallumban vegylink fel egy & pontot (i = 1,2,...,n.)
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Készitsiik el az f fiiggvény 7 felosztashoz tartozo kézelits Gsszegét:
o(7) = f(&)(@1—zo)+ [ (&) (@2—z1)+. . .4 f (&) (@n—2pn-1) Z f&) (@i—wio1).

(Ez a o(7) felel meg a bevezets példa S, 1épcessidom teriiletének, ott a & pon-
tot mindig az intervallum jobb szélén vettiik.)

Akkor mondjuk a fliggvényt integralhatonak, ha a o(7) kozelité osszegek ,fi-
nomodd” felosztésok soran tetszélegesen kozel keriilnek egy szamhoz. Pontosab-
ban:

8.1. Definici6. Azt mondjuk, hogy az f : [a,b] — R fiiggvény integralhaté az
[a,b] intervallumon, ha van olyan I € R szdm, hogy bdrmilyen € > 0 hibako-
rldthoz van olyan § > 0, hogy az [a,b] intervallum minden olyan 7 felosztdsdra,
amelyben

max{x; —z;—1 |i=1,2,...,n} <§

és a T felosztdshoz tartozd [x,—1, x;) intervallumokban vett tetszéleges &; € [x;-1, 2]
pontok esetén a o(1) = > 1, f(&) (@i — xi-1) kizelitd dsszegre

lo(T) —I| < e.

Ha f integrdlhatd az [a, b] intervallumon, akkor ezt f € R[a,b] jelolje (Riemann
tiszteletére, aki az integrdlt ilyen mddon bevezette), és legyen

/abf::I.

(integrdl a-tdl b-ig”). Tovdbbd ekkor azt mondjuk, hogy a

H:={(z,y) |z €la,b], y € [0, f(x)], ha f(x) =0, vagy y € [f(2),0], ha f(z) <0,}

halmaznak (,gorbe alatti tartomdny”) van eldjeles terilete, és ez a teriilet az
I € R szdam.

Roviden tugy szoktak hivatkozni erre a fogalomra, hogy bevezetve a Azx; :=
x; — x;—1 jelolést,

lim > f(&)Aw; =T

Axz; —0

' b
Jim S f©)80 = [ j(oa

(Erdemes nyomon kévetni a szimbélumok metamorfozisat!)
Koénnyt latni, hogy ha f : [a,b] — R, f(z) = ¢ egy konstans fliggvény, akkor

vagy

hm Zf (&)Ax; = hm Z i —Ti—1) =c(b—a),

amint ezt a szemlélet alapjan is vartuk, tehat f € R[a,b] és fab f=clb—a).
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8.2. 4bra.

8.1.2. A Riemann-integral és a miiveletek kapcsolata

Belathato, hogy ha f € Cla,b], akkor f € R[a,b]. A szemléletbdl is kovetkezik,
hogy ha f € Rla,b] és f € R[b, ], akkor f € RJa,c], s&t

/abef/bcf: /:f (8.2. 4bra).

Mar nem olyan nyilvanvald, de igazolhaté, hogy

8.1. Tétel. Ha f € Rla,b] és A € R, akkor A\f € R[a,b], és

b b
/ A = A / f.
8.2. Tétel. Ha f,g € Rla,b], akkor f + g € R|a,b], é
[ e[+
8.3. Tétel. Ha f,g € Rla,b], és f(x) > g(x) minden x € [a,b] esetén, akkor
b b

/ [z / g

Az ut6bbi tétel fontos kivetkezménye, hogy ha f € Rla,b], akkor |f| € R[a, b],

és

—If1 < fF<If

/ablflé/;fé/ablf

miatt
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8.3. abra.

/abf </abf|-

8.1.3. Newton—Leibniz-formula

kovetkezik, igy

Szemléletesen jol lathato, hogy
8.4. Tétel. Ha f € Cla,b], akkor van olyan c € [a,b], hogy

b
/ f=7f()-(b—a) (8.8. dbra).

b
Az {“_ (J: szamot az f integralkdzepének nevezik. Ez a véges sok szam atlaga-
nak az egyik altalanositasa. (A tétel szerint az integralkozép egy fliggvényérték.)
Az eddigi allitasok valoban szemléletesek, de az integral kiszamitasanak kényelmes
modszerével még adésak vagyunk.

Az egyszeriiség kedvéért legyen f € Cla,b]. Vezessiikbea T : [a,b] — R, T(z) :=
[ f teriiletfiiggvényt (8.4. dbra).

Legyen « € (a,b) egy tetszsleges pont, és vizsgaljuk meg az = € (a,b), z # «

esetén a
T(z) —T()

r—a«
kiilonbségi hanyadost.
T)-T() _ Jif-J0f_ 1 [ 1= r0e - = e

r—« r—« r—« r—«
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PR

T(x)

8.4. abra.

ahol ¢ € [a, 2] (8.5. &bra). Ebbdl kihasznalva, hogy f € Cla] is,

ti HE=T = i 0= 1)
masrészt
lim w = T’(oz).
T—a T—

Tehat a T teriiletfliggvény olyan, hogy a derivaltja az f. Mivel T'(a) = 0 és
T(b) = f; f, ezért

b
[ r=10)-100).
Eljutottunk (meglehetdsen heurisztikus aton) egy nevezetes eredményhez.

8.5. Tétel. (Newton-Leibniz-formula)
Ha f € Cla,b], és T olyan figguény, hogy T' = f, akkor

b
/ f=T0) - T(a).

Példaul ha f : [0,1] — R, f(z) = 9;2, akkor ilyen T fiiggvénynek alkalmas a
T:00,1] =R, T(z):= “"—; (hiszen (%3)’ = z?%), igy

! 30 1
Af=ﬂn—ﬂ®=§—§=?

ami Osszhangban van a bevezets példaban kapott eredménnyel.
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T(a)

8.5. abra.

8.1.4. Primitiv fiiggvény

A primitiv fliggvény bizonyos értelemben a derivélas inverze.

8.2. Definicié. Legyen I C R nyilt intervallum és f : I - R. Az F: I — R
differencidlhaté fiiggvény primitiv fiiggvénye az f-nek, ha F' = f.

Ha F és G primitiv fiiggvénye f-nek, akkor F' = fés G' = f,igy (F—G)' =0,
de egy intervallumon a fiiggvény derivaltja csak akkor 0, ha a fiiggvény konstans.
Tehét 1étezik olyan ¢ € R, hogy F'—G = ¢, azaz egy fiiggvény primitiv fliggvényei
legfeljebb konstansban kiilonb6znek egymastol (a T teriiletfiiggvény is csak egy
konstansban kiilénbozhet barmely mas primitiv fiiggvénytsl).

Végteleniil leegyszeriis6dott az integral kiszamitasa, hiszen csupén az f egy
primitiv fiiggvényét kell megkeresni. Ha ez F| akkor a hagyomanyos irdsmod
szerint

b
/ f(@)dz = [F)P,

ahol [F(2)]2 := F(b) — F(a).
Példaul a [ sinzdz kiszamitasahoz az F(x) := — cosz alkalmas primitiv fiig-
gvény ((—cosz) =sinx), igy

/ sinzdx = [—cosz]f =1—(-1) =2.
0

Allapodjunk meg abban, hogy az f egy primitiv fiiggvényét F helyett [ £, il-
letve F(z) helyett [ f(xz)dz jeldlje. A primitiv fliggvény keresése a derivalas
snverze”. Néhany egyszert modszer primitiv fliggvény keresésére (derivalassal
ellendrizhetd!):
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IXf=Xx[F [U+9)=[f+]9
[fg=1fg— [ fg (parcialis integralas elve)

Joo ¢ =%, haa# -1

f% =Inog, ha ¢(z) >0 (z € I)

Ha [ f(z)dz = F(z), akkor [ f(azx +b) = 1F(ax +b).

([flop=[(fog-¢') (helyettesitéses integral)

A derivilasi ,szabalyok” megforditasabol kapjuk az alabbi integraltablizatot.

xu+1

[ardr =55 (ot 1)

fidz=Inz, haz>0,¢és [tdz =In(—z), haxz <0

[ e*da = e”, Ja*dz = %

[sinzdz = — cos z, [ coszdr = sinx

[ = = tegw, [ 55 = —ctgz

[ shzdx = chz, [ chadz = shz

[ 5z de = arctg, S/ \/1177d.r = arcsinz, z € (—1,1)
fﬁdx = arshz, i \/ﬁdx = archz, z € (1,+00)

8.1.5. Az integral alkalmazasai

1. Ha f,g € RJa,b], és minden x € [a,b] esetén f(z) > g(z), akkor a

H = {(z,9) |« € [a,] és g(x) <y < f()}

halmaz teriiletét a

T—/abf—/abg—/abw—g) (—/:f(fv)—g(x)dx>

képlettel szamitjuk ki (8.6. &bra). (Az f és g nem feltétleniil nemnegativ
fiiggvények!)

A geometriabdl tudjuk, hogy a, b, m éld tégla térfogata V = ab-m. Ezt &l-
talanositva, egy T alapteriilet(i és m magassagi hasab térfogata V =T -m.

Most vegyiink egy H térbeli alakzatot (pl. egy krumplit). A koordinata-
rendszer x tengelyére merdSlegesen készitsiik el a H Osszes sikmetszetét.
(A krumplinél egy rajta atszurt kotStd jatszhatja az x tengely szerepét.
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S

8.6. abra.
Erre mer6legesen szeleteliink.) Tegyiik fel, hogy az x-nél keletkezett S(x)
sikmetszetnek van teriilete, és az a fiiggvény, amely
S :la,b] = R, z+— S(z),
folytonos az [a,b] intervallumon (ha z’ és z” kozel van, akkor S(z') és
S(x") is kozeliek) (8.7. &bra).
Osszuk fel az [a, b] intervallumot:

Tia=20< 01 <T9<...<xi_1<x;<...<T, =0,

és vegyiink fel tetszélegesen &; € [z;_1, 2;] pontokat (i = 1,2,...,n) (8.8.
abra).

8.7. abra.
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ANANAY
VAVAY

8.8. abra.

vl

Az S(&;)(z;—x;—1) egy olyan hasabnak a térfogata, amelynek ,alapteriilete
S (&), a magassaga pedig (v;—x;—1). Ezeket Osszegezve egy kozelitGosszeget
kapunk:

> S (&) (@i — i),

i=1

Finomitva az [a, b] intervallum felosztasat, a kozelitGosszegeknek lesz hatarértéke
(S € Cla,b], ezért S € Rla,b]), ez lesz a test térfogata:

b
V= lim Y S(&)(wi— i) = / S(x)dz.

3?7,—1'1',71—>0
Kiilondsen egyszeriivé valik a térfogat kiszamitasa, ha egy f : [a,b] —
R, f € Cla,b], f(z) > 0 (z € [a,b]) fliggvény ,x tengely koriili meg-

forgatasaval” szarmaztatott a H ,forgastest” (8.9. abra). Ekkor az S(x)
sikmetszet teriilete egy kor teriilete:

S(z) = mf*(x),
fgy ,
V:/ 7 f2(z)d.

Konnyen lathaté a Cavalieri-elv is, amely szerint ha két testnek egy
sikkal parhuzamos 8sszes sikmetszete paronként egyenld (minden z-re Sy (z) =
Sa(x)), ahol az z tengely a sikra merdleges egyenes), és az igy nyert Sy
és S, fuggvények folytonosak, akkor a két test térfogata is egyenld, hiszen
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8.9. abra.

/ab Si(z)dzr = /ab Sa(x)dx.

3. Legyen f : [a,b] — R folytonosan derivalhato fliggvény. A

H:={(z, f(z) | z € [a,b])}

halmazt az f grafikonjanak is szoktdk nevezni. Szeretnénk ennek az
ivhosszat is kiszamitani. Ismét osszuk fel az [a, b] intervallumot:

Sl = SQ miatt

Tira=20< X1 <To<..<pp 1<z <...<xy =0

Az (zi—1, f(xi-1)) és az (x4, f(x;)) pontot Osszekdtd szakasz hossza (8.10.
abra)

= Ve =P+ (@) — fla)) = <xi—xi1>\/ ve[fe]

T — Tj—1

A Lagrange-kozépértéktétel szerint van olyan & € (z;—1,x;), amelyre

fx) = f(wic1) = (&) - (i — xi—1), ezért
li= (i —zi—1)V/ 1+ [f(&)]%

Lathato, hogy az f grafikonjdhoz kozel es6 téréttvonal hossza

S 1= VI FER (s — wim),
=1 =1
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f/’\

| (T

-0

a X1 X b
8.10. abra.
amely a ¢ : [a,b0] — R o(z) := /14 [f'(z)]? figgvénynek egy inte-

gralkozelit6 Osszege. Tehat az f graﬁkon_]anak ivhossza

b
1) =, m S VIF @R - o) = [ VIT @k
zr;—x;—1—0 a

Ha f : [a,b] — R, f(x) > 0 (x € [a,b]) folytonosan derivalhato fiig-
gvény, akkor az f grafikonjanak z tengely koriili megforgatasaval keletkezd
forgéstest palastjanak felszine hasonlé meggondolassal adodik:

P(f) = /a%f DVI+ [ @)Pda.

Ismert, hogy egy tomegpontrendszer tomegkdzéppontjahoz vezetd vektort

az
_omary + mory + ...+ mpr,

my+me+...+my,
adja, ahol m; az i-edik témegpont tomege, r; pedig egy régzitett pontbodl a
témegponthoz vezetd helyvektor (8.11. abra) Legyen f € R[a,b], f(z) >
0, z € [a,b], és

—S

H = {(mvy) | x € [avb]v y e [O,f((L')]}

egy homogén, p stirségi lemez (8.12. abra).

A lemez tomegkozéppontjanak meghatarozasahoz osszuk fel az [a,b] in-
tervallumot.

Tia=20< 01 <To<...<xj_1<x;<...<xT, =0.
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8.11. abra.

K & X

8.12. abra.
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Ag = % (i=1,2,...,n) pontokat valasztva az [x,_1,x;] X [0, f(&)]

téglalap tomegkozépponjahoz vezetd helyvektor

v <€¢, f(2§v:)> ’

és a téglalapot helyettesitd tomegpont tomege

m; = pf(&)(xi — zi—1).

A tomegkozéppont elsé koordinatajanak kozelitGértéke

mi&r+mo&a + ...+ mpbn D pf(&) - &ilw — 1)

mit+ma+.Ame Y pf (&) (@i — @isa)

a méasodik koordinata kozelitGértéke pedig

my f(gl) + Moy f(gz) + ... ernf(gn) B %Z?:l pr(&)(x7 . $i—1)
mi1+mo+...+my Z:L:l pf(fz)(l‘l — $i—1)

Lathato, hogy mindkét kifejezés integralkozelits dsszegeket tartalmaz, ezért
nem meglepd, hogy a lemez tomegkodzéppontjahoz vezetd r, = (s, ys)
vektor a kovetkezd lesz:

B fabxf(:zc)da: B %ff fQ(x)dx.

e f: f(z)dx e f: f(x)dx

Az O pont korill forgd m tomegid tomegpont tehetetlenségi nyomatéka
© = ml?, ahol | a tomegpont O-t6l mért tévolsdga (8.13. abra).

Ha egy L hosszusaga és M témegd rad a rid egyik végéhez rogzitett,
ra merdleges tengely koriil forog, akkor a radnak a tengelyre vonatkozo
tehetetlenségi nyomatékat ki tudjuk szamitani. Osszuk fel a [0, L] inter-
vallumot:

T 0= <1 <2< ...<xi1<x; <...<zp, = L.

Az [x;_1,z;] raddarab témege

M

- (Iz - Ii—1)7

L

a forgastengelytsl mért tavolsaganak a
§i =
is valaszthato, igy ennek a darabnak a tehetetlenségi nyomatéka

M

7 - (@i - zi)€
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8.13. abra.

Az egyes részek tehetetlenségi nyomatékainak 6sszege az egész rud tehetetlen-

ségi nyomatékinak kozelits értéke

n

> %&2(% — Ti-1).

i=1
Lathato, hogy ez alapjan a rad tehetetlenségi nyomatéka

n

M LM
= lim ngf(zﬁxi_l):/ fz2dx,
JO

Ti—xi—1—0

amely a Newton—Leibniz-formula szerint

L 37L 3
M, Mz ML® 1.,
= || = = CML
/0 L [L 3}0 L3 3 7
tehat © = M L2,

Ez a néhany gondolatmenet bemutatta, hogy szertedgazd problémak hogyan
vezethetSk vissza integralra.

Még egy jelentds alkalmazast vazolunk.

8.1.6. Fourier-sor

Legyen f:R — R 27 szerint periodikus fiiggvény. (Ha p > 0 szerint periodikus
az [ fliggvény, akkor egy egyszerd transzformacioval (z := 2?’Tt) 21 szerint pe-
riodikus fiiggvénnyé lehet alakitani.) Az f fliggvényt szeretnénk a jol ismert
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cosonid (n = 0,1,2,...) és sinonid (n = 0,1,2,...) fiiggvények ,Osszegeként”
elgallitani, azaz megadni olyan ag,a1,a2,..., Gn,... s b1,ba, ..., by,... szam-
sorozatot, amelyre minden x € R esetén

fx) = %—i—al cos r+by sin x+ag cos 2u+by sin 22+ . .+a,, cosnz+b, sinnx+. ..

(8.1)
Nem nyilvanval6, hogy milyen f fiiggvény esetén lehetséges ez, és ha el is jutunk
egy (ay) és (by,) sorozathoz, akkor a jobb oldali 6sszeg valoban visszaadja-e az f
fliggvényt. Most csak formalisan okoskodva induljunk ki abbol, hogy f € C(R),
és el6all minden x € R esetén

o0
ap .
5 + E a, cosnx + b, sinnx
n=1
végtelen sor Osszegeként.

1. Integraljuk az (8.1) egyenldséget (—m)-t6l w-ig, feltéve, hogy az Gsszeg
tagonként integralhato:

us

f(ac)d:c:/ %dx—i—Zan/ cosmcdac—i—bn/ sin naxdx.
- - n=1 /-7

™ —T

Az
/ @dx: @271',/ cosnxdxr = SNy :0,/ sinnzdx = —cosny =0,
2 2 r no|__ . n o
ezért
L[ pa
ag = — x)dzx.
07 7

—T

2. Legyen k € N egy rogzitett index. Szorozzuk meg az (8.1) egyenlGséget
(cos kx)-szel, és integraljuk (—m)-t8l m-ig:

f(x) coskxdx = %/ cos kxdz +

™

oo T
g an / cos nx cos kxdx + b, / sin nz cos kxdx.
n=1 -

—T

Trigonometrikus formulak szerint n # k esetén

s s 1
/ cosnx cos kxdx = / §(cos(n + k)x + cos(n — k)x)dz =

—T —T

_ % ({singln —:-kk)x]’: -+ {sinin_—kk)x}i W) o
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az n = k esetén pedig

g T 1+ cos2kx 1 sin 2kx 1™
2 . — — — R =
/ cos® kxdx = / 5 dx [235 + e } B .

—T —T

Hasonl6 szamolassal

/ sin nx cos kxdx = 0.

Tehat a végtelen sor tagjai egyetlen kivétellel nulldk, igy

1 ™
ap = — f(x) cos kxdx.
T —T
Ha az (8.1) egyenldséget (sin kz)-szel szorozzuk végig, és integralunk (—)-
t6l m-ig, akkor ugyanilyen szamolassal adodik, hogy
1

b, = — f(z)sin kzxdz.
™ —T

3. Az f folytonos fiiggvény esetén nyert

ag = 1 f(z)dx, ap = 1 f(x) coskxdx, b = 1 f(x) sin kadz,
T T T

k =1,2,... szamokat az f Fourier-egyiitthatdinak nevezziik. Igazol-

haté, hogy (nagyon kivételes, a gyakorlatban elképzelhetetlen fiiggvények-

t6l eltekintve) f el§ is all az ezekkel az egylitthatokkal képezett Fourier-

sor Osszegeként:

f(z) = % + Zak coskx + by sinkx (x € R).
k=1

Ez a modszer rezgések, hullamok vizsgalatdban gyakran hasznalhato.

8.1.7. Az improprius integral

Eddig csak [a,b] zart, korlatos intervallumon vizsgaltuk és szamoltuk az inte-
gralhatosagot és az integralt. Kiterjesztjiik fogalmainkat.

8.3. Definici6. Legyen f : [a,+00) — R olyan figgvény, amelyre Vw € R, w >
a esetén f € Rla,w]. Azt mondjuk, hogy f improprius integralja konver-
gens az [a, +00) intervallumon, ha

Ellim/ feR

w—00

hatdrérték. Ezt f € Rla,+0) jelslje. Ha f € R[a,+00), akkor

400 w

f:= lim I

w—00
a
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Ha nem létezik lim,_ ff f, vagy létezik, de nem véges, akkor azt mondjuk,
hogy divergens az f improprius integrdlja.

Példaul

“+o00 w w
1 1 1 1
/ —dzr = lim / —dr = lim [} = lim ( + 1) =1,
J1 T w—oo [ T w—00 xX 1 w—00 w

tehat id =2 € R[1, +o0).
A

w

lim —dz = lim [Inz]® = lim lnw = +oo,

ezért id™! ¢ RJ[1,+00), vagy az id~' improprius integralja divergens.

Masféle kiterjesztéssel is foglalkozunk.
8.4. Definici6. Legyen [ : (a,b] — R olyan figgvény, amelyre Vu € (a,b)
esetén f € R[u,b]. Azt mondjuk, hogy f € R[a,b], ha

b
Jlim [ feR

p—a f,
Ekkor
b b
/ f:=lim f
a H=a J,
Ha nem létezik a lim,_., f; f, vagy létezik, de nem véges, akkor divergensnek
nevezziik az [ integrdljat az [a,b] intervallumon. (Ez a helyzet még korldtos

fligguények esetén is eldfordul, de leggyakrabban nem korldtos fiiggvények az dl-
dozatok.)

Peldaul

1 1
1 1
—dz =lim | —=dz = lim[2vz]} = lim 2 — 2/p = 2,
/O' \/E =0 B \/E “_)0[ f],u 10 \/ﬁ

tehat id~2 € R[0, 1.

1 1
1 1
/ —dz = lim / —dz = lim[Inz], = lim(In1 — In x) = +o0,
0 M

€T pn—0 €T pn—0 H pn—0

tehat id ! integralja divergens a [0, 1] intervallumon is.
Az egyik legfontosabb eredmény az improprius integralok kérében, hogy

/ e~ dg = ﬁ
0 2

Ennek kovetkezmeénye (a fogalmak tovabbi bévitésével), hogy ham € Résd > 0,
akkor

too (z—m)2
/ e 22 dx = V27mo,

— 00

ami a valdszintiségszamitasban jatszik fontos szerepet.
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8.2. Feladatok

1. Ellendrizziik a primitiv fiiggvény keresési eljarasokat!
Megoldds: Ha o # —1, akkor

¢a+1 a+1

a’) (a+1 )/ - %4_1 ( )Qsa d)/ ezért f¢a QS/ = a—i—l
b) (fg=[fg)=Ffg+fg—Ffg =fgewrt [f-g9=Ffg=—[Ffd
(parcialis integralas elve)

¢) ([ fop-¢') = fop-¢', mésrészt (([ o) = fop-¢'. Mivel mindkét
fliggvény derivaltja egy intervallumon megegyezik, ezért a fiiggvények

legfeljebb egy konstansban térhetnek el, igy ([ f)o¢p = [(fo ¢ ¢')
(helyettesitéses integral)

2. Keressiik meg:

[sin®zcoszdr =?  [tgrcos®zdr =? [ e =

[ 5 de =7 [ tgrdx =7 I %dx =7

Jeos(baz — 1)z =? [ Hmde =7 | #mede =7
3. Parcialis integralassal keressiik meg

[ ze**dx =7 [ x?e**dx =7 [ €** sin 3zdx =?

[ e** cosbrdx =7 [Inzdz =7 [V1—a2dx =7
Megoldas:

/mdx:/l.mdx:xm_/x
eI —a? -

T dr=
V1— a2
=xv1—22— /\/1—:102
V1-— 12
=xzy1—2a%— / V1 — z2dx + arcsinz.
Ebbsl 2 [V1— 22dx = 2v/1 — 22 + arcsinz, igy
1
/ V1-—2z2dx = §($ 1 — 22 + arcsinz).

[ =

4. Az f:[0,7] = R, f(z):= vr? — 22 fliggvény grafikonja egy origd kozép-
pontu r sugart negyedkér. Szamoljuk ki a kor teriiletét, keriiletét, az r
sugard gomb térfogatat, felszinét.

5. Legyen a > 0. Szamolja ki a ch), . fiiggvény gorbe alatti teriiletét és
ivhosszét.
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8.14. abra.

6. Hol van a stulypontja az r sugart homogén félkérlapnak?

7. Legyen f : R — R, f(z) := 2%, ha x € [-7,7], és minden z € R esetén
flx+2m) = f(z —2m) =: f(x) (8.14. abra).

a) Allitsa el6 az f Fourier-egyiitthatoit!
b) Irja fel f Fourier-sorat!

c) Mit ad ez a Fourier-sor z := 0, x := 7 esetén?

8. Szamoljuk ki az

/ idac =7 (a>1) / e dt =7 (a >0)
1 0

thtCK
improprius integralokat!
9. A gamma-fiiggvény.
Legyen I' : [0,00) — R, I'(a) := [~ t*e~'dt. Mutassuk meg, hogy
I'0) =1T(1) =1, és barmely a > 0 esetén I'(aw + 1) = (a + 1)['(«).

Megoldds: T'(0) = [;* e~tdt = [e~*]5° = 1 (Itt roviditettiink: limy, .oole~]§
helyett [e~!]5° all.)

MNa+1)= / totleTtdt = [—e T —/ —e Ha+1)t*dt =
0 0

=0+ (a+1) /OC t*etdt = (a+ 1)[(a).
0
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B = 0t o) =1
r@) =(1+1)01)=2-1=2
I(3) = (2+ 1)I(2) =3-2! = 3!

F(n) =n! (né€N)

Kiszamithato — kozelitSleg — a I'(a), o ¢ N esetén is.

10. Szamolja ki a sinlz[0 o] integralkozepét!
Megoldas:
2 1 [?™1—cos2x

— sin xdex = — ———dx =
27T 0 27T 0 2

2 . 217 s 1
A sin integrélkozepe 5.

8.3. Integralszamitas

8.3.1. Az integral fogalma

2T

1 {1 sinzxr"
X
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Az integralhatosag fogalmanak kiépitésében Darboux gondolatmenetét hasznaljuk.

Legyen f : [a,b] — R korlatos fiiggvény. Legyen 7 = {x, ..

halmaz, melynek elemeire

a=Tg<T1 <2< ...<x1<x; <...<xp =0

T az [a, b] intervallum egy felosztasa.

Fla,b] := {7 | 7 felosztéasa az [a, b] intervallumnak}.

Legyen 7 € Fla,b], és legyenek

S Tnt Cla,b] véges

m; =1nf{f(z) | zio1 <z <mx}, M :=sup{f(z) | zim1 <x <z}, i=12,...,n.

Legyen a 7 felosztashoz tartozo alsé- ill. felsG6sszeg az

s(1) = Zmz(mz —xi—q) és  S(71):=
i=1 :

8.6. Tétel.
a) V7 € Fla,b] esetén s(1) < S(1),
b) V1,0 € Fla,b] esetén s(1) < S(0).

Bizonyitas.

a)m; < M;, i=1,2,....,n,igy s(t) < S(7).
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b) Legyen 7 € Fla,b], és az [xp_1, 2] intervallumban vegyiink fel egy
osztopontot: zp_1 < T < Ty
Ha m/ = inf{f(x) | zk—1 < 2 < 7T} és m” = inf{f(z) | T < = < x4},
akkor m/,m" > my,. Ezért
s(1) = Zmz(acl —xic1) <my(zy —x0) + ...+ M (T —2p_1) +

i=1

+m" (zp —T) + ... + mp(xn — 2n_1) = s(T U{T}).

Hasonl6 hatasa van az T beiktatasanak a felsGGsszegre:

S(t) > S(ru{z}).

Lépésenként végiggondolva igaz, hogy
s(1) <s(tUo) < S(tUo) < S(o).
Ennek a tételnek a kévetkezménye, hogy az
{s(17) € R| T € Fla,b]} halmaz feliilrs] korlatos
(példaul az S({a,b}) egy felss korlatja), ezért
dsup{s(r) | T € Fla,b]} =: I,

és az
{S(1) e R| T € Fla,b]} halmaz alulrél korlatos

(példaul az s({a,b})) egy also korlatja), ezért

Iinf{S(7) | 7 € Fla,b]} =: I".
8.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy f (Darbouz-)integrdlhatd, ha I, = I*. Ha
f integrdlhato, akkor jab fi=1 =1

Megmutathaté, hogy a részben bemutatott Riemann-integralhatésag ekvi-
valens a Darboux-integralhatésaggal, ezért jelolésben sem tesziink kiilonbséget
kozottiik. Ha f (Darboux-)integralhaté, akkor ezt f € R[a,b] jelolje.

8.3.2. Az integrilhatosag feltételei

8.7. Tétel. (Riemann-tétel)
f € Rla,b] <= Ve >0 37 € Fla,b] : S(7) — s(7) < e.

Bizonyitas.(=) Legyen ¢ > 0. Mivel I* a felsGosszegek infimuma, ezért az
5 > 0 szamhoz 37y € F'[a, b], hogy

I+ % > S(m).
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I,-€/2 1=l I"+e/2
{ I I | I I \
( t T t t

s(t)) s(1) S() S(t,)

8.15. abra.

Mivel I, az als6Gsszegek szuprémuma, ezért az § > 0 szamhoz 3o € Fla, b,

hogy
13

s(re) > I, — 3

Mivel I, = I*, ezért a 7 := 71 U 79 € F[a, b] felosztasra
S(r) —s(r) < 8(11) — s(m2) < e. (8.15. abra)

(<) Nyilvan V7 € Fla,b] esetén I* < S(7) és I, > s(7), ezért a feltétel szerint
Ve > 0 esetén 37 € Fla,b], hogy 0 < I* — I, < S(7) — s(7)<e <= I, =1T".
(Az alahuzottak szerint ha egy nemnegativ szam barmely pozitiv szamnal kisebb,
akkor az csak O lehet.)

8.8. Tétel. Ha f : [a,b] — R monoton, akkor f € Rla,b].

Bizonyitas.Legyen f monoton névekedd (ne legyen konstans, mert ennek inte-
gralhatosagat mar megmutattuk). Igy f(a) < f(b).
Legyen e > 0 tetszoleges. Legyen 7 € Fla, b] olyan felosztas, amelyben

max{z; —x;—1|i=1,2,...,n} < = @)
Ekkor M; < f(z;) és m; > f(x;—1), i =1,2,...,n, igy
() = slr) = SOy = mi) o = )< Y1 0) = S @) Ty
c 3 o) — fa Tn) — [(Tn_1)) =
*m(f(%)—f(xo)'i‘f(lz) f(@1) + ...+ flzn) — f@a-1)) =&,

tehat a Riemann-tétel szerint f € R[a, b].

8.9. Tétel. f € Cla,b] = f € Rla,b].
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Bizonyitas.Legyen € > 0 tetsz6leges. A Heine-tétel szerint az [a, b] intervallu-
mon folytonos f fiiggvény egyenletesen folytonos az [a, b]-n, ezért az = > 0
szamhoz 36 > 0 Vz/, 2" € [a,b], |2' —2"| < 0 esetén |f(z') — f(z")] < e/(b—a).
Legyen 7 € Fla,b] olyan, hogy max{z; — z;—1 | i = 1,2,...,n} < ¢. Ekkor
Vi=1,2,...,n esetén Vo' a” € [x;, x;—1] miatt

ezért

Tekintsiik a

S(r) — s(r) = Z(Mi — ) (@ — wi1)< S (zi—wi) =e,

b—a
=1
igy f € Rla,b).
Megjegyezzilk, hogy f € Rla,b] %= f € C|[a,b]. Példaul az
1, haO0<zx<1
f:00,2] =R, f(z):=< 2, haz=1
3, hal<z<?2

monoton névekedd a [0,2] intervallumon, ezért integralhato, de f ¢ C[1]. Ttt
jegyezziik meg azt is, hogy van nem integralhaté fliggvény is. Tekintsiik a
Dirichlet-fiiggvény d,, ,, leszikitését. A dj,, ¢ R[0,1], mert az € := $1>0
szémhoz V7 € F[0,1] esetén m; = 0 és M; = 1, igy S(7) — s(r) = Y1, (1 —
0)({E2 — l'i,1) =1>e.

8.3.3. Miiveletek és az integral kapcsolata

Allapodjunk meg abban, hogy f € Rla,b] esetén

[re-fr

Néhany egyszertien igazolhatd, de hosszadalmas szamolast igényls tételt csak
kimondunk:

8.10. Tétel. Legyen I C R intervallum, és a,b,c € I. Ha f € Rla,b] és f €

R[b, c], akkor f € Rla,c|, és
/acf/abf+/bcf.

8.11. Tétel. Ha f € Rla,b] és A € R, akkor \f € RJa,b], és

/abxfzx/abf.



8.3. INTEGRALSZAMITAS 133

8.12. Tétel. Ha f,g € Rla,b|, akkor f + g € R[a,b], és

b b b
/f+g=/ f+/ g-
8.13. Tétel. Ha f,g € Rla,b|, akkor fg € R[a,b].

(Ne keressiik az ff fg eléallitasat, altalanos képlet nincs!)

8.14. Tétel. Ha g € R|a,b], és c > 0, hogy Vzx € [a,b] esetén |g(x)| > ¢, akkor
1
g S R[a, b}

(Itt nem elég, hogy g(x) # 0 Va € [a, ] esetén!)
8.15. Tétel. Ha f € R|a,b], akkor |f| € R|a,b].

8.16. Tétel. Ha ¢ € Rla,b], ¢(z) >0 (x € [a,b]), akkor [* ¢ > 0.
Bizonyitas.Vr € Fla,b] esetén m;, M; > 0, ezért
s(r) =Y _mi(wi —xi1) 20, S(r) =Y Mz —i1) >0,
és ezekkel egyiitt
I, =sup{s(7) | 7 € Fla,b]} >0, I*=inf{S(7) |7 € Fla,b]} > 0.
Mivel ¢ € R[a,b], ezért [* ¢ =1, = I* > 0.

8.17. Tétel. Ha f,g € Rla,b], és Vo € [a,b] esetén f(x) > g(x) akkor f;f >
J2 9.

Bizonyitas.Legyen ¢ := f — g. ¢ € Rla,b], ¢(x) >0 (x € [a,b]), ezért

Oé/abqb:/abf—g:/abf—/abg,

amibdl fabf > f; g.
8.18. Tétel. Ha f € Rla,b], akkor | [* f| < [V |f].

Bizonyitas.Vz € [a, b] esetén
=[f(@)] < f(z) < |f(=)],

ezért (|f| € R[a,b] miatt)
b b b
[ s [ [

/:f s/abﬂ-

de akkor
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8.3.4. Primitiv fiiggvény és a Newton—Leibniz-formula

8.19. Tétel. Ha f € Cla,b], akkor c € [a,b], hogy fabf = f(c)- (b—a).

Bizonyitas.A Weierstrass-tétel miatt 3o, 3 € [a, b], amelyre Vz € [a, D] esetén

m = f(a) < f(z) < £(B) = M.

m(b—a):/abm</abf</abM:M(b—a),

1 b
m < /ng
b—a [/,

A Bolzano-tétel szerint az f € Cla

M kozott is minden értéket, igy az
Jc € [a, b], amelyre

Ezért

AZaZ

,b] fliggvény két fiiggvényérték, igy m és
- f:f szamot is valahol felveszi, azaz

o= 1

Megjegyezziik, hogy a 37— - f: f az f € Cla,b] fliggvény integralkézepe.

8.6. Definicié. Legyen I C R nyilt intervallum, f : I — R. Azt mondjuk, hogy
F:I— R, Fe D() primitiv fiiggvénye az f fiigguvénynek, ha Vx € I esetén
Fl(z) = f(x).

8.20. Tétel. Ha F és G primitiv figguénye f-nek, akkor 3c € R, hogy Vo € I
esetén F(x) = G(z) +c.

Bizonyitas.F' = f és G' = f, ezért (F — G) = 0 az I intervallumon. Ha
egy intervallumon egy fliggvény derivaltja 0, akkor ez a fiiggvény konstans, azaz
Jde € R, hogy Vx € I esetén F(x) — G(z) = c.

Az integralt és a primitiv fliggvényt kapcsolja Gssze a

8.21. Tétel. (Newton—Leibniz-formula)
Legyen f € Rla,b]. Tegyiik fel, hogy f-nek van F primitiv fiiggvénye. Ekkor

b
/ f=F(@®)— F(a).
Bizonyitas.Legyen 7 € Fla, b] tetsz6leges. Ekkor
F(b) — F(a) = F(z1) — F(zo) + F(z2) — F(z1) + ...+ F(zy) — F(zp_1).

A Lagrange-kozépértéktétel szerint 3¢; € (z;-1,x;), hogy

F(x;) = F(xio1) = F'(&)(zi —wi1) = f(&) (@ — 1), (i=1,2,...,n).
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Ezzel

F(b) = F(a) = f(&)(z1 — 20) + f(§2)(x2 — 21) + ... + f(&n) (@0 — Tn—1).
Mivel m; < f(&) < M; (i=1,2,...,n), ezért
ml(Il_xO)+- . ~+mn(In_In—1) S F(b)_F(a) S Ml(x1_$0)+- . -+Mn(xn_zn—1)7

azZazZ
s(1) < F(b) = F(a) < 5(7)

Mivel V7 € Fla, b] felosztasra igaz ez az egyenlGtlenség, azért
I. <F@)—F(a) < I*

is igaz. Az f € Rla,b], igy I. = I*, amibdl kovetkezik, hogy
b
Fb)—F(a)=I.=1" :/ 7

Megjegyezziik, hogy van olyan f € R[a,b], amelynek nincs primitiv fiig-
gvénye (példaul az

1, haz<z<l1
f:00,2] = R, f(z):==< 2, hax=1
3, hal<z<2

a derivaltrol szolo Darboux-tétel miatt). Van olyan példa is, amikor van primitiv
fiiggvény, de maga a fliggvény nem integralhato (Volterra példaja néven ismert
ilyen példa.)

A Newton—Leibniz-formula az integral hatékony kiszamitasanak moédszere. A
modszer alkalmazasanak sarkalatos pontja az f fiiggvény primitiv fliggvényének
létezése. Ebben a kérdésben nyijt segitséget az integralfiiggvény fogalma.

8.7. Definici6. Legyen f € Rla,b]. A ¢ : [a,b] = R, ¢(z) = [ [ fiiggvényt az
f fliggvény integralfiiggvényének nevezzik.

Megjegyezziik, hogy az részben bevezetett T' teriiletfliggvény folytonos f
fliggvény esetén éppen a ¢ integralfiiggvény.

8.22. Tétel. Ha f € Rla,b], akkor ¢ € C[a,b].

Bizonyitas. Legyen K > 0 az |f| egy fels6 korlatja az [a,b] intervallumon.
Barmely s,t € [a,b] esetén

|¢(8)¢(t)|/Slf/t‘fll/sflél/slfISKstl-
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Legyen « € [a,b] egy tetszblegesen rogzitett pont, és legyen e > 0 tetszsleges.
A § = ¢/K vélasztas mellett barmely x € [a,b], |z — a| < § esetén

|p(z) — d(a)| < K|z — o] < K§ =e.

Tehét ¢ € Cla].
A bizonyitashol 1atszik, hogy ¢ egyenletesen folytonos az [a, b] intervallumon.

8.23. Tétel. Ha f € Cla,b|, akkor ¢ € D(a,b), és barmely x € (a,b) esetén
¢'(z) = f(x). Ez azt jelenti, hogy egy folytonos figgvénynek van primitiv fig-
guénye, az integrilfigguénye az egyik primitiv figgvény.

Bizonyitas. Legyen = € [a,)] egy tetszélegesen rogzitett pont, és legyen y €
[a,b], y # z. Ekkor

T Yy

¢(m>f¢<y>:a"f—af‘f: I _JO@=Y) _ g
T—y T—Y rT=Y r=Yy ’

ahol felhasznaltuk az integralkézéprsl szolo 8.19 tételt és ¢ az © és y kozotti
szam. Mivel f folytonos, azért lim f(c) = f(z), igy létezik
y—T

o 02) = 6(y)

y—z T —Y

=¢'(x)

és ¢'(x) = f(x).



9. fejezet

Fuggvénysorozatok,
fliggvénysorok

Ez egy kiegészits fejezet. A gyakorlatban felmeriils problémak (fiiggvények
kozelitése, kozonséges és parcialis differencidlegyenletek megoldasa kézelité mod-
szerekkel) igényli a sorra keriils fogalmakat, eredményeket. Az alabbi témakoroket
targyaljuk.

e Fliggvénysorozat konvergenciahalmaza

e Pontonkénti és egyenletes konvergencia

e A hatarfiiggvény folytonossaga, differencidlhatésaga, integralhatosaga
e Fiiggvénysor konvergenciija

e Weierstrass majorans kritérium

o Az Gsszegfiiggvény folytonossaga, differencidlhatosiga, integralhatosaga
e Hatvanysor

e Cauchy-Hadamard tétel

o Ay Osszegfiiggvény differencialhatésaga, Abel tétele

9.1. Fiiggvénysorozatok, fliggvénysorok

9.1.1. Fiiggvénysorozatok

Legyen H C R, H # () halmaz, és a ¢1,¢2,...,0n,. .. fiiggvények mindegyike
¢n + H — R (n € N). Az ilyen (¢,) fiiggvénysorozatrol mondjuk, hogy ,,H
halmazon értelmezett”.

Példaul

137
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1. (id") [itt D(Ed") =R, n € N]

0, hazxz=0
2. han €N, akkor ¢, : [0,1] > R, ¢p(z):=< 1, ha0<z<i
0, hal<a<i

3. han € N, akkor lasd az 9.1. abrat

1/2n 1/n 1

9.1. &bra.

4. han € N, akkor lasd az 9.2. abrat

1/2n 1/n 1

9.2. 4bra.
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5. % (3h_; sino(k-id)) |itt is R az egyes fiiggvények értelmezési tartoménya|

Erdekes lehet az a kérdés, hogy a (¢,) fiiggvénysorozat tagjai kozelednek-e
valamilyen fliggvényhez, ha n névekszik.

9.1. Definici6é. A (¢,,) fiigguénysorozat [D(¢,) = H, n € N] konvergencia-
halmaza

KH(¢p) =4z € H | (¢n(x)) szdmsorozat konvergens}

Az 1. példaban KH(id") = (-1, 1], mert ha —1 < 2 < 1, akkor id"(z) = 2™ —
0; ha z := 1, akkor id"(1) =1 — 1, de ha « > 1 vagy = < —1, akkor (id"(x))
nem konvergens.

A 2. példaban KH(¢,) = [0,1], hiszen ¢,(0) =0 — 0. Ha 0 < = < 1, akkor
van olyan N, hogy % < , és ekkor a (¢, (z)) sorozat 1,1,...,1,0,0,0,...,0,...
alaka, amely O-hoz tart (ha n < N, akkor ¢,(z) = 1, ha n > N, akkor
on(x) =0).

Ugyanez mondhaté el a 3. és 4. példdban is.

Az 5.* példa kicsit nehezebb. Ha z = Ir (I € Z), akkor (}_,_, sin(kir)) = (0) a
szamsorozat, amely 0-hoz tart. Tehéat

KH (isino(k . id)> O{lr|leZ}.
k=1

Havolnamég z € R, x # Ir (I € Z) afliggvénysorozat konvergenciahalmazéban,
akkor a (sin kx) sorozatnak 0-hoz kellene tartania. Tegyiik fel, hogy sin kax — 0.
Ekkor igaz lenne sin(k + 1)z — 0 is, azaz

sin(kz + ) = sinkx cosx + cos kx sinz — 0.

Mivel sinz # 0, sinkx — 0, ezért cos kx — 0 is igaz. Igy sin® kz + cos? kx — 0
is igaz lenne, de ez nem lehet, hiszen sin® kz + cos? kx = 1. Tehat

KH (isino(k . id)) ={ir |l €Z}.
k=1

Ez azért fontos példa, mert a Fourier-sorok problémakore szamos ehhez hasonlo
nehézséget vet fel.

9.2. Definicié. Legyen (¢,,) egy H halmazon értelmezett fiigguénysorozat. Tegyiik
fel, hogy KH(¢yn) # 0. A (¢n) fiigguénysorozat hatarfiiggvénye az az [ :
KH(¢,) — R figguény, amelyre minden © € KH(¢p,,) esetén

F() = lim ¢ (a).



140 FEJEZET 9. FUGGVENYSOROZATOK, FUGGVENYSOROK

Gyakran f := lim ¢,, jel6lést is hasznalnak.

Az 1. példaban

limid™ : (~1,1] — R, (limid")(z) := { (1) iz I_Zl S 1

A 2., 3. és 4. példaban
lim ¢, : [0,1] = R, (lim¢,)(z) :=0.

Az 5.* példaban

listino(k -id) = Zsino(k id) {ir | k€ Z} - R,
k=1 k=1

(limz sino(k -id))(z) = Z sin kz := 0.
k=1 k=1

Amikor a példédkban szerepl§ fliggvénysorozatok tagjainak és a hatarfiiggvénynek
a tulajdonsagait Gsszehasonlitjuk, érdekes kiilonbségek mutatkoznak. Az 1.
példaban id™ folytonos, differencialhaté az R-en, mig limid™ nem folytonos,
igy persze nem is differencidlhaté. A 2. példa ¢, fiiggvényeinek egyike sem
folytonos, a lim ¢,, folytonos és differencidlhat6 is. A 3. és 4. példaban ¢, és
lim ¢, is folytonos, a ¢, nem differencialhato, a lim ¢,, pedig sima. Itt azonban
még egy izgalmas kiilénbségre figyelhetiink fel:

A 3. példaban

1 1 1
11 1
/czsnzﬁ-lz—eo, és/hmczm:/ 0=0,
0 2n 2n 0 0

mig a 4. példaban

1 1 1
11 1 1
n— 5 "N=73 ) d li n — 0:03
/OQS an 2H2 e/o im ¢ /0

tehét a fliggvénysorozat tagjainak integraljaibdl 4ll6 sorozat hatéarértéke nem a
hatarfiiggvény integrélja.

Az 5.*% példaban a fliggvénysorozat tagjai kellemes trigonometrikus, sima, pe-
riodikus fliggvények az egész R-en, mig a hatarfliggvény igen szegényes, éppen
csak a periodikussdg maradt meg. ..

A példak azt mutatjik, hogy a ,pontonkénti konvergencia’ fogalma nem elég
hatékony a fliggvénysorozat tagjai jo tulajdonsagainak a hatarfiiggvényre vald
atorokitésére. Ezen probalunk segiteni:

9.3. Definicié. Legyen (¢,) a H # 0 halmazon értelmezett fiigguénysorozat.
Tegyiik fel, hogy KH(¢,) # 0, és legyen E C KH(¢,), E # (0 halmaz. Azt
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mondjuk, hogy a (¢,,) fiigguénysorozat egyenletesen konvergens az E halma-
zon, ha barmely € > 0 hibakorldthoz van olyan N € N kiiszébindez, hogy Vn > N
esetén és barmely x € E helyen

|pn(z) — (lim ¢, ) ()] < e.
Jeldlje ezt a tényt ¢, —p lim ¢,.

Ez azt jelenti, hogy a kiiszobindex fliggetlen x-t6l, ezért nevezziik egyenletes
konvergencidnak.
Az 1. példaban a (—1, 1] halmazon nem egyenletes az (id") konvergencigja. Még
a (—1,1) halmazon sem! Ha ¢ > 0, akkor az E := [-1 4 4,1 — ¢] intervallumon
mar

id" —E 0.
A 2., 3. és 4. példaban is a [0, 1] intervallumon nem egyenletes a konvergencia,
de § > 0 esetén

®n =511 0
mér igaz.
Az 5.* példaban ugyan az E := KH(}_,_, sino(k - id)) halmazon egyenletes a
konvergencia, de ezzel nem sokra megyiink. ..

Milyen kovetkezményei vannak egy fliggvénysorozat egyenletes konvergen-

cidjanak? Rend lesz a példakban tapasztalhaté kuszasagban.

9.1. Tétel. Legyen ¢, € Cla,b] (n € N). Tegyiik fel, hogy ¢n —a) f. Ekkor
f € Cla,bl.

9.2. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, ¢, : I — R (n € N). Tegyiik
fel, hogy van olyan xo € I, hogy (¢n(x0)) konvergens. Tegyiik fel, hogy ¢n
folytonosan differencidlhatd az I intervallumon (¢, € C1(I), n € N) és ¢!, —
g. Ekkor a (¢n) fiigguénysorozat is egyenletesen konvergdl az I intervallumon egy
[T — R fiigguénghez (6 —1 f), és f € D(I), 56t f'(z) = g(z) = lim 6} (x)
minden € I esetén.

A tétel allitasa roviden:
(lim ¢,,)" = lim ¢/,

azaz a lim és a derivalas sorrendje felcserélhetd.

9.3. Tétel. Legyen ¢, € Ra,b], (n € N). Tegyiik fel, hogy ¢n —ap f. Ekkor
f € Rla,b], éslim [* ¢, = [ f.

A tétel roviden azt éllitja, hogy egyenletes konvergencia esetén

b b
lim/ On :/ lim ¢,

azaz a lim és az integralas sorrendje felcserélhetd.
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9.1.2. Fiiggvénysorok
A fliggvénysorozatra kiépitett fogalmak értelemszerd modositassal fiiggvénysorra

is atvihetdk.

9.4. Definicié. Legyen (¢,) a H # 0 halmazon értelmezett fiigguénysorozat.
Legyen S, = ¢1 4+ d2 + ... + ¢ (n € N) az n-edik részletisszeg. A (¢n)
fiigguénysorozathdl képezett fiiggvénysoron az (S,) figgvénysorozatot értjik,

azaz Y ¢n = (Sn).

9.5. Definici6. KH Y ¢, := KH(S,).

Lathato, hogy KH Y ¢, = {x € H | Y_ ¢n(x) konvergens}.
9.6. Definicié. Tegyiik fel, hogy KH > ¢, # 0. Legyen

Z ¢n . KHZd)n g ]Ra (Z ¢n> (ZL’) = Z d)n(x)

n=1 n=1
a fiigguénysor Osszegliiggvénye.

Nyilvén igaz, hogy (3.2, ¢,) () =1lim S,,(z) minden x € KH(S,) esetén.
Példaul ¢, :=1d"™ (n € N) esetén barmely « € R pontban

n

a1
ha x # 1

Sn(z) = 24 4 ={ T

(@)i=z+a’+...+o { n, ha z =1.

Ezért lim S,,(r) = %, ha z € (~1,1); ha z € R\ (~1,1), akkor (S,(z))
divergens. Tehat KH Y id" = (—1,1), és (3>_,—,id")(z) = &

l1—x°
9.7. Definicié. Legyen (¢n) olyan figguénysorozat, amelyre KHY ¢, # 0.
Legyen E C KH Y ¢,. Azt mondjuk, hogy > ¢, egyenletesen konvergens

az E halmazon, ha az (S,,) részletosszegek sorozata egyenletesen konvergens az
E halmazon.

Jelben: >~ ¢n =g Y vy On-
Egy hasznos elégséges feltétel fliggvénysor egyenletes konvergencidjara:

9.4. Tétel. (Weierstrass majordns kritériuma)
Legyen (¢n) a H # 0 halmazon értelmezett olyan figgvénysorozat, amelyhez
van olyan (a,) C R pozitiv szdmsorozat, hogy minden x € H esetén |¢pp(z)| <
an, (n €N), és még > a, is konvergens. Ekkor

n=1

A fliggvénysor részletosszeg-sorozatara tett egyenletes konvergencia feltételek
kovetkeztében igazak a véazlatosan megfogalmazott tételek:

o Ha ¢, € Cla,b], 65 > ¢n (] Yoyt @n, akkor >0 &y, € Cla, b).
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o Ha ¢, € Ci(I), es 3_ ¢, —1 g akkor 377 | ¢ € C1(I), és

(i%)l—i%—g.

n=1 n=1

(Az Osszegzés és a derivélas felcserélhetd.)

e Ha ¢, € Rla,b], és 3 bn —(ap] Doneq Pn» akkor Y07, b, € Rla,b], és

b oo 0 ap
Yoo

(A fiiggvenysort tagonként lehet integralni.)

a

9.1.3. Hatvanysorok

A hatvanysorok specialis fiiggvénysorok.

9.8. Definicié. Legyen cg,c1,¢o,...,Cp, ... Szdmsorozat, a € R eqy szdm. A

Z cn(id —a)™

fiiggvénysort hatvanysornak nevezzik, melynek egyiitthatd-sorozata a (cp,), €és
a hatvdanysor kozéppontja” az a € R.

Allapodjunk meg, hogy a tovabbiakban a := 0 az egyszeriibb fogalmazas ked-
véeért.

9.5. Tétel. (Cauchy-Hadamard-tétel)
Legyen > cpid" hatvdanysor.

1° Ha ({/|cnl) korldtos, és limsup ¥/|c,| # 0, akkor legyen

(R a hatvinysor konvergenciasugara ).

R:= _
 limsup {/]en]

Ekkor
(-R,R) C KH cyid" C [-R,R].

2° Ha (V/|cn|) felilrél nem korldtos, akkor

KH  cpid" = {0}.

3° Ha limsup {/|c,| =0, akkor

KH Z cnid® = R.



144 FEJEZET 9. FUGGVENYSOROZATOK, FUGGVENYSOROK

Lathato, hogy egy hatvéanysor konvergenciahalmaza mindig intervallum (a 2°
esetben elfajult intervallum), de ez az intervallum lehet az 1° esetben (—R, R),
(=R, R], [-R, R), [ R, R] valamelyike. A hatvanysorok konvergenciahalmazat
Osszevetve az 5.* példaban szerepld > sino(k -id) fliggvénysor konvergenciahal-
mazéval, szembedtls a kiilonbség.

9.6. Tétel. Legyen Y c,id" hatvinysor, amelyre ( {/|cy|) felilrdl korldtos. Ekkor

az [ KHY cpid" — R, f(x):= Y7 coa™ dsszegfigguény az intKH Y cpid”
nyilt intervallumon folytonos is és differencidlhatd is; s6t barmely x € intKH Y cpid"
eselén

f(z) = Z nepz™
n=0
A tétel kovetkezménye, hogy (3/|cy|) feliilrsl korlatossagabol az (V/|nc,|) =

(/n3/|enl) feliilrsl korlatossaga is kovetkezik, s6t a 3. 7ne,id" ' hatvanysor
konvergenciahalmaza ugyanaz marad, mint a »  ¢,id" konvergenciahalmaza volt.
Ezért ennek a hatvinysornak az Osszegfiiggvénye is differencidlhato, sét

f(x) = Z n(n —1)c,z™ 2

n=2

minden z € intKH ) ¢,id" esetén.
Ez a gondolatmenet folytathato:

(o)
¥ (z) = Z nn—1)...(n—k+1)c,z" %, z¢ intKHZc,,l,id”.

n=~k
Lathato6 az is, hogy f(0) = co, f'(0)=ci ..., f®(0) = kleg, ...

9.7. Tétel. (Abel)
Legyen > cpid” hatvdnysor, amelynek konvergenciasugara R > 0. Tegyik fel,
hogy még > c,R™ is konvergens. Fkkor az f € C[R|, azaz lim,_ g f(z) =

Yoo o cn R

9.2. Feladatok

1. Vizsgaljuk meg a kovetkez6 hatvanysorok konvergenciahalmazat:
D Do, D Sidt, ) ceidt ) emidt ) d”, ) ntid
Megoldds: limsup /1 = 1, limsup {/ # =1, limsup ¢{ % =0, limsup ¢ % =

1, limsup {/ = = £, (¥/n™) = (n) feliilrél nem korlatos.

5nn

KHYid" = (-1,1)

3
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KHY Lid" =[-1,1) (Leibniz-tétel)
KHY, C%dm = (-1,1]
KHY Lid" =[-1,1]
KHY sLid" = [-5,5)
KHY Lid" =R
KHY n"id" = {0}
1
1+$+z2+x3+...+x”+...:m, ha |z| < 1.
Igaz-e, hogy
1422 +32° 4+ ... +na" ... = Ly = ! ha |z| < 17
= e .
Igaz-e, hogy
r+202 + 32+ ..t na .. = L, ha |z] < 17
(1-=)?

Mivel egyenlé az

1+2%2+3%2% + ... +n%2" ' + ..., halz| < 1?

1
1+x+x2+...+x"+...:m, ha |z] < 1.

Legyen x := —t. Ekkor
1

I—t+t2— 4+ (D" +...= —— halt| <1

1+t
Igaz-e, hogy
t2 t3 t’n+1
n

t——+——... -1
2+3 +( )n—i-l

Igaz-e, hogy

) 1
1+:1:+x2+...+x”+...:?, ha |z| < 1.

Legyen z := —t2. Ekkor

-2+t — L+ (=) + ...

4. =In(1+1), ha|t| <17
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Igaz-e, hogy
t3 t5 t271+1
et — — —1)" ... = arctgt, ha [t| < 1?
375 D gy e = arctet ha
Igaz-e, hogy
1 1 1 0
l1— -+ —-—...+(-1)" .= =1
3+5 +( )2n+1+ 4

9.3. Fiiggvénysorozatok, fiiggvénysorok

Nem ismételjiik meg a mar pontosan bevezetett fogalmakat, csupén a fontos és
egyszerten igazolhaté allitasokat vessziik sorra.

9.3.1. Fiiggvénysorozatok
9.8. Tétel. Legyen ¢,, € Cla,b] (n € N).

bn —lay f = f € Cla,b].

Bizonyitas.Legyen o € [a,b] és ¢ > 0 tetsz6leges. Mivel ¢, =4 f, ezért az
£ > 0 szdmhoz 3N, hogy Vn > N és Vx € [a, b] esetén

[énla) = fl@)] < .

Legyen n > N. A ¢, € C[a], ezért az § > 0 szdmhoz 30 > 0, hogy Vx € [a, b],
|z — a| < ¢ esetén

bn(2) — bn(a)| < %

Legyen x € [a,b] tetszsleges, |v — of < . Ekkor

[f (@) = fla)] = [f(2) = ¢n(2) + ¢n(z) — dnla) + Pn(a) — f(e)

| <
< |f(@) = 6n(@)| + [#n(x) = én(@)] + [6n(@) = F(@)] < S+ 2 +

£y
.

£
3
9.9. Tétel. Legyen ¢, € Rla,b] (n € N)
b b
6o o f =T e Rlat) & [ o= [ f

Bizonyitas.A bizonyitast csak ¢, € Cla,b] (n € N) esetén végezziik el, mert
ekkor ¢y, 45 f miatt f € Cla,b], igy f € R|a,b].

Legyen € > 0 tetszéleges. Mivel ¢, — .5 f, ezért az ¢/(b — a) > 0 szamhoz

3N, hogy Vn > N és Vz € [a,b] esetén

¢n(x) = fl2)] <

€
b—a
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Legyen n > N tetszéleges. Ekkor

/:(b”_/:f‘: /ab(%_f) §/ab¢n—f</:b5a=b5a'(b—a)=€.

Az aldhizottak szerint lim f; O = ff f.

9.10. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, ¢, : I — R (n € N). Tegyiik
fel, hogy van olyan xq € I, hogy (én(xo)) konvergens. Tegyiik fel, hogy ¢n
folytonosan differencidlhato az I intervallumon (¢, € C1(I), n € N) és @], —;
g. Ekkor a () fiigguénysorozat konvergdl az I intervallumon egqy f : I — R
fiiggvényhez, és f € D(I), sét f'(x) = g(x) = lim ¢}, (x) minden x € I esetén.

Bizonyitas. A Newton-Leibniz tétel miatt barmely n € N és x € [ esetén
x
60(a) — bn(a0) = [ 0,
xo

Mivel ¢/, egyenletesen konvergél a g fiiggvényhez az [xg, z] intervallumon, azért

lim/qﬁ% = /g,
o x

Lo

de ezzel egyiitt létezik a

hatarerték is. Legyen f(x) = lim ¢, (z). Tehat
x

ﬂw—fuwzjﬁ (€ Iz # o).

Zo

A g folytonos fiiggvény, hiszen a folytonos ¢!, fiiggvényekbdl allo egyenletesen
konvergens fiiggvénysorozat hatarfiiggvénye. Igy g integralfiiggvénye differen-
cialhato, azaz f differencialhato, és f/'(z) = g(z) = lim ¢}, () minden = € I
esetén.

9.3.2. Fiiggvénysorok

9.11. Tétel. (Weierstrass majordns kritérium)
Legyen (¢y,) fiigguénysorozat és (a,) C RT szdmsorozat, melyekre

|pn(z)] <an (nEN, x € H)

és > ay konvergens. Ekkor > ¢, egyenletesen konvergens a H halmazon.



148 FEJEZET 9. FUGGVENYSOROZATOK, FUGGVENYSOROK

Bizonyitas.Legyen € > 0 és « € H tetszéleges. Mivel Y a,, konvergens, ezért
4N, hogy Vn,m > N, n > m esetén

|Pmt1(2)| + [Ppmr2(@)] + .. + | (2)] < ami1 + amya + ... +an <e.

Ez azt jelenti, hogy > |¢x(x)| konvergens, de akkor Y ¢, (x) is konvergens.

Legyen f: H — R, f(z):=) " ¢n(z).
Legyen m > N és x € H tetszGleges. Ekkor

|f(x>2¢k<z> = Y @< Y @< > ar<e,
k=1 k=m+1 k=m+1 k=m+1

hiszen Vn > m > N esetén
Umi1 + Amy2+ ...+ a, <€
igaz volt.
Az aldhuzottak szerint > ¢ — g f.
9.3.3. Hatvanysorok, Taylor-sorok
A Cauchy—Hadamard-tételnek is csak azt az esetét igazoljuk, amelyben:

9.12. Tétel. Legyen ({/|cn|) korldtos, és limsup {/|c,| # 0. Legyen R :=
-1
limsup Y/|cn| > 0. Ekkor

o 1°Vx € R, |x| < R esetén a > cpx™ abszolit konvergens,

o 2°Vx eR, || > R esetén a Yy cp,x™ abszolit divergens.

Bizonyitas. 1° Legyen r > 0 olyan, hogy |z| < r < R. Ekkor

1 1 1
Tl > - > B= limsup V/|cy|.

Legfeljebb véges sok olyan tagja van a sorozatnak, amely a sorozat limesz szu-
periorjanél nagyobb szamnal nagyobb, ezért 3N, hogy Vn > N esetén

P

Szorozzuk ezt az egyenlséget |x|-kel, és emeljiik n-edik hatvanyra. Ekkor

n
el el < (1)
:
||

Mivel *= =: g <1 és pozitiv, ezért

o0

o0
o leallzlm < Y g

n=N+1 n=N+1
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Ez mar elég a > |¢,2"| sor konvergenciajahoz.
2° Most legyen p > 0 olyan, hogy
|z| > p > R.
Ekkor

1 1
» <p= lim sup {/|cy|.

A sorozat limesz szuperiorjanal kisebb szamnal nagyobb tagja a sorozatnak
végtelen sok van, ezért végtelen sok olyan n € N van, amelyre

1
- <:1L/an
p

Az |z|-kel beszorozva és n-edik hatvanyra emelve azt kapjuk, hogy végtelen sok

n-re .
T
1< <p|) < |enl|x|™.

Ha egy 6sszeadand6 sorozat végtelen sok tagja nagyobb 1-nél; akkor az a sorozat
nem tarthat 0-hoz, igy > ¢, 2™ nem lehet konvergens.

9.13. Tétel. Legyen f : R — R, f € C®(K(a))(az | figgvény akdrhdinyszor
differencidlhaté az a pont valamely kérnyezetében) és 3L > 0, A > 0, hogy
Yz € K(a) esetén |f)(z)| < LA™. Ekkor Va € K(a) esetén

() (q
(I—a)2+...+fT!()(x—a)"—|—...,

fP(a)
2!

f@) = fla)+ f'(a) - (z —a) +

azaz

fy =3 T
n=0 '

Bizonyitas.A Taylor-formula szerint Vz € K(a) esetén minden n € N mellett
Jent1 az a és x kozdtt olyan, hogy a végtelen sor n-edik részlettsszegének az
f(z)-t6] valo eltérése

— ") (a) G L ()] n LA™ n
|f($)—kZ:0 il (w—a)"l=Tl)!“|x—al < (nJrl)!\f—a\ .

Mivel % — 0, ezért im >_;_ f(’:!(“) (x —a)* = f(z).
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10. fejezet

Tobbvaltozos fiiggvények

Szémos jelenség leirdsdhoz kevésnek bizonyul a valés-valés fiiggvény. Ezért
altalanositjuk a mar megismert fogalmainkat is. Az alabbi témakoroket tar-
gyaljuk.

e Miveletek vektorokkal és matrixokkal

e Tobbvaltozos fliggvény fogalma és szemléltetése

e Vektorsorozat hatarértéke

e Tobbvaltozos fliggvény hatarértéke és folytonossiga
o Metrikus tér

e Sorozat konvergenciaja metrikus térben

e Cauchy sorozat, teljes metrikus tér

o Nyilt, zart, kompakt halmaz fogalma metrikus térben
e Folytonos fiiggvények tulajdonsigai metrikus térben

e Kontrakcié fogalma, fixponttétel

10.1. Tobbvaltozos fliiggvények

10.1.1. Az n-dimenzios tér

A Linearis Algebra tanulményozésa soran megismerkedtiink az R” vektortérrel.
Ha az © € R" egy vektor, akkor az x = (21,22a,...,2,), ahol z; € R a vektor
i-edik koordinataja. Az x vektor normaja (hossza)

|z|| == \/:L‘%-FIL‘%-F.‘.-F:C%GR.

A vektorok norméjara igaz, hogy

151
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1° ||z > 0,¢és ||z]| =0 x=0€eR"
22 xeR Azl = [\
3%l + yll < [l + [lyll-

Legyen e; := (0,...,19,...0) € R" az i-edik egységvektor (|le;|| = 1), i =
1,2,...,n. Ekkor x = x1e1 + xoe0 4+ ... + Tpep.
Az a,b € R" vektorok skalaris szorzatan az

(a,b) := ayby + agbs + ... + apb, €R
szamot értjiik. A skaléris szorzat tulajdonsagai:
1° {(a,b) = (b, a)
2° {a + b,c) = {a,c) + (b, c)
3° ha A € R, (Aa,b) = (a, A\b) = A(a, b)
42 (a,a) = [la* 2 0
5° |{a, b)| < |la] - ||b]] (Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenltlenség)

Az a és b vektor ortogonalis (meréleges), ha (a,b) = 0.

Megismerkedtiink a méatrixokkal is. Ha A egy m sorbdl és n oszlopbdl 4llo
métrix, akkor A € R™*"  amelynek i-edik soranak j-edik eleme a;;.

Legyen A, B € R™*™ és A € R. Ekkor C' := A+ B € R™*", ahol ¢;; = a;; + by ,
és D :=)MAc R7n><n7 ahol d” = )\Clij.

Ha A € R™*" és B € R"*P, akkor az § := A- B € R™*P ahol s;; =
> k=1 Gikbi;-

Allapodjunk meg abban, hogy az R™ vektorteret azonositjuk az R™*! oszlop-
matrixok terével, aminek legyen az a kovetkezménye, hogy az z € R, z =
(x1,%2,...,%,) vektort azonositjuk az

Z1

T2 1
T = . € R™*

Tn,

oszlopmatrixszal. (Jelolésben sem tesziink kiilonbséget kozottiik, s6t vektort
mondunk, de oszlopmatrixot irunk.) Példaul, ha a,b € R", akkor skalaris
szorzatuk felfoghaté a kovetkezd alakunak is:

by

bo
(a,b) = a1by + asba + ...+ apby, =[a1 az ... ay] . ,

bn

azaz egy R1*"-beli sorméatrix és egy R™*!-beli oszlopmétrix szorzataként.
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10.1.2. Tobbvaltozés fiiggvények

Legyen f : R” D>— R* n valtozés, k dimenzios vektor értéki fiiggvény. Ha x €
D(f)ésx = (1, T2,...,7,) vektor, akkor f(z) € R¥ &s f(z) = (fi(z), f2(2),. .., fr(z)),
ahol f; : R™ — R az i-edik koordinata-figgvény (i = 1,2,...,k). Az ilyen f
fliggvényt

f1
f2
i
alakban is megadhatjuk.
Példaul legyen
sin(zqx2)
f:RQ_)RS7 f(xlamQ) = T+ X2
X2

Itt f1 : R?2 = R, fi(x1,x2) := sin(z122) az elsé koordinata-fiiggvény, fo : R? —
R, fg(xhl’g) =T + X2 és f3 : R2 — R, fg(l’l,fﬂg) = T2 a masodik illetve a
harmadik koordinata-fiiggvény.

Nézziink néhany speciélis esetet.

1°n=1, k=1, f € R— R az eddig targyalt valés-valés fliggvény.

2°n>1 k=1, f € R" — R n valtozés, valés vagy skalar értéki
fiiggveény. Szemléltetése n = 2 esetén. Az (x1,x2) € D(f) pontba allitott
merdlegesre felmérjiik az f(x1,22) € R szamot. Az igy kapott pontok
egy feliiletet alkotnak (10.1. abra). Masfajta szemléltetés n = 2 esetén.
Legyen c € R és

Nc = {(.’1?1,5132) € D(f) | f(.fl,.’lfg) = C}.

Az N, az f fiiggvény c-hez tartoz6 szintvonala. Néhany c¢; < c2 <
... < cg szamhoz tartozo szintvonal abrazolasa tartalmas képet ad az f
fiiggvenyrél. A térképészetben szintvonalas térképnek nevezik ezt (10.2.
abra).

3°n:=1, k>1, r € R — R valos valtozos, k dimenzios vektor értékid
fiiggvény.

Szemléltetése k = 3 esetén. Legyen D(r) := [a, f]. At € [a, §] paraméterértékhez
hozzéarendeljiik az R3 egy 7(t) := (x(t), y(t), 2(t)) koordinatakkal megadott
pontjat. Az igy kapott pontok egy térgdrbét alkotnak (10.3. &bra). (A
térgorbe az r fliggvény értékkészlete!)

Peéldaul
2cost
720,67 — R3, r(t) := | 2sint
0.5t
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f(xl,xz)

- (xy%,)

10.1. abra.

50

10.2. abra.
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/\ 0
t B

10.3. abra.

egy hdrommenetes csavarvonal lesz, amely 37m magassagig jut és egy 2
sugara hengerre tekeredik fel (10.4. abra).

4°n > 1, k> 1, f € R* — RF vektorvaltozos vektorérteki (réviden
vektor-vektor) fiiggvény.
Amikor a légtér minden pontjahoz hozzarendeljiik a pontbeli szélsebességet
(vektort!), akkor egy

veR? — R?
sebességfiiggvényrsl (néha sebességtérnek is nevezik) beszéliink. Amikor
egy tomeg (példaul egy csillag) gravitacios terérdl beszéliink, akkor az R?
minden pontjahoz hozzarendeljiik az abban a pontban érvényes gravitacios
erét (vektort), igy egy g € R — R? fiiggvény irja le a tomeg (csillag)
gravitacios terét.

10.1.3. Hatarérték és folytonossag

Nézziik, hogy milyen tulajdonsigok altalanosithatok ilyen fliggvényekre.
Legyen a := (a1,as,...,a,) : N — R™ vektorsorozat. Az (a,) vektorsorozat
konvergens, ha valamilyen ponthoz tetszélegesen kozel keriil, pontosabban

10.1. Definici6é. Azt mondjuk, hogy az (ay,) vektorsorozat konvergens, ha van
olyan A € R™ A= (A, As, ..., An) vektor, hogy bdarmely € > 0 hibakorldthoz
van olyan N kiszobindex, hogy minden n > N esetén

lan — Al < e.

Ekkor is lima,, = A vagy a, — A lesz ennek a jele. Kénnyen lathato, hogy
3

Nk

Ha‘n_AH<€<:>|aiin_Ai‘< i:1727~'~7m7
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10.4. abra.

ezért egy vektorsorozat konvergens akkor és csak akkor, ha mindegyik koordinata-
sorozat (szamsorozat) konvergens. Példaul az ((+, +27)) vektorsorozat konver-
gens, mert = — 0, o — L gy lim (1, 1) =1(0,1). Az ((£,(=1)™)) vektor-
sorozat nem konvergens (divergens), mert ((—1)") nem konvergens.

Legyen f € R" »— RF ésa € D(f). Az f fiiggvényt folytonosnak nevezziik az
a pontban, ha a-hoz kozeli pontokban a fliggvényértékek kozel vannak f(a)-hoz,

pontosabban

10.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy [ folytonos az a pontban, ha minden e > 0
hibakorldthoz van olyan 0 > 0 ingadozdsi lehetdség, hogy minden x € D(f), ||lz—
all < 0 esetén || f(z) — f(a)|| <e.

Ezt is f € Cla] jelolje.
Konnyen lathato, hogy f = (f1, fo, ..., fi) esetén

€
va
igy f folytonos a-ban pontosan akkor, ha minden koordinata-fiiggvénye folytonos
az a-ban. Ervényes most is az

1f(x) = fla)| <& = [fi(z) = fila)] < i=12,... .k

10.1. Tétel. (dtviteli elv)
fEeR" — RF, a € D(f).
f € Cla] <= minden(x,) C D(f), xn, — a sorozatra f(z,) — f(a).
Példaul
L1L2
f : RQ - Rga f(xth) = 17%
T2
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folytonos az a := (1, 3) pontban, mert tetszéleges (z1,,x2,) — (1,3) sorozatra
Tip - Top — 1-3, (21,)? — 12 és @9, — 3, ezért f(x1n,T2,) — f(1,3). Tehat
feCl(1,3)].

Néha sziikség lehet matrixértékii fiiggvényekre is. Ha f € R™ — R¥*P akkor
fij € R* — R az (i,j)-edik komponense. Az f legyen akkor folytonos az
a € D(f) pontban, ha minden f;; komponense folytonos az a-ban. (Elég, ha
meggondoljuk, hogy R**P azonosithaté az R*P vektortérrel.)

Matrixértéki fiiggvény az

. T2 2x2 | x1ze e’
f R — R y f(;cl,arg) = 0 T + 29
Az f folytonos is minden (a1, az) € R? pontban.

Legyen a € R™ és r > 0. Az a pont r sugart kornyezete legyen

K,(a):={z e R" | ||z —al <7}

Legyen H C R" és a € R". Az a pont torlédasi pontja a H halmaznak, ha
bérmely K (a) kdrnyezetben végtelen sok H-beli pont van. Ezt a € H jeldlje.
Legyen f € R" — R* és a € (D(f)).

10.3. Definicio. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek van hatarértéke az a
pontban, ha van olyan A € RF, hogy bdrmely ¢ > 0 hibakorlithoz van olyan
0 >0, hogy minden x € D(f), ||z —a|| <,  # a esetén

1f(2) — Al <e.

Ezt lim, f = A vagy lim,_,, f(z) = A vagy ha  — a, akkor f(z) — A jeldlje.
Kénnyen lathato, hogy az f € R" — RF fiiggvénynek az a € (D(f)) pont-
ban pontosan akkor van hatarértéke, ha minden f; € R™ — R koordinata-
fliggvényének van hatarértéke az a-ban.

Most, is érvényes az

10.2. Tétel. (dtviteli elv)
lim, f = A <= minden (x,) C D(f), xn — a, T, # a esetén f(x,) — A.

10.2. Feladatok

1. Igazoljuk a Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenl&tlenséget: minden a,b €
R™ a = (a1,a2,...,a,) és b= (b1,ba,...,b,) vektorra

[{a, O) < llall - [I®]],

vagy

|a1b1+a2b2+...+anbn|§\/a%—i—a%—&—...—kai-\/b%—kb%—k...—i—b%.

Megoldds:
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1° Ha b = (0,0,...,0) vektor, akkor nyilvan igaz.
2° Ha b # 0, akkor barmely A € R esetén

0 < {a+Ab,a+ \b) = (a,a) + 2(a,b)\ + (b,D)N\* =
= [IbI*A* + 2(a, B)A + [|al|*.

A ||b]| # 0 miatt ez egy olyan méasodfoki polinom, amely minden
A € R esetén nemnegativ értéki. Ezért a diszkriminansa D < 0. Igy

4(a,b)* — 4[[b]*[la* < 0
(a,6)* < llal*||b]|*
[{a, b)| < lall - 1B]]-

Gondoljuk végig, hogy az f : R? — R, f(x1,72) := 2% + 13 szemléltetése
egy forgasfeliilet. Hogyan nézhet ki a g : R? — R, g(x1,72) := 23 + 23 —
2x1 + 4xo + 1 feliilet?

Legyen F : R?\ {0} — R?, F(r) := 7%, ahol r = (21,29, 23), M > 0.
Adjuk meg az F' =: (P, Q, R) koordinata-fiiggvényeit!

Legyen
Ty
g:R* =R’ g(zy):=|a+y |,
-y
R =R, flu,v,w):=u’v+w.
Irja fel az f o g fiiggvenyt!

Legyen

2 hax?+y%#0
. 2 - z2+y2)
R =R f@y): { 0, ha 2% +y*> =0

Van-e hatarértéke a (0,0) € R? pontban az f fiiggvénynek?
Megoldds: Legyen el6szor (z,,yn) = (£,0) (n € N). (z,,,yn) — (0,0), de
(Tnsyn) # (0,0).

1.0
Tn,yYn) = ——=0—0.
f(@n,yn) 350
Ha viszont (xnvyn) = (%v%) (TL € N)7 akkor ugyarn (meyn) - (an)a

(@n,yn) 7 (0,0), de
1.

f(-rnvyn) =7, 1 -

Mivel két megfeleld, (0, 0)-hoz tart6 sorozaton kiildnbozs a fiiggvényértékek
sorozatanak hatéarértéke, ezért a fliggvénynek nincs hatarértéke (0, 0)-ban.
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6. Legyen

ﬁ h 2 2 0
. RQ R7 , = 22492 ax° + Yy #
f:R?— f(z,y) { 0, ha 22 + 4% = 0

Mutassa meg, hogy f € C[(0,0)].

10.3. Tobbvaltozos fiiggvények

10.3.1. Metrikus tér
Legyen M # () és p: M x M — R olyan fiiggvény, amelyre
1° p(z,y) > 0,é8 p(z,y) =0 z=y
2% p(x,y) = ply, x)
3° p(z,y) < p(x, z) + p(z,y) (haromszog-egyenlStlenség)
Az ilyen tulajdonsagu p fiiggvényt M-beli metrikanak nevezziik, és az (M, p)
legyen a metrikus tér.
Példak
1. (R, |z — y|) metrikus tér.
2. M # () tetszbleges halmaz és

lbhaz #y

d: M x M — R, d(x,y)i—{ O,haz=y

(M, d) egy diszkrét metrikus tér.
3. a) (R?, p.), ahol ha = = (21, 22), y = (y1,2), akkor

pe(z,y) == /(x1 —y1)2 + (x2 — y2)2 = ||z — y|| (euklideszi metrika)

b) (R2, p,,), ahol

pm(z,y) == |z1 — 1| + |22 —y2| (Minkowski — metrika)
¢) (R?, p.), ahol

pe(x,y) = max{|zy — y1],|z2 — y2|} (Csebisev — metrika)
d) (R?, p,), ahol p > 1 és

po(@,y) = (jz1 = P + o2 = y]?)?

Lathato, hogy pa = pe; p1 = pm, és belathaté, hogy

Poo = Pe-
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4. a) (Cla,b], pc), ahol pc(f,g) := H;}ax{lf(iv) —g(@)| |z € [a,b]}
b) (Cla,b], ps), ahol pi(f,g) := []|f — gl

Szamos tovabbi példa létezik metrikus térre.
Legyen (M, p) metrikus tér, és (z,) : N — M egy M-beli sorozat.

10.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (x,) konvergens, ha Ja € M, hogy
Ve >0 3N € NVn > N esetén p(zn,a) < €.

Jele: lim x,, = a vagy z,, — a.

Konnyen lathato, hogy az (R, |z —y|) metrikus térben a valds konvergens soroza-
tok lesznek konvergensek.

Az (M, d) diszkrét metrikus térben csak az olyan (x,,) sorozat lesz konvergens,
amelyhez dN, hogy Vi > N esetén z; = zn.

A 3/a), b), c¢), d) metrikus terekben pontosan azok a konvergens (z,) C R?
sorozatok, melyeknek az (x1,) C R és (z2,) C R koordinata-sorozatai konver-
gensek.

A (Cla,b], p.) metrikus térben ha (f,) C C|[a,b] egy konvergens sorozat, akkor
3f € Cla,b] Ve >0 3IN Vn > N

pe(fn, f) = max{|fn(z) = f(2)] [ 2 € [0, 0]} <&,

ami ekvivalens azzal, hogy Vz € [a,b] esetén | f,,(z) — f(z)| < e. Lathatjuk, hogy
ez éppen az (f,) egyenletes konvergencijat jelenti, és f,, — 45 f-

10.5. Definicio. Legyen (M, p) metrikus tér, és (x,) C M egy M -beli sorozat.
Azt mondjuk, hogy (x,) Cauchy-sorozat, ha Ve > 0 3N, hogy Vn,m > N
esetén p(Tn, Tm) < €.

10.3. Tétel. Ha (x,) C M konvergens, akkor (x,,) Cauchy-sorozat.

Bizonyitas. Bizonyitdsa sz szerint megegyezik a valos sorozatok Cauchy kon-
vergenciakritériuma bizonyitasanak elss részével (természetesen |z — y| helyett
p(x,y) értends. . . ).

Megforditva &ltaldban nem igaz az allitas. Példaul a (Q, |z — y|) metrikus
térben az ((t1)") C Q egy Cauchy-sorozat, viszont az e € R \ Q irracionalis

szamhoz kertiil tetszélegesen kozel a sorozat, ezért nincs Q-beli hatérértéke, igy
nem konvergens.

10.6. Definicié. Az (M, p) metrikus teret teljes metrikus térnek nevezziik,
ha ¥(x,) C M Cauchy-sorozat konvergens.

Az (R, |z — y|), az (R?, p,) minden p > 1 esetén teljes. A (Cla,b],max|f — g|)
is teljes, de (Cla, b], fab |f — g|) mar nem.

10.3.2. Nyilt és zart halmazok; kompakt halmaz

Legyen (M, p) metrikus tér, a € M és r > 0.
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10.7. Definicié. Az a pont r sugari kdrnyezete a
K (a):={z e M| p(z,a) <r}.
A K(a) halmaz az o pont egy kdrnyezete, ha Ir > 0, hogy
K(a) = K, (a).
Legyen H C M ésa € H.

10.8. Definicié. Azt mondjuk, hogy a belsé pontja H-nak, ha 3K (a), ame-
lyre K(a) C H.

10.9. Definicié. Legyen G C M. A G halmazt nyilt halmaznak nevezzik, ha
minden pontja belsd pont.

10.10. Definicié. Legyen ' C M. Az F halmazt zart halmaznak nevezzik,
ha a komplementere F := M \ F nyilt halmaz.

10.4. Tétel.
1° M és 0 nyilt halmaz.

2° Ha G, (v € T') nyilt halmazok (G, C M, ~v € T), akkor U,erG, is
nyilt halmaz.

3° Ha G1,Gs,..., Gy, véges sok nyilt halmaz (G; C M, i = 1,...,n),
akkor NI_, G, is nyilt halmaz.

Bizonyitas.
1° Nyilvanvaléan igaz.

2° Legyen a € U,ecrG,, tetszdleges. Ekkor 3% € ', a € G5. Mivel G4 nyilt,
ezért 3K (a) C G4, de ekkor K (a) C G5 C UyerG, miatt K(a) C UyerG,.
Tehat a bels§ pontja a halmazok egyesitésének.

3° Legyen a € NI, G, tetsz6leges. Ekkor Vi = 1,2,...,n esetén a € G;.
Mivel G; nyilt, ezért 3K, (a) C G;, i =1,2,...,n.

Legyen r := min{ry,ra,...,r, }, nyilvan r > 0. K,.(a) C G;, i =1,2,...,n,
igy K,(a) C NI, G;, tehat a bels6 pontja a halmazok metszetének.

10.5. Tétel.
1° M és 0 zdrt halmaz.

2° Ha F, (v €I') zdrt halmazok (F,, C M, v € I'), akkor NyerF, is zdrt
halmaz.

3° Ha Fy, Fy, ..., F, véges sok zdrt halmaz (F; C M, i=1,...,n), akkor
UP_ F; is zdrt halmaz.
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Bizonyitas.
1° M komplementere (), ami nyilt. ) komplementere M, ami nyilt.

2° A De Morgan-azonossag szerint NerFy = UyerF,. Minden F, nyilt,
az egyesitésiik is nyilt, igy NyerFy zért.

30U F, =N, F. Fyonyilt, i = 1,2,...,n, és véges sok nyilt metszete
is nyilt, igy Uj_, F; zart.

Legyen K C M.

10.11. Definicié. A K halmazt kompaktnak nevezzik, ha barmilyen G (v €
I') nyilt halmazok esetén, amelyre K C UyerGy [Gy (v €T) a K halmaz ,nyilt
feddrendszere™|, van olyan v1,7v2,...,7n € I, hogy K C Ul G, [van ,wéges
fedérendszere” is a K halmaznak).

Az (R, |x—y|) metrikus térben az [a, b] zart intervallum, vagy az [a1, b1], [az, ba],. . .
[ak, bi] zart intervallumok egyesitése kompakt. (Analizis konyvekben Borel-tétel
néven megtalalhatd, hogy barmely I, C R (y € I') nyilt intervallumrendszer-
bdl, amelyre [a,b] C U,erl,, kivalaszthatdé véges sok: I,,, I,,,...I,,, ame-
lyre [a,b] C U/ I,,.) A kompakt halmaz a véges sok pontbol 4ll6 halmaz
altalanositasa.

R™-ben egy H C R™ halmaz korlatos, ha 3R > 0, hogy Va € H esetén ||z|| < R.
Igazolhato, hogy a p(x,y) := ||z — y|| metrikaval ellatott R"-ben K C R™ kom-
pakt pontosan akkor, ha K korlatos és zart.

10.3.3. Folytonos fiiggvények
Legyen (M, p1) és (Ma, p2) metrikus tér, és legyen f : M; — M.

10.12. Definici6é. Az f figgvény az a € D(f) pontban folytonos, ha Ve > 0
36 > 0 Va € D(f), amelyre p1(x,a) < 6, teljesil, hogy p2(f(x), f(a)) < e. Jele:
f € Cla).

Legyen A C D(f) C M.

10.13. Definicié. Azt mondjuk, hogy f folytonos az A halmazon, ha Va €
A esetén f € Cla]. Jele: f € C(A). Ha A= D(f), akkor f € C.

10.6. Tétel. Legyen (My, p1), (Ma, p2) metrikus tér, f: My — My, f e C <
VG C My nyilt halmaz esetén az f~(G) Gskép is nyilt.

Bizonyitas.

(=) Legyen G C My nyilt és a € f~1(G) tetszdleges. (Ha f~1(G) iires halmaz,
akkor nyilt.) Ekkor f(a) € G, és mivel G nyilt, ezért IK(f(a)) C My kornyezet,
amelyre K(f(a)) C G. Mivel f € Clal, ezért ehhez a K(f(a)) kornyezethez is
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dK (a) C M, kornyezete az a-nak, hogy Vo € K(a) esetén f(x) € K(f(a)), azaz
f(K(a)) C K(f(a)). Igy f(K(a)) C G is. Ebbsl

K(a) C f7H(f(K(a)) C fHG),
tehat a belss pontja f~1(G) Gsképnek, ezért f~1(G) nyilt.

(<) Legyen a € M tetszdleges. Belatjuk, hogy f € Cla]. Legyen K (f(a)) C Mo

tetsz6leges. Bz a kdrnyezet egy nyilt halmaz, ezért az 6skép f~1(K(f(a))) C My

nyilt. Nyilvan a € f~Y(K(f(a))), ezért 3K (a), amelyre K(a) C f~1(K(f(a))).

Ekkor Vz € K(a) esetén f(z) € K(f(a)), ami éppen azt jelenti, hogy f € Cl[a].
A folytonos fiiggvényeket és kompakt halmazokat kapcsolja Ossze a

10.7. Tétel. (Weierstrass-tétel)
Legyen f : My — My folytonos fiigguény és K C My kompakt halmaz. Ekkor
f(K) C My is kompakt.

Bizonyitas.Legyen G, (v € T') az f(K) egy tetszdleges, nyilt halmazokbol
allo fedérendszere, f(K) C U,erG,. Mivel K C f7Y(f(K)), ezért K C
FHUyerGy) = UqerfHGY). Az f € C, igy f1(G,) C M nyilt (v €
I'). Tehat f~1(G,) (v € I') a K nyilt fedérendszere. Mivel K kompakt,
ezért 3v1,72,..., 7 € I, hogy K C U, f 1(G.,,). Ekkor viszont f(K) C
FUL F1(G) = Uy f(F1(G,)) © UR Gy, Megtaliltuk a G, (v € T)
fed6rendszernek azt a véges részhalmazat, amely az f(K) véges fedérendszere,
tehat f(K) kompakt.

Ennek a tételnek a kovetkezménye, hogy ha (M, p) metrikus tér és f : M —
R folytonos, akkor minden K C M kompakt esetén az f|, fliggvénynek van
maximuma és minimuma.

10.3.4. Fixponttétel

Legyen A # () halmaz és f : A — A fiiggvény. Az olyan a € A pontot, amelyre
f(a) = a, az f fliggvény fixpontjanak nevezziik. Legyen (M, p) metrikus tér és
f: M — M leképezés.

10.14. Definicié. Azt mondjuk, hogy f kontrakcid (dsszehizo leképezés), ha
dq € [0,1), hogy Va,y € M esetén p(f(x), f(y)) < qp(z,y).

Konnyen lathato, hogy ha f : M — M kontrakeio, akkor folytonos. Ugyanis
legyen a € M és € > 0 tetsz6leges, valamint legyen 6 = ¢/g > 0. Ekkor minden

z € Ks(a) esetén p(f(2), f(a)) < gp(z,a) < qe/q=e.

10.8. Tétel. (Banach—Cacciopoli-Tyihonov fixponitétel)

Legyen (M, p) teljes metrikus tér. Legyen f : M — M kontrakcié. Ekkor
egyértelmien létezik olyan x* € M, amelyre f(z*) = x*, azaz pontosan egy
fixpontja van az [ leképezésnek.
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Bizonyitas.Legyen 2o € M tetsz6leges. Tekintsik az z1 := f(xp), 22 =
f(z1),...xpy1 := f(zn),... sorozatot. Megmutatjuk, hogy (z,) C M Cauchy-
sorozat.

1° Vn € N esetén

p(xn—i-lyxn) = P(f($n)7 f(xn—l)) < QP(Iml’n—ﬂ = qp(f(frn—l)v f(xn—Q)) <
< @Pp(Tn-1,2n-2) < ... < ¢"p(z1, 20).

2° Legyen Vn,m € N, n > m. Ekkor a haromszog-egyenldtlenség ismételt
alkalmazésaval, illetve az 1° részben igazoltak szerint

P(Trs ) < p(Tn, Tre1) + p(@n—1,Tn—2) + ... + p(Trmp1, Tm) <

n—2 m

< ¢" (1, x0) + ¢" P p(x1, x0) + - A ¢ p(1, 7o) =

1

= q"pler,x) 1+ q+ ¢+ ...+ 4" < ¢"p(an, )T

3° A ¢ €10,1) miatt ¢"™ — 0, ezért Ve > 0 3N Vn > N esetén

q" p(x1, o) <e.

1-—

Legyen n,m > N, n > m tetsz6leges. Ekkor

p(En, Tm) < q"p(21,20) 7=

— <&,
q

tehat (z,) Cauchy-sorozat. Az (M, p) teljessége miatt (x,) konvergens.

Legyen z* := limx,,. Megmutatjuk, hogy z* € M a leképezés fixpontja.

A folytonos fiiggvényekre vonatkozé atviteli elv szerint

z* =limx, =lim f(z,—1) = flimz,—1) = f(z¥).

Az z* egyértelmiiségehez tegyiik fel, hogy y € M is olyan, hogy f(y) = y.
Ekkor

p(z*y) = p(f(2%), f(y)) < qp(z™,y),
amib6l
0<p(a"y)-(¢g—1)
kovetkezik. A p(z*,y) > 0, ¢ — 1 < 0, ezért szorzatuk csak ugy lehet

nemnegativ, ha p(z*,y) = 0, amelynek a metrika 1° tulajdonsiga szerint
z* =y a kovetkezménye. Tehét egyetlen fixpont van csak.



11. fejezet

Tobbvaltozo6s fuggvény
differencialhatosaga

Megismerkediink a parcialis derivélttal, a fiiggvény differencidlhatosidgaval, az
irdnymenti derivalttal. SzélsGérték-szamitas eszkoze is lesz a derivalt. Az alabbi
témakoroket targyaljuk.

e Parcialis derivalt

e Tobbvaltozés fiiggvény derivaltja, derivalt matrix
e Parcislis derivaltak és a derivalt métrix kapcsolata
e Feliilet érintdsikja

e Térgorbe érintGje

o SzélsGérték fogalma és sziikséges feltétele

e Young tétele

e Miésodik derivalt, Taylor-formula

o SzélsGérték elégséges feltétele

11.1. Tobbvaltozos derivalas

11.1.1. Parcialis derivalt

Legyen f : R? D— R fiiggvény. Tekintsiik az értelmezési tartomany egy a =
(z,y) € intD(f) bels6 pontjat. Fektessiink az a ponton at az z tengellyel
parhuzamos egyenest, ennek egy pontja

(x+ty), teR

165
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11.1. 4bra.

lesz, majd vegyiik a fiiggvény értékeit ezekben a pontokban: f(z + t,y). Ekkor
egy ¢ : RD—= R, o(t) := f(x +t,y) valos-valos fliggvényt értelmeztiink, a képe
egy, a feliileten futé gorbe (11.1. abra).

11.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f figguény az (z,y) pontban az elsé
valtozo6 szerint parcialisan differencialhato, ha ¢ differencidlhaté a t = 0
pontban.

Ha ¢ € D|0], akkor az f elsé vdltozd szerinti parcialis derivaltja az (z,y)
pontban legyen a ¢'(0), azaz

O1f(z,y) == ¢'(0).
Emlékezve a valds-valds fiigguény differencidlhatésdgdra

f(l—,_t?y)_f(l'vy)
t

— I
O f(z,y) = lim
lesz ez a parcidlis derivdlt.

Lathat6, hogy az elsé valtozé szerinti parcidlis derivalhatosag csak a feliileti
gorbe simasagat jelenti a t = 0 pontban, és a 01 f(z, y) ennek a feliileti gorbének
a meredekségét adja. Az is leolvashato, hogy

flx+ty) - flx

n ’y) %81f(x,y), hat%o»

ami gy is olvashat6, hogy csupan az els6 tengely iranyaba kimozdulva az (z, y)
pontbdl

flx+ty)~ f(z,y) +01f(w,y) - t, hat=~0.
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Az el6z6eknek megfelelGen, ha az (z,y) ponton &t az y tengellyel parhuzamos
egyenest vesziink fel, akkor is kapunk egy v : R >— R, ¥(t) :== f(z,y + )
feliileti gorbét. Ha ¢ € D[0], akkor az f a mésodik valtozoja szerint parcialisan
differencidlhato az (z,y) pontban, és

O f (1) = ' (0) = lim LT YT = F(@.y)

t—0 t

lesz az f méasodik valtozé szerinti parcidlis derivéltja az (z,y) pontban. Az
elgz6ekhez hasonlé a Os f (z,y) jelentése is.

Gyakran hasznaljak még 0 f(x,y) helyett a %(I,y), fi(z,y) és a Dyf(z,y)
jeloléseket is. Ennek megfelelsek a 0o f (x,y) helyett hasznalt jelolések is.
Megfigyelhet6, hogy az f els§ valtozo szerinti parcialis derivalhatésaganal a
masodik koordinata, az y nem valtozik, allandé marad. Ez indokolja, hogy ha
egy tetszoleges (x,y) pontban akarjuk példaul az

fla,y) =2* +20+y ((z,y) € R?)

fiiggvény elsd valtozo szerinti parcialis derivaltjat kiszamitani az (x,y) pontban,
akkor a derivalds sordn az y konstansnak szamit, tehat

Oif(z,y) =2xy> +2+0 ((z,y) € R?).

Ugyanigy a masodik valtoz6 szerinti parcialis derivalas soran z szamit kon-
stansnak, tehat
Oof(,y) = 2?3y +1 ((z,y) € R?).

Sajnos az f akar mindkét viltozod szerinti parcialis differencialhatosagabol még
a fliggvény folytonossaga sem kovetkezik az adott pontban. Példaul az

52 V. J 1, hazy=0

fiiggvényre 01 f(0,0) = 0 és d2£(0,0) =0, de f ¢ C[(0,0)].

11.1.2. Derivaltmatrix

Most foglalkozzunk a differencidlhatosag fogalmanak olyan kialakitasaval, amely
valodi dltalanositasa a valés-valds fiiggvény differencidlhatésaganak.
Legyen f: R?2 D= R, (z,y) € intD(f).

11.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy f differencialhaté az (z,y) pontban, ha
van olyan A, Ay € R és olyan o : R? D= R figguény, hogy minden olyan
h = (hy,ha) € R? vektorra, amelyre (x + hi,y + he) € D(f), teljesiil, hogy

f(x+hi,y+ho) — fz,y) = Arhy + Ashy + a(hy, ho)

és L
lim o(h)

- = 0.
h—0 | k|
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A limy,_o % = 0 az o(h) maradéktag ,kicsiségére” utal. Nyilvan limy, 0 a(h) =
0 is igaz, de ha a(h) értékeit elosztjuk a ||h|| = 0 kicsi szammal, akkor ezzel ,fel-
nagyitjuk” az a(h) értékeit, igy ha még ez a hanyados is 0-hoz tart, akkor a(h)
igazan Jkicsi”.

Amikor a h := (hy,0) alaku, akkor atrendezés és hatarértékképzés utan

lim f(£+h1,y)—f(x,y) — lim (Al+a(h170)) :A17

h—0 hl h1—0 |h1|

amely azt jelenti, hogy ha f differencidlhat6 az (x,y) pontban, akkor A; csak
O01f(x,y) lehet.

A h:= (0, he) alaku vektorokra pedig az adodna, hogy As csak 0o f(z,y) lehet.
Igy ha f differencialhaté az (z,y) pontban, akkor a fiiggvény f(x 4 hy,y+ ha) —
f(z,y) megvaltozasa jol kozelithets a

81f(:v,y)h1 + 82f(m,y)h2

Jlinearis fliggvénnyel”, s6t az elkGvetett hiba, az a(hq, hs) elhanyagolhatoan kicsi:
még a felnagyitott % hanyados is 0-hoz kozeli, ha ||h|| kicsi.

Matrixokat hasznalva az f differencidlhatosaga azt jelenti, hogy van olyan « :
R? >— R fiiggvény, hogy

ot by +s) = fla9) = 01 o) Oaflo] | 1 |+ athu )
és )
. «
o Tl "

Az f fiiggvény differencidlhatosagat az (x,y) € intD(f) pontban jeldlje f €
DI[(z,y)], és az f derivaltja ebben a pontban

f(@,y) = [01f(z,y) Oaf(x,y)] € RV
Ha f € D|(x,y)], akkor f € Cl(x,y)] is, mert
hlliilrznﬂof(wrhhy+h2)—f(x,y) =, lm o f(z,y)hi+02f(z,y)ha+a(hy, he) = 0.

A matematika alkalmazésai sordn gyakran hasznaljak a hy =: Az, he =: Ay
jelolést; a fliggvény megvaltozasat

Af = f(x+hi,y+ h2) — f(2,y)

jeloli. Ekkor a

of of

Af =~ —=A —A
/ ar " + Jy 4

arra utal, hogy a fiiggvény A f megvéltozasat jol kozeliti a parcialis derivéaltakkal
készitett linedris fiiggvény. Ennek még van egy alig magyarazhato, ,yvégtelen kicsi
mennyiségeket” hasznalé valtozata is:

of of

df = 5ydo+ 5 dy.
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A df az ,f fiiggvény differencialja” nevet viseli.

A kétvaltozos fiiggvényre kialakitott fogalmakat minden nehézség nélkiil al-
talanosithatjuk a sokvaltozos fliggvényekre is.
Legyen f:R® D= R, x = (z1,22,...,%i,...,Zn) € intD(f).

O f(x) = lim fley, o, o w4+t my) — f(T1, 22,0 Ty ooy T)
t—0 t

az f i-edik véltozo6 szerinti parcialis derivéltja.
Az f: R™ O— R fliggvényt az = € intD(f) pontban differencialhatonak nevez-
ziik, ha létezik olyan

A:=[A; Ay ... A,] € RY*" és létezik olyan a : R™ D>— R

fiiggvény, hogy minden h € R™ vektorra

flx+h)— f(z) = Ah+ a(h), ahol ’{Lrllom =

Ttt is igaz, hogy A; = 0;f(x), i =1,2,...,n. Ha f € D[z], akkor
f(@) =[01f(x) Da2f(2) ... Onf(2)].
Végiil legyen f : R® >— R*, x € intD(f). Az f fiiggvény differencialhaté az

x pontban, ha létezik olyan A € RF*"_ &és van olyan o : R >— R* fiiggvény,
hogy minden h € R™ esetén

f(z+h)— f(z) = Ah + a(h), ahol %%Cm —0.

Most A;; = 0, fi(x), és igy

ofi(z) Oafi(z) ... Onfi(x)

81f2(.%‘) 82f2(x) . 8nf2(l‘)
f’(a:) _ . c kan
az f derivaltja az x pontban. Jacobi-matrixnak nevezik.
Példaul
1. f(z,y,2) := zyz esetén f'(x,y,z) = [yz xz xy)
cost —sint
2. r(t) ;= | sint | esetén r'(¢) := | cost
t 1
P(z,y,z) 0, P 0,P O0.P
3. Fz,y,2) = | Q(z,y,2) | esetén F'(z,y,2) = | 0,Q 0,Q 0.Q
R(z,y,2) R 0,R O.R
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11.1.3. Erint6
Feliilet érintdsikja

Legyen f : R? >— R, (w0,y0) € intD(f), és tegyiik fel, hogy f € D|[(z0,0)].
Ez azt jelenti, hogy

f(x,y) = (@0, 90) = 01 f (20, yo) (@ — o) + D2f (w0, y0)(y — yo),
ha (z,y) =~ (z0, y0), és ez a kozelités ,elég jo”. Legyen 2o := f(z0o, y0), akkor a
z 1= O f (20, yo)(x — @0) + O2f (w0, Y0)(y — Yo) + 20
esetén f(z,y) =~ z, ha (z,y) = (zo, yo). Vegylk észre, hogy ha
n = (01 f(z0,v0), O2f(x0,¥0), —1),
70 := (Z0, Y0, 20),
ri=(2,9,2),

akkor az (n,r —19) = 0 egyenletii sikrol lattuk be, hogy ,elég jol” kozeliti az f
fliggvénnyel leirt feliiletet.
Az (n,r —71o) = 0 egyenletd sikot az f feliilet (xo, Yo, f(x0,yo)) ponthoz tartozd
érintdsikjanak nevezziik.

Térgorbe érintgje

Legyen 7 : R D— R3, tq € intD(r), és tegyiik fel, hogy r € Dlty].

Ha
x(t)
r(t)=| y(t) |,
2(t)
akkor
x(t) — z(tg) i(to)
r(t) —r(to) = | y(t) —y(to) | =7(to) - (t—to) = | y(to) | (t—to),
z(t) — z(to) £(to)
és ez a kozelités ,elég j6”. Ez azt jelenti, hogy a
i (to) x(to)
v:=| y(to) | irdnyvektora ésry:= | y(to) | ponton dtmend
Z(to) z(to)
x
egyenes r := | y | futdépontjara
z
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és ez az egyenes kozel halad a gorbéhez, azaz r(t) = r, ha t ~ tg.

Az r = rq + v(t — to) egyenest az r térgorbe to paraméterértékhez tartozd
érintSegyenesének nevezziik, amelynek iranyvektora az 7(tp) érintévektor.
(Hagyomanyosan térgorbék esetén a derivaltat nem vessz6, hanem pont jeldli.)

11.1.4. Széls6érték
Legyen f: R?2 D= R, a = (a1,az2) € D(f).

11.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek lokalis minimuma van
az a pontban, ha van olyan K(a) kdrnyezete az a pontnak, hogy minden x =
(x1,22) € K(a) N D(f) esetén

f(z1,22) > f(a1,a2) vagy f(z) = f(a).
Hasonlé a lokalis maximum fogalma is.

11.1. Tétel. (Lokdlis szélsGérték szikséges feltétele)

Legyen f : R?2 — R, a = (ay,az2) € intD(f) és f € Dla]. Ha f-nek a-ban lokdlis
szélséértéke (vagy minimuma vagy mazimuma) van, akkor f'(a) = 0.

[f'(a) =0 <= 01 f(ar1,a2) =0 és 0z f(a1,a2) = 0]

Bizonyitasként elég arra gondolni, hogy ha f-nek az (a1, a2) pontban lokalis
minimuma van, akkor a

(rb 'R o= ]Ra ¢(t) = f(ta a2)

fliggvénynek a t = a; pontban lesz lokilis minimuma.

Mivel f € D[(a1,a2)], ezért ¢ € Dlay], ezért ¢’'(a;) = 0, ami éppen azt jelenti,
hogy 01 f(a1,a2) = 0.

Ugyanez elmondhaté a

w:RD_)Ra w(t) = f(aht)

fiiggvenyrdl is. Igy ' (az) = 0, ami ds f (a1, az) = 0.

Ezzel a modszerrel kereshetjiik meg egy differencidlhaté fliggvény lehetséges
szélsGértékhelyeit.

Eredményeinket szinte valtoztatas nélkiil vihetjiik at f : R® D— R fiiggvényre
is.

11.2. Tétel. Legyen f: R™" D= R, a € intD(f) és f € D[a]. Ha f-nek a-ban
lokdlis szélséértéke van, akkor f'(a) = 0.
[f'(a) =0 <= 01f(a) =0, O2f(a) =0,...,0nf(a) = 0]
Ha f : R" D> R és f € Dla], akkor az f'(a) € R ™ sormatrix helyett a
gradf(a) := (f'(a))T vektort hasznaljak.
Tehéat

O f(a)

O2f(a)

gradf(a) = (oszlopmaétrix, amit azonosithatunk egy vektorral).

0,1 (a)
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A gradf(a) szemléletes jelentését a 4. feladatban mutatjuk meg.

11.2. Feladatok
1. Képzelje el az f : R? — R,

[z, y) =2 + y%;
fla,y) = 2® +y* + 4z — 2y + 10;
f(z,y) = 22% 4 5y,

fiiggvényekkel szarmaztatott feliileteket. Hogyan nézhet ki a
h:{(z,y) | 2* +y* <100} = R, h(z,y):=—2* —y*+ 100
fliggvény feliilete?

2. Irjafel az f: R? = R, f(x,y) := 2%y fiiggvény (z0,v0) := (1,2) ponthoz
tartozo6 érintdsikjat.

3. Trja fel az r : [0,47] — R3, r(t) := (2cost,2sint,t) térgérbe barmely
to € (0,47w) ponthoz tartozo érintGvektorat. Szamolja ki az (r(to), e3)
skalaris szorzatot (es := (0,0,1)). Ertelmezze az eredményt!

4. Legyen f : R? — R, a € intD(f) és e € R?, amelyre |le| = 1. Az f
fiiggvény a pontbeli e irdny menti derivaltjin a

1
0.(a) = lim L(f(a + te)  f(a)
hatarértéket értjiik, ha ez a hatarérték létezik.

Ha f € DJa], akkor megmutathato, hogy

e f(a) = (gradf(a),e€).

Mutassuk meg, hogy a feliilet a gradf(a) vektorral parhuzamos iranyban
a legmeredekebb az a pontban.

Megoldds: Azt az é € R?, ||é|| = 1 irdnyt kellene megtaldlni, amelyre
Oef(a) < 0:f(a), ha e € R? |le|]| = 1. Sikbeli vektorok esetén lathattuk a
Lineéris Algebraban, hogy

(gradf(a), e) = |lgradf(a)l| - [le]| cos a,

ahol a a két vektor hajlasszoge. Mivel a ||gradf(a)|| nem valtozik (az
a € intD(f) rogzitett), az ||e|| = 1, ezért a szorzat akkor a legnagyobb, ha
cosa = 1, azaz e parhuzamos a gradf(a) vektorral.

Ennek a kévetkezménye, hogy egy hegyrdl lefuto patak, de a gleccserek is
minden pontban az abban a pontban érvényes gradienssel parhuzamosan
mozognak.
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5. Legkisebb négyzetek mddszere
Tegyiik fel, hogy valamilyen 6sszefiiggés kimutatdsahoz méréseket végziink.
Az x; értékhez y; mérési eredmény tartozik. Az a sejtésiink, hogy az
(zi,9i), 1 =1,2,...,n pontoknak egy egyenesen kellene elhelyezkedniiik.
Keressiik meg a mérési pontokhoz legjobban illeszkeds y = Az + B alaka
egyenest!
Megoldds: A Y7 | (Az; + B — y;)? a mérési pont és az egyenes kozotti
Osszes eltérés négyzetosszege. Szeretnénk, ha ez a legkisebb lenne.
Legyen (A, B) := Y., (Az;+B—y;)?. Ott lehet minimalis az e fiiggvény,
ahol €'(A, B) = 0, azaz

Odae(A,B) = Z 2(Az; + B —yi)z; =0
Ope(A,B) = 2(Az;+ B —y;) =0

Részletesebben

AZ:E?—Q—BZ:EZ- :inyi
AZmi—an:Zyi

Ez egy kétismeretlenes (A és B) linearis egyenletrendszer, amelynek meg-
oldasa (mindig megoldhato, ha az x; pontok kiilonboznek)

A:nZwiyi—inZyi B:Zw?Zyz—Zmszyz
nyai— (L) nywl—(Cw)?

(Az Osszegzések mindeniitt 1-t6l n-ig értendék.) Megmutathaté, hogy az
ilyen A és B esetén az y = Ax+ B valéban a legkozelebb megy a pontokhoz.

6. Legyen f:R? = R, f(x,y) := e cos(z?y3).
Szamitsa ki a 0, f(x,y), 0y f(x,y),0y(0xf)(x,y) és 0:(9y f)(x,y) parcialis
derivaltakat. Mit tapasztal?

7. Legyen f: R? — R,
a:y% ha 22 +y2 #0
= T4y ’
f(xvy) 0’ hax2+y2:0
Mutassa meg, hogy

8. Keresse meg az f : R? — R, f(z,y) := z* + y* — 22 + 3y + 1 fiiggvény
lokalis szélsGértékeit.

9. A 22593 4+ 2395 — 32%y? + 5y = 622 — 1 egyenlSség x = 1 és y = 1 esetén
teljesiil. Van-e ezen kiviil mas megoldasa az egyenletnek?
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Megoldds: Legyen f : R? — R, f(z,y) := 22°y> + 23y — 32%y? + 5ay® —
622 + 1. Nyilvan f € C! és f(1,1) = 0.

Do f(z,y) = 62°y? + bady* — 62ty + 1522, ezért Do f(1,1) = 20 # 0.

Az implicit figgvény tétele szerint létezik K, (1) és K,(1) kornyezet és
van olyan ¢ : K,,(1) — K,(1) differencialhato fiiggvény, amelyre minden
x € (1—p, 1+ p) esetén f(z, d(x)) = 0, azaz végtelen sok megoldésa van az
egyenletnek. (Természetesen ez nem jelenti azt, hogy az (1,1) szampéron
kiviil van még maés, egészekbdl 4llo szampar is ezek kozott!) Mivel

O f(z,y) = 102ty + 322y — 122%y° + 5y — 12z, o f(1,1) = —6,

ezért
o f(1,1) 3

Y= T W

Ezt felhasznalva a ¢ fliggvényt kozelitSleg el tudjuk allitani:
d(z) = ¢(1)+¢'(1)(z — 1), haz ~ 1,
azaz
3
925(1‘)%14—@(@”—1), ha x ~ 1.

10. Tegyiik fel, hogy van olyan y : R D— R differencidlhaté fliggvény, amelyet
az xy + "tV — y? + 5 = 0 egyenlet definial. Szamitsuk ki a derivaltjat!
Megoldds: Legyen f : R? > R, f(z,y) := zy + "t — y? + 5. A feltétel
szerint minden x € D(y) esetén

h(z) := f(z,y(x)) =0,
ezért a h fliggvény derivaltja is 0, azaz minden x € D(y) esetén
W (x) = (wy(z)+e" 0 —y? (2)+5) = y(a)+ay (2)+e" V- (14y/ (2) -2y (2)y/ (z) = 0.
Ebbol y'(x) kifejezhets:

@) e
x 4 erty(@) — 2y(z)

Y (x) =

(z € D(y)).

Az eredményt gyakran a feliiletes

’ y+ew+y
L T+ ety — 2y

alakban is felirjak.
Megjegyezziik, hogy ilyenkor a feltételek ellendrzése nélkiil az implicit mo-
don definialt fiiggvény derivalési szabélyat alkalmazzuk val6jiban.
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11. Egy gaz allapotat az F(p, V,T) = 0 allapotegyenlettel adjuk meg. (Idealis
gaz esetén ez pV — nRT = 0 alakt.) Ez az egyenlet harom implicit fiig-
gvényt definial:

p=p(V,T),
V =V(T,p),
T =T(p,V).

Mutassuk meg, hogy
Op(V,T)-0rV(T,p)-0,T(p,V) = —1.

Megoldds: Feltételezve, hogy teljesiilnek az implicit fiiggvény tételében sz-
erepld feltételek, az implicit fliggvényeket rendre visszahelyettesitve kapjuk,

hogy
(Va T) — F(p(V, T)a Vi T) =0,
(Tvp) = F(p, V(T7p)7 T) =0,
(. V) = F(p,V,T(p,V)) =0.

Az azonosan 0 fiiggvény parcilis derivaltja is 0, ezért

F

(3'\/F(p(v, T),V,T) =OWF - -0yp+ 0oF -0V +03F-0yT =0= 0yp= *227,
1

F

8TF(p,V(T,p),T) =0 F - an-i-azF -OrV + 03 F -0rT =0= 07V = —237,
2
F
OpF(p,V,T(p,V)) =0 F -0pp+ 0F -0,V + 03F -9,T =0=0,T = —?)17.

3

Ebbél

_(LOFY (L0 (oY _
8vp'aTV'8”T_< alF)( 82F>< 83F>_ -

Megjegyezziik, hogy a feliiletesen gondolkodok csodalkoznak azon, hogy
hagyoméanyos jelolésekkel és formalis torteknek véve a parcialis derival-

takat

o ov or

ov oT 0dp
lenne a varhat6 eredmény. .. A pV —nRT = 0 esetet végigszamolva gy6z6d-
jink meg rola, hogy a szorzat valéban (—1).

x(u,v) u+wv
12. Legyen @ : R? — R3, ®(u,v) = | y(u,v) | := | u?+0v* | egy ,két-
z(u,v) ud + 3
paraméteres modon adott feliilet”. Az (ug,vo) := (1,2) paraméterértékhez
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13.

tartozo érintdsikjanak adjuk meg az egyik normélvektorat!

Megoldds: A
g: (u,v) — v(u,v) | _ [ utv
B y(u,v) u? + v?

fiiggvény inverze a

u(,y) }

v(z,y)
fiiggvény lenne. Ezt a z fiiggvénybe helyettesitve a

g (zy) — {
zog i (z,y) — 2(u(z,y),v(z,y))

kétvaltozos valos értékii fliggvényként allna els a & feliilet. Az érintdsikja-
nak normalvektora

n = (9:2(u(z0,%0),v(T0, Y0)), 8yz(u(ﬂfov Y0), v(z0,¥0)), —1).

Lathato, hogy éppen a (20 g~ 1) (zo, yo) derivéltra lenne sziikségiink. Fel-
hasznalva az inverz fliggvény tételét azt kapjuk, hogy

(zog V) (wo,p0) = 2'(9 " (w0, 90)) - (97") (o, %0) =
= [ Buz(ug,v0) dvz(uo,vo) |- (g'(uo,v0)) ™" =

I
—
w
£
(] V]
(%)
i~
N
f—
L —
[N}
S o=
S
]
S
S
—_
L
I
—
w
—
[N}
f—
| —
DN =
N
—_
L

Tehdt 0,2(u(1,2),v(1,2)) = —6 és dyz(u(1,2),v(1,2)) = 2, igy az érin-
tésik egyik normélvektora n(—6, 2, —1).

Keressiik meg az f : R? — R, f(x,y) := 2% +y? — 22 + 4y — 1 fiiggvénynek
a
Q:={(z,y) eR* | 2® +y* < 1}
zart halmazon a lokalis szélsGértékhelyeit.
Megoldds: Az
intQ = {(z,y) € R? | 22 +y% < 1}

nyilt korlemezen ott lehet lokalis szélsGértéke az f fiiggvénynek, ahol

Onflr,y) = 20—-2=0
Of(x,y) = 2y+4=0.

Ebbél (zg,y0) = (1, —2) adddik, ami nincs az int@ nyilt kérlemezben, azaz
f-nek nincs lokalis szélsGértéke a korlemez belsejében. Mivel @@ kompakt
halmaz (korlatos és zért), ezért a folytonos f fiiggvénynek van minimuma
és maximuma is @-ban. Tehat @ hataran vannak ezek a szélsGértékhelyek.
Keressiik meg az f fliggvény feltételes minimuméat és maximumaét a g(x, y) :=
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22 4+ y? — 1 = 0 feltétel mellett!
Keészitsiik el az F(z,y) = f(z,y) + M\g(x,y) = 22 + 9> — 22 +4y — 1 +
Ax? +y? — 1) fiiggvényt.

OHF(z,y)=2r—-24+2xz = 0
WF(x,y) =2y+4+2\xy = 0
?+yP—-1 = 0

Megoldva a haromismeretlenes egyenletrendszert (éppen annyi egyenlet &ll
rendelkezéslinkre, amennyi az ismeretlenek szama...), azt kapjuk, hogy
T = 5, Yy = — 12, amelyekbdl

1 4

TS ERRTES ik

Két megoldas is van: A\; = v/5—1és Ay = —/5—1. Ezekhez a Py (
és a Pg(*%, %) pontok tartoznak.

1 _L)
YEHRVE]

Legyen elszor A\; = v/5 — 1 és Pl(%, —%)

Fi(z,y) = f@,y)+Mg(z,y)

Fl(z,y) = [2z—-2+2(V6-1)z 2y+4+2(vV/5-1)y |

" _ [2+2(v5-1) 0 [2v5 0
Py = 0 2+2(¢5—1)}_[ 0 2\/5}

egy pozitiv definit kvadratikus alak métrixa, igy barmely h € R% h #

0 vektor esetén (Fy'(z1,y1)h,h) > 0. Emiatt a Pl(%,f%) pontban

minimuma van az f fiiggvénynek a g = 0 feltétel mellett.
Ad=—/5-16¢s Pg(—%7 %) szintén definial egy Fa(z,y) = f(x,y) +
A2g(z,y) fiiggvényt.
Fy(z,y) = [20—-242(—V/5-1)2 2y+4+2(—V/5-1)y ]
2+2(—v5-1) 0 [ -2v5 0
0 242(—v6-1) | | 0 25

€ R, h #
) pontban

F2N(9327y2) =

egy negativ definit kvadratikus alak méatrixa, igy barmely
0 vektor esetén (Fy (xa,y2)h,h) < 0. Emiatt a Pg(—%,
maximuma van az f fliggvénynek a g = 0 feltétel mellett.

Sho=

5

11.3. Té6bbvaltozos derivalas

11.3.1. Parcialis derivalt és derivaltmatrix

Legyen f:R™ >— R, = € intD(f).
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11.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f az i-edik vdltozd szerint (1 =1,2,...,n)
parcidlisan differencidlhatdé az x pontban, ha

T+ (/( + te) — f(2)) € R

(Itt e; = (0,...,19,...,0) az i-edik egységuektor.)
Ha létezik a hatdrérték, akkor az [ i-edik vdltozo szerinti parcidlis derivdltja az
x pontban

0if () = lim *(f(a + te:) — F())

11.5. Definicié. Legyen f : R® >— R* 2 € intD(f). Azt mondjuk, hogy f
differencidlhatd az x pontban (f € D[z]), ha 3F, : D(f) — R¥*™ madtrizértéki
figguény, amelyre F,, € Clz] ésVz € D(f) esetén f(z) — f(z) = Fo(2)- (2 — x).
Ha f € D[z], akkor f'(x) := Fy(x) a derivdltmdtriz.

11.3. Tétel. f:R" > RF, z € intD(f)
f €Dzl < fj € Dlz], j=1,2,....k

Bizonyitas.
bil Fy
I2 F
Az f = . , AZ Fm — . )
Tk Fy,

ahol F; € R gormatrix. Ezért az

[(2) = fa) = Fu(2) - (2 — 2) & [i(2) = fi(x) = Fj(2) - (z =), G=1,.... k.

11.4. Tétel. Ha g : R* D> R™, g € D[z] és f : R™ >— RP, f € D[g(z)],
akkor fog € Dlz], és (f o g)'(x) = ['(9(x)) - g'(x).

Bizonyitas.A bizonyitas sz6 szerint megegyezik a val6s-valés kozvetett flig-
gvény differencialhatosagarol szolo tételével, csupan a G, : D(g) — R™*" ég
Fyzy : D(f) — RP*™ fliggvényeket kell szerepeltetni.

11.5. Tétel. Ha f:R™ >— R*  f € D[x|, akkor
ﬁlfl(x) e 8nf1(x)

f/(:c) _ c kan.
81fk(1‘) .o (9nfk($)
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Bizonyitas.Ha f € D[z, akkor 3F, : D(f) — RF*" F, € Clz], amelyre
Vz € D(f) esetén f(z) — f(z) = Fy(2) - (z — ).

Legyen j =1,2,...,keési=1,2,...,n. Ekkor f;(z) — f;(x) = (Fx(2)); - (z — ),
ahol (F,(2)); az Fy(z) j-edik sora.

Valasszuk a
1

Tn

vektort. Ekkor

fj(Z)—fj(l‘) zfj(zcl,...,t,...,a:n)—fj(xl,...,xi,...,xn):
0

= (Ba(2))y |t | = (Ba2))ilt — ).

Ha t # x;, akkor

azfj(l,) _ hm fj(l’l,...,t7...,$n) —fj(l'l,...,fﬂi,...,.’ﬂn) _ liIIl (Fm(z))]l _ (Fz(x))]“

t—x; t—x; t—x;

hiszen ha F, € C[z], akkor minden komponense is folytonos az x pontban.
A parciélis derivaltak létezésébdl még nem kovetkezik a fliggvény differen-
cialhatosaga.

11.6. Tétel. Ha f : R® D>— R* és 3K (z) C D(f), hogy Vi = 1,....,n és
Vi=1,...,k esetén 0;f; € C(K(x)), ekkor f € Dlx].

Bizonyitas.A bizonyitast f : R? D— R esetén végezziik el. Legyen Vz €
K(x), 2z # x. Ha x = (x1,22) é8 z = (21, 22), akkor

f(z) = f(x) = f(21,22) — f(21,22) + f(21,22) — f21,22).
A valos-valos Lagrange-kozépeértéktétel miatt 391,92 € (0,1), hogy
f(z1,22) = f(@1,22) = O f (1 + V1(21 — @1), 22) - (21 — @1)
és
f(a1, 22) = f(@1,22) = 0o f (w1, 22 + V2(22 — 22)) - (22 — 22).
Igy
21 — X1
zZ9 — T2 ’

f(z) = f(x) = [01f(x1 +V1(21 —21), 22) Oof (w1, 2+ V2(22 — 22))] {
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A 01 f és 0o f folytonossidga miatt az
Fy(z) == [01f(z1 + D1(21 — 21),22) Oof (w1, 72 + V2(22 — 22))]

valasztassal az F, € Clx]. Tehat 3F, : D(f) — RY2 F, € C[x], amellyel
Vz € D(f) esetén

azaz f € Dlz].

11.7. Tétel. Legyen f : R™ D— R, f € Dla]. Legyen e € R™, |le]| = 1.
Ekkor
O f(a) = [f'(a)e = (gradf(a),e).

Bizonyitas.Legyen ¢ : R D— R, ¢(t) := f(a + te). A kozvetett fliggvény
differencidlhatdsiga miatt

§(t) = fla+te)-e.
Igy

11.3.2. Masodik derivalt; Taylor-formula

11.6. Definicié. Legyen f : R™ D— R. Tegyiik fel, hogy a 0;f : R" >— R i-
edik valtozo szerinti parcialis derivdlt figgvénynek létezik a j-edik vdltozo szerinti
parcidlis derivdltja. Ekkor

9;(0;f) =: ainf'

11.8. Tétel. (Young tétele a vegyes parcidlis derivdltak felcserélhetdségérdl)
Ha f : R" D= R, 9;f € C(K(a)), i = 1,2,...,n é 9;;f € C(K(a)), i,j =
1,2,...,n esetén, akkor

a?jf(a) = a?z‘f(a)y i,7=1,2,...,n.

Bizonyitas.Ezt is csak f : R? D— R esetén igazoljuk.

Legyen h,k € R, h,k # 0 olyan, hogy (a; +h,as+k) € K(a). Legyen F : R D—
Ra F((E) = f(.’L‘,ag—f—k)—f(l',aQ) ésG:R DO Rv G(y) = f(a1+hvy)_f(alay)
(11.2. 4bra).

Helyettesitéssel ellendrizhets, hogy

F(a1+h) 7F(a1) :G(a2+k) 7G(a2). (111)

A O1f és Oof folytonossaga miatt (a Lagrange-kozépértéktétel szerint) 39, €
(0,1) olyan, hogy

F(ay4+h)—F(a1) = F'(a1+91h)-h = (01 f(a1+91h, ag+k)—01 f (a1 4+V1h, az))h.
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11.2. abra.

Mivel 04 f differencidlhaté a mésodik valtozo szerint, ezért ismét alkalmazva a
Lagrange-kozépértéktételt, 302 € (0, 1), hogy

O f(ar +V1h,as + k) — 01 f(a1 + 91k, a2) = 02(01 f) (a1 + D1h, ag + V2k) - k.
Hasonl6 gondolatmenettel 393,94 € (0,1) olyan, hogy
Glaz + k) — Glaz) = G'(ag+V3k)k =
= (02f(a1 + h,az + U3k) — 02 f (a1, a2 + U3k))k =
= 01(0af)(ay + Vah, az + 93k)hk.
A (11.1) egyenlség miatt
8o (01 f)(ar + D1k, as + Dak)kh = 8y (Dof)(ar + Dah, as + Dsk)kh.

Mivel h, k # 0, ezért le is oszthatunk (hk)-val. Legyenek (h,,) és (k,,) tetsz6leges
olyan sorozatok, amelyekre h,, # 0, k, # 0 és h,, — 0, k, — 0. A O2(01f) és
01(02f) folytonossaga és a Vn € N esetén fennall6 egyenlségek miatt

0201 f)(ar + I hn, a2 + I3ks) —  02(01f)(a1,a2)

|

O (02f)(ar + Vyhn, a2 + 95ky) —  01(02f) (a1, a2),
ezért 82 (81f)(a1, ag) = 81 (82f)(a1, ag).
11.7. Definicié. Legyen f : R™ D— R és Vi,j = 1,2,...,n esetén (r“)fjf €
C(K(a)). Ekkor
ot f(a) ... 01,f(a)
" (a) := : eR™*"
Onfla) ... 9%.f(a)
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az [ masodik derivaltja az a pontban. Hesse-mdiriznak nevezzik.

A Young-tétel miatt f”/(a) szimmetrikus matrix.

Legyen f : R™ D— R elég sima fliggvény, ami jelentse azt, hogy 0;f, 3fjf €
C(K(a)), Yi,j=1,2,...,n

Legyen h € R™, h # 0 és t € R olyan amelyekre a + th € K(a).

Legyen ¢(t) := f(a + th). Ekkor

$'t) = fla+th)-h= Zaf (a +th)h;,

i=1

¢"(t) = <i81fa+th ) Z{@f a+ th)h}h; =
= i{iaj(&f a+ th)h }h—zz a+ th)hih;.

i=1 =1 j=1

Ezekbdl ¢(0) = f(a), ¢'(0) = f'(a)h és ¢"(0) = (f"(a)h,h). (A legutolsot
gondoljuk végig a méatrixszorzés és a skalaris szorzat definicidinak birtokaban.)
A Taylor-formula alapjan Vt € RT esetén 39 € (0,t), hogy

B(t) = 6(0) + 9 (0)t + 8" (D)7

(A harmadik tag mar a Lagrange-féle maradéktag.)
Nyilvan igaz, hogy

1 /! 1 /! /! /! 1 /!
LD = 1070+ ¢") — " O) = L' O +al),
ahol a(t) := £ (¢"(9) — ¢"(0))t?, és amelyre
im 2 i L (679) — ¢7(0)) = 0,
mert ¢ folytonos. Tehét

B(t) = 6(0) + F (O + 56" (O + (o),

ahol lim;_,¢ o‘t(f) = 0. Egybefésiilve a ¢ fiiggvényre kapott eredményeket:

B1) = fla+1h) = 6(0) + ¢'O0)t + 5" (O)F +alt) =

= J(@)+ S (@t + g f @R B + B(th),
ahol B(th) := «(t), és amelyre

Bth) .. —aft) _
BTN i PR
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Itt a limyp—o % = 0 ugy is igaz, hogy h # 0 rogzitett vektor és t — 0, de ugy
is, hogy t # 0 rogzitett és h — 0.
Legyen t := 1. Ekkor igaz a kiévetkezs ,,Taylor-formula™

11.9. Tétel. Ha f : R" D— R elég sima (0;f, 05, € C(K(a))), akkor 35 :
R™ > R, hogy Vh € R™, h#0, a+ h € K(a) esetén

flat h) = f(a) + f'(@}h + 5 (" (a)h, ) + B(R),

ahol limy, _o ik = 0.

11.3.3. SzélsGérték

11.10. Tétel. (A lokdlis szélsdérték szikséges feltétele)
Ha f € Dla] és f-nek a-ban lokdlis szélséértéke van, akkor f'(a) = 0.

Bizonyitas.Legyen e € R™, |le]| = 1. Mivel f-nek a-ban loklis szélsGértéke
van, ezért a ¢ : R — R, ¢(t) := f(a + te) fliggvénynek a ¢ = 0 pontban van
lokalis szélsGértéke, igy ¢'(0) = 0. Mivel ¢'(t) = f'(a + te) - e, ezért t = 0 esetén

f'(a)-e=0.
Vi=1,2,...,n esetén
igy f'(a) =10 ... 0] =0 € R*".
A Taylor-formulat felhasznélva elégséges feltételt adunk a szélsGérték 1létezésére.

11.11. Tétel. (A szigori lokdlis minimum elégséges feltétele)

Legyen [ : R™ D>— R. Tegyiik fel, hogy 0;f, afjf € C(K(a)), f'(a) =0 és
Vh € R™, h # 0 esetén (f"(a)h,h) > 0. Ekkor f-nek a-ban szigoru lokdlis
mInEmuma van.

Bizonyitas.Legyen h € R, h # 0 tetsz6leges. Ekkor

fla+h)

F(@) + /(@ + 5 (" (@), ) + B(h) =

e L (g By B
= fla)+ 5lIn] (<f ( )||h||’||h||>+2||hll2)'

Legyen S; := {x € R™ | ||z|| = 1} az,egységgémb héja”. Mivel ﬁ egységhosszisagn
vektor, igy e := ﬁ €S51. Ak:S =R, k(e) := (f”(a)”—ZH, H—Z”) folytonos fiig-
gvény Sq-en. Sp korlatos és zart, ezért a Weierstrass-tétel mintajara végiggondo-

lhato6, hogy van minimuma a k fiiggvénynek, legyen ez m € R és az (" (a)h, h) >
0 (h # 0) feltétel miatt m > 0. Ez azt jelenti, hogy Vh € R™, h #£0

L
ST TRy =™
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Mivel limhﬁo% = 0, ezért az ¢ := 7 > 0 hibakorlathoz 36 > 0, hogy
Vh € R™, h#0, ||h]] < 0 esetén

m _ B(h) m

< .
4 [hfr 4
Legyen ezek utan h € R™, h # 0, ||h|| < 0 tetszbleges. Feltételezve, hogy
a+ h € K(a), tovabb becsiilhetjiik f(a + h) elGallitasat

I PN T B(h)
flath) = f@)+ gAIPCS" @ s ) + 2 >

> @)+ g lil? (m - 21 = 1@+ IR

vagy
m
fla+h) = f(@) > WP >0, ba 0] <&

Ez azt jelenti, hogy f-nek a-ban szigora lokéilis minimuma van.
Megjegyezziik, hogy az (f”(a)h,h) > 0 Yh € R™, h # 0 esetén nehezen
ellenérizhet§ feltétel. Ezt a nehézséget konnyiti a

11.12. Tétel. (Sylvester-tétel)
Ha A € R™*™ szimmetrikus mditriz, akkor Vh € R™, h # 0 esetén (Ah,h) > 0 <
az A mdtrix sarokaldetermindnsai pozitiv jeltartok.

A bizonyitast csak érzékeltetjiik olyan A matrix esetén, amely ,diagonalis”, azaz

A ... O 0
0 X ... O
A= . .
0 0 An
Az A sarokaldeterminansai
A\ 0 A 0 0
Al = )\17 AQ = ! = )\1)\2, Ag = 0 )\2 0 = )\1)\2)\3, e
0 Ao
0 0 X3

Ezek pontosan akkor pozitiv jeltartok, ha

A1>0, A>0, ..., A;>0.
hy
ho
Most legyen h € R™, h #0,h = .
hy
)\1h1 hl

Azhs hao
(Ah,h) = ( _ DD VY D PV IS R W L

A'ﬂ hn h”ll
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Jol 1atszik, hogy
(Ah,hYy >0 A\ >0,A>0,...,0, >0 A1 >0,A2>0,...,A, >0.

Nemdiagonélis matrixok esetén is konnyd ellendrizni ezt a feltételt.
A lokalis maximum elégséges feltételét vazlatosan fogalmazzuk meg:

11.13. Tétel. Ha f'(a) = 0 és (f"(a)h,h) < 0, akkor f-nek a-ban szigori
lokdlis maximuma van.

11.14. Tétel. (Sylvester-tétel)

(AB ) < 0= Ay <0, Ay >0, Ay <0,..., A4 U han piratlan
>0, han pdros.

11.3.4. Implicit- és inverzfiiggvény tétel

Egyenletek, egyenletrendszerek megoldésa sordn gyakran taldlkozunk azzal a
probléméval, hogy egy f(x,y) = 0 alaka Osszefliggésbdl kifejezhetG-e az y az
x segitségével, van-e olyan ¢ fliggvény, hogy f(x,d(x)) = 0 minden x € D(¢)
esetén.

Peéldaul fi(x,y) = 2? +y*> —2r —4y+5 = 0 csupan o = 1 és y = 2 esetén
teljesiil (hiszen 22 + y? — 22 — 4y +5 = (z — 1) + (y — 2)?), mig az fo(z,y) :=
22 +y? — 22 — 4y + 4 = 0 esetében a

¢:[0,2] = [2,3], ¢(x) =2z —22+2

¥ :[0,2] = [1,2], ¥(x):=—v2x—22+42

fiiggvényre is igaz, hogy fa(z,¢(z)) = 0 (z € D(9)) és fo(z,¢(x)) = 0 (z €
D(1))).

A felvazolt példak nyomén fogalmazzuk meg az implicit médon definialt fiig-
gvényt.

Legyen f:R™ x R™ >— R™ (m < n) egy fiiggvény.
11.8. Definicié. Ha van olyan ¢ : R™ DO— R™ fiiggvény, amelyre minden
x € D(¢) esetén (z,p(x)) € D(f) és f(x,9(x)) = 0, akkor azt mondjuk, hogy
az f(x,y) = 0 egyenldség egy implicit fliggvényt definidl (a ¢ figguény az
f(z,y) = 0 dltal definidlt implicit figgvény).
Felvet6dik a kérdés, hogy milyen feltételek esetén létezik ilyen fliggvény, és ha
létezik, milyen tulajdonsigai vannak.

11.15. Tétel. (Implicit fiigguény tétele) Legyen f : R™ x R™ >— R™, f e CL.
Tegyiik fel, hogy van olyan (a,b) € D(f) pont, hogy f(a,b) = 0, és ebben a
pontban
Ont1f1(a,b) ... Onimfi(a,b)
det 0y f(a,b) := : : £0
a7z+1fm(a7 b) cee 8n+mfm(av b)
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o p
K(a)

X a aty

11.3. 4bra.

Ekkor léteznek olyan K(a) € R™, K(b) € R™ kirnyezetek és ¢ : K(a) — K(b)
fiigguény, hogy minden x € K (a) esetén f(x,d(x)) =0. A ¢ figgvény folytonos
a-ban, s6t ¢ differencidlhatd is az a pontban, és ¢'(a) = —(9, f(a,b)) -0, f(a,b).
O fi(a,b) ... Onfi(a,b)
(A 0. f(a,b) = .)
O fm(a,b) ... Onfm(a,b)

Megjegyezziik, hogy a tétel csak a ¢ implicit fliggvény létezésérdl szol, altalaban
nem tudjuk ezt a fliggvényt elGallitani. Ennek ellenére a ¢ derivéltjat ki tudjuk
szamitani az a pontban...!

Bizonyitas. Az n =1, m = 1 esetben végezziik el a bizonyitast.

Az f : R? >— R fiiggvény folytonosan differencialhat6, ezért a O f parciélis
derivalt is folytonos, és Oaf(a,b) # 0 [legyen Oa2f(a,b) > 0], ezért létezik az
(a,b) € D(f) pontnak olyan r > 0 sugara K,((a,b)) C D(f) kornyezete, hogy
minden (z,y) € K;((a,b)) esetén Oz f(z,y) > 0. Tekintsiik a hq : y — f(a,y)
fiiggvényt. Mivel h,(b) = f(a,b) =0 és b (b) = O2f(a,b) > 0, ezért h, lokilisan
novekvs, igy van olyan by < b és by > b, hogy hqa(b1) = f(a,b1) <0 és h,(by) =
f(a,b2) > 0 (emellett (a,b1), (a,b2) € K;((a,b))). Az f fiiggvény folytonossaga
miatt van olyan p > 0 és ¢ > 0, hogy minden (2/,y’) € Ky(a,b1) és (2",y") €
Kq(a,bz) pontban f(2,y") < 0és f(z",y") > 0 (emellett K (a,b1), Kq(a,bs) C
K,((a,b)) is teljesiiljon).

Legyen p := min{p, ¢} és K(a) := (a—p, a+pu), mig legyen p := max{b—(b;—
p),ba +q — b} és K(b) := (b— p,b+ p). Tekintsiink egy tetsz6leges z € K(a)
pontot. Legyen h, : y — f(z,y). Ekkor létezik olyan (z,vy') € K(a,b1) és
(x,y") € Kq(a,be) alaka pont, amelyben h,(y') = f(x,y') < 0, mig h,(y") =
f(z,y") > 0. Mivel h, az f folytonossiga kdvetkeztében egy valos valtozos
folytonos fiiggvény, ezért a Bolzano-tétel miatt van olyan y € (v, "), amelyben
he(y) = f(z,y) = 0. Csak egyetlen ilyen y létezik, ugyanis, ha y* is olyan lenne,
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hogy h.(y*) = f(z,y*) = 0, akkor a Rolle-tétel miatt létezne olyan c az y és y*
kozott, hogy hl.(c) = 02f(x,c) = 0 lenne, amely lehetetlen, hiszen a K. ((a,b))
kornyezet minden pontjaban Js f pozitiv.

Tehat barmely « € K(a) szamhoz egyértelmiien rendelhets olyan y € K (b)
szam, hogy f(z,y) = 0, azaz létezik olyan ¢ : K(a) — K (b), ¢(x) := y fiiggvény,
hogy f(z,¢(x)) = 0 minden x € K(a) esetén. [Nyilvan ¢(a) = b.|

Megmutatjuk, hogy ¢ folytonos az a pontban. Legyen £ > 0 tetszsSlegesen
megadott szam. Ha e > p, akkor ¢ := p, hiszen barmely z € K,(a) esetén
o(z) € K,(b) C Ke(¢(a)), amely szerint ¢ € Cla]. Hae < p, akkor megismételve
az egész szerkesztést az r := ¢ valasztassal (az (a,b) € D(f) pont K.((a,b))
kornyezetében lesz a Osf pozitiv...), olyan ) fiiggvényhez jutunk, amely a ¢
fliggvény leszikitése. Ekkor az el6z6 mondat nyoméan ismét eljutunk oda, hogy
¢ € Cla).

A ¢ fiiggvény a pontbeli differencidlhatosigihoz induljunk ki abbdl, hogy
tetszdleges h # 0, a+ h € K, (a) esetén

0 = flat+hola+h)) - fla,¢(a) =
= flath,éla+h)) = fla,¢(a+h)) + f(a,p(a+h)) — f(a, d(a)) =

[a két megvaltozashoz a Lagrange-féle kozépértéktétel miatt létezik olyan 91,95 €
(0,1) szam, hogy]

= 01f(a+01h, ¢la+h))h+02f(a, p(a) +D2(¢(a+h) — d(a)))(d(a+h) — ¢(a)).

Atrendezve az egyenléséget (felhasznalva, hogy 0af a K, ((a,b)) kérnyezetbe ess
(a,p(a) +9Y2(¢p(a+h)—¢(a))) pontban pozitiv, igy nem nulla), azt kapjuk, hogy

dlath)—ola) _  diflatiiholath)
h 02f(a, ¢(a) + V2(d(a+ h) — ¢(a)))’
Mivel 01 f,02f € Cl(a,b)], D2f(a,b) # 0 és ¢ € Cla], ezért limy,_.o p(a + h) —
¢(a) = 0, és emiatt létezik

¢la+h) — o(a) 01 f(a, ¢(a))

lim =

h—0 h  2f(a,¢(a))’

tehat ¢ € Dla] és
alf(aa b)

a aZf(av b)

(Megjegyezziik, hogy ebbdl a gondolatmenetbdl kevés menthets at azn > m > 1
esetre.)

¢'(a) = = —(02f(a,b)) ™" - 01 f(a,b).

A valds-valos fiiggvények korében is érdekes volt, hogy egy fliiggvény kolc-
s6ndsen egyértelmii-e. Ez a kérdés tobbvaltozos leképezéseknél is fontos. Példaul
ap:[0,27) x [0, R] — R? p(¢,r) := (rcos ¢, rsin @) tgynevezett polartransz-
formacié a (¢o,rp) pontot tartalmazé U C R? nyilt halmazt az (zg,yo) =
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(ro cos ¢o, o Sin ¢ ) pontot tartalmazoé V' C R? nyilt halmazra kdlcséndsen egyértelmtien
képezi le, s6t a p folytonossaga mellett a p~! inverzfiiggvény is folytonos. (A p
inverze az (x,y) — (arctg¥, /22 +y?).)

Kérdés az, hogy egy f : R" >— RF fiiggvény milyen feltételek mellett rendelkezik
hasonlé tulajdonsaggal.

Lehet-e n és k kiilonbdz6? Nem. Ugyanis, ha példaul f : R? >— R? folytonos
fliggvény olyan, amely egy U C D(f) nyilt halmazt a V C R(f) nyilt halmazra
képez, és az f~! : V — U inverzfiiggvény is folytonos lenne, akkor U-ban felvéve
egy négyzet alapu gilat (6t csicspontja van), majd barmely két csticspontot
olyan folytonos gorbével kitnénk Gssze, amelyek nem metszik egymast (ezt az
R3 térben megtehetjiik. . . ), akkor flv : U — V bijekcibval ezt a gilat (a csicsait
és a csticsokat Osszekots gorbéket) a Vo C R? sikbeli halmazba képezziik. A
grafelméletbdl ismert, hogy a ,teljes tszdgponta graf nem rajzolhaté sikba”, ami
azt jelenti, hogy legaldbb két goérbe képének lesz kozos pontja, amely ellentmond
annak, hogy f|, és inverze is folytonos volt. [A példat Lovasz Laszlo taldlta
egyetemista koraban néhiny méasodperces gondolkodas utan. .. |

11.16. Tétel. (az inverz fiigguény tétele)

Legyen f : R" >— R", f € C'. Legyen a € intD(f) olyan pont, hogy det f'(a) #
0. Ekkor van olyan U C D(f), az a pontot tartalmazoé nyilt halmaz és van olyan
V e R(f), a b := f(a) pontot tartalmazé nyilt halmaz, hogy az [ fiigguény
bijekcio az U és V kézott, és f~1 amellett, hogy folytonos, még differencidlhaté
is b-ben, ¢s (f~)'(b) = (f'(a)) .

Bizonyitas.Az implicit fiiggvény tételét alkalmazzuk egy alkalmasan valasztott
fliggvényre azzal a valtoztatassal, hogy az "x-et fejezziik ki y segitségével”.
Legyen F : D(f) x R* — R" F(x,y) := f(z) — y. Nyilvan F € C*. F(a,b) =
f(a) = b = 0. Mivel 0, F(xz,y) = f'(x), ezért detd,F(a,b) = det f'(a) # 0.
Ezért létezik K (b) és K (a) kornyezet, és létezik olyan ¢ : K(b) — K(a), hogy
barmely y € K(b) esetén F(¢(y),y) = f(¢(y)) —y =0, azaz f o ¢ = idg ). Bz
az azonossag mutatja, hogy ¢ az f~! inverzfiiggvény. Ha V := K(b) é¢s U :=
f71(V) a V nyilt halmaz Gsképe (amely f folytonossaga miatt nyilt halmaz),
akkor f mar bijekcié U és V halmaz kozott. Emellett a ¢ = f~! folytonos és
differencialhat6 is. Az f~! derivaltjahoz vegyiik észre, hogy 0, F (a,b) = f'(a) €
R™™ matrixnak van inverzmatrixa (mivel det f'(a) # 0), tovabba 0, F(z,y) =
Oy(f(z) —y) = —1I, (itt I, € R™™"™ az n-es egységmatrix), igy 0,F (a,b) = —I,.
Tehat

(S (4) = =(0:F(a,0) "0, F(a,0) = —(f'(a) ™" - (=In) = (f'(a)) "

11.3.5. Feltételes szélsGérték

Tobbvaltozos fliggvény lokalis szélsGértékét eddig nyilt halmazon kerestiik. Az
alkalmazasok soran gyakran van sziikség egy fliggvény szélsGértékére olyan es-
etben is, amikor a valtozok kozott bizonyos Osszefiiggéseket irhatunk els. Ezek
lesznek a feltételes szélsGérték problémak.
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Legyen f : R™ D— R és g1,92,-..,9m : R" D= R(m < n) adott fiiggvények.
Legyen
H:= {JZ‘ eR" | g1($) = 0;92(x> = Oa s agnb(x) = O}

Tegyiik fel, hogy H # .

11.9. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f fiigguénynek a g1 = 0, go = 0,...,
gm = 0 feltétel mellett feltételes szélsGértéke van az a € H pontban, ha az a
pontban az f|,, figguénynek lokdlis szélsdértéke van.

A feltételes minimum egy sziikséges feltételét adja a kivetkezd tétel.

11.17. Tétel. (Lagrange-féle multiplikator mddszer)

Legyen f,91,92,...,9m € C'. Tegyik fel, hogy az f fiiggvénynek a g1 = 0,
g2 = 0,..., gm = 0 feltétel mellett feltételes minimuma van az a € H N D(f)
pontban. Tegyik fel, hogy

Ogi(a)  Oegi(a) ... Ongi(a)
rang =m.

algm(a) 82gm(a) angm(a)

Ekkor létezik olyan A1, Ao, ..., Ay € R, hogy az F = f+X1g1+ X ogo+. ..+ Amgm
fiiggvényre F'(a) = 0.

Bizonyitas.A bizonyitdst n = 2 és m = 1 esetén végezziik el.
Age Clésaza:= (ay,az) pontban g(ay,as) = 0. Ebben a pontban a rangfelté-
tel azt jelenti, hogy példaul dag(ai, az) # 0. Ekkor az implicit fiiggvény tétele
szerint létezik K (a1) és K(az) kdrnyezet és létezik olyan ¢ : K(a1) — K(ag)
differencialhato fliggvény, amelyre barmely 1 € K(aq) esetén g(x1, ¢(z1)) = 0.
Ez azt jelenti, hogy a

H = {(z1,22) €R? | g(x1,22) = 0} D {(w1,d(x1)) € R?* | 2y € K(a;y)} =: H*.

Tovabbé oral )
, __oiglar, az
¢'(a) D2g(ai,az)’
azaz
diglar,az) + ¢'(a1)dag(ar, az) = 0. (11.2)

Mivel ¢(a1) = ag és (a1,a2) € H*, ezért ha az f,, fiiggvénynek lokalis minimuma
van az (a1, ag) pontban, akkor létezik olyan K*(ay) C K(a1), hogy minden z; €
K*(aq1) esetén f(z1,p(x1)) > f(a1, P(a1)) = f(a1,a2). Ez azt jelenti, hogy a h :
K*(a1) — R, h(xy1) := f(z1, ¢(z1)) fliggvénynek minimuma van az a; pontban.
A h fiiggvény differencialhato (differencialhato fliggvények kompozicioja), ezért
h'(a1) = 0. Mivel

W(z) = [ 0uf(z1, (1)) Oaf (21, (1)) ] [ gzﬁ’(lxl) } ’
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ezért,

h’(al) = 81f(a,1, ag) + ¢’(a1)82f(a1, ag) =0. (113)

Legyen A € R egyel6re tetszbleges szam, és szorozzuk meg A-val az (11.2) egyen-
16séget, majd adjuk Ossze a (11.3) egyenlSséggel. Ekkor

81f(a1,a2) + )\319(@1, 02) + ¢/(al)[32f(ala 02) + >\829(a17 a2)] =0. (114)

A X\ megvalaszthato ugy, hogy

d2f(a1,a2) + A" Oag(a1,a2) =0 (11.5)
(lathato, hogy a A* := —% megfelels.) Ha a szogletes zarojelben lévs

tényez6 0, akkor (11.4) miatt
o1 f(a1,a2) + XN*01g(ar,az) =0 (11.6)

is teljesiil. Osszesitve az eredményeket, azt kaptuk, hogy ha az f fiiggvénynek
feltételes szélsGértéke van a g = 0 feltétel mellett, akkor az F' = f 4+ A\*g
fliggvénynek az els6 valtozd szerinti parcialis derivaltja 0 (ezt mutatja (11.6)),
és a masodik valtozo szerinti parcialis derivaltja is 0 (ezt mutatja (11.5)), tehat

F’(al, ag) = [ 81F(a17 a2) 82F(a1, ag) ] = 0.
Bizonyitas nélkiil kozoljiik a feltételes minimum egy elégséges feltételét.

11.18. Tétel. Ha f,g1,92,...,9m € C? ésvan olyan a € R™ pont és A1, Aa, ..., A\ €
R, hogy az F := f+\g fiigguényre F'(a) = 0, tovdbbd minden olyan h € R™ h #
0 vektorra, amelyre

gi(a)h =0, gh(a)h=0,..., g, (a)h =0,

teljesiil, hogy

(F"(a)h,h) >0,
akkor az [ fliggvénynek a g1 = 0,92 = 0,...,9m = 0 feltétel mellett feltételes
minimuma van az a pontban.

A feltételes maximumra vonatkozd sziikséges feltétel és az elégséges feltétel is
értelemszeri valtoztatasokkal megfogalmazhaté.



12. fejezet

Vonalintegral

Az f : [a,b] — R flggvény integraljat altalanositjuk. Az [a,b] intervallum
szerepét egy gorbe, az f fliggvény szerepét egy vektor-vektor fiiggvény veszi at.
Az alabbi témakoroket targyaljuk.

e A vonalintegral fogalma és tulajdonsagai
e A potencial fogalma és létezésének kapcsolata a vonalintegrallal
e Paraméteres integral differencidlhatosaga

e A potencial létezésének elégséges feltétele

12.1. Vonalintegral

12.1.1. A vonalintegral fogalma és tulajdonsagai

Amikor egy szankot az A pontbol B pontba huzunk s elmozdulassal az tttal
parhuzamos F' erdvel, akkor a végzett munka W = F - s (12.1. abra). Amikor
az F er « szoget zéar be az elmozdulassal (12.2. abra), akkor a végzett munka

W =Fcosa=(F,s).

Az r : [a, 8] — R? térgérbe mentén pontrél pontra valtozé F € R?® — R3

r

12.1. abra.

191
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12.2. abra.

F(rE)
r(ti)

12.3. abra.

erbfiiggvény (erétér) munkaja gy kozelithets, hogy felosztva [a, 8] intervallu-
mot a=ty <t <...<ti_1<t;<...<t, =0 osztépontokkal, és felvéve

i1 <& <t (i=1,...,n)
tovabbi pontokat az elemi munka

AW, == (F(r(&)), r(t:) — r(ti-1)),

és az F er6térnek a gérbe mentén végzett munkaja

n

WY AW, =Y (F(r(&)),r(t) — r(tio1)) = > _(F(r(&)), Ary).

i=1

Ha r elég sima (differencialhato), akkor az

z(ti) — x(ti-1) &(n:)(ti — ti-1)
r(t;) —r(tic) = | y(t) —y(ti—1) | = | 9(9:)(t —tiz1) | =7(&) (i —tiza),
z(ti) — 2(ti—1) 2(G)(ts — tiz1)

ha 7 folytonos. Lathato, hogy W =~ Y I (F(r(&)),7(&))(t — ti—1), amely
hasonlit egy integral-kozelit6oszeghez. Ez a gondolatmenet szolgal alapul a
kovetkezs fogalmakhoz.
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Legyen © C R"™ 6sszefiiggs (barmely két pontjat egy 2-ban halado folytonos
gorbével Gssze lehet kotni), nyilt halmaz, réviden tartomany. Legyen f €
R™ — R™, D(f) := Q folytonos vektorfiiggvény, f € C(f2). Legyen r : o, 8] —
Q egy sima térgorbe, azaz r € Cla, (], r € D(a, ), 7(t) # 0 (t € (a, B)), és
barmely t1,t2 € (o, B), t1 # t2 esetén r(ty) # r(t2).

12.1. Definicié. Az f figgvény r térgérbe menti integralja legyen

/T /= /a ") o)

Peéldaul -~
T+y
f:Rg_)R37 f(x,:%z):: r—=y
L z
(itt Q = R3) és )
t
r0,1] =R r(t):= | 2t
| 3t
1
esetén 7(t) = | 2 |, igy
3
1 [ t+2t 1 1 1 21!
/f:/( t—2t |, 2 >dt:/ [(t+2t)+2(t—2t)+9t]dt:/ 10tdt = {10] =5.
r 0 3t 3 0 0 2 1o

A vonalintegral tulajdonsagai

1°Ha r : [o, 0] = Q, ro @ [B,7] — Q és r(B) = r2(B), akkor az r U
ro : [a,y] — Q, amelyre rq Urg|,, =71 s r1Urg), = 72 legyen az
egyesitett gorbe. Ekkor

Jod =l

2° Ha 7 : [a, 3] — Q, akkor az 7 : [a, 8] — Q, T (t) := r(a+ 3 —t) legyen az
ellentétesen iranyitott gérbe. Ekkor

[ s

3° Ha f korlatos az () tartoményon, azaz van olyan K > 0, hogy minden
z € Qesetén || f(z)]| < K, és az r: [a, 8] — Q gorbe L hosszusagu, akkor

/rf‘<K~L.
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12.1.2. Potencial

A vonalintegralhoz alapvetSen egy ,erétér munkaja” kapcsolodik. A munkaval
(energiaval) kapcsolatban pedig érdekelhet benniinket, hogy zéart gorbe esetén
van-e energiaveszteség vagy éppen nyereség. Erdekelhet az is minket, hogy két
pont kozott a munkavégzés szempontjabol milyen tton érdemes haladni. Ilyen
kérdésekre ad valaszt a kovetkezd tétel.

12.1. Tétel. Legyen Q@ C R™ tartomany, f : Q@ — R", f € C(Q). Az f
fiigguény (erdtér) kiovetkezd hdrom tulajdonsdga egyenériékd (ekvivalens):

1° Bdrmely r : [o, B] — Q, r(a) = r(B) sima zart gbrbe esetén § f =0 (a
§ jel nyomatékositja, hogy zdrt girbén integrdalunk).

2° Bdrmely rogzitett a,b € Q) és tetszdleges (olyan ry : [oq, 1] — Q és ry
[z, B2] — Q, m1(a1) = 12(a2) = a és r1(B1) = 12(B2) = b), az ,a és b
pontot Gsszekitd” Q-beli sima gorbék esetén

fr=1.

3° Van olyan ® : Q@ — R, ® € D(Q) un. potencialfiiggvény, amelyre
barmely x € Q ési=1,2,...,n esetén

81@(33‘) = fl(l‘),
vagy tomorebben grad® = f.

A tétel tehat arrdl szol, hogy ha az f erStérnek van potenciélja, akkor barmely
zart gorbe mentén végzett munka nulla, és arrél is, hogy az erstér barmely két
pont k6zott végzett munkija fliggetlen az Gttol.

Nyilvan érdekes lehet ezutan, hogy milyen f erétérnek van biztosan potencialja.

12.2. Tétel. Ha Q C R”™ olyan tartomdny, amelyhez van olyan a € €, hogy
barmely x € () esetén az

[a,z] :={a+t(x—a) eR" |t €[0,1]} CQ

(la,x] az ,a pontot x-szel dsszekitd szakasz”, az ilyen 0 halmaz ,csillagtar-
tomany” az a pontra nézve), és f : Q@ — R", f € C(Q) és minden i,j =
1,2,...,n esetén 0;f; € C(Q) (minden koordindta-figguvény minden vdltozo sz-
erinti parcidlis derivdltja folytonos az Q) minden pontjiban), tovdbbd

0, fi(x) = 0;fi(x) mindenz € Qi,j=1,2,...,n

esetén (ez éppen f'(x) derivdltmdtriz szimmetrikussdgdt jelenti), akkor van @ :
Q — R potencidlja az f fliggvénynek.
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Amikor az Q = R3, akkor ez csillagtartomany. Ha az erétér

P
f=1Q|:R®*=R3
R

megfelelen sima P, Q, R : R?* — R koordinéta-fiiggvényekkel (az erGtér ,kompo-
nenseiként” is szoktak emlegetni), akkor a 0;f; = 0, f; feltétel azt jelenti, hogy
az
81P($) 82P($) 83P($)
F@) = | Q@) 20k 50 | (@eq)

derivaltmétrix szimmetrikus. Ha még bevezetjiik a rotacio fogalmét is, akkor

(&3] €2 €3
rotf :=Vxf .= 01 0Oy O3 |:= (82R—83Q)61—(alR—agP)ngr(&lQ—agP)eg =0eR3
P @ R

az egész R? téren. Fizikaban igy is emlegetik ezt a tételt: ,Rotéciomentes
er6térnek van potencialja.”

Végiil nézziik meg, hogy ha egy f er6térnek van potenciélja, akkor hogyan lehet
ezt megtalalni, és milyen tovabbi haszon szarmazik a potenciél ismeretébdl.

Az egyszertiség kedvéért legyen

FiR2 SRS, f(z,y) = [ iJ—FZyJ }

Mivel Oy(z +y) = 1 és Ox(x —y) = 1, ezért f'(x,y) szimmetrikus, ezért van
f-nek ® potencialja, és ez az — egyelére ismeretlen — potencial olyan ® : R? — R
fiiggvény, amelyre

0:®(z,y) =z +y,
0y ®(z,y) = —y.

Ha 0,.®(z,y) = x + y, akkor ®(z,y) = ””—22 + 2y + ¢(y) alaku, ahol ¢ : R —
R, differencidlhat6, de egyébként egyeldre tetszéleges fiiggvény lehet. Ekkor
Oy ®(@,y) =+ ¢/(y) = = —y, Ty ¢'(y) = —y, amibsl G(y) = —% +c, ahol
c € R tetszbleges.

Tehat csak a ® : R? — R, &(x,y) = % + Yy — % + c alaku figgvény lehet az
f potenciélja.

Ha ezek utén egy tetszdleges r : [o, 3] — R? sima gdrbe mentén szeretnénk
az f erGtér munkajat kiszamitani, akkor (a kozvetett fiiggvény derivalasat szem



196 FEJEZET 12. VONALINTEGRAL

elgtt tartva)

B8 163 B8
/ ;= / <f(r(t))ﬂ"(t)>dt:/ (grad®(r(1)), #(£))dt = / &' (r(t)) - #(t)dlt =

amely azt mutatja (amit a tétel is sugallt), hogy a vonalintegral értéke csupan a
gbrbe két ,wvégpontjatol” fiigg, és fiiggetlen attol, hogy milyen gdrbével kotottiik
Ossze az r(«a) és r(f) pontot. Specidlisan, ha r(a) = r(8), akkor zart gérbérdl
van sz6, és ekkor ®(r(0)) = ®(r(a)), igy §, f = 0, ahogyan ezt a tétel is allitotta.

12.2. Feladatok

1. Legyen
r+y—+=z 2cost
[:R* = R3 f(x,y,2):= y—2z és r:[0,6m] — R® r(t):= | 2sint
T+ z 4

Szamitsa ki az [ f vonalintegralt!

_z
2. Legyen f:R2\ {(0,0)} —» R? f(z,y):= { o4y’ } :
T r24y?
Szamitsa ki az f érintGtér vonalintegraljat egy origo kbézépponti, egység-
sugart, pozitiv irdnyitasu (az oramutato jarasaval ellentétes iranyitasu)
zéart kérvonalon.

3. Mutassa meg, hogy az
. m
(@i +a3+23)3/2
F:RN\{(0,0,0)} = B, F(e1,22,23) = | ~Grragiadprm
X
er6térnek van potencialja. Szamitsa ki a ¢ potencialt!
Megoldds: Legyen i,5 =1,2,3 és i # j. Ekkor

Zj 3 _
o <_ (22 +.:c2j4rx2)3/2) B _xj(—i(x? + a3 +a3)7?)  2m, =
1 2 3

3. 9 2 2\—5/2 < Li >
=—zi(—=(x7+a5+23)7°°) - 22, =0, | — )
( 2( 1 2+ 3) ) - 2, j (22 + 23 + 22)3/2

ezért van potenciélja az F erétérnek. Ha @ : R?\ {(0,0,0)} — R, akkor

Ty
(22 + a3 + 23)3/2’

0;®(x1, 2, 3) = —
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akkor
1

@+ g+

O(z1, 22, 23) = +c,

mert

1 5 2, ,.2\—-3/2 Z; .
0i®(x1,2,23) = — (z1+ay+a3) (2w) = — (@2 + 23 +a3)3/2

=1,2,3.

Megjegyezziik, hogy F' egy origéban elhelyezett M = 1 tomegpont grav-
itaciés terének is tekinthetd, hiszen az r helyvektort pontban az m = 1
tomegre hato ers (az egységrendszer valasztasa miatt felléps szorzotényezstsl
eltekintve)

1 r
F _ . —_
L@ =~ |

Tl

Ennek az erétérnek a potenciélja

B(r) = nflu (r #0).

4. Legyen

FiR2 S RY, f(x,y):[mz/z},
2y

és a gorbe legyen egy lemniszkata, példaul az

L={(xy) €R |22+ 52 V22 + 2 =8},
(Az L gorbén a sik sszes olyan pontja rajta van, amelynek a C(2,0)

és C2(—2,0) pontoktol mért tavolsagainak szorzata 8.) Mennyi lesz az f
vonalintegralja a lemniszkitan?

12.3. Vonalintegral

12.3.1. A vonalintegral fogalma és tulajdonsagai

Legyen Q C R™ tartoméany, és f : Q@ = R", f € C(Q). Legyenr : [o, 8] = Q, r €
Cla, ) és 1 € Cl(a, B), tovabba Vi1, ta € (a, 3), t1 # ta esetén 7(t1) # r(t2)
egy un. sima goérbe.

12.2. Definicio. Az f fiigguény v gérbe menti vonalintegraljan az

[f:: /j(f(r(t)),f(t»dt

valds integrdlt értjik.
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12.3. Tétel. Hary : [o, 8] = Q ésra: [B,7] — Q, 11,72 sima gorbe és r(5) =
ro(B) (esatlakoznak), akkor az r1 Ury : [a,y] — Q, (11 Ure) =71 €8
(ry UT‘z)\VM] = 1o csatolt gérbék esetén

Jond =l

/ljf = /xﬂWuwﬂmhvﬂWﬂWM“:

l{a, )

Bizonyitas.

~

- Aﬂﬂnwwuma+/

B

<ﬂwmwﬂm&:[f+[j‘

Megjegyezziik, hogy (r1 Urs) esetleg S-ban nem differencialhato, de egy pont
nem befolyasolja az integral értékét.

12.4. Tétel. Ha r : [, ] — Q sima gorbe, akkor az T : [a, ] — Q, T () :=
r(a+ 0 —t) ellentett irdnyitasa gorbére

for==)s

Bizonyitas.Vezessiik be az u := a + 0 — t helyettesitést, ekkor

Af

5
/ (f(r(a+B—1t),7(a+ 3 —t)dt =

/:(f(r(u))n*(u»du = - /j(f(?“(u)),i"(u))du — _/rf'

12.5. Tétel. Tegyik fel, hogy f : Q@ — R™ korlditos, azaz AM > 0, Vx €
Q| f(@)| < M. Ekkor azr : [a, 8] — Q sima gorbe esetén

1ﬂ<ML7

ahol L a gorbe ivhossza.

Bizonyitas.

J4 -

B8 B
/XﬂW»MW&s/NﬁMWﬂWMt

IN

B B
| ISC@N -l < [ Az i) = ML

hiszen faﬁ |l7(¢)||dt a gérbe ivhossza. (Kozben a Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-
egyenlGtlenséget hasznaltuk.)
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12.3.2. Potencial
12.3. Definicié. Az [ : Q — R"™ legyen Z-tulajdonsdgi, ha Vr : (o, 8] —
Q, r(a) = r(B) sima zdrt girbe esetén § f = 0.

12.4. Definici6é. Az [ : Q — R"™ legyen F-tulajdonsdgi, ha Vry : (a1, /1] — Q
és Vry i [ag, B2] — Q olyan sima gorbék esetén, melyekre még r1(aq) = ra(asg)
és m1(B1) = r2(B2) is igaz, teljesiil, hogy

[0=].0

12.5. Definicié. Az f: Q — R"” legyen P-tulajdonsdgi, ha 3@ : Q@ — R, & €
D(Q) és grad® = f. A ® az f egyik potencialja.

12.6. Tétel. Legyen f : Q — R". FEkkor Z & F < P.

Bizonyitas.

1° Z = F.
Legyen r; : [, f1] — 2 sima gbrbe, ro : [ag, f2] — Q sima gorbe. Tegyiik
fel, hogy as = (1, és ri(a1) = ro(as), r1(B1) = ro(B2). Ekkor az 75 :
[, Ba] — Q, T3(t) := ro(ag + B2 — t) ellentétesen iranyitott gorbével az
r1 U Ty zart gorbe lesz. Igy

0=/wﬁf=/mf+/ﬁf=/mf—/mf,
[i=]r
20 F = P.

Rogzitsiink egy a € € pontot. Legyen ® : Q — R, ®(z) := [, f, ahol a, &
jeloljon egy a-t a-szel 6sszekotd sima gorbét. Legyen e; (1 = 1,2,...,n)
az i-edik egységvektor. Ekkor

9;®(x) = lim Pzt sei) ~@(@) _ liml f- )=
s—0 S s—0 8§ a,ztse, az

1 S 1 S
= lim - / (f(z+te;), e;)dt = lin}) - | filz+te)dt =
0 =08 Jo

s—0 8

tehat

= lli% éfl(x + de;) - s = fi(x). (12.1)

(Lasd a 12.4. abrat.) Kozben felhasznaltuk, hogy az [z, x + se;] szakaszt
avy:[0,s] = R", ~(t) := x + te; paraméterezéssel allithatjuk els, melyre
Y(t) = €.

Felhasznaltuk még a folytonos fiiggvény integralkdzepét is. Az utolso lépés
fi folytonossaganak a kdvetkezménye.
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X x+se.

12.4. abra.

3°P=7
Legyen r : [o, 8] — , r(a) = r(f) sima zart gorbe. Mivel 3 € D(2)
potencial, ezért

/Tf

16 -3 16
/ (), H ()t = / (grad®(r (1)), #(t))dt = / & (r(1))i(t)dt =

hiszen r(«) = 7(£) miatt ®(r(a)) = ®(r(8)).

Mivel Z = F, F = P és P = Z, ezért az f mindharom tulajdonsiga egyenértéki.
Miel6tt a potencial létezésének elégséges feltételével foglalkoznank, egy 6n-
magaban is fontos, gyakran hasznalt eredményt mutatunk be.
Legyen g : [a,b] X [¢,d] = R, g€ C. A

b

G:le,d =R, G(y) := / g(z,y)dx

a

fliggvényt paraméteres integralnak nevezziik (y a ,paraméter”).

12.7. Tétel. Legyen g : [a, ] e, ] — R, g€ C és 09 € C([a,b] x [c,d]).
Ekkor a G : [c,d] — R, G(y) := j (z,y)dx figgvényre G € D(c,d), és Yy €

(c,d) esetén
b
=/ O29(x, y)da
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Bizonyitas.Legyen y € (¢, d) tetszleges. Ekkor Vs € (¢,d), s # y esetén

s—y /;329(3?73/)(156 =
= - i J (/abg(x,s)dx - /abg(x,y)dx> - /b dag(x,y)da =

b
! (gt - @) dx—/ Ong () =

:s— /Gngn 55—y dI*/ageg

:/(329(%71) Oag(z,y))da.

a

Mivel dag € C, ezért Ve > 0 39 > 0, hogy V(z, s), (x,y) € [a,b] X [¢,d], amelyre

Iz, 8) = (z,9)ll = |s =yl <6,

teljesiil, hogy |O2g(x,s) — Oag(z,y)| < €, és mivel n az y és s kozott van, igy
|n —y| < § is fennall, amibél

|02g(x,m) — Oag(z,y)| < e

is kovetkezik.
Legyen s € (c,d), s # y olyan, hogy |s — y| < 4. Ekkor

G(s) -G b b
(S)_y@) - [ tegtewie| < [ ioag(e.m-dagep)lde < [ edo = e(o-a).
Ez éppen azt jelenti, hogy 3lim,_., Gs)=Cy) g

s—y

_ b
G'(y) = lim G(si_j(y) = /a Oog(z,y)dz

s—Y

Ezt a tételt a ,paraméteres integral derivaldsa” néven szoktik emlegetni, és
formalisan azt mondja, hogy

d [? )
(Ty/ g(w,y)dw=/ afg(%y)dm,

azaz kellen sima fiiggvény esetén az integral paraméter szerinti derivalasat az
integral alatt is el lehet végezni.

Legyen 2 C R™. Az Q tartomény csillagtartomany, ha Jda € Q, hogy
Vz € Qesetén az [a,z] :={a+t(zr —a) e R" |t € [0,1]} C Q (az a pontbdl az
Q minden pontjéhoz el lehet Jatni”...).
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12.8. Tétel. (a potencidl létezésének elégséges feltétele)
Legyen Q C R™ csillagtartomdny. Legyen f € CY(Q) (Vi,j = 1,2,...,n esetén
0if; € C(Q)) ésVi,j=1,2,...,n esetén Yz € Q pontban

0ifi(x) = 0;fi(z),

azaz f'(x) € R™™ ™ szimmetrikus mdtriz. Ekkor 3® : Q — R, amelyre Vi,j =
1,2,...,n esetén Yx € Q pontban 0;®(z) = fi(x), azaz van potencidlja az f
fligguénynek.

Bizonyitas.Legyen = € Q, x # a tetszbleges. Legyen az a pontot z-szel
Osszekotd szakasz a

0,]]>t—a+tlzx—a)eQ
sima ,gorbe”. Jelolje ezt a,z. Az a,2 gorbén vett vonalintegral legyen a @

fliggvény x-beli értéke, azaz

: Q- R, &(x) :z/_}f:/0 (fla+t(zx —a)),z — a)dt.

Megmutatjuk, hogy ® potencidlja az f fliggvénynek. Legyen i € {1,2,...,n}
tetszéleges index. Ekkor Va € (2 esetén

1 n

8iq>(x):¢9¢/0 <f(a+t(x—a)),x—a>dt:8i/0 3 Filatte—a)) (e —a;)dt =

)

[Most alkalmazzuk a paraméteres integral derivalasarol szolo tételt. A paraméter’
most x; lesz. Igy folytatva a szamolast:]

1 n
= /O D {0ifila+ta —a)t}- (x5 — a;) + fila+t(z —a)) - 1| dt =
j=1

[hiszen ha j # ¢, akkor 0;(x; — a;) = 0. Most hasznéljuk ki, hogy 0;f; = 0; fi.
Igy kapjuk, hogy:]

1 n
- /0 S {03 fila+ ta— a)t} - (2 — a5) + fila+ tz — a)) | dt =
j=1
[Tekintsiik a ¥ : R — R, U(t) :=t- fi(a + t(z — a)) fliggvényt. A simasigi
feltevések miatt ¥ € D és
V() = fila+tt@—a)+t- filat+tl@—a)) (z—a)=

= fila+t@—a) +tY 0;fia+t(z—a))-(z; - ay).

j=1
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Vegyiik észre, hogy az integral alatt éppen U'(t) all. Ezért:|
1
| W= e = v - ¥(©) = fita+ 2 - @) = fila).
0

[Kozben tobbszor derivaltunk kézvetett fiiggvényt. . . |
Tehdt 0;®(x) = fi(z). Mivel f; € C, ezért 0;® € C, amibdl mér kévetkezik,
hogy ® € D. Igy valéban ® az f potencialja.
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13. fejezet

Differencialegyenletek

A természetben, tarsadalomban zajlo folyamatok leirasara alkalmasak a differ-
encidlegyenletek. Az alabbi témakoroket targyaljuk.

o A differencidlegyenlet fogalma
e Szétvalaszthat6 valtozoju differencidlegyenletek megoldasa

o Alkalmazasok

13.1. Differenciélegyenletek

13.1.1. Alapfogalmak

Legyen Q C R? tartomany, f : Q — R folytonos fiiggvény. Keressiik az olyan vy :
R — R fiiggvényeket, amelyek D(y) értelmezési tartoméanya nyilt intervallum,
y folytonosan differencialhato, minden x € D(y) esetén (z,y(z)) € Q és

y'(z) = f(z,y(x)).

Ezt a problémat elsérendd differencidlegyenletnek nevezziik, és az y' = f(z,y)
szimbélummal hivatkozunk ra. Léatni fogjuk, hogy ennek a probléméanak Aal-
talaban végtelen sok megoldasa van. Ha azonban valamely ¢ pontban eldirjuk
a megoldas y(xo) értékét, akkor rendszerint egyetlen megoldast kapunk. Az

y(7o0) = Yo

Osszefliggést kezdeti feltételnek nevezik. A feladatokbdl kideriil majd, hogy ilyen
tipusi feltételek természetes médon hozzéatartoznak a differencidlegyenletekhez.

Felvetsdik a kérdés, hogy az f fiiggvény folytonossiga elegendé-e ahhoz,
hogy legyen megoldésa az y' = f(x,y) differencidlegyenletnek, illetve, ha van
megoldasa, akkor hogyan lehet ahhoz eljutni.

205
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13.1.2. Szétvalaszthaté valtozdja differencidlegyenlet

A probléméval torténd jelenlegi els ismerkedésnél csak azzal a specialis esettel
foglalkozunk, ahol az f : R? »— R fiiggvény elsall

f(x,y) = g(x)h(y)

alakban, ahol g,h : R — R folytonos fiiggvények, D(g) intervallum, és a h
fliggvény nem veszi fel a 0 értéket. Az ilyen differencidlegyenletet szétvalaszthato
valtozojunak nevezziik és tomdrebben az

y' = g(x)h(y)

kifejezéssel jeloljiik. Tegyiik fel, hogy valamely y : I — R fliggvény megoldasa a
feladatnak, azaz minden x € I esetén y'(x) = g(x)h(y(z)). Ekkor

v o0y wen (13.1)

Legyen H := [1/h ¢s G = [g az 1/h és a g egy-egy primitiv fiiggvénye.
Tetsz6leges © € I esetén

<Hoy>'<x>H’<y<w>)y'(x)if(’;((gj})) 6 Ga) = g(a).

Mivel a (H oy)’ és a G’ derivaltfiiggvények (13.1) szerint az I intervallumon
megegyeznek, azért a H oy és G fliggvények csak egy konstansban térhetnek el
egymastol. Azaz van olyan ¢ € R szam, amellyel minden = € I esetén

H(y(x)) = G(a) +c.
Ha a H fiiggvénynek van inverzfiiggvénye, H ', akkor
H(H(y(2))) = H(G(x) + ),
azaz, minden x € I esetén
y(z) = H(G(z) + c). (13.2)

Tehét az y' = g(z)h(y) feladat minden megoldasa elgallithaté (13.2) alakban.
(Behelyettesitéssel ellendrizhets, hogy ezek a fliggvények valoban megoldasok.)
Megjegyezziik, hogy ezt a gondolatmenetet csupan formalisan kévetve egy kon-
nyen megjegyezheté megoldasi eljarashoz jutunk:

y' = g(x)h(y)

Y gw)hy)
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Ezt az egyenletet integrilva és bevezetve a H := [1/h és G = [ g primitiv
fliggvényeket a

Hy)=G(x)+c

egyenlethez jutunk. Mindkét oldalra alkalmazva a H ! inverzfiiggvényt a (13.2)
megoldast kapjuk.

Nézziik meg, hogy ez az egyszertien megoldhaté tipus milyen jelenségek
leirasara alkalmas.

13.1.3. Alkalmazas

Tegyiik fel, hogy egy radioaktiv anyag a ty idépillanatban mg tomegh. Az
id6 eldrehaladtaval a ¢t > 0 id6pillanatban jeldlje m(t), mig a t + At idépontban
m(t+At) a sugarzo anyag tomegét. Feltessziik, hogy a t és t+ At id6pont kozotti
Am := m(t+ At) — m(t) tomegvaltozas egyenesen ardnyos a t idépontbeli m(t)
tomeggel és az eltelt At id6vel: Am ~ m(t)At. Sugarzasrol van szo, igy At > 0
esetén Am < 0. Bevezetve egy k > 0 aranyossagi tényezst a Am = —km(t)At,
azaz a

Am
At
egyenl@séghez jutunk. Ha At — 0, akkor a

= —km(t)

Am dm
lim — = — = —km(t
Also At dt m(t)
differencidlegyenletet kapjuk. Ebben most z helyett ¢ a véltozo, és y(x) helyett
m(t) az ismeretlen fiiggvény. A differencidlegyenlet szétvalaszthato valtozoja (k
most nem is fiigg a ¢t valtozotol). Oldjuk meg az egyenletet az imént ismertetett
modszerrel. Szétvalasztva a valtozokat

dm

— = —kdt.
m
Mindkét oldalt integrilva
Inm = -kt + ¢,
melybdl
m = e—kt+c _ e—k‘tec

Mivel a kezdeti feltételbSl mg = m(0) = ee® = e°, azért a megoldas barmely
t > 0 esetén

m(t) = moe Ft.
A sugarzé anyagok egyik jellemzgje a T felezési idG, amely megadja, hogy men-
nyi id6 alatt tiinik el az anyag tomegének fele. A T felezési idGvel megadhato a
k bomlasi alland6. Ugyanis
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melybél
_In2

T

Kutatasok kimutattak, hogy él6 névényi szervezetben a szén 14-es izotdpjanak
koncentracidja allandé, mivel a szétsugarzodo C* potlodik a légkorbsl az as-
szimilacié soran. Azonban, amikor példaul egy fa elpusztul, akkor t6bbé nem
épiil be a C'4, ezért csokken a fa anyagdban a koncentracidja. Talaltak egy
korhadt fatdrzset, amelyben a C'* térfogategységre es6 mennyisége csak 90%-a
a szokésosnak. Hany évvel ezel6tt pusztult el a fa, ha tudjuk, hogy a C'4 felezési
ideje 5370 év?
Mivel a C'4 mennyiséget a fa elpusztulasitél szamitott ¢ idé milva az

k

m(t) = moe” 5570

képlet adja és jelenleg a fa anyagaban a C!'* mennyisége 0, 9mg, azért a keresett
idé6t a

_In2
0,9my = mge~ 870"

egyenlet adja. Mindkét oldalt mg-al osztva, majd logaritmust véve

In2
n0,9 = — —22
n0,9 5370t
melybdl
= 537009 _ 516 v,
In2

Tehat a fa 816 évvel ezel6tt pusztult el. Ez a példa illusztralta a Cl4-es ko-
rmeghatarozas modszerét, amelyért 1960-ban W. Libby amerikai vegyész kémiai
Nobel dijat kapott...

13.2. Feladatok

1. (Korlatlan szaporodas modellje) Legyen a t = 0 idépontban mg tomegi
virus egy varos lakosaiban. Irjuk le a jarvany kialakuldsdnak modelljét
(ha nincs ellenszere a virus szaporodasanak...).

2. (Korlatozott novekedés modellje) Egy szigeten legfeljebb M mennyiségd
(példaul tomegd) nyul szaméara terem elegendd fd. Betelepitenek mg men-
nyiségt nyulat. Irjuk le a nyulak mennyiségének idébeli valtozasat!

Megoldds: Jelolje m(t) a kérdéses mennyiséget a ¢ id6pontban. Feltehets,
hogy egy t id6pontban ennek At id6 alatti megvaltozasa aranyos az el-
telt At id6vel, az m(t) nyalmennyiséggel és a sziget maradék nyuleltarto
képességével. Azaz

m(t + At) — m(t) ~ m(t)(M — m(t))At.
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Bevezetve a k szaporodasi tényezdt
m(t + At) — m(t) = km(t)(M — m(t))At.

Elosztva az egyenletet At-vel, majd a At — 0 hataratmenetet véve a

d
d—rg =m' =km(M —m)
szétvilaszthato valtozoju differencidlegyenletet kapjuk. Szétvilasztva a
valtozokat q
m
————— = kdt.
m(M —m)

Felhasznalva, hogy

111, 1
m(M—-m) M\m M-m

kapjuk, hogy

1 1 1 m
—  dm=—(Inm—In(M —m)) = —1
/m(Mfm)dm M(nm n m)) MM -—m

. Az egyenlet mindkét oldalat integralva

LI N
MM —m T
In = Mkt + Mc
m__ Mkt Mc
T—m=¢ e
Ebbdl
oMkt
m(t) =

e—Mc + oMkt :

Az m(0) = myg kezdeti feltételbol

1
mo eiMC +1 )
melybdl
oMe _ M0
M — mo
Igy a megoldas
oMkt
m(t) =M

M—mg Mkt
mo + e

Lathato, hogy

M.

. 3 1
tlglolom(t) o Mtlglolo Mn_li;"’oe_Mkt +1
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e

13.1. abra.

3. Oldja meg az alabbi differenciélegyenleteket!

y
b) ¥ = —ytgr, v € (—7/2,7/2)
y

)y =5+1+y% x>0



14. fejezet

Tobbvaltozo6s fuggvény
integralja

A valoés-valos fliggvény integraljat most mas irdnyban dltalanositjuk. Eljutunk
egy feliilet alatti térrész térfogatahoz, amelynek kiszamitasat valds fiiggvények
integraljanak kiszamitasira vezetjiik vissza. Az alabbi témakoroket targyaljuk.

e Tobbvaltozos fliggvény Riemann-integraljanak definicidja
e Az integral kiszamitasa téglalapon Fubini-tétellel
o Az integrél kiszamitisa norméltartomanyon

e Az integral kiszamitasa méas tartomanyokon integraltranszforméacioval

14.1. Tobbvaltozoés integral

14.1.1. A tobbvaltozds integral fogalma

Legyen T := [a,b] x [c,d] C R? egy zért téglalap. Legyen f : R? D>— R kétval-
tozds folytonos fliggvény, amelyre T C D(f). Készitsiik el az [a, b] intervallum
egy a = 20 < 21 < ... < w1 <z < ...<zp =bés alcd intervallum
egy c =90 < ... < Y1 < Y < ... < ym = b felosztasat. Minden [z;_1, ;)
részintervallumban vegyiink fel egy &; € [z;_1, ;] és minden [yy_1, yx] részinter-
vallumban egy nx € [yk—1, Y] pontot (i =1,...,n, k=1,...,m). Készitsiik el
a
Onym 1= > J i) (@i — 1) (Y — Yu—1)

i=1,...,n, k=1,....m

kozelit6osszeget. (A oy m szemléletesen [z;_1,x;] X [yk—1, yx] téglalap alaplapt,
f (&, mr) ymagassagn” (ez lehet negativ szam is!) hasabok ,eljeles” térfogatanak
az Osszege.)

Az f fliggvény folytonossaga miatt igazolhatd, hogy ezeknek a kozelit6osszegeknek

211
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létezik hatarértéke abban az értelemben, hogy van olyan I € R szam, hogy
béarmely € > 0 hibakorlathoz van olyan § > 0 szdm, hogy minden olyan felosztasra,
amelyben

max{z; —z;—1|1=1,2,...,n} <§

és

max{yr — yk—1 | k=1,2,...,m} <4
és ezekben tetszélegesen felvett & € [x;—1,2;] (1 =1,...,n) és Nk € [Yk—1, Y]
(k=1,...,m) esetén

lon.m —I| <e.

Az ilyen I € R szémot az f fiiggvény T téglalapon vett integraljanak nevez-

ziik és
/f:: 1.
T

Erre a fogalomra réviden tgy szoktak hivatkozni, hogy

z;—%;i—1—0, Yy —yr—1—0

/Tf = lim Z J&ome) (@i — i) (Yp — Yr—1) =
ik

Ax;—0, Ayr—0

= m S fGAndw = [ fag)dedy,
e [a,8] X [¢,d]

Az [, f € R szamot az f feliilet alatti

H:={(z,y,2) €R®| (z,y) €T, 0< 2 < f(x,y), ha f(z,y) >0
vagy f(x,y) <z <0, ha f(z,y) <0}

térrész ,elGjeles” térfogatanak nevezziik.

14.1.2. Az integral kiszamitasa téglalapon és normaltar-
tomanyon

Nyilvanvald, hogy a bemutatott eljaras végigvitele igen nehézkessé tenné az f
fliggvény T téglalapon vett integraljanak kiszamitasat.

Idézziik fel a valos-valos fiiggvény integraljanak térfogatszamitisra vald al-
kalmazasat. Legyen most az [a,b] intervallum tetsz6leges x € [a, b] pontjaban a
H sikmetszetének teriilete S(x) (14.1. dbra). Ez a teriilet a [¢,d] 2 y — f(z,y)
fliggvény [c, d]-n vett integralja:

d
S(a) = / £ y)dy.
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S(x) \

14.1. 4bra.

Ha ezt az [a,b] © x — S(x) fliggvényt (amely f folytonossaga miatt folytonos)
integraljuk az [a, b] intervallumon, akkor

Hasonl6 gondolatmenettel adédna, hogy

for= [ ([ stemar) o

14.1. Tétel. (Fubini-tétel)
Legyen f : R? — R, f folytonos és [a,b] x [c,d] C D(f). Ekkor

/[a’blx[&d]f = /ab (/jf(x,y)dy) dr = / (/ flz,y dx)

Példaul legyen f: R? — R, f(z,y) = xy. T := [0,1] x [2,3]. Ekkor

3 1 3 2 1 3 273
T Y Y 9 )
f=/ </ wydw)(iy:/ [y] dy:/ dy:[] = -l=-
/T 2 \Jo 2 L27] 2 2 4], 4 4

Az f fiiggvény T téglalapon vett integréljanak definicidéja nem igényelte, hogy
az f folytonos fiiggvény legyen. Ha f nem folytonos, akkor elGfordulhat, hogy
nem létezik az I € R szam. Ha azonban létezik a kivint tulajdonsiga I szam,
akkor az f fiiggvényt integralhatonak mondjuk a 7" téglalapon, és ekkor

[r=1
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Ezzel a megjegyzéssel tériink at az f : R? D>— R fiiggvénynek nem téglalap
alakt halmazokon vett integralhatésagara és integraljara.

Legyen «, 3 : [a,b] — R folytonos fiiggvény olyan, hogy minden z € [a, b] esetén
a(z) < B(x). Legyen

N, = {(2,y) €R? |z € [a,b] és a(x) <y < B(z)}

A7z z-tengelyre nézve normaltartomany”. Legyen f : N, — R folytonos
fiiggvény. Mivel a, 8 € Cla, b], ezért van olyan ¢,d € R, hogy minden x € [a, b]
esetén ¢ < a(x) < B(x) < d. Terjessziik ki az f fliggvényt a

T :=[a,b] x [¢,d]

téglalapra a kovetkezd modon:

3 ; _{ f@y), ha(z,y)eN,
T =R floy) '_{ 0, ha (z,y) € T\ N,.

Ez az f fliggvény olyan, hogy f| v, folytonos, mig a 7'\ N, halmazon azonosan 0.

Igazolhato, hogy az ilyen f fliggvény integralhato, és az f fliggvény T téglalapon
vett integralja segitségével értelmezziik az f fliggvény N, norméaltartomanyon

vett integraljat:
[ =]+
N, T

xydy)dx

A Fubini-tétel szerint

=0t

Bla) d
)dy + Fx,y)dy + Fz,y)dy | dz =
( fz,y)dy /a (z,y)dy /ﬁ@;) (xy)y>fr

(z)
/a ( / e y)dy> dz,

hiszen [c,a(z)] > y fzy) =0, [a(2),B)] 5y — flz,y) = fla,y) és
[B(x),d] 2y +— f(z,y) = 0 barmely x € [a, b] esetén.
Példaul legyen f: R?2 — R, f(x,y) = xy és

Ny :={(v,y) eR? |z e[-1,1]ésa® —1 <y <1—2°}

1 1—22 LT 2 1-2®
oo = L )= [ [5] e
N, —1 \Ja2-1 1l 200
x x
2 2 '

Ekkor
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Ertelemszeri modositassal kapjuk az N, y-tengelyre nézve normaltartoményra
vett integralt is.

Az el6z6ek mintajara épithets fel az f : R® D>— R fiiggvény T := [ay,b1] X
[ag, ba] X [as, bs] téglara vett integralja, az erre vonatkozo Fubini-tétel, majd az
Ny xy-sikra nézve normaltartoméanyon vett integral is.

Az N, C R? az xy-sikra nézve normaltartomany, ha létezik az [a,b] C R
zart intervallum, léteznek o, : [a,b] — R folytonos fliggvények, amelyekre
a(z) < B(x) (z € [a,b]), és léteznek a A\, u : R? D— R folytonos fiiggvények,
amelyekre A(z,y) < pu(z,y) (z € [a,b], a(z) <y < B(x)) olyanok, hogy

Nﬂfy = {(x,y,z) € RS ‘ (S [a’b]v O‘(I) S Y S B(I)’ )\(LL’,U) S z S H(Ivy)}'

Tegyiik fel, hogy f : R® >— R, folytonos fiiggvény, és N, C D(f). Ekkor

b B(z) w(z,y)
o= () fapaaz) aypa
Nay a a(z) Az,y)

14.1.3. Az integral transzformacidja

Az egyvaltozos helyettesitéssel térténd integralasnak is van megfelelGje a tob-
bvaltozos integralasban. A valos valtozos helyettesitéses integral szerint, ha
¢ : o, 8] — |[a,b] szigortan monoton nové bijekcid, és ¢ € D, akkor

b B8
/ f(a)de = / F(6() - ¢ (B)dt.

Tegyiik fel, hogy az f : R? D— R fiiggvényt a Q C D(f) halmazon szeretnénk
integralni. Ha szerencsénk van, akkor talalunk olyan ® = (¢,¢) : T — @ bijek-
ciot, ahol T = [a, 8] x [, 0] C R? egy téglalap, ® folytonosan differencialhato,
és barmely (u,v) € T esetén

dentf(ue) = | 500 Groty |0

Bebizonyithat6, hogy ekkor
/ f= / F(p(u,v), 9 (u,v)) - | det &' (u, v)|dudw.
Q T

Peéldaul Q = {(x,y) € R? | 22 + y? < 4}, ami egy origd kdzéppontt, 2 sugart
zéart korlemez. Az f:R?2 = R, f(z,y) = 22 + 9>
Mivel a

(¢,9) :=10,2] x [0,27] — Q, é(u,v) :=ucosv, P(u,v) :=usinv
bijekcié (polartranszformacio néven ismert), és

det(¢7'(/})l(u,’l]) _ COS v —UusSmuv _ ’I,LCOSQ v _|_ USin2 v=u,

sinv  ucoswv
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ezért,

/ 2?4 y*dady / {(ucosv)? + (usinv)?} ududv =
Q [0,2]x[0,27]

2 27 2 u4 2
/ (/ u?’dv> du = / [u?’v]g”du = |:27T:| = 8.
0 0 0 4 ]y

Az f : R3 D R fiiggvények integralasanal gyakran konnyitést jelent, ha észrevessziik,
hogy az

X(r,¢,9) = rsindcosd
Y(r,9,9) = rsindsing
Z(r,¢,9) = rcos¢

transzformaécioval az
[R1, Ro] X [p1, p2] x [V1,02) == T

téglat a Q C R3 integralasi tartomanyra kolcséndsen egyértelmiien képezi le a
o:= (XY, Z): T — Q fiiggvény, és det &’ # 0 a T téglan. Ekkor

sinvcos¢p —rsindsing 7rcosvcoso

det ®'(r,¢,9) = | sin¥sing rsindcosé rcosVIsing | = —r?sind.
cosv 0 —rsind

Ekkor
/ f(z,y, z)dzdydz = / fX(r,0,9),Y(r,0,9), Z(r,$,9)) - r?sind - drdedd.
Q T

Az itt alkalmazott térbeli polartranszformécié olyan @) térrészekre alkalmas,
amely egy gémb valamilyen része (félgdmb, gbmbréteg stb.).

14.2. Feladatok



15. fejezet

Vektoranalizis

Térgorbék jellemzsit értelmezziik és szamitjuk ki (gorbiilet, torzio, ivhossz).
Feliileteken is bevezetjiik az integral fogalmat. A Newton-Leibniz-formula 4l-
talanositasaként integralatalakitd tételeket (Gauss, Stokes) fogalmazunk meg.
Az alabbi témakoroket targyaljuk.

e (GOrbe érint6je, binormalisa, fénormaélisa
o Gorbe rektifikalhatésaga és hossza

e Gorbiilet, simuldkor, torzid

o Feliiletek paraméteres megadésa

e Felszin definicioja

o Felszini integral

o Feliileti integral

e Gradiens, divergencia, rotéicio

e Stokes-tétel, Gauss-tétel

15.1. Vektoranalizis
15.1.1. Térgorbék

Legyen r : [, 3] — R® egy megfeleléen sima (7,7, 7 € C és barmely t €
(a, B) esetén 7(t),7(t), T'(t) # 0) térgorbe. Mar lattuk, hogy 7(to) a gorbe to
paraméterd pontjahoz hizott érintévektor. Jeloljiik az 7 (tg) iranyaba mutatd
egységvektort t-vel:
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Ezt tangencialis vektornak nevezziik.

Most legyen a gorbe Py pontja az r(tp) vektor végpontja. Vegyiink fel tet-
szOlegesen a gorbén Py és Py (P1, Py # Py) pontokat. Ha a Py, Py, P> nem esik
egy egyenesbe, akkor egy sikot hataroznak meg. Kozeledjen Py és Ps is Py-hoz.
Tegyiik fel, hogy az altaluk meghatarozott sikok is kozelitenek egy hatéarhe-
lyzethez, ami szintén egy sik. Ezt a sikot a gérbe Py ponthoz tartozo simuld
sikjanak nevezziik (lényegében ez a sik tartalmazza a gorbe Py-hoz kozeli kis
darabjat). Megmutathato, hogy a simulé sikot az 7(tg) és az 7(tg) vektorok
feszitik ki, ezért a sik egyik normalvektora az 7(tg) X 7(tg) lesz. Ebbdl a simuld
sik barmely pontjahoz vezetd r helyvektorra fennall, hogy

((7(to) x 7(to)),r —r(to)) =0 (a simuld sik egyenlete).
A simul6 sik normalvektorabol szarmaztatott egységvektor a binormalis:

_ T(to) X T’(to)
T [lr(te) x (o)l

Nyilvan b binormélis meréleges a t tangencialis vektorra. A b és t sikjat rekti-
fikaloé siknak nevezziik. Ennek a siknak az egyik norméalvektora a t x b, amelybgl
szarmaztatott egységvektort az f fénormalisnak nevezziik:

_ (f(to) X ’I'”'(t())) X f(t())
= |I(7(to) x #(to)) x (o)l

Az f és b sikja a normalsik (ennek egyik normalvektora az 7 (o) érintévektor.)

At, f, bparonként egyméasra merdleges egységvektorok, amelyek ebben a sor-
rendben jobbsodrasu rendszert alkotnak. A gorbe r(to) helyvektora pontjahoz
illesztett t, f, b vektorrendszert kisérd triédernek nevezzik (to valtozasaval a
kisérs triéder is véaltozik, de a gorbe szamara nagyon természetesnek tiinik ez a
rendszer).

A koznapi értelemben is fontos tudni egy at hosszat. Tisztazni fogjuk, hogy
egy r : [, 8] — R? térgdrbének mikor van ivhossza, és ha van, akkor azt hogyan
definialjuk.

Legyen 7 az [«, 0] egy tetszdleges felosztasa:

Tra=t<t—1<...<ti_1<t; <...<t,=0.

Az r(t;_1) és r(t;) a gorbe pontjaihoz vezets helyvektor, igy ||r(¢;) — r(ti—1)|| a
két pontot Osszekots szakasz hossza. Legyen

L(r) = |r(ti) —r(ti-)]
i=1

az r(to),r(t1),...r(tn) pontokhoz tartozd toréttvonal hossza. Készitsiik el az
Osszes ilyen torottvonal hosszat tartalmazo szamhalmaszt:

{L(7) | T felosztasa az [, (] intervallumnak}.
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Ha ez a halmaz feliilrél korlatos, akkor az r térgorbét rektifikalhaténak (,ki-
egyenesithetd”) nevezziik, és ekkor

sup{L(7) | 7 felosztasa az [a, §] intervallumnak} =: L

R-beli szamot nevezziik a térgorbe hosszanak. Ha a halmaz feliilrsl nem korlatos,
akkor nincs hossza a térgérbének (vagy végtelen hosszi).
Mar lattuk, hogy sima gorbe esetén

r(ti) —r(tio1) = 7(&) - (G —tic1) (& € [tim1, i),
igy . .
L(r) = Z [r(t:) — r(tiz1)|| = Z [7(&) - (¢ — tiz)]

ami egy integralkozelité Ssszeg. Megmutathatd, hogy ez sima gorbe esetén
elvezet a gorbe ivhosszdhoz: sima gorbe rektifikilhato, és

B
L:/ I17(1)||dt.

Ha r : [a, 5] — R sima gorbe, akkor barmely ¢ € [a, (] esetén legyen s(t) :=
f; |I7(v)||du a gorbének a t paraméterd pontig terjedd ivhossza (nyilvan ez is
létezik). Az értelmezés alapjan lathato, hogy

£ =5 [ liwldu= o),

Ha t,t + At € [a, 8], akkor
t+At
As:=s(t+ At) — s(t) = / |7(w)]|du = ||7#(t)||At, ha At~ 0.
¢

Az r térgbrbe mentén mozgd pont palyamenti (keriileti) sebessége ebbdl szar-

maztathato:
As ds

v(t) = Alir—I}OE T [[7(2)]]-

Gyakran hasznaljuk a szdgsebesség fogalmat. Tegyiik fel, hogy az r(t) és az
r(t + At) vektorok hajlasszoge A¢. Az r térgérbe t paraméterti pontjaban a
szogsebesség legyen

A¢

= lim —.
At—0 At

Elég sima gorbe esetén kiszamitjuk az w(t) szogsebességet. Ismert, hogy

w(t) :

lr(#) x r(t + A = [lr@)] - [[7(t + AL)]] - sin Ag.
Felhasznalva, hogy r(t) x r(t) =0,

[l(#) x (r(t + At) — r(8))]]
@1 - [Ir(t + Ab)]

sin A¢ =
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Emlékezve arra, hogy limag—o 8122¢ =1, és At — 0 esetén A¢ — 0, tovabb
szamolunk:
sinAg Ag _|r(t) x T an-r(d)
Ap At lr@)] - Ir(t+ A

r(t+ At) —r(t)

P v O
_ o A () x A
wlt) = im X = T her

Egy autéban ttkanyarulathoz érve fontos tudni, hogy mennyire ,,gorbiilt” az ut,
mennyire tér el az egyenestsl. Az elég sima gorbe t és t+ At paraméteri pontjai
k6zotti gorbeiv hossza legyen As. E két pontbeli érint&vektor hajlasszoge legyen
Aa. A t paraméterti ponthoz tartozd gorbiileten a

A«
G(t) = Al.gilo As
hatarértéket értjiikk. A gorbiilet arrol tajékoztat, hogy As tat megtételekor
mekkora a sebességvektor szogelfordulasa. Ha G nagy, akkor ,¢éles” a kanyar, ha
G kozel nulla, akkor lényegében egyenes az 1t.
Kiszamitjuk a gorbiiletet is elég sima gorbe (7,7 € C) esetén. Ha As =~ 0,
akkor At ~ 0, igy

Ao _ Ao As
As At T At
amibdol
Aa . A . As

G(t) — AléIEO As = Alililo AL : Al}fIilo At = Q(t) : H’I"(t)”,

ahol Q(t) az 7 (ez is térgbrbe!) szogsebessége a t paraméterd helyen. Tehat

_NP@ < FON g IF@) x F@)]
G(t) = REOIEE [7()] = TFOF

Legyen G(t) # 0 esetén
1
R(t) := <0 > 0.
Igazolhato, hogy a gorbe t paramétert pontjahoz illeszkedd R(t) sugartu kor,
mely a simulé sikban fekszik, és amelynek a kdzéppontja az f fénormalis egye-
nesén van, a gorbéhez jol simulo kort ad. Simulé kérnek nevezik. Az r goérbén
valé mozgas rovid szakaszon a simulé kordn valéd mozgassal helyettesithetd.

A gorbiilet azt mutatja meg, hogy egy gérbe mennyire tér el az egyenestdl.
Egy masik jellemz6 adat, a torzio arrdl tajékoztat, hogy a gérbe mennyire tér
el egy sikgdrbétol.

A gdrbe simul6 sikjanak normélvektora a binormaélis. Ha a paraméterval-
tozassal a simulé sik véltozik, akkor errsl a binormaélis elhajlasa tantuskodik. A
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As ivhosszvaltozassal jaré binormalis szogelfordulas jellemzi a torzidt (csavaro-
dast), azaz a t paraméterd helyhez tartozo torzié legyen

Ap
o= sy
ahol AS az r(t) és az r(t+ At) gorbepontoknal érvényes simuld sikok norméalvek-
toranak (b(t) és b(t + At)) hajlasszoge, As pedig a két pont kozotti ivhossz. Az
el6z6ekhez hasonléan, elég sima gorbe esetén (7,7, 7 € C)

T(t) = tim 20 g B0 A5 _ oy A0, A5 160 x 6O

= — = : —_— = t
AsD0As T albo At At Atdo At arbo At o IOl

ahol az osztando a b binormaélis, mint térgérbe szogsebessége. Behelyettesitve a
binormalisra megismert elGallitast, egyszertsitések utan a torziéra azt kapjuk,

hogy

S LORTIONLON)
[l7(2) < #(t)]]?

Megjegyezziik, hogy ha a szamlaléban a ,yegyesszorzatnak” nem vessziik az ab-

szolut értékét, akkor T'(t) > 0 esetén jobbcesavarodasi, T'(t) < 0 esetén balc-

savaroddst gorbérdl beszéliink. Csavarmeneteknél, csigalépcsénél jelentGsége
lehet ennek is ...

15.1.2. Feliiletek

Legyen S egy sik a térben. Az § sik egy pontjahoz vezessen az r, vektor.
Legyen tovabba az a és b két nem parhuzamos sikbeli vektor. Ismert, hogy az
S sik tetszGleges pontjahoz vezets r vektor elgall alkalmas u, v € R szdmokkal

r=ry+ua+vb
alakban. Koordinatanként ez azt jelenti, hogy
T = xg+ua; + vby

= Yo +uaz + vby

z = zg+uas+ vbs.

Tehéat az S sik barmely pontjat harom kétvaltozos fiiggvénnyel meg tudtuk adni.
Ez altalanosan is igaz. Legyen

X
P:RZo>-R3, d=|Y |,
Z

ahol X,Y,Z : R? > R. Ha Q := D(®) C R?, akkor barmely (u,v) € € esetén
az
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15.1. abra.

a tér egy pontjahoz vezets helyvektort ad. Ezek a pontok egy feliiletet (két-
paraméteres feliilet) hatdroznak meg. Példaul a @ : [0,27] x [0, 7] — R3,

3sin v cosu
®(u,v):= | 3sinvsinu
3cosv

egy (0,0,0) kdzépponta, R = 3 sugart gémbfeliilet kétparaméteres elgallitasa
(15.1. abra).

Legyen @ : R? > R?, (ug,v9) € D(®). A p: R >— R3, p(u) := ®(u,vp), a
feliileten fut6 gorbe legyen az u-paramétervonal, mig a ¢ : R >— R3, ¢(v) :=
®(up,v) a v-paramétervonal (15.2. 4bra).

Ha @ sima fiiggvény (X, Y, Z koordinata-fliggvények parcialis derviéltjai folytonosak),
akkor p(ug) és ¢(vo) az u-paramétervonal ill. a v-paramétervonal érintGvektorai,

és ekkor az n := p(ug) X 4(vo) a @ feliilet P (up, vo) pontjahoz tartozd érintGsikja-

nak a normalvektora lesz. Mivel

8uX(u0,v0) a'uX(anUO)
pug) = | 9uY (uo, vo) és  q(vo) = | 9,Y (uo,v0) |,
8UZ(u0, ’UQ) al)Z(uOv UO)

ezért az érintGsik normaéalvektora az
n=1_, 0,X 0, 0,7
0, X 0,Y 0,7

determinans, ahol a parcialis derivaltakat az (ug,vg) helyen kell venni.
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(UgV)

0 (uvy)

15.2. 4bra.

Legyen ® sima feliilet, (u,v), (uv+ Au,v), (u+ Au,v + Av), (u,v+ Av) €
D(®) pontok altal meghatarozott téglalap. Ennek teriilete Au - Av. A

[ 0uX (u,v) ]|

O(u+ Au,v) — P(u,v) =~ | 9,Y(u,v) | Au=:gq,
| OuZ(u,v) |
[ 0,X (u,v) |

D(u, v+ Av) — D(u,v) = | 9,Y (u,v) | Av=:b,
OuZ (u,v)

ezért a felilleten futé u- és v-paramétervonalak altal hatarolt ®(u,v), ®(u +
Au,v), P(u+ Au, v+ Av), (u,v+ Av) ,cstcsokkal” jellemezhets feliiletdarab
felszine kozelitSleg a ®(u, v) feliileti ponthoz tartozé érintdsikon 1évé olyan par-
alelogrammanak a teriilete, amelynek oldalvektorai a és b. Ez a teriilet a vek-
torialis szorzattal kifejezhetd:
L J k
la x bl = ||lnl|AuAv = ||| 0, X O0.Y 0uZ || - Aulw.
WX 0 0,7

A paramétertartomanyt az u és a v tengellyel parhuzamos egyenesekkel elég
stirtin felosztva AuAuw teriileti cellak keletkeznek (15.3. abra).

A cella képe a feliileten egy ,gorbevonali cella” lesz, melynek felszinét sza-
moltuk ki az el6bbiekben. Ha ezeket Osszegezziik, akkor a ® feliilet felszinének
egy kozelitGosszegét kapjuk:
OuX (u,v) O X (u,v)
ST 0uY(wv) | x| 0Y(u,0) | [|AuAw,
(

u v uZ U,’U) 5‘UZ(u,v)
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15.3. abra.

amely a felosztas minden hataron tuli stritésével a ® feliilet ) értelmezési tar-
tomanyara vett integralhoz tart. Tehat a ® feliilet felszine

S ::/ |0, @ x 0,®||dudv,
Q

ahol
OuX Op X
0,0 = | 0.V 6s  0,0=| 0,
OuZ 0uZ

Az integraland6 fliggvényt egyszerisithetjiik. Mivel a, b vektor esetén

la > b]> lal® - (1Bl sin® o = [lal*|[o]|*(1 — cos® a) =

lall*[121* = llall*12]1* cos® o = [lall*[|2]I* — (g, b)),

ezért

5= [ (0011091 ~ (@,.0,8)7) *dud
Q

Felszini integral

Legyen ® : R? >— R?, Q := D(®) egy sima feliilet. Tegyiik fel, hogy a feliilet
minden pontjahoz hozzarendeltiink egy valés szamot, azaz legyen U : R? D—
R, D(U) := ®(92). Tegyiik fel, hogy U folytonos. Az U ,skalarfiiggvény” &
feliiletre vett integraljat a szokisos médon értelmezziik:

1° Felosztjuk az € paramétertartomanyt AuAv teriileti celldkra.
2° A cellakban felvesziink tetszélegesen (u',v’) pontokat.

3° Elkészitjiik az U(P(u/,v")) - |0, P x 9, P||Aulv szorzatot (az U fliggvény
egy feliileti pontban vett értékének és a AuAwv teriilett cella képének a
kozelits terliletét szoroztuk Ossze).
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4°A % S U@, 0)) - [|0.P x 0, P||AuAv egy integralkozelit osszeg.
5% Az U skalarfiggvény @ feliiletre vett integraljan a kozelit6osszegek hatarértékét
értjik:
/I)U = Auiéf%woz;zU ) [|0.® x 0y®|| Aulv =

= /QU(<I>(u,v)) |0y ®(u,v) X Oy ®(u,v)||dudw.

Feliileti integral

Legyen ® : R? >— R?, Q := D(®) egy sima feliilet. Tegyiik fel, hogy a feliilet

minden pontjahoz egy vektort rendeltiink, azaz F : R3 >— R3, D(F) = &(Q).
Tegyiik fel, hogy F folytonos. Az F ,vektorértékd” fiiggvény & feliiletre vett
integraljat az eddigiekhez hasonléan értelmezziik:

1° Felosztjuk az 2 paramétertartomanyt AuAwv teriiletd cellakra.
2° A celldkban tetszélegesen felvesziink (u’,v’) pontokat.
3° Elkészitjiikk az F(®(u',v")) vektort.

4° A cella (u,v) ,sarokpontjahoz” tartoz6 ®(u,v) ponthoz tartozik egy érin-
t6sik, amelynek normélvektora

Ou®(u,v) X 0, P (u,v).
Mivel a AuAv teriiletd cellahoz tartozoé feliiletelem teriilete
AS = ||0,P(u, v)Au X Oy P (u, v)Av|| = ||0uP(u, v) X 0y P(u,v)||Aulv,

ezért a

AS = (0, P(u,v) X 0,P(u,v))Aulv

vektort felszinvektornak nevezziik. (A AS hossza éppen a feliiletelem
teriilete, és irdnya a felliletre merdleges, p(u), ¢(v) vektorokkal jobbso-
drési rendszert alkot.)

5° Elkeészitjiik a
22 AF(@( ), AS)
skalaris szorzatok Osszegét. Ez egy integralkozelits Osszeg.
6° Az F vektorértékii fiiggvény @ feliiletre vett integraljan a kozelit66sszegek

hatarértékeét értjiik:

/F = lim ZZ (', "), 0y ®(u,v) X O, ®(u,v))AulAv =
@

Au—0,Av—0

= /Q<F(<I>(u,v)),8u¢’(u,v) X 0y ®(u,v))dudv. (15.1)
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15.1.3. A nabla

A nabla egy jelképes vektor, amely az x szerinti, az y szerinti és a z szerinti
parcialis derivalasra ad utasitast. Jele V. Vektorként is hasznalhaté, skalaris és
vektoridlis szorzatok egyik tényezdje is lehet.

O
Vi=| 0,
0
Ha f : R? D>— R sima fiiggvény, akkor
Oz f
gradf =Vf=| 0,f
0. f

(Itt az f ugy viselkedik, mint egy vektor szamszorzoja, csak a szokastol eltéréen
most a vektor mogott helyezkedik el.)

Ha f : R® >— R? sima fiiggvény, akkor az f'(x,y,2) € R3*? derivaltmétrix
f6atlojaban allo elemek Gsszege legyen a

divf(xyyaz) = 8$f1(37,y,2') + 8yf2(x7yaz) + 8zf3(l‘7yvz)'

Az f divergenciaja a V vektorral:
divf =(V, [)

(a nabla és az f vektor skalaris szorzata).

Ha f : R® D>— R? sima fiiggvény, akkor az f'(x,y,2) € R3*? derivaltmatrix
f6atlora szimmetrikusan elhelyezked6 elemei kiilonbségeibdl allé vektort az f
rotaciojanak nevezziik, és

ayf3(xayaz) _8zf2(x7yaz)
rOtf(x7ya Z) = azfl (x7ya Z) - 8:,,f3(x,1 ,Z)
amf?(xayaz) 7ayf1(:r7yvz)
Az f rotacidja a V vektorral:
rotf =V x f

(a nabla és az f vektor vektoriélis szorzata).

A gradf jelentését az iranymenti derivalt kapcsian deritettiik fel, a rotf a
vonalintegral témakorében, a potencial létezésének elégséges feltételénél keriilt
mar elé. (A divf hamarosan megjelenik.) Lathato, hogy a grad, div és rot
egy-egy differencialasi utasitas, amely a V segitségével attekinthetévé valik.

A V valéban tgy viselkedik, mint egy vektor. Példaul f : R? D>— R elég
sima fliggvény esetén

rot(gradf) =V x (Vf) =0,
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hiszen V és V f ,parhuzamosak”. (A derivalasok hosszadalmas elvégzése utan is
ezt kapnank.)
Megemlitjiik, hogy a V sajatmagéaval vett skalaris szorzata a Laplace-operator:

A= (V,V),
azaz ha f : R3 D— R elég sima skalarfiiggvény, akkor a
Af = div(gradf) = 92, f + 0o, f + 02 f

a ,Laplace 7.

15.1.4. Integralatalakito tételek

A valos-valos fliggvényekre vonatkozo Newton—Leibniz-formulat fogjuk most al-
talanositani. Ennek a tételnek egyik kovetkezménye, hogy ha f : R >— R
folytonosan differencidlhato, akkor

b
/ £ = 1(b) - f(a),

amit ugy értelmezhetiink, hogy az f fliggvény derivéaltjanak az [a,b] halmazon

vett integralja az f fiiggvénynek a halmaz hataran valé megvaltozasaval egyenld.
Az egyik altalanositas a kovetkezs:

Legyen ® : R? > R3 sima feliilet, melyet egy r : R D— R? iranyitott gorbe

hatarol (a felszinvektorok iranyabol nézve az r gorbe pozitiv irdnyitasa legyen).

15.1. Tétel. (Stokes-tétel)
Ha F : R? 5= R? sima vektorfiiggvény, akkor

/rotF:/F,
ol T

azaz a votF (az F figguényre alkalmaztunk egy differencidloperdtort) felileti
integrdlja egyenld a felilet hatdrdn az F vonalintegrdljdval.

A miésik altalanositas a kovetkezs:
Legyen egy zért, sima feliilet a ® : R? >— R3, amely egy V C R3 térrészt vesz
koriil (a felszinvektorokat ,kifelé” iranyitjuk).

15.2. Tétel. (Gauss-tétel)
Ha F : R? 5= R3 sima vektorfigguény, akkor

/divF:/F,
1% [}

azaz a 'V térbeli tartomdnyra integrdlva o divF figgvényt (egy mdsik differen-
cidloperdtort alkalmaztunk az F' figgvényre), ez az inlegrdl a térrész hatdrdn veit
feliileti integrdlba megy dt.
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15.2. Feladatok

cost

1. Legyen r: [0,67] — R3, r(t):= | sint | egy csavarvonal. Szamitsa ki a

t
to := 5 paraméterértékhez tartozo

a) kisérd triéder ¢, f,b vektorait,
b) a G(to) gorbiiletet és az R(to) simulokor sugarat,
c¢) a T(ty) torziot.

Szamitsa ki a csavarvonal hosszat!
Legyen

3sin v cosu
@ : [0,27] x [0, 7] — R®, ®(u,v) := | 3sinvsinu
3cosv

egy gombfeliilet. Irja fel az (ug,vo) := (0, %) paraméterértékekhez tartozo
p:[0,27] — R3, p(u) := ®(u,5) és aq: [0,71] — R ¢(v) :== (0,v)
paramétervonalakat! (A Foldgdmbon mit jelentenének ezek?)

Irja fel az (uo,vo) := (%, %) paraméterértékekhez tartozé érintésik egyen-

letét! (Mekkora szoget zar be ez a sik az Egyenlit§ sikjaval?)

Az el6bbi @ (u,v) felilletnek mekkora az

Q::{(u,v)|0§u§ <v<

}

vl 3

™
4’ 3
paramétertartomanyhoz tartozé felszine?

Mutassuk meg, hogy az f : [a,b] X [¢,d] — R sima fliggvény mint feliilet

felszinét a
d b
/ ( [ 1+ et + o, y)Pdw> dy

integral adja!
Megoldds: Legyen

x
®: [a,b] x [c,d] — R3, ®(x,y) = Y
f(z,y)
a feliilet kétparaméteres elGéllitasa.
1 0
0:0(z,y) = 0 o Oy®@(z,y) = 1

Oz f(z,y) Oy f(z,y)
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10:® (2, )l =1+ [0uf (x,9)]% 0, @(2,y)|* =1+ [0y f (2, )],
(0 2(x,y), 0, (z,y))* = (0uf(2,y) - Oy f(z,y))*,
10:@[1* - [0, ®[* — (0,®,0,2)* = 1+ (0. f)* + (9,./)*.
Ebbé6l mar kovetkezik az allitas.

u+v
5. Legyen ® : [0,1] x [0,1] — R?, ®(u,v) := | u—v |,és U :R® —
u
R, U(z,y,2) :=x +y + z. Szamitsa ki az [, U felszini integralt!

6. Legyen
u-+v
®:[0,1] x[0,1] = R® d(u,v):=| u—v |,
u
és
) Y
F:R>=R% F(z,y,2):= |z
z
Szamitsa ki az [, F feliileti integralt!
7. Legyen
COS U COS U
@ : [0,27] x [0,7/2] — R3, ®(u,v) := | cosvsinu
sinv
egy ,felsé félgdmb”, és hatarolo gorbéje
cost
r:[0,27] — R3, r(t) := | sint
0
%y
Legyen F : R® — R3, F(w,y,2) := yz | egy vektorfiiggvény. El-
z
lendrizziik a Stokes-tételt!
Megolddas:
i J k
I‘OtF(.’L‘, Y, Z) = VXF(Z‘, Y, Z) = 89: 8y az = ;(O—y)—l(O—O)—&-E(O—l‘Q),
2 yz oz
-y —cosvsinu
tehat rotF'(z,y, z) = 0 , TotF(®(u,v)) = 0
—x? —(cos v cosu)?
—cosvsinu —sinvcosu
0u®(u,v) = | cosvcosu |, 0,®(u,v)=| —sinvsinu

0 COS v
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i J k
0u®(u,v) x 0,P(u,v) =| —cosvsinu  cosvcosu 0 |=
—sinvcosu —sinvsinu cosv

(V]

= i(cos® vcosu) — j(— cos® vsinu) + k(cosvsinvsin® u + cos vsinv cos® u) =

cos? v cosu
= | cos®vsinu |,

cos v sinv

és ezek ,kifelé nézs” vektorok.
A Stokes-tétel bal oldala:

/rotF = / (rot F(®(u,v)), 0, ®(u,v) x 0,P(u,v))dudv =
P [0,27]x[0,7 /2]

27 /2 —cosvsinu cos? v cosu
= / / 0 .| cos?vsinu dv | du =
0 0 —cos?vcos?u Cos v sinw

27 /2
= / / (= cos® vsinu cosu — cos® vsin v cos? u)dv | du.
0 0

Mivel
/—0053 vdv = —/cos v(1 —sin?v)dv = — /cos vdv + /sin2 veosvdy =
o+ sin® v
= —sinv ,
3
ezért
w/2 .. 3 w/2 9
/ —cos® vdv = [sianrsm v} ==,
0 3 1o 3
Mésrészt
/2 4,17/ 1
/ cos® v(—sinv)dv = {COS U} =__,
0 4 ], 4

Ezeket felhaszalva

271' 2 1
/ rotF' = / sin u cos u - (—) + cosZu - (—) du

2 [sim2 u} S| /2” 1+cos2ud
_z _ 2t I TCOSAU L =
3 0 0

Il
)
|
] =
| —|
| —
+
©w
L.
=
[\
<
| I
o
|
|
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A Stokes-tétel jobb oldala egy vonalintegral:

o o cos?tsint —sint
/F = / (F(r(t)),r(t))dt = / 0 , cost dt =
r 0 0 0 0

27 27 202 27
2t 1 —cos4t
= / —cos® tsin? tdt = / e T / S g =
0 0 4 0 8

_7t -
8 + 32
Tehét ebben a példaban

T
rotF:/F:—f.
fyror =[P =

%y
8. Legyen F :R3 — R3, F(x,y,2):= | yz | vektorfiiggvény.
z

1

{1 sin4tr”_

0

Legyen
Vi {(@,,2) € RS |2 + 47+ 22 < R?)
egy origd kozépponti, R sugart gomb, melyet a
Rcosvcosu
®:[0,27] x [~7/2,7/2] — R3, ®(u,v):= | Rcosvsinu
Rsinv

feliilet hatarol. Ellendrizziik a Gauss-tételt!
Megoldas:
divF (z,y,2) = (V, F)(2,y,2) = 0 (2%y) + 0, (y2) + 0.(2) = 22y + z + 1.
A Gauss-tétel bal oldala:

/ divF = / (2zy + 2z + 1)dzdydz.
% %

Az integral kiszamitasidhoz célszerii egy polartranszformaciot alkalmazni.
Legyen

T COS ¥ COS U

U :[0,27] x [7/2,7/2] x [0, R] — R®, W(u,v,r):= | rcosvsinu

rsinv
A U bijekcié a T := [0,27] x [7/2,7/2] x [0,R] és a V gbémb kozdtt.
Szamitsuk ki a helyettesit6 fliggvény derivaltjanak determinansat:
—rcosvsinu —rsinvcosu COSVCOSU
det ¥'(u,v) = rcosvcosu —rsinvsinu cosvsinu | =
0 7 COSV sin v

= —rcosv(—rcos®vsin®u — rcos? v cos? u) +
+ sinv(r? cos v sin v sin® u + 2 cos v sin v cos? u) =

= 7‘2 COsv.
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Mivel v € [-3, 5], ezért |det ¥’ (u,v)| = r? cosv. Ezt felhasznalva

/ (2zy + z + 1)dzdydz =
1%

27 w/2 R
/ (/ (/ (2(r cos v cos u)(r cosvsinu) 4 rsinv + 1)72 cos vdr) dv) du =
0 —-n/2 \Jo
27 w/2 R
/ / / (2r* cos® v cosusinu + r® sinv cosv 4 r2 cosv)dr | dv | du =
0 —-n/2 \Jo

27 w/2 9 1 1.
/ / (R5 cosPveosusinu + = R*sinvcosv + = R> cos v> dv | du.
0 —x/2 \9 4 3

A 7. feladatbol

/2 : 03 /2
/ cos® vdv = [sinv _ o v] = %
—7/2 —m/2 3
/2 s 2 /2 /2
/ sinv cosvdv = [sm v] =0, és / cosvdv = 2.
—m/2 2 —7/2 —m/2
Igy az integralast folytatva:
2y 2 1 2 8 . [sin2u]”" 4rx dn
5 : 4 3 5 3 3
_ . = — — d = — _— = — .
/0 [3 5R cosusmu—|—4R +3R] U 15R [ 5 ]0 + 3 R 3 R

A Gauss-tétel jobb oldala egy feliileti integral:

/ F = / (F(®(u,v)), 0y, P(u,v) X 0pyP(u,v))dudv.
@ [0.27] %[~ 5. 5]

—Rcosvsinu —Rsinvcosu
0u®(u,v) = | Rcosvcosu |, 0,P(u,v)=| —Rsinvsinu
0 Rcosv
2 J k
0u®(u,v) x 0,®(u,v) = | —Rcosvsinu Rcosvcosu 0 =
—Rsinvcosu —Rsinvsinu Rcosv

= i(R*cos*vcosu) — j(—R?cos® vsinu) +
+E(R2 cosvsinvsin® u + R? cos v sin v cos? u) =

R? cos®vcosu
R?cos?vsinu
R? coswvsinw

(Rcosvcosu)?(R cosvsinu)
F(®(u,v)) = (Rcosvsinu)(Rsinwv)
Rsinv
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Ezekkel a fiiggvényekkel

R3 cos®vcos?usinu R? cos® vcosu
/ F= / R?cosvsinvsinu |, | R?cos?vsinu dudv =
@ (0,27]x[-%,5] Rsinwv R2 cosvsinw

27 w/
= / </ (R5 cos® v cos® usinu + R* cos® vsinvsin? u + R3 sin” v cos v)dv) du.
0 —m/2

Kiszamitjuk az egyes tagok integraljat.

/cos5 vdv = /(1 — sin®v) cos® vdv = /cos3 vdv — /0053 vsin? vdv.

A 7. feladatbol [ cos® vdv = sinv — %

4 4
cos* v cos* v

/cosgvsin2 vdv = /(cos3vsinv)sinvdv i sinv — / = ©os vdv =

1, . 1 5

= ——cos wsinv+ — [ cos’vdv.

4 4 /

A kapott eredményt beirva, rendezés utan azt kapjuk, hogy
3

. sin® v 1 . 1
/6055 vdv = sinv — 3 + 1 cos* vsinv — 1 /0055 vdo,

5 5 . sin® v 4.
— [ cos” vdv = sinv — + — cos” vsinwv,
4 3 4

/2 16

15

/2 5 4 [ . sinv 1 4 .
cos vdv:g sinv — + ~ cos*vsinv

4
)2 3 4 5

4 j—
—m/2 3

Ezzel az eredménnyel

/2
/ (R® cos® v cos® usinu + R* cos® v sinvsin? u + R®sin® v cosv)dv =
—7/2

16 . 4 /2 ) .. 3 w/2
= — R’ cos’ usinu + R*sin’u {cos v] + R? {sm U]

15 4 —7/2 3 —7/2
16 2
= 1—5R5 cos® usinu + §R3.
Vegiil
2 4 2

16 2 16 5 2 4
/0 (15R5 cos® usinu + 3R3) du = [15R5 (—COZ u) + 3R3UL = §R3,
Tehéat

/divF:/F:iﬂRi”.
1% D 3



