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1. Numerikus sorok konvergenciaja

A > ap végtelen Osszeghez hozzarendeliink egy (s, ) szamsorozatot a kovetkezd

ar = _ap +as+az+---+ap+---

= Z ar . n-edik részletosszeg

E szédmsorozat hatarértékének segitségével definialjuk a sor Gsszegét az aldbbiaknak
megfelelGen.

o0
@ A E ap numerikus sor konvergens és 6sszege s , ha létezik a
k=1

lim s, = lim (Zak> =s€eR

k=1

(véges) hatéarérték.

A részletosszegek (s,,) sorozatdnak viselkedése szerint az aldbbi esetek lehetségesek:

seR, az Osszeg konvergens
oo

+00,
E = lim E ap = lim s, = .. .
n—oo n—o0 —00, az Osszeg divergens.

- A,

Z =14+1+1+1+- esetén Sp=1>. 1l=n

= lim s, =00 (Divergens a sor.)

n—oo

Dl =1—14+1—1+---+(=1)*+ ... divergens, mert

||M8
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Sopp1 =1 — 1

sop = 0 — 0 } =—>  (sp) -nek 2 torléddsi pontja van, a sor divergens.

i N 1 e 2+
2) 2 \2
k=1
tehat a sor konvergens.

1 w1 nof -1 1
S ¥ SR S, — )=
R GhED Am X nlﬂo,;(wrl k>

) -1
= ((7 ’ 1)
1
= lim <1 — ) =1, konvergens a sor.
n—00 n+1

i% (harmonikus sor) divergens

Ugyanis

T e I I I I (U (N S SNSRI 1) [
Sk = 2 371 576 73 o1 " Qk—1 41 ok | =

o
lim sogp =00 — Z

k—o0

Ugyanis s,, > Sor, ha n > 2F miatt lim s, = oo.

n—oo
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@ Geometriai sor

_ l—q
d =14 o, ha ¢ > 1

) Ta ha |Q| <1
k=1

divergens, ha ¢ < —1

Sn:i qk_1:1+q—|—q2+...+qn—1

k=1
Ha g =
S, =mn, ezért lim s, =o00.
Ha ¢ #1
q" —1
Sp = )
q—1
Mivel ¢" — 0, ha |q| < 1, ezért
-1 1
lim s, = —— =-——ha |¢| < 1.
n—00 qg—1 1—gq

Mivel ¢" - o0, ha ¢>1 = s, — 00, ha ¢>1.
Ha ¢=—1:
q" -nek két torlédasi pontja van, mégpedig t; =1, to = —1.
=  s,-nek is 2 torlédasi pontja van: 0 és 1, tehat divergens.
Ha g < —1:
q" -nek két torlédési pontja van, mégpedig t; = —o00, o = 0.
—>  s,-nek is 2 torlédasi pontja van: —oo és oo, tehat divergens.

i2k+3k+l .,
4k+2 T
k=1
"L/ ok gkt (1 /1\" 3 /3\"
Sn = £ (4k+2 +4k+2) = — (E (5) +1_6‘ (Z) )

Milyen z-re konvergens a Z (logy )¥ sor?

k=0
qg=logyz, |log,z|<1l < —1<logyz <1,
27'< oz <2, azazx e (271,2).
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@ Ha a sorban véges sok tagot elhagyunk vagy megvaltoztatunk, akkor a konvergencia
ténye nem valtozik, konvergens sorbol konvergens sort, divergens sorbol divergens sort
kapunk. Az Gsszeg értéke természetesen megvaltozik.

[e.e]

[e.e]
@ Z c-ar 6s Z ar (c#0) egyszerre konvergens illetve divergens.
k=1 1

(Ugyanis s,, = Z ai és s, = Z c - a, egyidejiileg konvergens illetve divergens.)
k=1 k=1

A konvergencia sziikséges és elégséges feltétele (Cauchy kritérium):

@ Z ay, akkor és csak akkor konvergens, ha V e > 0-hoz 3 M(¢):

k=1

|ani1 + Qnyo + -+ + anix] <&, han>M(e)és ke NT

Trividlisan igaz, hiszen a szdmsorozatok konvergenciajara tanult sziikséges és

elégséges tétel alkalmazhatd. (s,) akkor és csak akkor konvergens, ha Ve > 0 -hoz
dM(e), hogy n,m > M(e) esetén |s,, — s,| < €.

Legyen m >n és m =n+ k , ekkor

8m = Sn| = |ani1 + Qngo + -+ angi] < e,
ha n > M(e) és k € NT tetszOleges. =
S 1 1 1 1
B[Sl i,
@ 2 (—1) - 5 + 37 1 + onvergens
Ugyanis
| | = |1 + Angz + -+ + G ! S L
STL _Sn:an an an — — .. -~ 7 | =
+k i 2 +k n+1l n+2 n+3 n+k
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([ 1 LY, (2 LY, 1 1\
n+1 n+2 n+3 n+4 n+k—1 n+k/)
>0 >0 >0
1 1 1 1
= — — — = , ha k péros
n+1 n+2 n+3 n+k
~ d SN———
>0 >0
1 LY, (2 LY, 1 1 T
n+l n+2 n+3 n+4 n+k—-2 n+k-1) n+k
>0 >0 >0
1 1 1 1 1
= — — — = — , ha k paratlan
n+1 n+2 n+3 n+k—1 n+k
\ >0 >0
Vagyis
1 1 1
]sn+k—sn|<n—+1<£, ha n>g—1 = N(e¢) > g—l
1.1. A konvergencia sziikséges feltétele

@ (f: ay konvergens) = (lim ai = 0)

k—o0
k=1

A Cauchy kritériumbdl:

|Sk+1 — sk| = |ag+1| <e, hak>N(E) = a—0

Vagy

Sp=S8r_1+a, — ap=8,—Sp_1—S—5=0
[

o
1
@A feltétel nem elégséges. Példaul a Z z sora feltételt teljesiti, mégis divergens.
k=1

o0 (o)
@ E ap sor abszolut konvergens, ha E lax| konvergens.
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o0

1\*
PL Z (—§> abszolut konvergens.

k=1

(Konvergens geometriai sorokrdl van sz6, ahol a kviciens —= illetve 5 )
0 (_1)k+1

Z T nem abszolut konvergens, de konvergens.

k=1

@ Feltételesen konvergens sor:
a konvergens, de nem abszoltut konvergens sor

© (_1)k+1
Ilyen pl. a ZT SOT.
k=1
.. o [(“D)H e |
Ugyanis belattuk, hogy ez a sor konvergens, de a » = > z sor divergens.
k=1 k=1

@ (Z |ag| konvergens) = (Z ay konvergens)

Tehat az abszolit konvergenciabdl kovetkezik a konvergencia.

Ha > |ax| konvergens, akkor teljesiil ra a Cauchy kritérium, tovabba
|an1 + o+ Angk| < anga| + 0+ fanggd
miatt

Qng1 + 0+ Q] §l|an+1|+---+|an+k|] <e, ha n> Mf(e), kGNt

~~

[e.e]
Cauchy kritérium ) |ag|-ra

o0
fgy Z ag-ra is teljestil a sziikséges és elégséges tétel (Cauchy kritérium), tehat kon-
vergens. ]
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2. Pozitiv tagu sorok

@ (i) Egy pozitiv tagu sor részletosszegei monoton névekeddek.

(ii) Egy pozitiv tagi sor akkor és csak akkor konvergens, ha
részletosszegeinek sorozata korlatos.

)

i) Ha a, >0, Vn € N, akkor s,.1 = s, + ap11 > S, Vn-re.

(i) a) Ha a sor konvergens, akkor (s,) konvergens = (s,) korldtos

b) Ha (s,) korlatos, akkor (s,) /" miatt (s,) konvergens.

@ Pozitiv tagu sor vagy konvergens, vagy oco-nel egyenlé. Ez nem igaz altalanossagban
egy valtakozo eldjelii sorra, ahol a részletosszegek sorozatanak lehet tobb torlodasi pontja

(ol f: (—1)%).

@ ap > 0; ap > apyq feltételek mellett

o0

a E ay sor akkor és csak akkor konvergens, ha E as - 2 is konvergens
k=1 =1

(-B)

(Megtekintheté Walter Rudin: A matematikai analizis alapjai cimii konyvében.)

Példak a tétel alkalmazasara:

o0

1
Z — konvergens, ha a > 1. Egyébként divergens.
nOé

n=1

1
Haa<0: a,=—+0
nOL

A konvergencia sziikséges feltétele nem teljesii =  divergens a sor.

1
Haa>0: a,=—",igy alkalmazhat6 az el6z6 tétel:
na

=1 = 1
Vagyis Z s és Z W - 2! egyidejtileg konvergens, illetve divergens.
n=1 =1
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=1 =1 =1

!
00 1 1 1 00 1 la—l 00 1 (a—1)1 00 1 a—1 00
. 2l — —_— = — — — e — — !
Sar?-larmx(z) -x(G) -2lG) )X
Geometriai sort kaptunk, mely csak akkor konvergens, ha

1 a—1
== < 1.
i=(3)

Tehat a konvergencia csak akkor teljesiil, ha o — 1 > 0, vagyis a > 1.

o0

(Vigyéazat! A két sor Osszege nem azonos, tehat igy nem tudjuk megéllapitani a —
n
1

sor Osszegét, csak a konvergenciat tudjuk vizsgalni.)

i 1 divergens

n -logyn

n=ni

Ugyanis: Z T Toa 2l log o Zl / divergens.
=1
N 1 s
Z —_— p > 1 konvergens, egyébként divergens

n - (logy n)

n=ni

p > 0 esetén alkalmazhato az el6zo tétel:

> 1 .
;W le 0<p<1:div.; 1<p: konv.
=h

=l

(p <0 esete HF. Pl minorédns kritériummal — ldsd késébb — megmutathaté.)

io: L divergens

n - log, n - log, log, n

n=ni

A tétel alkalmazhatd.

ol — die di
lzl: 2!+ (logy 2) - (log, log, 2') lzl: [-log,l ¢z pedig dIvergens
-1 -y
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3. Pozitiv taga sorok konvergenciajaval kapcsolatos
elégséges kritériumok

majorans kritérium (csak konvergencia eldontésére)

minorans kritérium (csak divergencia eldéntésére)

hényados kritérium

gyokkritérium

integral kritérium

Ezeket a kritériumokat kizarolag pozitiv tagi sorokra alkalmazhatjuk. fgy a szobanforgd
kritériumok hasznosak lehetnek az abszoltt konvergencia eldéntésére (amib6l kovetkezik
az eredeti — nem feltétlentil pozitiv tagi — sor konvergencidja is.)

3.1. Majorans kritérium
oo oo

@ Ha O0<a, <c¢, Vnre és ch konvergens — Zan konvergens
n=1 n=1

A megfelel6 részletosszegek sorozatara a feltétel miatt fenndll, hogy
sy < s,

o0
Tovabba ) ¢, konvergencidja miatt s < K = % korldtos és pozitiv tagi a sor

n=1

o0
— Z a, konv.
1

n
3.2. Minorans kritérium
o0 o
@ Ha0<d,<a, Vnre ¢és Z d, divergens — Z a, divergens
n=1 n=1
s¢>sl w00 = s%—o00 (spec. rendérelv) .
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@ Mindkét esetben elegendo, ha a feltétel V n helyett n > Ny-ra teljestl.

o
(> anés > a,egyidejileg konvergens ill. divergens, hiszen az els6 szumma részletdsszegei
n=1 n=DNop

¢c= > a, konstanssal nagyobbak, mint a mésodik szumma részletosszegei. )
n=1
Feladatok

Vizsgélja meg konvergencia szempontjabdl az alabbi sorokat!

=1 - +3"
1.

> 1 . 3"+
Sy 0y

2 _ n_3

=~ n?—\/n n-4

> 1 > /1+n)\?
3. _ 10.

;nQIOan ;(14—712)
A f: 1 1 i7n5—2n3—|—1
- 4~ nlogyn? S nS 430 —/n
. i on 19 i n® —2n3 41
’ - on+2 3 ' - n+n2—n+3

> . n® +nd+1

n

[e'e) 22 oo n
7. 14. L
v 20

3.3. Hanyados kritérium
@ 1. (a, >0, ¥V n)A (Gn+1 <g<1l,V n) — Zan konvergens.
Qp
n=1

2. (a, >0, Vn)A (anﬂ >qg>1,V n) — Zan divergens.

a
n n=1
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1. Mivel  apy1 < qan < @ ap1 <---<q"a;, Vn, ezért

o0 o
Z a, -nek Z ¢" ' a, konvergens majoransa (geometriai sor, 0 < ¢ <1) =
1 1

o
g a, konvergens.
1

2. Mivel ani1 >qap, > ¢*an_1>--->q"a;, Vn, ezrt

o0 [ee)
Zan -nek Zq”’l a; divergens minordnsa (geometriai sor, ¢ > 1) —
1 1

Zan divergens. -
1
@ Z ay, és Z a, egyidejiileg konvergens ill. divergens, ezért elég, ha a T feltételei
1 No

V n > Ny teljesiilnek.

@ Ty (1)-nél nem elég megmutatni, hogy Gntl

n

<1, g¢-tis kell talalni.

L3>

T, (2)-nél viszont ¢ megtaldlasa nem fontos. A tétel igy is kimondhatd.

Qn

(a, >0) A (an+1 >1, VnzNo) = Zan div.
1

Ekkor ugyanis:
0 < a, < apy1, tehdt a,  (és a, > 0) = a, /4 0 (nem teljesiil a sziikséges

feltétel) — Zan divergens
1

A hanyados kritérium egy kényelmesebben hasznalhaté formaban is kimondhaté:

n—oo (O,

@ 1. (a, >0,¥Vn)A (EI lim ot :c<1) = Zan konv.
n=1

o0

2. (an>0,‘v’n)/\(5| lim 2t :c>1) = Zan div.

n—oo (U,

n=1
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1l—c
2
<qg<1l, Vn>N(e).

1. Legyen ¢ = , 1gy ¢ =c+e < 1. A hatarérték tulajdonsaga miatt

Ap+1

an

Ezért Ty (1)-bdl adédik, hogy > a, ésigy vele egylitt > a, is konvergens.
n=N(e) n=1
c—1
2
nt1 g>1, Vn>N(e).

n

2. Legyen ¢ = , igy ¢q=c—¢e>1. Ekkor 3 N(¢), hogy

Igy T% (2)-b6l adédik az allités.

a
T (2) allitdsa ¢ = co esetén is igaz. Ugyanis, ha lim —=F
n—oo (A

= oo, akkor is talalhaté

megfelel6 ¢. (Pl. ¢ =2 is valaszthatd.)

a, . e
@ Ha lim 4 = 1, akkor nem tudtunk meg semmit a konvergenciarél. Lehet a
n—oo an

sor konvergens és divergens is.

Ap41 -1

o0 oo
L. . 1 , ) :
PL. E — divergens, és a g — konvergens sorok esetén egyardnt  lim
—n —n n—oo ay,

0 A fenti tétel tovabb finomithatd. Bebizonyfthatok az alabbi allitésok is:

an+1
Qp

Ha a, > 0Vn, és lim

oo
<l = Z a, konvergens.
1

oo
so1s . Onpl .
Ha a, >0Vn, é lim el — Z a, divergens.
— an -
— Qn41 s s s .
(lim > 1 a konvergenciar6l nem mond semmit.)
an

3.3.1. Feladatok

Vizsgélja meg az alabbi sorokat konvergencia szempontjabol!
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n!
nn
1 1
°° 2n ~  n+2
2.
21: 3n*2 (n+2)! Z (n 4 1)n+3
= (n!)? = nP
3. 6. —, keN*
; (2n)! ; n!’

3.4. Gyokkritérium

@ Ha Vn > N-re a, >0 és

1. Va,<g<1 = Zan konv.
N

2. va,>1 — Zan div.
N

o0

o0
1.0 < a, <q" és Zq” konvergens — Zan konvergens a majorans
N

N
kritérium miatt.

2 a,>1 = a, 0 = ) a,div
N

@ /a, > 1 elég, ha végtelen sok n-re igaz. Nem kell, hogy V n > N-re teljesiiljon.
Ekkor mér 3 a,, # 0 részsorozat.

Ez a tétel is kimondhatd limeszes alakban:

Ty) [Ha lim /@, = c és

n—oo

o0

c<1 — Z a, konvergens.

c>1lvagyc=00 — Z a, divergens.
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Hasonl6 a héanyados kritériumnal latotthoz.

> 1 > 1
@ ¢ = 1 esetben nem haszndlhaté a gyckkritérium (pl. > — és >  —).
n n

Bebizonyithato az alabbi allitas is:

o
Haa, >0, n>N és lim¢/a, <1 =— Zankonv.
(o]

Haa, >0, n>N és lim /a, >1 =— Zandiv.

My A mésodik allitas konnyen bizonyithato, hiszen Tim /@, > 1-b8l kivetkezik a

divergencia, mivel végtelen sok n -re:

Ja, >1 = a,>1; tehdat Ja,, /4 0 részsorozat.

3.5. Integralkritérium

@ Legyen f pozitiv értékii monoton csékkend fiiggvény [1,00)-en és f(k) =ar >0

1. Ha [ f(z)dz konvergens = > aj konvergens
1 k=1

2. Ha [ f(xz)dz divergens = > a; divergens
1 k=1

@ <> allitas is igaz, tehat a sor és az improprius integréal egyidejiileg konvergens,

illetve divergens.

1. Mivel

n

as+az+---+a, < /f(x)dx g/f(x)dxeR,
1

1
——

monoton novo

o

n o0
ar >0 és > ap korldtos = > a; konvergens =— > a; konvergens
2 2 1
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2.

3.6.

/f(x)dx§a1+a2+---+an1:sn1
1

n

Mivel lim [ f(z)dr =00 == lim s,_1 = 00, tehdt a sor divergens.

n—oo n—oo

1 [

Hibabecslés pozitiv taga sorosszegek kozelitése esetén

Ha a sor konvergenciaja integralkritériummal allapithato meg, akkor az s sorosszeg
s, részletosszeggel valo kozelitésének hibdjat is egy integréllal becsiilhetjiik.

@ Ha az integralkritérium 1. allitasanak feltételei teljesiilnek, akkor az
s & s, kozelitésnél elkovetett hiba

H=r,=an1+app2 = Z akﬁ/f(l’)dﬂli

k=n+1

Mivel

an+l+an+2"'+am§/f($)dxa

n

ezért
H=r,=lim > a < lim f(x)da::/f(x)dx

n n

. Ha a sor konvergenciajara hanyados vagy gyokkritériummal kovetkeztettiink, akkor

a sorhoz talalhato konvergens majoral geometriai sor. A majoralé sor r; maradék-
osszegével becsiilhetjiik az eredeti sor r,, maradékosszegét.
(L. el6adés és gyakorlat!)
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4. Valtakozo eljelii (alternald) sorok

Cl_02_’_03__”_’_(_1)714—16”_’_”.:Z(_l)”‘f'lcn ) ¢n >0

n=1

Leibniz kritérium:

@ Ha az alterndlé sor tagjainak abszolit értékeib6l képzett sorozat (fent (c,))
monoton fogydéan tart 0-hoz (¢, \, 0), akkor a sor konvergens.

Az ilyen alternal6 sor neve: Leibniz sor.

Belatjuk, hogy sq / 6s feliilrél korlétos:

Sokto = Sok + (Cok+1 — Copya) = So = Sop
———

>0
Maésrészt
0 < Sok+2 =c—(ca—c3) —(ca—c¢5) — - — (cars2) < 1
—_———r ~—— —— N
az el6zobdl lathatd >0 >0 >0

Tehat s, monoton novo és feliilrdl korlatos == s9; konvergens, legyen s = lim so.
k—o0

Megmutatjuk, hogy sor+1 — s szintén, és igy a sor konvergens.

Sok41 = Sop + Copp1 — s+ 0 =35

Hibabecslés Leibniz tipusa soroknal

Leibniz tipust soroknél a péaros indexti részletosszegek s-nél kisebbek vagy egyenldk:
Sok < S.
A paratlan indextli elemek monoton csokkenve tartanak s-hez, ezért
8 < Sop41-
Mivel
§— Sop < Sopg1 — Sok = Cokt1 €S Sopy1 — S < Sopy1 — Soky2 = Cokt2,
ezért
H=l|s—s,| <cp1, YneN,
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4.1. Feladatok a valtakozo el6jelii sorokhoz

Vizsgélja meg konvergencia szempontjabdl az alabbi sorokat!

5 14 1 1 1 1 1 1 1
2 20 22 31 23 n! 27
6. 1 ! + ! + ! = +
22 33 (2n—1)3  (2n)?
1 1 1 1
7.1——+-—= - =
2 3 22 2n—1 2»

5. Miiveletek konvergens sorokkal

bk = Sb, Sa, Sb e R
k=1

@Ha dap =S, és
k=1

= D> . (ag+br)=5,+5 é > (c-ar)=c-95,.
k=1 k=1

Hazi feladat!
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5.1. Végtelen sorok természetes szorzata

ap  + a a3 + as + ag
b1 b1a1 + b1a2 b1a3 + b1a4 + blak
+
bg b2a1 + bzag bgag + b2a4 + bgak
+
bg b3a1 + bgag b3a3 + b3a4 + bgak
+
b4 b4CL1 + b4CL2 b4CL3 + b4CL4 + b4ak
+
+
bk bkal + bkag bkag + bka4 + bkak
+

A természetes szorzat elemei:

t1 = biay, ta = bya; + baas + bras,

A természetes szorzat:

t3 = bgal + b3(12 + b3CL3 + b2a3 + b1a3, c.

n

itk, ahol itkzzakibk
k=1 k=1 k=1

k=1

o0

>

k=1

)£2)-<

@ Ha iak:Sa és ibk:&), akkor a iak és ibk sorok
k=1 k=1 k=1 k=1

természetes szorzata konvergens, és

(Bizonyitas az el6z6ek alapjén nyilvanvald.)
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5.2. Végetelen sorok Cauchy-szorzata

a + a + a3 + a + -0 4+ ap +
bl b1a1 blag b1a3 b1a4 blak
n / / /
by | baay baay beas baay baay,
+
bg bgal/ bgCLQ/ b3a3 b3a4 bgak
+
b4 b4a1/ b4CL2 b4CL3 b4CL4 b4ak
+
+
bk bkal bkag bkag bka4 bkak
+

A Cauchy-szorzat elemei:
c1 = biay,
C2 = bias + baay,
C3 = b1a3 + b2a2 + bgal,
cp = biay, + byay,_1 + bsa,_o + - - + byaq (indexek sszege n +1).

A Cauchy-szorzat:

n
E ¢, , ahol ¢, = E br Qp_ga1 -
n=1 k=1

o [o.¢] [o.¢] oo
@ Ha Zak és Zbk abszoltut konvergens sorok és Zak =5,, Zbk =95,
k=1 k=1 k=1 k=1

o0 o0
akkor a E ay €s E b, ~ Cauchy-szorzata is abszolit konvergens, és
k=1 k=1

o0 n
E cn =95,8,, ahol ¢,= E br Qp_pi1 -
n=1 k=1

- 1
g xk:1+x+x2+---+xk+...:1—, ha |z| < 1.
-
k=0
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- 1
d(-Draf=1-z+2+ 4 (-2t =—— ha |z]<1.
x

k=0
frjuk fel a fenti két sor Cauchy-szorzatat!

1 + = + 22 4+ 2 + + 2F o+

1 x3 xk
- / / / k1
—x —x —zt —x
_I_

x? x? / / x® xht?
+ /
T o 5 N _pkt3
+

_I_

(~1)tat
_l’_

Cauchy-szorzat:
1 1 1

1404224042 +0+2%+- - - = 1+ +at 4204 - 42 - = : :
T 1-22 l1-zl+a

ha |z| <1.

Hézi feladat:

ok
3 T e g ¥y _ _ n
Hatarozzuk meg a E e & e sorok Cauchy-szorzatat!
k=0
0 k
x
(Megjegyzés:  e®-e¥ =e*t¥ = g % eredményt kell kapni.)
k=0 )

5.3. Zardjelek elhelyezése illetve elhagyasa végtelen sor esetén

(11+CL2+CL3+CL4+6L5+(16+"'

A fenti sor részletosszegei:
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$1 = a1, So = a1+as, S3 = aj+as+as, S4 = aj+as+as+ay, S5 = a1+as+az+as+as,...
stb. Az

CL1+CL2+(CL3+(Z4+CL5)+CL6+
—_———

aj
bezarojelezett 1j sor részletosszegei

] =a1, S5 =ai1+az, S5 =a;+ax+az+as+as, s;=ar+ax+as+as+as+ag, ...

Zérbjelek elhelyezése esetén a részletosszegek sorozata sziikiil. Ha a sor konvergens volt,
akkor zardjelek behelyezése esetén is konvergens marad. Eléfordulhat, hogy divergens
sorbol — zardjelek elhelyezése utan — konvergens sor lesz.

P. 1-D+(1-1D)+1-1)+(L—---
Véges sok zardjel elhelyezése nem befolyasolja a konvergenciat!

Zéarojelek elhagyéasa utan a részletosszegek sorozata béviil. Ha a sor divergens volt,
akkor zardjelek elhagyasa esetén is divergens marad. FEl6fordulhat, hogy konvergens
sorbdl — zardjelek elhagyéasa utan — divergens sor lesz. Véges sok zardjel elhagyasa nem
befolyasolja a konvergenciat!

5.4. Végtelen sor elemeinek felcserélése (atrendezése)

a1 t+aytagt+ast+as+---+ap+---

a1+a3+a2+a1og+a5+a6+---+a99+a4+a101—l—---

Véges sok elem felcserélése nem valtoztatja meg a konvergencia vagy divergencia
tényét, nem valtozik meg a sorosszeg sem. Végtelen sok elemcsere megvaltoztathatja a
sorosszeget, feltételesen konvergens sor atrendezheté akar divergenssé is.

@ Ha Zak konvergens és Z |ax| divergens, akkor Zak atrendezheto gy, hogy

k=1 k=1
divergens legyen, és atrendezheto ugy is, hogy egy eldre tetszélegesen megadott szam

legyen az Osszege. (Nem bizonyitjuk.)

oo
@ Ha Z ay abszolit konvergens, akkor tetszoleges atrendezése is abszolit konvergens,

k=1
az atrendezés nem valtoztatja meg a sordsszeget. (Nem bizonyitjuk.)
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6. Feladatok sorokhoz

> 3k+1_|_22k+1
L) ZT:?

2
21: n+2

1

n n+1

LR

2. Konvergensek-e az aldbbi sorok?

1 2" -n

N L v V2 G
* () r1y”
W T w3 (575

ZF .

n
—1)»
n 4+ 2" 1
T 1
[o¢] r s
h>22n+1 ) o n—Vn?—yn+3
1 2”+n 0o \/g n
n
i) ZQ_n 1
1 o)
00 10"
1 )y
. 3
j) Z(lnn)" — nln
2 3 \/_ n24+n
. n > 3
k) ZWH u) 2(1—7>
1 1
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3. Hatdrozzuk meg az aldbbi sorok értékét 10~3-nél kisebb hibaval!

2) i(zn?iJn

1

; (2n)! — n!

o0 . 2n
) 2N e

i (—2)"

- n-2"+5

002n

n!

4. Mekkora hibat kovetiink el, ha a sorosszeget 10. részletosszegével kozelitjik?

[eS)
(S%Slo; H:T'lo: ZCLk, ’H|§?)
k=11

> 1
a)z

1n!+\/§

> 1

1

> n+1\"
C>;(3n+1)

=, nl
d>21:2n)!

23 v1.2
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o0 31’L

e> 222n+n2+3

b S U =)

n2+n

n+4

) ==

2n2 — 3n + 8

1 1 1 1 1 1 1
d) 1 -4 — — — ¢ 4
) 3+22 32+32 33+ +n2 3”+

1 1 1 1
e)____|_..._|____+...

V112 Vn o n?

© Konya I. — Fritz Jné — Gyéri S. 24 v1.2



7. Szamsorozatok nagysagrendje

@ a, = O(b,) (,nagy ordd b,”), ha 3 ¢; :
lan| < ci)|by|, n > N (legfeljebb véges sok kivétellel)

@ a, = Q(b,) (,omega b,”), ha b, = O(a,).
Vagyis |b,| < cila,] n>N (3 ).

Ekkor: co|b,| = —|bn| < |an|, vagyis most |a,| alulrél becstilhetd |b,| segitségével.
&1

@ a, = O(b,) (,teta b,”), ha a, = O(b,) és a, = Q(by,).
Az el6zobol kovetkezik:

(T) an = O(by) <= calbn| < |an| < ca|byl

ap, =2n®> —n+3

1. a, = O(n?), mert 2n?> —n +3 < 2-n? han > 3. Persze a, = O(n?) is igaz, sét
dltalanossdgban: a, = O(n?*t®), «a > 0.

2. a, = Qn?), mert 1-n?=2n%—n? <2n?> —n+3. S6t a, = Qn*"*), a>0.
3. Tehat a, = O(n?).

7.1. Miiveletek ©-val

@ Gy by Crydyy >0

a, = O(cy) " .
- 2 Q|2
b, = O(d,) b, d,

3. an+b,=06(c,+d,)

Kiilonbségre nem igaz!
Megj.: Akkor van értelme hasznélni ezt, ha ¢, és d, sokkal ,egyszeriibb” sorozatok.

0<age, <ap, < ase,, merta, =0(c,)

0< Bldn < bn < ﬁana mert bn = 6<dn)
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1. Azonos értelmii egyenlotlenségek Osszeszorozhatok:

(a1 fy)endn < anby, < (ofa)cnd, = apb, = O(cud,)

2.
0< a1Cp S Qanp S QoCp,
. (%)C_n<“_n< (%)C_
gert 11 Bi)dy =~ by~ \Bi) dy
ﬁ2dn bn ﬂl n
c
tehdt — =© ( -~
3.
Oé(Cn + dn) S a1Cp + 51dn S an, + bn S QaCp, + 62dn S ﬁ(cn + dn)
a:min{al,ﬁl}, ﬁ:maX{Q%ﬁQ}
:>an+bn:®(cn+dn) ]
n? + 4n
an = V202 +3n+1—-vn?—n+1= =
v v V2n2+3n+1++vn2—n+1
O(n?) O(n?) O(n?) n?
() +0(n) Om+n) O n () = an—oo

10 -3
.@ ap, = Vin2—2n+10 — /T2 —2n+3 = =
Vn2 —2n+ 10+ V72 — 2n + 3

:ﬂ:@<l) = aq,—0

n

7.2. a, ~ b,

@ a, aszimptotikusan egyenlé b, -nel, jelben a, ~ b, , ha

. an
Jm =1

@ 11 _sind
‘sm—w—,mert lim —* =1
n n n— o0
n! ~ <E> 2n Stirling formula (—B)
e

3|
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@ Ay by, Cpydy >0

(1. a,+b,~c,+d,
2. apb, ~ cpd,
ay ~ Cp,
} = 3 1 1
b, ~ d, Ca
b, d,
4, — ~ —
\ an,  Cp
Megint nincs kiilonbség!
Qp, Qp,
Ap~Cp: ——1 = 0<l—e<—<1+¢, n>DN
Cp, Cn
b, by,
b, ~d, : EHl :>O<Lf<E<LM,H>M

Legyen n > max{N;, No} = N
(I =g)ea+ (1 —e)dy _ an + by, _ (1+¢e)e, + (1 +e)d,

1. 1— =1
cn + dy, cn + dy, cn + dy, e
han >N
2. =B
1
—_ " 1
3. aTn:c_:a__)]_
o WG
4. Az el6z6 kettébol kovetkezik: a,, ~ ¢, =— — ~ —; masrészt b, ~ d,
a,  Cp
b, d,
: - A —
an  Cp
an = V22 +n+1—V2n2—-3n—7=
B 2n?+n+1—(2n*>—-3n-17)
(\3/2n2+n+1)2+\3/2n2+n+1\3/2n2—3n—7+(32n2—3n—7)2
4n 4n 4
~ a, — 0

3

(v20t) 4 (vani) + (vant)’ VA0l 3VivR

arctg \/n
an ~

- Vo2 +n+1—v2n2—-3n—17

ISIVTE

=konst-/n — oo

&

3Y/43n
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wy (B A
(2n)! (Z_n)% V2T - 2n o -

€

@ Az el6z6 példa felhasznéalasaval:

()= (20())

W anmby 7= (@) ~b)" Pl 14+~ ~ Y3 de (1+1)n o

Persze a,, ~ b, esetén a® ~ bF k € N* mar igaz (k # f(n)). (k valds is lehet)
wy ()
— = — —
by, bn,

Es igaz a kovetkezo tétel is:

@ Qp, by, >0

ap ~ b, = %N%

anwbn = Z—"—>1 = 0<1—5<Z—n<1+6, n > N(e)

- VT—e < o/ < Vite = o[
by bn
l !
1 1 "

v3n2—n\/ﬁ+6 )3
2n2 +3n+7 2

1
Hatarozza meg A és a értékét ugy, hogy cos — — 1 ~ An® teljestljon!
n
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1. megoldas:

- cosi—1 . cosi—1
lim —"*—=1 = lim —"—=A4#0
n—oo Ano n— oo n<
o = 0-ra A =0 lenne <0
a>0-ra%—>O:Alenne @
1 n»
u:=——4=0
N
lim cosu—1 LH lim —sinu ~ lim sin u l_l:A
u—-+0 u= u—+0 —qu~* 1  u—tou 1l o  «
9 alakid (—a>0)
1
ha —a—-1=1 = a:—Q,A:—ﬁ.
1 11
Tehat cos— — 1 ~ ———
n 2n?
2. megoldas:
1
T cos——1 —2sin? —
cosz — 1 = —2sin® = azonossag segitségével: 1 = n _, 1, ha
2 An® An®
1)° 1
An® = =2 | — A=——a=-2
" (2n> - 2

Feladat:

Hatarozza meg A és a értékét ugy, hogy sin — — — ~ An® fennalljon!
n o n

@ a, >0,b, >0

ap ~ b, — Z a, és Z b, egyidejiileg konvergens, illetve divergens
(Jelben: Zan ~ an)

anwbn — Z—n—>1 — 1—5<Z—"<1+6.Legyene<1.

n n

Tehat c1b, < ap, < b, (1 =1—e>0, cx=1+¢)

[e.9] o0

1
Ha E a, konvergens, akkor b, < —a,, miatt E b, is konvergens (majorans kritérium)
Ha g a, divergens, akkor —a,, < b, miatt E b, is divergens (minorans kritérium)
Ca
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o oo
Ha Z b, konvergens, akkor a, < cyb, miatt Z a, is konvergens (majorans kritérium)
o

o0

Ha Z b, divergens, akkor c¢1b, < a, miatt Z a, is divergens (minorans kritérium)

n
o 1 o0
23n2—2\/ﬁ+8 =2
ap, ~ # =b, ¢és i b, konvergens — i a, konvergens
o 1 oo
Dol 2
Ay ~ 7% =b, és i b, divergens — i a, divergens
o 1 o0
Zarctgﬁ = Zan
ap ~ % =b, ¢és i b, divergens — i a,, divergens
i (l—cos%) = ian
a, = 2sin’ % ~ 24—7112 = # =b, és i b, konvergens —> f: a, konvergens
Feladatok:

Konvergensek-e az aldbbi sorok?

>~ /1 1
1. — — tg —
> 2 3
2. h— — —
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(D)| an = o(b,) (,kis ordé b,”), ha ¥V ¢ > O-ra
lan| < ¢|b,| n > N-re

Mas jelolés is hasznalatos:
a, < by, ha a, = o(b,)
(Nagysagrendileg kisebb vagy lényegesen kisebb.)

A definici6é kévetkezménye, hogy b, # 0 esetén

<e¢, n>N Vc>0-ra Ebbdl

n

persze mar kovetkezik, hogy ekkor V ¢ > 0-hoz 3 Ny(e), hogy dn

< g, han > Ny(e).

n

Nyilvanvaléan igaz az alabbi allitas is:

(D) an = o(by), by #0 < lim = =0

n—00 bn

@ Mit jelent a,, = o(1)?

Mivel ¥ ¢ > O-ra |a,| < ¢, han > N, ezért lim a,, =0

@ A kovetkezo allitas is konnyen bizonyithaté lenne:
ap ~ b, <= a, =b,(1+ o(1)).

|
n! = o(n™), mert lim n_n =0

n—oo M

1. megoldas:

0< — = < = + renddrelv
nm S RERN () n
2. megoldas:
I n\" /9
nt () V2 V2
nr nr e
Vége!

© Konya I. — Fritz Jné — Gyéri S. 31 v1.2



