ANALIZIS 1. 1. VIZSGA 2020. januar 3.
Mérnokinformatikus szak [-varians Megoldasok

1. feladat (4+10=14 pont)
a) Ismertesse az algebra alaptételét!
b) Adja meg az 2! + 42% + 3 = 0 egyenlet 6sszes megoldasat!

Mo. a) Minden komplex egyiitthatos polinom felirhaté elséfoka polinomok szorzataként,
vagy minden komplex polinomnak van gyoke. (4p)

5 —4 + /16 —
b) fl2 = B

12
(3p) , tehat 22 = =3, 22 = —1, (3p) igy az egyenlet
gyokei +v/3i, £i (4p) .

2. feladat (64+10=16 pont)

a) Milyen kapcsolat van egy sorozat konvergencidja, korlatossaga, illetve monotonitésa
kozott? (Mondjon ki két tanult tételt!)

b) Konvergens-e az a; = 6, a,,1 = v/3a, + 4 sorozat, és ha igen, mi a hatarértéke?

Mo. a) Ha egy sorozat konvergens, akkor korlatos (2p) . Ha egy sorozat monoton nové

és feliilrdl korlatos, akkor konvergens (4p) . (Ha egy sorozat monoton fogyo és
alulrol korlatos, akkor konvergens.)
b) a; = 6 > /22 = ay (1p) , és ha a, > anq1, akkor 3a, +4 > 3a,11 + 4, és
Upi1 = V3a, +4 > \/3an,11 + 4 = ay49, igy (a,) monoton csokkend (3p) , és a,, >0
(2p) , tehat a sorozat korlatos. Az A hatarértékre teljesiil, hogy A = /3A +4,
vagyis A= —1vagy A=4 (3p),dea, >0,igy A=4 (1p) .

3. feladat (8+8=16 pont)
a) Mondja ki és igazolja a szorzatfiiggvény derivéalasi szabélyat!
x sin(3x)

b) Szamolja ki a ilir(l) h(60) —1 hatéarértéket!

Mo. a) Tétel: Ha f as g az xy pontban derivalhato fiiggvények, akkor fg is derivalhato
zo-ban, és (fg) (o) = f'(x0)g(x0) + f(20)g'(x0). (2P)
Bizonyitas: Ha az f és g fliggvény differencialhaté az xy pontban, akkor folytono-
sak is itt (1p) , tehat

o o). flzo+h)g(zo+h) — f(z0)g(wo) (2p)
(f9) (zo) = }ng(l) n =

~ lim f (o + h)g(o + h})l — fwo +h)g(xo) - flao + h)g(xo})L — f(0)g(0) (2p)
— tim g+ ) Jim STV IO ) iy SO0 2R =T )

= f(x0)g'(x0) + f'(0)g(x0).

A x-o0s feladatokbol legaldbb 12 pontot el kell érni. 1
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b) 3 tipust hatarértck (1p) , tehét

xsin(3z) (sp) sin(3z) + 3z cos(3x) (3p) 6 cos(3x) — 9z sin(3x) ap) 1
im ———— = lim lim =" -
z—0 ch(6x) — 1 20 6 sh(6x) 70 36 ch(6x) 6

4. feladat (4+14=18 pont)

a) Adjon elégséges feltételt arra, hogy az f fiiggvény egy (a,b) intervallumon konvex!
(Mondjon ki egy tanult tételt!)

b) Hatarozza meg a leghGvebb intervallumokat, ahol az f(z) = (3x+4) In(2z+1) fliggvény
konvex, illetve konkév! Hol van inflexiés pontja a fliggvénynek?

Mo. a) Ha f kétszer differencialhato, és f”(xz) > 0 minden x € (a,b) esetén, akkor f
konvex az (a,b) intervallumon (4p) . (Vagy: Ha f differenciadlhaté (a,b)-n, és itt
/" monoton ng, akkor f konvex az (a,b) intervallumon.)

) Dy = (~5:0¢) (20)

v~ (3p) 203z 4+ 4)\’ Gp)
) (3In2r 4+ 1) 4 22t T2 ) @
1 (z) (3n(a:+ )+ ot 1

62z 4+1)+6(2x+1) —4(3x+4) 122 —4
N (2z +1)2 -~ (3z +4)?

=0,

1 11 1
ha z = 3 (1p) , vagyis f konkav a (—5, §) intervallumon (2p) , konvex a (5’ oo)

intervallumon (2p) , az x = 3 pontban pedig inflexiés pontja van (1p) .

5. feladat (4+9=13 pont)*
a) Ismertesse a helyettesitéses integralas modszerét hatarozatlan integralral

-5
b) Hatérozza meg f(z) = % primitiv fliggvényét a t = v/x + 3 helyettesitéssel!
I‘ —

(4p) (¢ egy intervallumon derivalhato és
—efl(r)

Moa/f dx—/f

invertalhato fiiggvény.)

b) Ha t = /z + 3, akkor x = t* — 3 = p(t), ©'(t) = 2t (2p) , igy

-5 2 —8 3 — 8t
* dr () / otdt 2 o / at %

Vr+3—1 t—1 i1
) 7 (2p ) 288, (1p)
2(v7 1 3)°
:%4—(%—#3)—14\/x+3—141n|\/x+3—1|+c

A x-o0s feladatokbol legaldbb 12 pontot el kell érni. 2
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6. feladat (4+9=13 pont)*
a) Ismertesse a Newton—Leibniz-formulat!

b) Szamolja ki az alabbi integralt
/4 2i .
/ sm:r2 3 .
x/3  COS2IT

b
Mo. a) Ha f € Rla,b], és 3F, melyre F' = f az [a,b] intervallumon, akkor [ f(z)dz =

F(b) S F(a) (%p) ] 9
b) / ST 79, BP) —2/(005 z) (cosz) ?dx — 3/ dz & —3tgz +¢,

cos? x cos? x COS T
vagyis
™4 9ging — 3 (2p) 2 9 ip)
de = —3tgm/d—————=+3tg(—m/3) = 2v2-3-4-3V3.
\/—7r/3 cosPr cosm/4 g/ cos(—ﬂ/3)+ g(—7/3) V2 V3

7. feladat (10 pont)*
Konvergens-e az aldbbi improprius integral? Ha igen, adja meg az értékét!

/ (z — 3)e > dx
0

Mo. Parcialis integralassal

—3)e 2wt 1 20 — 5le—22+5
/ (@—3)e ey = - I / ety = I (ap),

2 2 4
00 2 — 5 —2w+5 5 5 5 5
/0 (x = 3)e >y = — Tim (2 4)6 —T=— ()
mert ( ) —r ( )
. 2w —5H)e . 2W—95
T T e =0 )

IMSC feladat (14 IMSC pont)
Hatérozza meg a g(r) = z* parabola (1,1) és (2,4) kozé es6 ivének y-tengely koriili
megforgatasaval adodo forgaspalast felszinét!

Utmutatds: Eloszor fogalmazza at a feladatot egy masik, f fiiggvény z-tengely koriili
forgatasara! Ezutan oldja meg a probléméat a tanult képlettel!

A x-o0s feladatokbol legaldbb 12 pontot el kell érni. 3
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Mo. A g fiiggvény az els6 siknegyedben invertalhato, itt inverze f(x) = /x. Az inver-
talaskor az x és y tengely szerepe felcserélédik, ezért az f fliggvény grafikonjanak
x € [1,4] szakaszanak z-tengely koriili megforgatéasaval kapott alakzat egybevago a
g fuggvény y-tengely koriili megforgatasaval adodo alakzattal. (4p)

Igy a keresett felszin:
2
A:27r/ V14 f2?(x)- f(z)de = (3p)
1 1
:27r/ 1+ — Vzdr= (3p)
1 4z
4
:7r/ Vixr +1dzr = (1p)
1

o

=7 {3%(4%1)‘]?: (2p)

= 2 (178 - 5%) (1p)

A x-o0s feladatokbol legaldbb 12 pontot el kell érni. 4



