1. feladat (14 pont)
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Mivel lim,,_, n% =0,haa>0

és ha lim, . a = A és lim,, .., b = B, akkor lim,_.(a +b)=A+ B



2. feladat (8 pont)

Irja le a sziikséges és elégséges feltételt a szamsorozatok konvergenciajahoz
(Cauchy-féle konvergenciakritérium)

Az (a,,) szamsorozat akkor és csak akkor konvergens, ha Ve > 03 M(e) € N:

|am — an| < e Vn,m > M(e) eseten



3. feladat (14 pont)

1

2
Cl1:7 U;nzl—m n:1,2,3,...

Konvergens-e a sorozat? Ha igen, mi a hatarértéke?

Sejtés: an, \,

Bizonyitas teljes indukciéval:

1. a1 > as > ag igaz

2. Ttha, <a,_1

3. Ekkor lassuk be, hogy a,+1 < ay,

2 2
2. miatt <Qp_1=2 <2 1= >
mi Ay < Qp—1 +an + an_1 5+ a, %t an .
=1 2 <1 2 = <
— — a a
24 an, 24 ap_1 et "

Vagyis a sor monoton csokken.

Ezutan a korlatossagot kell belatni.
l.a; >0as>0a3 >0
2. Tftha, >0
3. Ekkor lassuk be, hogy an,+1 >0

2. miatt: a,, >0

24+a, >2

1 1

24 an, <§

—2 -2

2+ a, >7
1 2

24+ a,

an+1>0

>0

Mivel a sorozat monoton csokken, és alulrél korlatos, ezért konvergens:

A= lim a, = lim <1—2>

n—oo n—oo 2+ Apn—1

A:172_~_LA:>A2+2A:A+272¢A2+A:0:>A:71vagyA:O

Mivel a,, > 0, ezért csak az A—0 megoldas, vagyis a sorozat konvergens és a
hatarértéke 0.



4. feladat (16 pont)

Hatarozza meg az alabbi sorozatok hatarértékét

2
2 2 n-+4 n?44
2 n°+4 n“+5 1 1
lim (n +5> = lim [ 2+ = lim 71+"2+4 - & 2
- 2 = 243 = i 1 =3
n—oo \ N? + 3 n—oo n—oo \ 1+ e e

Mivel

2

2 5 n“+4

1< lim (”2+ ) —e2 <10
n—oo \ n¢ + 3

ezért lehet 1-gyel alulrél és 10-zel feliilrdl becsiilni, ugyanis kellsen nagy n-t6l
kezdve ezen tartomanyon beliilre esik.

Ezek alapjan:

n— o0 n—o00 n2+2 n—oo

n2_3 n2+4
lim %<limn< ) < lim VY10

lim ¥Y1=1 lim ¥10=1

n—oo n—00

Vagyis a rendérelv alapjan:

W23\
I L =1
oo <n2 + 2)



5. feladat (12 pont)
Keresse meg az alabbi sorozat torlédasi pontjait.

lima, =7 lima, =7 lim a, =7

n®cos(n&r) + n® + 4n
3 4+ 11

ap =

2 2
Ha n = 3m = cos (n?) = cos (3m;> = cos (2mrm) = cos (27) =1

nd(1)+n*+4 203 +4 . 203 +4 .24+ % 2
ap = = 1m = lim —— = —
™3 + 11 3 + 11 n=co Tn3 + 11  n—oo 7—1—% 7
2 2 2 1
Han=3m+ 1= cos (n) = Cos ((Sm + 1);) = cos (27rm + W) = cos (;) =—=
nd(—3)+nd+4n inf+4  Ind44 -
an = - == lim = lim T ==
™3 + 11 ™3 + 11 n—oo Tn3 + 11  n—oo 74 P 7T 14

vagyis megegyezik az elGzGvel

1
14’

o

A torlodasi pontok :

— 2
lim a,, = T lim a,, = - lim a,, = nem létezik, mert 2 torl6dési pont van



6. feladat (14 pont)

Mikor mondjuk, hogy egy numerikus sor konvergens?

A Y7 | ax numerikus sor konvergens és dsszege s, ha létezik a

oo
nlLrI;O Sp = nlLrI;O (; ak> =s€ER

(véges) hatarérték

A definici6 alapjan dontse el, hogy konvergens-e az alédbbi sor!

o f
kZ:lsm (kg)

agpy1 =1

agpy2 = 0

agpy3 = —1

A4k — 0

Ebbdl kovetkezGen:

Sapy1 =1

Sqpy2 =1

S4x+3 =0

Sk = 0

Vagyis nem létezik a hatarérték (2 torlodasi pont van), ezért divergens.



7. feladat (12 pont)
Konvergensek-e az aldbbi sorok?
BT 22 SNBT 4 SRBT 5 25" 1o (5" 1
< < = _— = = — = — =
Mivel létezik konvergens majorans, ezért a majordns kritérium alapjan az

1

eredeti sor is konvergens.

(oo} (oo} (oo}
2n3 — 3n? + 2 2n° — 3n? + 2 2n3 —

Do 3
T 2n 3n T 2n T

Mivel létezik divergens minorans, ezért a minorans kritérium alapjan az ere-

deti sor is konvergens.



8. feladat (10 pont)

Irja le a Leibniz kritériumot.

Ha az alternal6 sor tagjainak abszolut értékébdl képzett sorozat(c,) mono-
ton fogyoan tart 0-hoz (¢, \, 0), akkor a sor konvergens.

Konvergens-e az alabbi sor?
i (n? + 6)
T n3+6n+1

A (—1)™-es tag miatt alternal6 sorrdl van szo. Ha teljesiti a Leibniz kritéri-
umot konvergens.

lim ¢ lim ﬂ lim H—Qi = lim l—0

A sor konvergens, mivel ¢, — 0



Potfeladat
Csak az elégséges eléréséhez javitjuk ki

9. feladat (12 pont)

Irja le a szdmsorozatokra vonatkoz6 renddérelvet.

an — A, b, = A ésa, <c, <b, VN

4

cp — A

d=n—oco¥Am < VA" tn < YA 147 = (4%@) 4
Vagyis a renddrelv alapjan

lim V4" +n=4

n—oo



