A szamitastudomany alapjai
2. potZH javitokulcs

Az atmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztaté jelleggel lettek megallapitva az értékelés
egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan
az adott pontszam megszerzését: ennek feltétele az is, hogy a megoldashoz vezetsé gondolatmenet megfelelé
részének végiggondolasa is kideriiljon a dolgozatbdl.

Termeészetesen az alabb ismertetettektdl eltérs, Am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért
pedig az Gatmutatébeli pontozas intelligens kézelitésével meghatarozott részpontszamok jarnak.

Szolgdlati kézlemény: Mindenki gydrtson kartont a sajdt 1ij hallgatoinak, ill. keresse elé a régiek kartonjdt. Ezen
tintesse fel az eddigi eredményeket, €s a mdr aldirdst szerzett hallgatok listdjdt juttassa el Katdnak.

1. Hatérozzuk meg az 4dbran lathaté grafban minden cstics s-t6l mért tévolsdgat a p > 0 paraméter fiiggvényében, ahol az
egyes élekre irt szamok az adott él hosszat jelentik!

Mivel minden élhossz pozitiv, alkalmazhatjuk az 6ran tanult Dijkstra
algoritmust az s-t6l mért tavolsagok meghatarozasara. (4 pont)
Az abran G minden csicsa mellett az s-t6l mért tavolsaga szerepel,
és megvastagitottuk azokat az éleket, ami az adott cstcs tavolsagat
meghatarozta. (h-ra a d-bél indulo él is jo lett volna.) (4 pont)
A t tavolsaga fiigg a p paraméter értékétdl, hisz p < 2 esetén a tavolsag
19 + p, egyébként pedig 21. (2 pont)

2. Hatéarozzuk meg a fenti G' grafhoz tartozo (G s,t, ¢) halozatban a maximalis folyam értékét p = 5 valasztas mellett.

Az 6ran tanult javité utas modszerrel meghatéaroztunk egy folyamot,
amint az dbran lathat6. (A kisméretd szamok jelentik az adott elcn
atfolyo folyammennyiséget, ahol nincs szdm, ott 0 mennyiségi folyam

folyik.) (4 pont)
Ennek a folyamnak az értéke 18. (2 pont)
A kapott folyam maximalitasat az abran jelolt, 18 kapacitasi vagas
bizonyitja. (3 pont)
A halézatbeli maximalis folyamérték tehat 18. (1 pont)

3. Bizonyitsuk be, hogy ha egy G iranyitatlan grafnak van hat éldiszjunkt Hamilton kore, akkor G' 10-szeresen élosszefiiggd!

Azt kell igazolni, hogy barhogyan is hagyunk el G-bdl legfeljebb 9 élt, a kapott graf sszefiigg$ marad. (2 pont)
Ha G-bdl tehat ennyi élt elhagyunk, akkor nem torténhet meg az, hogy a hat Hamilton kér minedgyikébdl legalabb két élt
elhagyjunk, hiszen ekkor legalabb 12 élt kellett volna tordlniink. (3 pont)
Lesz tehat a hat éldiszjunkt Hamilton kor kézott olyan, aminek legfeljebb egy élét hagytuk el. (2 pont)
Ezért az elhagyés utani graf tartalmaz Hamilton utat, (2 pont)
tehat Osszefiiggd, és nekiink pontosan ezt kellett bizonyitanunk. (1 pont)

4. Tegyiik fel, hogy a G grafnak létezik olyan parositasa, ami egy pont hijan G Gsszes pontjat fedi. Képezziik a G’ grafot G-bal
a Mycielski konstrukei6 segitségével. Bizonyitsuk be, hogy G’-nek is van olyan parositdsa, ami G’-nek egy hijan minden
csticsat fedi!

A Mycielski konstrukei6 sordn G minden v; csicsanak lesz egy u; pérja és bevezetiink
egy uj, w csucsot is. A kapott G’ grafban w minden w;-vel szomszédos, minden v;
pedig a G-beli szomszédaival, és azok parjaival lesz dsszekotve, G'-nek tovabbi éle
nincs. (2 pont)
Tegyiik fel, hogy létezik olyan péarositasa G-nek, ami v,, hijin minden v; cstcsot fed!
Cél, hogy G’-nek egy olyan parositasat adjuk meg, ami v, hijan G’ minden csicsat

fedi. (1 pont)

Vegyiik a parositasba a wu, élt, (1 pont)

illetve a G-beli parositas mlndon vv; éle helyett vegyilk be a wvyu; és wvju,

éleket. (2 pont) _
Vil4dgos, hogy igy parositast kaptunk, hiszen egyetlen csticsra sem illeszkedik két kivalasztott él. (1 pont)
A konstrukeié miatt v,-t nem fedik a kivalasztott élek, de w és v, is fedett. (1 pont)
Ha pedig 1 < i < n, akkor u; és v; is fedett, hiszen ha a G-beli parositasnak v;v; egy éle volt, akkor viu; és vju; a G’
parositasanak lesznek élei. (1 pont)

Azt kaptuk tehat, hogy csakugyan létezik G’-nek a kivant tulajdonsdgn pérositdsa. (1 pont)

. Hatéarozzuk meg az 1. feladathoz tartozo graf iranyitatlan megfelelgjének kromatikus és élkromatikus szamat!

A @ gratban a d, e és h pontok klikket alkotnak, (1 pont)
igy G kiszinezéséhez legalabb 3 szin kell, x(G) > 3. (1 pont)
Az abran lathato G egy 3 szinnel valo szinezése, (1 pont)
amibdl x(G) < 3 kovetkezik, (1 pont)
tehat G kromatikus szama x(G) = 3. (1 pont)
A @ grafnak van harmadfokn csicsa  (konkrétan minden  cstics
harmadfoki), (1 pont)
igy E(QG) kiszinezéséhez legalabh 3 szinre van sziikség: x'(G) < 3.(1 pont)
Az abran megadtuk az éleknek egy 3 szinnel torténd kiszinezését,(1 pont)
amibdl x/(G) < 3 kivetkezik, (1 pont)
tehat G élkromatikus szama x'(G) = 3. (1 pont)

. Bizonyitsuk be, hogy ha egy G graf minden pontjat és élét ki akarjuk nigy szinezni, hogy a kozos végponttal rendelkezd élek,

a szomszédos csticsok kiilonbozé szintiek legyenek, és tetszdleges e él szine kiilonhozzék e barmelyik végpontjanak szinétél,
akkor ehhez legalabb A(G) + 1 szinre van sziikség!

Legyen v a G egy A(v) fokszamn csiicsa. (1 pont)
Vilagos, hogy v szine kiilonbézik mind a A(G) darab, v-bél indul6 él szinétél, (3 pont)
és természetesen mindezen élek szine is paronként kiilonbozo. (3 pont)
Tehat mar csupan v-nek és a bel6le indulé éleknek a kiszinezéséhez legalabb A(v) + 1 szinre van sziikség, (2 pont)
ezért G feladatbeli szinezéséhez is legalabb ennyi szin kell. (1 pont)

. Bizonyitsuk be, hogy ha a,m és n pozitiv egészekre a” = 1(mod m), akkor a® = 1(mod m), ahol d az a és @(1m) legnagyobb

kozos osztoja.

Ha o™ = 1(mod m), akkor a-nak és m-nek nem lehet kdzds primosztoja, (1 pont)
ezért a és m relativ primek: (a,m) = 1. (1 pont)
Alkalmazhatjuk tehat az Euler-Fermat tételt, miszerint a#(™ = 1(mod m). (2 pont)
Az Euklideszi algoritmussal kapcsolatban tanultuk, hogy két szam legnagyobb kozds osztéja a elGall a két szam egész
kombinaciojaként, (1 pont)

amit a d = (n, ¢(m)) esetre alkalmazva azt kapjuk, hogy d = X -n+ Y - ¢(m) teljesiil alkalmas X,Y egész szamokkal. (3
pont)
Innen a? = XY ¢(m) = ()X . (¢#0™)Y = 1X . 1Y = 1(mod m), és éppen ezt kellett igazolnunk. (2 pont)

Kicsit még piszmogni kellene azzal, hogy X és Y koziil egyik negativ, de ne térédjiink vele. FT

. Bizonyitsuk be, hogy ha n pozitiv, egész, akkor p(n?) = n - p(n) teljseiil.

Az 6ran tanultuk, hogy ha n = Hlep? az n kanonikus alakja, akkor p(n) = n - Hle(l — pi) (3 pont)
Vilagos, hogy az n? kanonikus alakja n? = H1 lpf‘“v (2 pont)
ezért p(n?) =n?- H:‘ (1= E) = (2 pont)
=n-n- I, 00— 7) = (2 pont)
=n-@(n), és éppen ezt kellett bizonyitanunk. (1 pont)



