ANALIZIS 1. 2. VIZSGA 2022. januar 10.
Mérnokinformatikus szak a-varians Megoldésok

1. feladat (44+9=13 pont)
a) Ismertesse az algebra alaptételét! (Komplex polinomokra.)
b) Szamolja ki a 2! — (2 — 3i)23 — 6iz? = 0 egyenlet megoldasait!

Mo. a) Minden legaléabb elséfoki komplex (egyvaltozos) polinomnak van (komplex) gyo-
ke. (4p) (Vagy: Minden legalabb els6foktu komplex polinom felirhato elséfoku
gyoktényezok szorzataként (4p) , és a gyoktényezdk szama (multiplicitassal szé-
molva) megegyezik a polinom fokaval.)

b) 24 — (2 —3i)2% — 6i2% = 22(2* — (2 — 3i)z — 6i) = 0 (2p) , ha 2 = 0 (1p) , vagy
2-3i++/(2—-3i)2+24i 2-3i+/(2+3i)2 2-3i+(2+3i) (4p)
2 2 ’

2
tehat ha z = 2 vagy z = —3i. (2p)

2. feladat (44+-10=14 pont)
a) Mi a (sorozatokra vonatkozo) renddrelv? (Bizonyitas nélkiil mondja ki a tételt!)
2n? — 3
2n2 +1

n+3
b) Hatarozza meg az a,, = < > sorozat hatarértékét!

Mo. a) Ha Vn > N esetén a, < ¢, < by, és lim a, = lim b, = A, akkor lim ¢, = A.

n—oo n—oo n—oo
(4p)
2n2 —3\™ /2n% — 3\°
b) an={ (2n2 - 1) (2712 - 1) (1p) . Itt a mésodik tényezs 1-hez tart (1p)
2 n

on2 —3\" 1 — 3 —3/2

, az els6hoz pedig tudjuk, hogy n = ( 2”2) - = € = e 2 (3p)
2n2 +1 (1 + 2%)” e—1/2

igy elég nagy n, és 0 < € < e~ 2 esetén

2n? —3\"
1<—<’/e—2—s§(" )S\"/e_2+€—>1, (3p)

2n2 +1

igy a renddérelv miatt a,, — 1 (2p)

3. feladat (8+10=18 pont)

a) Mondja ki és bizonyitsa be a szorzatfiiggvényre vonatkozo derivéléasi szabalyt!

b) Adja meg a legb6vebb intervallumokat, ahol az f(z) = (3z + 5)e” t72 fiiggvény
monoton! Milyen lokalis szélsGértékhelyei vannak a fiiggvénynek?

Mo. a) (fg) = f'g+ fg (2p) (Ahol f és g derivalhato.)

A x-o0s feladatokbol legaldbb 15 pontot el kell érni. 1
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[z +h)g(z +h) = f(x)g(x)

(fg)'(z) = lim . = (2p)
= i PEE IO yy pa pan LTI gy
= ['(@)g(z) + f(x)g'(x)

Az els6 hatarérték szamitasanal felhasznaltuk, hogy ha g derivalhato egy pontban,
akkor ott folytonos is. (1p)

b) f'(z) = 3¢* 72 4 (3x 4 5)(2x + 7)e” T2 = (622 + 31z + 38)e” TP 2 = ()

(3p) , ha z = =2£T (2p) , igy a fiiggvény monoton novs a (—oo, =42] és [—2, o0)
intervallumon, és monoton csokkend a [_Tlg, — ] intervallumon. (3p) . Az x = —Tw
pontban lokélis maximum, az x = —2 pontban lokélis minimum van (2p) .

4. feladat (4-+11=15 pont)
a) Adjon elégséges feltételt arra, hogy egy intervallumon differencialhaté fliggvény inver-
talhato legyen! (Bizonyitas nélkiil.)

3
b) f(x) =2 — arcsin (P)
Adja meg f értelmezési tartoméanyéat és derivéaltjat! Hatarozza meg a legb6vebb —2 pon-
tot tartalmazo nyilt intervallumot, amelyen a fiiggvény invertalhato, és adja meg itt a

fiiggvény inverzét!

Mo. a) Ha az I intervallum minden z pontjaban f’(z) > 0 (vagy Vx € I : f'(z) < 0),
akkor f invertalhato I-n. (4p)

b) Dy = (~00,~V3]U[V3,00) (2p) . ['(s) = —Z— (3p) . ['(x) < 0 ha

Vi—a

r € (—00, —V/3) (1p) , tehat f invertalhaté a (—oo, —v/3) intervallumon (1p) , és
3
itt inverze f_l(.T> = — m (4p) .

5. feladat (44+11=15 pont)*

a) Ismertesse a helyettesitéses integralas modszerét hatarozatlan integralral

V2r+3—-1
x

11 fiiggvény hatarozatlan

b) Megfelels helyettesitéssel adja meg az f(x) =

integraljat!

Mo. a) [ f(z)dz = [ f(@(t))@(t) dt|i—p-1y  (3p) Feltételek: egy I intervallumon ¢
invertalhato és differencialhatd (1p) , f-nek létezik primitiv fiiggvénye I-n.

A x-o0s feladatokbol legaldbb 15 pontot el kell érni. 2
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P t* =3 : /
b) t = v/2x + 3 (1p) behelyettesitéssel x = 5 = ©(t), igy ¢'(t) =t (2p) ,
tehat
\/2x—|—3—1 t—1 25—t
= [ 5——— tdt=2 ] 1 dt 3
/ PR TE /97—3—11 / e 3p)
25—t A B
Ttt = + (1p) , ahol A+ B = —1¢és 5(A— B) =25 (1p) , igy

t2 — 25 t—5 t+5
A=2 B=-3(1p), igy

V2
/ jjn r=2V2r+3+4ln|vV2x+3—-5/—6In(vV2x +3+5)+¢ (2p)

6. feladat (12 pont)*

2
Szamolja ki a / | sin® z cos* x| d integralt!

— 3

Mo. f(z):=sin’zcos'z >0, hax e (0,5), és f(z) <0, haz e (—5,0) (2p), igy

/_g !f(x)!dx=/_o (= f(2)) d:v+/og flx)de. (2p).

jus
3

ol

sin® z cos? # = sin 2(1 — cos? z) cos* = sinz cos* x — sinzcos® x  (2p) , igy
3 4 cos’z  cos’x
sin® x cos” xdr = — E + 7 +c (3p),
és
3 cos® cos” z]° cos® cos” z]?
/ |sin® x cos® x| dv = |+ . x] [— ~ 4 T = (2p)
2 2 1/2)° 1/2)7
22 Wy .
5 7 5 7

7. feladat (6+7=13 pont)*

a) Milyen « esetén konvergens az — fliggvény improprius integralja a (0,1), és az (1, 00)
xoz

intervallumon? (A tanult allitdsokat mondja ki bizonyitas nélkiil!)

b) Szamolja ki az /
0

RS dz integralt!
x

A x-o0s feladatokbol legaldbb 15 pontot el kell érni. 3
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>~ 1
Mo. a) / — dx pontosan akkor konvergens, ha o > 1. (3p)
oz
1
1
/ — dx pontosan akkor konvergens, ha o < 1. (3p)
0o Z¢

2 2 1 1 2x
= — e — — — - 4
b)/9+4x2dx 9/1+(2%)2dx 3arctg3+c(p)

) > 2 .1 2w T
igy /0 o+ 427 dr = wlgTolo 3 arctg? =% (3p)

IMSC feladat (14 IMSC pont)

Hény valos zérushelye van az F(x) = / sh(t?) dt fiiggvénynek?
~1

Mo. F(=1) =0 (2p) . Mivel F'(z) = sh(z®) (2p) egyetlen zérushelye 0 (2p) , igy
legfeljebb egy pozitiv és egy negativ zérushelye lehet a fiiggvénynek (2p) . Mivel
F(0) <0 (2p), és lim F(x) = oo (2p) , igy van egy pozitiv zérushelye is a

T—00
fliggvénynek (2p) .

A x-o0s feladatokbol legaldbb 15 pontot el kell érni. 4



