ANALIZIS 2. I. POTZARTHELYI 2013. marcius 28.
Mérnok informatikus szak a-varians Munkaidé: 90 perc

1. feladat (14 pont)
Adja meg az

y +ctgx -y = sin® 1z, y<z>:2

kezdetiérték-probléma megoldaséat.

A homogén egyenlet megoldéasa y = 0, és:

1
In|y| = /;dy = — /ctga:da: = —In|sinz| +¢, (4 pont)

c c(x)

igy Ynh = gnazs és Yip = Gnas (1 pOIlt)

sind o — d(x) sina:. - c(x) cosx N c(x) ctgxz = c’(x) (3 pont)
sin” x sin sin
fgy
1 —cos2z sin®*(2 in 2 in4
c(x) = /sin4 xdx = /sin2 r—sin® x cos® xdr = (3205 x_smi 2) = 2_81114 x_§+51r116x7
(3 pont)
1 3r  sin2x n sin4x L (1 pont)
= — = cl.
sinx \ 8 4 16 P
Y (g) = 2 akkor teljestil, ha ¢ = ;’—3, vagyis
1 3r  sin2x L sin 4z n 32 (2 pont)
Y= sinz \8 1 16 3r) P

2. feladat (13 pont)
Irja fel az
y/ — ex(yQ — 9)
(v —2)(ver —1)

differencialegyenlet altalanos megoldasat. (Elég az implicit alak megadasa.)




Szétvalaszthato valtozoju DE, y = +3 (1 pont) megoldas.

y—2 / e’
——dy = | ———=dx 2 pont
/y2—9 Y Ve —1 (2 pont)
tt 2 A B A+ B 3A — 3B
-9 y—-3 y+3 y? —4

igy 3A — 3(1 — A) = —2, vagyis A = %, B =
integralhoz hasznaljuk a z = e” helyettesitést (In

2 (1 pont). A jobboldali
z=u1x):

ev dp — z 1d - h _ h e® 4 t
e v — = z=archz +c=arche® +c¢ (4 pont)

igy a diffegyenlet altalanos megoldasa:

1 5
61n|y—3]+61n\y—|—3| = arche” 4 c. (4 pont)

3. feladat (12 pont)
Megfelels helyettesitéssel oldja meg az alabbi differencidlegyenletet

y =3~ (52 —y)”.

Hasznéljuk az u = bz — y (2 pont)helyettesitést. Ekkor ¢ = (5x —u)' =
5 — ', amibdl a
u =u?+2 (3 pont)

szétvalaszthato valtozoju differencidlegyenletet kapjuk, melynek megoldasa

1 1 1 u
:c—l—c/lda:/u2+2du§/ﬁdu\/§amtg<%)

#)
(4 pont)
visszahelyettesitve
T+ ¢ = 2arctg (5x—y) (1 pont)
V2
igy

y =b5r—\2tg (\/i(x + c)) (2 pont)



4. feladat (10 pont)

y =3z + 2> -y

a) Rajzolja fel a Py(1,2) illetve P»(—1,2) pontokhoz tartozé vonaleleme-
ket.

b) Van-e lokalis szélsGértéke a a P illetve P, pontokon atmend megoldéa-
soknak a P illetve P, pontokban, és ha igen, milyen tipusi ?

Rajz (3 pont) A P, pontban ¢y’ # 0, igy nem lehet szélsGérték. (2 pont)
A P, pontban ¢y =0 és ¢y =3+ 2x —2yy’ =5 > 0, tehat a gorbének lokalis
minimuma van P,-ben (5 pont).

5. feladat (17 pont)
Oldja meg az y"” —2y'+2y = 5sinx — 25ze”, y(0) = 1, ¥/ (0) = 0 kezdetiérték-
feladatot.

A homogén egyenlet megoldasahoz a A\? — 2\ + 2 = 0 karakterisztikus
egyenlet gyokei \;» = 1+ (3 pont), tehat

yp = €"(cp cosx + cosin ). (2 pont)

Nincs kiils§ rezonancia, igy az inhomogén egyenlet partikularis megoldésa:

Yip = Asinz+ Bceosz+ (Cx + D)e” 9y
ygp = Acosz — Bsinz + (Cx+ D + C)e” (=2)+ (3 pont)
Y, = —Asinz — Beosx + (Cx + D + 2C)e”

(A+2B)sinx + (—=2A+ B)cosz + (5Cx + 5D + 2C')e” = Hsinx — 25ze”
A=1,B=2C=-5 D=2 (3 pont).

Ys = €"(c1cosx + cysinx) +sinz + 2cosx + (—bx + 2)e” (2 pont)



y0)=c1+2+2=1,9y0)=c1+c2+1—-3=0, tehat c; = =3, co =5 (3
pont), igy

y=e “(=3cosz+5sinz) +sinz — 2cosx + (bx — 2)e”. (1 pont)

6. feladat (12 pont)
Mennyi a rendje annak a legacsonyabbrendd allandé egyiitthatos, linearis,
homogén differencialegyenletnek, melynek egy megoldéasa az

y = 4xe " cos(2x) + 3shx

fliggvény? Adja meg a differencidlegyenlet altalanos megoldasat!

4re " cos(2x) = Maoss = —3 £+ 2i (3 pont), 3shz = 2e* + 2" =
A5 = 1, ¢ = —1,(3 pont) vagyis a diffegyenlet rendje 6 (2 pont), altalanos
megoldéasa pedig

Ys = (c1 +com)e  sin(2z) + (c3 + caz)e " cos(2z) + cse” +ce . (4 pont)

7. feladat (10 pont)
Irja fel az
fn)=2f(n—1)+3f(n—2)
lineéris rekurzi6 altalanos megoldésat, az f(0) =4, f(1) = —2 kezdeti felté-
teleknek megfeleld megoldast, valamint az 6sszes korlatos megoldast.

" = 2¢"1 +3¢" — 2, fgy a ¢> —2¢g — 3 = 0 (2 pont) egyenlet ¢, = 3,
¢2 = —1 (1 pont) megoldasai adjak a rekurzi6 altalanos megoldasat:

f(n) = 13" + co(—1)". (2 pont)

A kezdeti feltételekhez: f(0) = ¢; +co = 4, f(1) = 3¢; — o = —2, tehat
¢ =1, o =1 (3 pont). Korlatos a megoldas, ha ¢; = 0. (2 pont)



8. feladat (12 pont)

Ismertesse a numerikus sorokra vonatkozé hdnyadoskritériumot. Konvergens

lesz-e a o an
2n
n=1 ( n )

sor?

Ha a,, > 0 minden n € N esetén, és

. Ap+1
lim

= C,
n—0o (O

akkor a > a, sor ¢ < 1 esetén konvergens, ¢ > 1 esetén divergens.

(2n)!n!(2n)!
lim ant1 lim n!n!(3n)!
n—00 @y, T nSoe (2nE2)(n+1)1(2n42)1 T

(n+1)!(n+1)!1(3n+3)!

(n+ D!(n+ 1)1(3n + 3)!(2n)!In!(2n)! _

=1
wmoe (20 + 2)1(n + 1)1(2n + 2)nlnl(3n)!

— 1
neboo (2n+2)2(2n + 1)2 16

tehat a sor divergens.

(n+1)Bn+3)(3n+2)(3n+1) _ 27 -

1

(4 pont)

(3 pont)

(2 pont)

(3 pont)

Pdtfeladatok (csak 40 pont eléréséhez javitjuk ki):

9. feladat (10 pont)
Irja fel az
y(7) _ 4y(5) =0

differencidlegyenlet altalanos megoldésat.




0= )\7 - 4)\5 = )\5<)\2 - 4), )\1,273’475 - 0, )\6 - 2, )\7 = -2

Yy =c1+ cox + c3x? + eqx® + 524 + cge® + cre—2x.

10. feladat (10 pont)
Konvergens-e a
- ( 2n + n? ) "

Zn2 n +n?

n=1

numerikus sor?

(204 n2\" 2 L\" 2
lim {/n? ntn = lim [ ¢ LIS 1,
n—o00 n + n? n—00 ;—|—1 e

tehat a sor divergens.



