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1. feladat

Oldjuk meg a kivetkezd diffegyenletet az adott kezdeti feltétellel!

x = y(z) (®+20+2) (v —y*) =2z +2)y  y(-1)=1
Megoldas
Rendezziik at a differencialegyenletet

2x + 2
/ +y2

—$2+2$+2y

Az egyenlet Bernoulli-tipusti o = 2-vel, ezért alkalmazzuk az u = y' =2

= i helyettesitést
Fejezziik ki y'-t a helyettesitésbsl

Végezziik el a helyettesitést, majd rendezziik:

W 242 11

w2 22420 4+2u  u?

’:—ﬂu—l
2 4+ 22 + 2

Tehat az egyenlet linearis, igy ki kell szamolnunk a homogén ill. partikularis megoldasat

Homogén megoldés, képletbdl, észrevéve, hogy (22 + 2z + 2) = 22 + 2:

2x + 2 (a2 c
= e . | _ n(z?42242) _ ¢
up(x) = cexp (/ B P x) ce PR P
Inhomogén megoldas, képletbdl (vagy keressiik c(z) alakban)
nhomogén m Vi ressik —————— n):
& & ) 5P 8y 22+ 2242
/ 2 2 —(2 2
_d@) C(@L — c@)ﬂ _
224+ 2x+2 (22 4 2z + 2)? (22 4 2z + 2)?
d(x) LA
= l=e(r) = — 2?2
22§ 22 + 2 o) =g v -2
Igy azt kapjuk, hogy:
c(x) 1 3 9
= = — - 2
wr@) = e x2+2x—|—2(3+$ e
Ebbdl az altaldnos megoldas:
c 1 x3 9
4 = = — _— 2
uae(2) = wp (@) + up(2) 24+ 2z +2 x2+2$+2<3 T x)
Behelyettesitve:
(z) = 22 4 20 + 2
Yanlt) = 2% + 322 + 62
¢ 3
A kezdetiérték-feladat megoldasa
1 1
l=—— =u(-l)=c+-=c==
y(=1) . 3
Igy a megoldas:
(z) = 22+ 22+ 2
P = T 3 32 1 6
3 3
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2. feladat

Adjuk meg (nem feltétlen explicit alakban) a kovetkezs diffegyenlet Gsszes megoldasat!
x> y(z) ey = xy? —xy — 2z
Megoldas

Rendezziik at az egynletet:

y/ —2x /
- =7e hay #0
y2-y—2

Y=oy’ —y-2)e =
Az egyenlet igy tehat szeparabilis

Ha 3 = 0, akkor y konstans, vagyis xe™2%(y? —y —2) = 0 z-t6l fiiggetleniil. Tehat y2 —y—2 = 0, vagyis y = —1
vagy y = 2

Mivel szeparabilis, ezért elegendd a két integralt elvégezni

d
[

y szerint parciélis tértekre bontunk, felhasznalva, hogy y* —y —2 = (y + 1)(y — 2):
1 A B Aly—2)+B(y+1) (A+ B)y+ (B —2A)

Foy—2 g+l y—2  @rhw-2  @+Du-2

Ebbél kapjuk, hogy 1 = (A+ B)y+(B—2A4), itt y egylitthatoinak meg kell egyeznie a két oldalon, igy 1 = B—2A

1 1
és 0= A+ B. Ebbdl B = 3 and A = —3 ezt pedig visszahelyettesitve:

d 1 1 1 Inly —2| —Injy + 1
/2 y :7/ _ dy = ly —2[ —Infy \+Cy
yv —y—2 3)y—2 y+1 3
A mésik oldalt parcialisan integraljuk, [w'v = wv — [wv’ alapjan u = z és v/ = e 2® helyettesitéssel, igy
v=—le s/ = 1.

—2x —2x —2x —2x
_og xe —e xe e
d = — — d = — — T
/me o 2 / 2 v 2 4 +C

Ebbdl a megoldés implicit alakja :

In|y — 2| — In|y + 1] L= _we‘Qw e 2

3 2 4

3. feladat

Valasszuk meg az ag,a1,a2 € R egyiitthatokat és az x — b(x) fliggvényt gy, hogy mind az x — yi(x) =
(€2* +sin(32))?, mind pedig az yo(z) = e** — cos?(3z) fiiggvény megoldasa legyen a kovetkezs diffegyenletnek:

e y(x)  aoy+ary +axy” +y" =b
Megoldas

Az egyenlet magasabb rendd, alland6 egyiitthatos linearis differencidlegyenlet, igy yai(z) = yu(z) + yp(z)
alakt. Tehat ha adott két megoldas, y1(z) és yo(x), akkor a kiilonbségik yi(x) — y2(x) = yiu(x)
homogén megoldés lesz.
1() — 12(x) = (¢ + sin(32))? — (47 — cos?(32)) =

= ' 4 2¢%" sin(3x) + sin?(3x) — € 4 cos?(3z) = 2e** sin 3z + 1
Ebbél két alapmegoldas e2® sin(3x) és 1.
Mivel ha a + bi gyoke a differencidlegyenlet valos egylitthatos karakterisztikus polinomjanak, akkor a — bi is, igy
e sin(bx) és e*® cos(bx) is alapmegoldas, igy a karakterisztikus polinom gyokei 2 + 3i és 0.
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Ebbdl irjuk fel a karakterisztikus polinomot, és igy a homogén differencialegyenletet: (5 pont)
0=MA=0A=2=3)AN=2+3) =A(A—=2)> = (3)> = AN =4\ +4+9) = \> —4)\? + 13\
Igy as = —4, a1 = 13 és ag = 0 és a homogén differencialegyenlet:

y® —4y® 113y =0

b(z) meghatérozdsahoz helyettesitsiik be az ismert megolddsokat. Alkalmazzuk a cos(2z) = 2cos(z)? — 1
azonossagot yo(x)-re. (5 pont)
1 6 in(6
yo(z) = e'® — —H%(x) yh(x) = 4e*® + Gw = 4e** + 3sin(62)

y$? = 16¢™ + 18cos(6z) 1Y) = 64¢*” — 108sin(62)
Persze y; (x)-re is lehet, de az rondabb:
yi(z) = (e + Sin(3x))2 yi(z) =2 (e* +sin(3z)) (26** + 3 cos(3z))

g\ =2 (4e** — 9sin(3xz)) (e** +sin(3xz)) + 2 (2** + ?ycos(?)x))2
yt¥ = 6 (4¢** — 9sin(3z)) (262 + 3cos(3x)) + 2 (€2 + sin(3x)) (8¢ — 27 cos(3x))
Ebbél b(x)-re kapjuk:
b(x) = y§3) - 4y§2) + 13y’ = 64’ — 108sin(6x) — 4(16e*® + 18 cos(62)) + 13(4e*® + 3sin(6x)) =

b(x) = 52e* — 69sin(62) — 72 cos(6x)

4. feladat

Tegyiik fol, hogy az x > 0 tartomanyon az x — y(x) fliggvény egy megoldéasa az
y = 1+g+cos(g)
x x

diffegyenletnek. Fejezziik ki /-t mint x és y fliggvényét, és mutassuk meg: (i) y” > 0 a teljes x > 0 tartoményon,
(ii) ha y(1) = 0, akkor y(2) € (2,2n). Segitség (ii)-hez, at alsé belcséshez haszndljuk fol (i)-t, a folsd becsléshez
pedig fontoljuk meg, hogy hogy bdr egy dltaldnos megoldds explicit folirdsa mehéz, taldn van a diffegyenletnek
néhdny kénnyen folirhato megolddsa is.

Megoldas
Fejezziik ki tehat y”’-t, és kozben y'z — y helyére irjuk be a megadott egyenlet atrendezését: (5 pont)
/ ' —
(E) :nyy y'zl—&-g—i—cos(g):y'x—yzm—l—mcos(g)
x x x x z

A derivalast a lancszabaly alkalmazasaval csinaljuk:

/

o (2) (2 (D) = (- () L2 = L (s (2)) (s en (2)

Mindh4rom tényezs nemnegativ, ugyanis | sin(z)|, | cos(z)| < 1, igy y” > 0. (4 pont)
Az el6z6eket felhasznalva £-re egy differencidlegyenlet: (4 pont)
’ - 1
(Q) = yac2 y_2 (1—1—005(%))
x x x x
Keressiik ennek konstans megoldasat: (4 pont)

0=1+cos (g) = Y= (2k + 1)m = y = 7z konstans megoldas
x x



A Picard-Lindelof tételbdl tudjuk, hogy a trajektoridk nem metszik egymast, igy mivel y(1) = 0 < 1 -, igy

y(2) < 27
A differencialegyenletbdl
0
y(1) =1+ 1 + cos (0) =2

Az (i) alapjan ¢y’ (z) > 0 az [1,00) tartomanyon, ezért y'(x) itt monoton ndg, ezért y'(x) > y'(1) = 2. Tehat a

Lagrange kozépértéktétel miatt 3¢ € (1, x), hogy
y(z) =y(1) +y'(€)(z—1) 2 y(1) +y'(1)(z - 1)
y(1)=2,igyy(2) >0+2-1=2.

Megjegyzés 1.

ro1 1 ! 1
(0 =L (2) = e
T x T z l1+cosu =z
2d 1—w?
Szétvalaszthato, helyettesitsiink tgg = w-t, ekkor du = £ és cosu = v
2 1+ w? 1+ w?
du 1 2 dw 2 dw U Y
/1+cosu / 1—w? 1+ uw? / g — Wt 85 * 80 T
1+ w?

Innét
tg% +C = ln\x| = y(,]j) = 2zarctg (ln|x| - C)

Ebbdl az elss feladatrészben (x > 0 miatt az abszolutértékjel elhagyhato):

2(C —log |z| +1)2

1
y'(x) =
z (C2 — 2C'log |z| + log” || + 1)2

a masodik részben y(z) = 2zarctan(In(x)), igy y(2) = 4arctan(In(2)) ~ 2.425

Megjegyzés 2. A Lagrange kozépértéktétel helyett persze érvelhetiink gy is, hogy itt az érinté meredekebb,

ezért jobban ndé a fiiggvény, bar ez nem teljesen korrekt, de legalabb szemléletes.
5. feladat

Ansatz — educated guess vagy keressiik ilyen alakban jellegii hozzaallas a problémékhoz
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