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I. fejezet

Integralszamitas

1. Primitiv fiiggvény, hatarozatlan integral

Ismeretes, hogy egy f : {(a,b) — R differencialhato fliggvényhez hozza-
rendelhet6 az f’: (a,b) — R fiiggvény.

Példa. Ha f(x) = 2% (z € R), ugy létezik f'(z) = 2z (z € R).
Kérdés: f: (a,b) — R-hez létezik-e F' : (a,b) — R, hogy F' = f ?

Példa. Ha f(z) = sin(x) (z € R), akkor F(x) = — cos(z) (z € R) esetén
F'(z) =sin(z) = f(z) (z € R) teljesiil.

1. definicié. Legyen adott az f : (a,b) — R fiiggvény.

A F: {a,b) — R differencialhato fliggvényt az f primitiv fliggvényének
vagy hatdrozatlan integrdljanak nevezzik, ha F' = f.

Az F fiiggvényre az [ f jelolést hasznéljuk. [ f meghatérozasat integra-
lasnak mondjuk.

Az F = [ f fiiggvény = helyen felvett értékét F(z) = [ f(z)dz vagy
(J f)(x) jeldli, ami gyakran a primitiv fliggvényt (hatarozatlan 1ntegra1t)
is Jelentl

A primitiv fliggvény (hatarozatlan integral) értelmezheté f : H — R
fiiggvényre is, ahol H intervallumok egyesitése.

Példa. Az f(z) = sh(x) (z € R) fiiggvény esetén a F(z) = ch(z) (x € R)
figgvény teljesiti, hogy F'(z) = f(z), igy F(z) = [ sh(x) dx.
1. tétel. Ha f,F : (a,b) = R, F' = f (F = [[), agy G : {a,b) = R

akkor és csak akkor primitiv fiiggvénye (hatarozatlan integrélja) f-nek,
ha 3 C € R, hogy G(z) = F(z) + C.
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Bizonyitds.

a) Ha G(z) = F(z) + C, akkor a feltételek miatt G'(x)

= F(z) = f(z)

(z € (a,b)), igy a definici6 szerint G primitiv fliggvény.

b) Ha G = [ f, azaz G is primitiv fiiggvénye f-nek, akkor G’(a:) =

F'(x)

(x € {(a,b)), ami ekvivalens azzal, hogy [G(z)—F ()] = 0 (z € {(a,b)),
x) =

igy a differencialszamitasban tanultak szerint G(x) — F(

(a, b)), azaz G(z) = F(z) + C.

C(xe
O

Megjegyzés. Ha az f fliggvény értelmezési tartomanya nem interval-

lum, akkor az allitds nem igaz.

Alapintegralok:
/l dp — In(z)+C;  (x>0)
z " |In(-z)+Cy (z<0)

htl
/x“ dr = +C
w1

/a dac———i—C
Ina

/ = —cos(z) +C
/

cos(z) dx = sin(z) + C

= —ctg(z) + Ck (z

/

1
——— dz = arcsin(z) + C
/\/1—x2 (z)

/1_: 5 dx = arctg(z) + C
/sh(x) dx = ch(z) + C

/ch(a:) dx = sh(z) + C

5 o = tg(2) + Ci (z €)kr—

($ER+,M§£—1)
(xeR, a>0,a#1)
(r € R)

(r €eR)

elkm(k+ [, keZ)

k7r+ [ keZ)
(re] —1,1[)
(z € R)
(z € R)
(x eR)
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/ L o —arsh(@)+C =@+ V2 +1)+C (2 €R)
— QX = ar X = In(xr T X
VaZ +1
1
——— dr=arch(z) + C=ln(z+ V22 -1)+C r €]l oo
| == @ @+ /2= 1) (wel00])

o0 o0 anrl
nn de = n__ 1 C €| —o

2. tétel. Legyen f,g : (a,b) — R olyan, hogy létezik [ f és [g, és
p,q € R tetszoleges, akkor létezik [(pf + qg) és C' € R, hogy

[s@ ) aw=p 5@ v vq [o@ wro we @),
Bizonyitds. Legyen F = [ f, G = [g, akkor F', G’ létezése miatt
letezik (pF 4 ¢G)’ is, és

(pF +qG)'(z) = pF'(x) + ¢G'(z) = pf(z) +q9(z)  (z € (a,})),
ami azt jelenti, hogy létezik [(pf(x ) g(x)) dz és = pF () +¢G(z)+C =
p[f@)de+q[g(x)de+C (x <7b) O

Példa. Ha f(z) = 2° (z € R), g(z) = cos(z) (z € R), akkor létezik
[ @3 dx és [ cos(z)dx (lasd alapintegralok), igy tételiink szerint létezik
[ (223 + 3 cos(z))dz és létezik C' € R, hogy

4
/(23:3 + 3 cos(x))dx = 2 % +3sin(z) + C .

3. tétel (parcialis integralas tétele). Ha az f,g: (a,b) — R fiiggvé-

nyek differencidlhatéak (a, b)-n és létezik [ f'g, akkor létezik [ fg' is, és
van olyan C' € R, hogy

P) [£@) () dz = fa)g(o) - [F@g(o) do+C e (ah).

Bizonyitds. A feltételek miatt az f-g— [ f'g fiiggvény differencidlhato,
és

[ 0~ [r@ ] — @) + F@)g (@) — F(@)glx) =
— f(@) ()
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ami a hatarozatlan integral definicioja miatt azt jelenti, hogy létezik

[ fg’ és teljesiil (P). 0

Példak.

1. Legyen f( ) =, g(x) = €® (x € R). f és g differencialhatok és
() =1, ¢'(z) = e” (z € R), tovabba létezik [ f'(z)g(z)dz =
=[1-¢" dx = [e* dx (lasd alapintegralok), igy a tétel miatt létezik
Jxze®dr és C € R, hogy

/zezdx:xer—/l-erdx—l-C:xer—er—FC (x eR).
2. Legyen f(x) =1In(x), g(z) =z (x € R).
fésg differenciélhaték és fl@)=2, ¢(z)=1 (z e Ry),
tovabba létezik [ f'(z)g(z)dr = [ adr = [1dz (z € Ry) (lasd

alapintegralok), igy a tetel miatt letemk [In(z)dz = [1-In(z)dz és
C € R, hogy

/ln(:z:)dx:/l-ln(x)dx::z:ln(z)—/%-zdz+C’:
=zIn(z)—z+C (x eRy) .

Megjegyzés. Ha P, (z) egy n-edfokd polinom, Ggy az alabbi integralok
a parcialis integralas tételével meghatarozhatok:

/ Po(@)e” dx, / Py (2) sin(z) da | / Py (2) arcsin(z) dz |
/ Po(z)In(z) dz | / Py () cos(z) da | / Py () arccos(z) dz |
/ Py (2) sh(z) de, / Py (x) arctg() da |
/ Py (2) ch() dz . / P, (x) arcetg(z) da .

4. tétel (helyettesitéses integralas tétele). Ha f : (a,b) — R,
g : {c,d)y — (a,b) olyanok, hogy létezik ¢' : (c,d) — R és létezik [f,
akkor létezik [(fog)-g és van olyan C € R, hogy

/f z)dz = ((/f) og) )+C = /f(t)dt p—e

(z € (¢, d)).
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Bizonyitds. A feltételek miatt létezik [([ f) o g]’ és

([1)eo] @=1600) 00 @etca.
ami éppen azt jelenti, hogy létezik [(f o g)g’ és teljesiil (H). 0

Megjegyzés. Ha (a fentieken tul) létezik g—!, akkor (H) a kdvetkezd
alakba is irhato:

() Jrwa=|([ <fog>g’) og| @)+ 0=

/f dt‘t g- 1(30)4-0

(x € {c,d)).

Példak.
[ 2z sin(z?) dz =7
Legyen f(x) = sin(z), g(z) = 2 (zx € R). Ekkor g : R — R, C
R tovabba létezik ¢'(z) = 2z (z € R) és [ f = [sin(z)dx (lasd
alapintegralok), igy a tétel miatt létezik [2xsin(z?)dz és C € R,
hogy

/23: sin(z?) do = /sin(t) dt|,__, +C = —cos(z*) + C .
2. [ch(2z+43)dz =7 (z€R)
Belathato, hogy az f(x) = ch(2z + 3) (z € R) fiiggvénynek létezik
_ t=3

primitiv fiiggvénye. Legyen g(t) = 52, ekkor ¢/(t) = 3, tovabba
letezik g~ !(x) = 22 + 3 (z € R), igy a megjegyzés miatt

t—3 1
/ch(2x+3)dx—/ch<2'T+3)'§dt |im20ss +C =

1 1
= §/Chtdt |t:2a:+3 +C: 58}1(21""3)"‘0
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3. [Zyde=? (z>1)
Legyen g(t) =t + 1, ekkor ¢'(t) = 1, létezik g~ 1(z) = 2 — 1, igy

3 3
dr = - .1dt C =
L/mz<—‘1 . }[t«+:1-1 i

1
:3/¥ﬁkﬂ4+0=3mu—n+c.

4 [ d =7
Legyen g(t) =t — 1, ekkor ¢'(t) = 1, létezik g~ 1(z) = = + 1, igy

/de—/;dx—
24224+2 ) (z+1)2+1

1
:5/152—1—1 1dt ’t op1 TC =Dharctg(z +1)+C .

Megjegyzesek
f\/l—:ﬁdx esetén a g(t) =sin(t) (te] —%, 5[).,

2. [ R(sin(z), cos(x)) dx esetén (ahol R(u,v) racionalis kifejezése u, v-
nek ész €| —mm[) a

g(t) = 2arctgt (teR) (il tggzt:g*(x) (ze] —mmr[),

b
3. fR(x, s ) dx esetén a

cr+d
JJar+b dt™ —b
t= - =0
cx+d 7 (), 9(t) a—cth’

4. [ R(z,Vaz? + bx + ¢) dx esetén az Euler-féle (vagy trigonometrikus
(sin), illetve hiperbolikusz (sh, ch) fiiggvényes)
helyettesitéseket alkalmazzuk.
Racionalis tortfiiggvények integralasa.
A parcialis tortekre bontas tétele szerint minden 5:2((?) racionalis

tortfliggvény egyértelmden el6éll egy polinom és
a pT +q
(x—=b) 7 (22 471w+ 8)k

alaku tortek bizonyos (itt nem részletezett) dsszegeként, ahol (z — b)7 és

(j,k € Ny, r? —4s <0)

22 +rz+s)F a Q. (x) osztoi. Igy n x) meghatarozasa visszavezethets
g Qm g
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az
a . pT +q
—d —d
/(x—b)ﬂ v /(332—|-1":v—|—s)’C “
meghatéarozasara.
Megjegyzések.

1. Az ut6bbi két integraltipust gyakorlaton vizsgaljuk (az elsd kezelése
azonnal lathato).

2. A 4. tétel utani 2), 3), 4) példak esetén az integralas racionalis
tortfiiggvény integralasara vezethets vissza.

3. Tovabbi tn. racionalizalé helyettesitések is vizsgalhatok (példaul
J R(e*) dx, binom integralok).

2. A Riemann-integralhatésag fogalma

El6szor egy feladaton bemutatjuk a fejezet cimében jelzett fogalom,
a Riemann-integral hatterét (geometriai ,tartalmat”).

Hatarozzuk meg az f(z) = 2? (z € [0,1]) fiiggvény grafja, az a-
tengely [0, 1] szakasza és az © = 1 egyenleti egyenes altal hatéarolt sik-
idom tertiletét.

A keresett T teriiletet korlatok kozé szoritjuk. Ehhez osszuk fel a

[0,1] intervallumot a 0 = zp < 21 < T3 < ... < Tp_1 < Ty, = 1
osztaspontokkal. T fels6 becslését tugy kapjuk, ha az [z;—1, x;] szakaszra
f(z;) = 2? magassagu téglalapot emeliink (i = 1,...,n) és vessziik ezek
tertileteinek

S = ZLL’? . (331 — .’L‘i_l)
i=1

Osszegét. Nyilvan T < S| mert a fiiggvény szigorta monoton novekedése
miatt #? < 22 teljesiil az [x;_1, z;] intervallumon, igy a kapott téglalapok
befedik a vizsgalt sikidomot, ezért teriiletiik 6sszege legalabb T'.

Hasonl6 gondolatmenet adja, hogy ha az [x;_1, z;] szakaszra
f(wi—1) = 2?_| magassagi téglalapot emeliink (i = 1,...,n), akkor az
igy kapott téglalapok teriileteinek

n
s=> aiy (v — i)
=1
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Osszegére s < T teljesiil, mert minden téglalap a T teriiletd sikidom része
és nem nyulnak egymasba.

) )

/ /

0 T1 T2 1 T 0 T1 X2 1 r
Ha az osztaspontokat z; = % (i=0,...,n) médon valasztjuk, gy
n SN\ 2
i1 1 nn+1)2n+1)
S = — _ = — 12 o .. 2 = =
; (n> n n3( tooet ) 6n3
_ 2n2 +3n+1
N 6n2 ’
n . 2
i—1\"1 1 (n—1)n(2n—1)
= —_ = — 12 e —1 2 — —
5 ;( n ) n n3( teot =17 6n3
- 202 —3n+1
N 6n2 ’
igy
2n? —3n+1 2n? +3n+1
_— < T<<—
6n2 - - 6n2 ’

ami jol kezelhets becslést ad T-re, s6t

2n? —3n+1 1 202 +3n+1 1
—_—— 5 - 8 —— = =
6n?2 3 6n? 3
miatt a becslést tetszéleges pontossagunak is tekinthetjiik, azzal a ko-
vetkeztetéssel, hogy a keresett teriilet T = %
Persze igazabol csak akkor nyugodhatnank meg, ha ez nem csak

specialis, hanem tetszGleges felosztas (felosztassorozat) esetén is adédna.
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E modszer hasznalhat6 altalanosabban egy f : [a,b] — R folytonos
(vagy csak korlatos) és nemnegativ fliggvény gorbéje, az [a,b] szakasz,
az x = a és az v = b egyenesek altal hatarolt sikidom teriiletének koze-
litésére, esetleg pontos megadasara is.

)

== AS-X

0 a b T

Ha még azt sem tessziik fel, hogy f nemnegativ, agy eljutunk a Riemann
nevével fémjelzett integral fogalmahoz, melynek geometriai ,tartalma”
példaul nemnegativ folytonos fliggvényekre éppen a gorbe alatti sikidom
teriilete lesz.

Legyen [a,b] C R zart intervallum. A tovabbiakban f : [a,b] — R
tipusi korlatos fiiggvényekkel foglalkozunk.
1. definicié. A

P={x;|la=xo<z1 < - <z <+ - <y =b} CJa,b]
halmazt az [a,b] intervallum egy felosztdsdnak, az z; pontokat a
felosztds osztdspontjainak, az [x;—1,2;] (i = 1,...,n) intervallumokat
a felosztds részintervallumainak, mig Ax; = x; — x;—1 mellett a
|IP|| =sup{Az; |i=1,...,n}

szdmot a felosztds finomsdgdnak nevezziik.
2. definicié. Legyen P és P, [a,b] két felosztasa. Py finomitdsa (to-
vabbosztasa) a Py felosztasnak, ha Py C P,. A P = P; U P, halmazt a
P és P, egyesitésének nevezziik.

3. definicié. A (Py) normdlis felosztdssorozata [a,b]-nek, ha
klim | P:l| = = 0 teljesiil.

18 I. INTEGRALSZAMITAS

4. definicié. Legyen f : [a,b] — R korlatos fliggvény, P egy felosztasa
[a, b]-nek.

M;= sup f(z), m; = inf  f(x) (M;,m; 3és €R)

z€lxi_1,xi] rE€[wi—1,7]

5. definicié. Legyen f : [a,b] — R korlatos fiiggvény, P egy felosztasa
[a,b]-nek. Az

i=1

i=1

O(f, P) = Z(M1 —m;)Az;
i=1
szamokat az f fiiggvény P felosztashoz tartozo also, felsd, illetve osz-
cilldcios 0sszegének, mig t; € [r;_1,2;] esetén a

o(f,P) :Zf(ti)Al’i

szamot az f fiiggvény P felosztashoz és tq,...,t,-hez tartoz6 integrdl-

kozelito 6sszegének nevezziik. (Ezek ,geometrialiag” bizonyos ,tertile-
tek”.)

1. tétel. Ha f : [a,b] — R korlatos fiiggvény, akkor
a) barmely P é o(f.P)re: s(f.P) < o(f,P) < S(f, P);

b) bérmely Py C Ps-re: s(f, P1) < s(f,P), S(f,P2) <S(f,P1);
¢) bérmely Py, Py-re: s(f, P1) < S(f, P).

Bizonyitds.

a) Ha P ={zg,21,...,2n}, t; € [xi_1, ;] tetszleges, akkor

illetve Osszegzéssel

i=1 i=1

i=1
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kovetkezik, ami az allitas.

b) Legyen P = {xzo,...,2n}, Po = {y0,.--,Ym}, P1 C P2, akkor bar-
mely [x;_1, z;]-re létezik j, k, hogy

[Tt 2] = [yj—1, 5] U Ulye—1.96)  (Tic1 = yj—1, Ti = ys)-

Ha mz('l) a P, ml(_z) a P»-hoz tartozo infimumok, akkor
m(l) < m(.2) m(2) és i
i Smg ., my, s dgy
m(l)Aa?z = ml(.l)ij + e+ mgl)Ayk <
< m;-z)ij 4+t m](f)Ayk

adodik barmely i = 1,...,n-re, amib6l Osszegzés utan jon b) elsé
fele. A masodik hasonldéan kovetkezik.

c) Ha P, P, tetszOleges felosztasok, akkor P, Po C Py U Py, igy a) és
b) miatt

s(f,P1) <s(fiPAUR) <S(f,PiUR) <S(f,R),
ami adja az allitast. 0
6. definici6. Legyen f : [a,b] — R korlatos fliggvény. Az

= fr=swpls(r ), T=

8 —o

1 = mf{s(f, P)}

szamokat az f flggvény [a, b] feletti alsg, illetve felsé Darbouz-integ-
rdaljanak nevezziik.

2. tétel. Legyen f : [a,b] — R korlatos fiiggvény, akkor [ I € R és I < I
teljestil.

Bizonyitds. Az 1. tétel c) része miatt barmely Pi-re s(f, P1) < S(f, P)
barmely P esetén, igy létezik I € R tovabba s(f, P;) < I, ami adja, hogy
letezik Te R és I < I. O

Ko6vetkezmény. Barmely P-re s(f,P) < I < I < S(f,P), ami adja,
hogy 0 < I —-1<O(f,P).
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Példak.
1. Ha f(z) =c (x € [a,b]), akkor I = I, mert [a, b] barmely P feloszta—
sara m; = M; = ¢, igy s(f,P) = S(f, ):ZcAzl—xZAL:
i=1 i=1
c(b—a), tehdt I =1 = c(b— a).
2. Létezik f, hogy I# I. Legyen

() = {1 ,ha x € [a,b] N Q,

0 ,haxe€la,b]\ ([a,b] NQ),

(azaz a Dirichlet-féle fliggvény lesziikitése az [a, b] intervallumra). Le-
gyen P tetszéleges felosztéasa [a, b]-nek. Ismeretes, hogy barmely két
valés szdm kozott van raciondlis és irraciondlis szam is, igy
m; =0, M; =1 a felosztas barmely intervalluman, ami adja, hogy

:Zn:o.mi:o, S(f,P):iLAa:i:b—a
i=1 =1

igy [=0#b—a=1.

7. definicié. Az f : [a,b] — R korlatos fiiggvény Riemann-integrdl-
hato [a,b]-n, ha I =I. Ezt a koz6s értéket az f [a, b] feletti Riemann-
integrdljanak nevezzik, és ra az I, fb f vagy fb f(x) dx jelolést hasznal-
juk. Ha [¢,d] C [a,b] és f [c,d]-re valac’) leszfiki‘gése Riemann- integralha‘c(’)
[¢, d]-n, akkor azt mondjuk, hogy f Riemann-integralhato [c, d]-n f faz

f : la,b] — R fliggvény Riemann-integraljat jeloli [c, d]-n. Ha f“ad] =g,
d d
akkor [ f = [g.
Megjegyzések.
1. Az el6bbi példak mutatjak, hogy az f(x) = ¢ (x € [a,b]) fliggvény
b
Riemann-integralhato és [ cdx = ¢(b — a), mig a Dirichlet-féle fiigg-

a
vény nem Riemann-integralhaté [a, b]-n
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2. Ha f: [a,b] — R korlatos, nemnegativ és Riemann-integralhato fligg-
b
vény, akkor az [ f szdm (f Riemann-integrélja [a,b]-n) geometriai

a
tartalma legyen az f gréafja alatti sikidom teriilete.

3. A Darboux-tétel és kovetkezményei

A felsG és also Gsszegek egyfajta hatarérték” tulajdonsdgat mutatja
az alabbi eredmény.

1. tétel (Darboux-tétel). Ha f : [a,b] — R korlatos fiiggvény, akkor
barmely e-hoz létezik §(e) > 0, hogy [a, b] barmely P felosztasara, melyre
I1P] < é(e)

(D) S(f,P)—-I<e 6 I-s(f,P)<e

teljestil.

2. tétel (A Darboux-tétel kévetkezménye). Ha f : [a,b] — R kor-
latos fiiggvény, akkor
a) [a,b] barmely (Py) normalis felosztassorozatara létezik

klirn s(f,Pe) =1, klim S(f,P)=1, és klirn O(f,P)=1-1;

b) [a,b] barmely (P,) normalis felosztassorozatéra létezik (ot (f, Py)) és
(o%(f, Pr)) integralkozelité dsszegsorozat, hogy

létezik lim o' (f,Py) =1 illetve Jim o?(f,Py) =1 .

Megjegyzés. I és I tehat meghatarozhatoé egy specialis normélis fel-
osztassorozathoz tartozo (s(f, Py)), illetve (S(f, Px)) sorozat hatarérté-
keként. Ezért peéldaul a mar vizsgalt f(z) = 22 (z € [0,1]) fiiggvényre
I=1= %, igy az Riemann-integralhato.

4. A Riemann-integralhatésag kritériumai és
elegendd feltételei

1. tétel. Az f : [a,b] — R korlatos fiiggvény akkor és csak akkor Rie-
mann-integralhatoé [a, b]-n, ha létezik I € R hogy barmely € > 0-hoz léte-
zik
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6(s) > 0, hogy barmely olyan P felosztasira [a,b]-nek, melyre
IP|| < d(e), |o(f, P) —I| < ¢ teljesiil barmely o(f, P)-re.

2. tétel. Az f : [a,b] — R korldtos fiiggvény akkor és csak akkor Rie-
mann-integralhaté [a, b]-n, ha [a,b] barmely (Py) normalis felosztasso-
rozathoz tartozo barmely o(f, Py) integralkozelitG osszegsorozat konver-
gens.

3. tétel (Riemann-kritérium). Az f : [a,b] — R korlatos fiiggvény
akkor és csak akkor Riemann-integralhaté [a,b]-n, ha barmely ¢ > 0
esetén létezik P felosztasa [a, b]-nek, hogy

O(f,P)=S(f,P)—s(f,P)<e.

Bizonyitds. -
a) Legyen f Riemann-integralhato, azaz [ = I =1 és € > 0 adott. A
Darboux-tétel miatt %—héz 3 d(e) > 0, hogy ha P olyan felosztasa
[a, b]-nek,melyre || P|| < 6(%), akkor
€ €
I-s(f,P)< 3 és S(f,P)—-1I< 3

ami adja, hogy O(f, P) = S(f,P) —s(f,P) <e.
b) Tegyiik fel, hogy ¥ ¢ > 0-ra 3 P, hogy O(f, P) = S(f, P)—s(f,P) <
e. Ekkor 0 < I —-I<S(f,P)—s(f,P)=O(f,P) < e miatt kdvetke-

zik, hogy I = I, azaz f Riemann-integralhato. ]

4. tétel. Az [ : [a,b] — R korlatos fiiggvény akkor és csak akkor
Riemann-integralhat6 [a, b]-n, ha az [a,b] barmely (Py) normalis felosz-
tassorozata esetén (O(f, Py)) nullsorozat.

5. tétel. f:[a,b] — R folytonos fiiggvény Riemann-integralhato.

Bizonyitds. Barmely P-re I — I < O(f, P), igy elég megmutatni, hogy
barmely e > 0-hoz létezik P felosztasa [a, b]-nek, hogy O(f, P) < e (mert
akkor I = I): f folytonossaga adja egyenletes folytonossagat [a, b]-n, igy
5—-hoz létezik 6(c) > 0, hogy V o', 2" € [a,b], |2' — 2| < d(e) esetén

€

F@) - @) < T .
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Legyen P olyan, hogy || P| < d(¢), akkor

n n

I-I<O(f,P) = (M;—m)Az; = > (f(x}) — f(a]))Aw; < e .

i=1 i=1
(Itt felhasznaltuk, hogy f folytonossaga miatt 3 z}, ! € [x;_1, z;], hogy
M; = f(x}), m; = f(z).) O

6. tétel. Egy f : [a,b] — R monoton fiiggvény Riemann-integralhato.

Bizonyitds.
a) Ha f(a) = f(b)) = f(z) =C = az allitas igaz.
b) Ha f(a) # f(b), akkor V ¢ > 0 esetén olyan P-re, hogy ||P| <

f(®) — f(a)
tén, hogy m; = f(x;—1), M; = f(x;)) kapjuk, hogy

felhasznélva példaul monoton névekvé f fiiggvény ese-

n n

[-I<O(f,P)=) (M;—m)Az; = [f(x;) = f(xi1)]Ax; <
i=1 =1

<T@ ) 2V ) Sl =e,

ami adja, hogy I = I azaz f Riemann-integralhato. g

Példa. Tekintsik az f(z) = [z], = € [-1,2] fliggvényt (az egészrész
fiiggvény leszikitését a [—1,2] intervallumra). Ez monoton névekedd,
igy tételiink miatt Riemann-integralhaté [—1, 2]-n, de nem folytonos).

7. tétel. Ha f : [a,b] — R Riemann-integralhaté [a,b]-n, [c,d] C [a, ],
akkor f Riemann-integralhato [c,d]-n is.

8. tétel (az integral intervallum feletti additivitasa).
Legyen f : [a,b] — R, ¢ €la,b[, f Riemann-integralhaté [a,c|]-n és
[c, b]-n, akkor f Riemann-integralhatoé [a,b]-n is, és

/bfzjf+/bf-
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Kovetkezmény. Legyen f : [a,b] — R és P = {a = ag,ay,...,a, = b}
egy felosztasa [a,b]-nek. Ha f Riemann-integralhat6é barmely [a;—1, a;)
intervallumon, akkor Riemann-integralhato [a, b]-n és

/bf(:c) dx_i 7f(:z:) dx

Bizonyitds. A 8. tétel felhasznalaséval és teljes indukcidval azonnal kap-
juk az allitast. |

9. tétel (Lebesgue-kritérium). Az f : [a,b] — R korlatos fiiggvény
akkor és csak akkor Riemann-integralhato, ha egy Lebesgue szerint null-
mértéki halmaztol eltekintve folytonos. (H C R Lebesgue szerint null-
mértékd, ha barmely ¢ > 0-hoz létezik {]a,,b, | | n € N} intervallum-
rendszer, hogy H C | |an,bn| és > (bn —an) <e.)
n=1 n=1
Megjegyzések.
1. Ha f: [a,b] — R folytonos, gy az 5. tétel miatt Riemann-integralha-

t6, azaz I = I. Az [a,b] intervallum egyenlS részekre osztéséval
—a .

nyert (Py) normalis felosztassorozat, mert || Pg| = — 0. Igy a
Darboux-tétel kdvetkezménye miatt:

lim s(f,Py) =1=1= lim S(f,P),

k—oo k—o0
ezért a kozépiskolaban adott integral definicié a Riemann-integrallal
megegyezd eredményt ad.

2. Tételeink alapjan egy Riemann-integralhato6 fiiggvény Riemann-integ-
raljat barmely (Py) normaélis felosztassorozathoz tartozo (s(f, Py)),
(S(f, Px)), vagy (o(f, Px)) sorozat hatarértéke megadja.
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5. A Riemann-integral miiveleti tulajdonsagai

1. tétel. Ha f, g : [a,b] — R Riemann-integralhatok, p,q € R, akkor a
(p-f+q-9g):]a,b] — R fiiggvény is Riemann-integralhato és

b b b

/(p-f+q-g)=p-/f+q-/g

a a a

Bizonyitds. [a,b] barmely (Py) normalis felosztassorozatara
olp-f+q-9. b)) =p-o(f,Px) +q-0(g,F%) ,

ami f és g Riemann-integrélhatésiga és a Riemann-integralhatésag kri-
tériuma (I1.4.2. tétel) miatt adja az allitast. O

Megjegyzés. A tételbdl teljes indukcioval kovetkezik, hogy ha az
fi : [a, b] — R fliggvények Riemann-integralhatdk és \; € R

(i=1,...,n), akkor a > A, f; fliggvény is Riemann-integralhato és
i=1

. . b
a/;)\ifizg)\ia/fr

2. tétel. Ha f : [a,b] — R Riemann-integralhato, akkor f? is, tovabba
1
ha létezik ¢ > 0, hogy |f(x)| > ¢ barmely = € [a,b], akkor — is Riemann-

f

integralhato.

3. tétel. Ha az f,g : [a,b] — R fiiggvények Riemann-integralhatok,
akkor f-g is, tovabba ha létezik ¢ > 0, hogy |g(z)| > ¢ barmely x € [a, b]-
re, ugy % is Riemann-integralhato.

Bizonyitds. Az

1 f 1
frg==(f+9?—-(f—9)7 e ==f-—
W+ = (=97 & L=
egyenlGségek — az elsd két tétel felhasznalasaval — nyilvanvaléan adjék az
allitast. O
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Megjegyzések.
1. A 3. tétel teljes indukcioval adja, hogy véges sok Riemann-integréal-
hatoé fiiggvény szorzata is Riemann-integralhaté.

2. Riemann-integralhaté fliggvények kompozicioja altalaban nem Rie-
mann-integralhato.

3. Legyen f :[a,b] = R, g:[c,d] — R és Ry C [¢,d]. Ha f Riemann-
integralhaté és g folytonos, akkor g o f Riemann-integralhato.

4. tétel. Ha f : [a,b] — R Riemann-integralhaté fiiggvény, akkor |f| is

Riemann-integralhato.

6. Egyenlétlenségek, kozépértéktételek
Riemann-integralra
1. tétel. Legyenek f,g : [a,b] — R Riemann-integralhatok és f < g,
b b
akkor [ f < [g.
Bizonyitds. Legyen (Py) tetszSleges normalis felosztassorozata [a, b]-nek,
th € [xF |, z¥] tetszoleges, akkor f(t¥) < g(tF) miatt o(f, Pr) < o(g, Pr),

ami adja az allitast. ([l

Megjegyzés. Ha f, g : [a,b] — R korlatos fliggvények és f < g, akkor

b b b
fS_/g és /fﬁ/g-

2. tétel. Legyen f : [a,b] — R Riemann-integralhato, akkor

b b
/fs/lfh

Bizonyitds. |f| az 5.4. tétel miatt Riemann-integralhato, igy a —|f] <
[ < |f] egyenl6tlenségb6l az 1. tétel miatt — [|f] < [f < [|f], ami
adja az allitast. ([l

@I\@
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3. tétel (kbzépértéktétel). Legyenek f,g : [a,b] — R Riemann-integ-
ralhatok, tovabba

m< flx) <M, 0<g(z) (z€]a,b]),

akkor

b b b
m-/gé/f-géM-/g~

Bizonyitds. m-g, f-g, M - g Riemann-integralhatok és

m-g<f-g<M-g
[a, b]-n, melybdl az 1. tétel miatt jon az allitas. O
Kovetkezmények.
1. Legyen f : [a,b] — R Riemann-integralhato, m < f < M, akkor

b
1
m= <M.

—a
a

Bizonyitds. A 3. tételbdl g(x) = 1 valasztassal kapjuk az allitast.
2. Ha f:[a,b] — R folytonos fliggvény, akkor létezik ¢ € [a, b], hogy

ﬂ@=bfajf.

Bizonyitds. f folytonossdga miatt m = inf f([a,b]), M = sup f([a, b])

1 b
fiiggvényeértékek, az 1. kovetkezmény miatt Py [ f € [m,M], igy
—a?

1 b
Bolzano egy tétele miatt létezik ¢, hogy f(c) = —a [ f, amit bizo-
—a)

nyitani kellett.
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7. Az integral, mint a fels6 hatar fiiggvénye

1. definicié. Legyen f : [a,b] — R Riemann-integralhato, akkor

o -]

2. definicié. Legyen f : [a,b] — R Riemann-integralhato, akkor az
(I-F) F:la,b) =R, F(x)= /f(t)dt

szerint definidlt F fliggvényt f integraljanak, mint a felsé hatar
fliggvényének nevezziik. Ezt szokas teriiletméro fiiggvénynek, vagy
f integrdlfiiggvényének is nevezni.

1. tétel. Legyen f : [a,b] — R Riemann-integralhato, akkor F (f integ-
ralja, mint a felsé hatar fiiggvénye) folytonos [a, b]-n.

2. tétel. Legyen f : [a,b] — R Riemann-integralhaté és folytonos az
x € [a, b] pontban, akkor az F (f integralja, mint a fels6 hatar fiiggvénye)
differencialhat6 xz-ben, és F'(x) = f(x). (Tehat, ha f barmely z € [a, b]-
ben folytonos, gy F egy primitiv fiiggvénye f-nek.)

Bizonyitds. Legyen e > 0 tetszéleges, akkor f x-beli folytonossaga miatt
létezik 6(g) > 0, hogy

Vitelab], [t—z|<dle) = |ft)— f(z) <e.

Legyen h olyan, hogy « + h € [a,b] és |h| < §(¢), akkor — felhasznalva,
x+h
hogy [ f(x)dt = hf(z) - jon:
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F( h) F( ) 1 z+h x z+h
x + —r(x
EEBZED | < |5 ([ rwae- [roa- [ s |-
1 z+h r+h 1 z+h
|5 | [ e [rear)|= |5 [ ) - e <
z+h z+h
< |—;L‘sign(h) ! lf(t) — fx)|dt < % z/sdt = %hs =e,
ami azt jelenti, hogy létezik
Fx+h)— F(z
Fla) = fim TEE D o iy

amit bizonyitani kellett. Ha f : [a,b] — R folytonos, ugy ez igaz barmely
x € [a,b] esetén, azaz F'(x) = f(z) (z € [a,b]), tehat F' egy primitiv
fiiggvénye f-nek.

Tehat minden (intervallumon értelmezett) folytonos fiiggvénynek
van primitiv fiiggvénye. d

8. A Newton-Leibniz formula

Tétel (Newton-Leibniz formula). Legyen f,F : [a,b] — R olyan,
hogy f Riemann-integralhat6, F folytonos [a,b]-n és differencidlhato
la,b[-n, tovabba F'(z) = f(x) (x €]a,b][), akkor

b
[r=F®)-r@

(Az F(b) — F(a) szamot szokds [F(x)]% médon is jelolni.)

Bizonyitds. Legyen (Py) = ({z¥ | i =0,1,...,n1}) tetszéleges normalis
felosztassorozata [a,b]-nek. F teljesiti a Lagrange-tétel feltételeit bar-
mely [z¥_;, %] intervallumon, igy 3 tF €]z¥ |, 2% [, hogy

F(af) = Fa_y) = F'(t)) A} = f(t])Ax}

i i Vi=0,1,...,ng esetén.
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Ezeket 0sszegezve pedig

F() = Fl) = Y (Fab) — F)) = Y 1#)aat = o(f, P

kovetkezik V k-ra, igy k — oo esetén (f integralhatésaga miatt)

b
ﬂ@—ﬂ@=dﬂm%ﬁ/ﬁ

b
azaz F(b) — F(a) = [ f (mert o(f, P) konstans sorozat), és ezt kellett

a
bizonyitani. O
Megjegyzés. Ha F differencidlhato [a,b]-n és F' = f, azaz F primitiv
fliggvénye f-nek, akkor F-et nyilvan az I.1. fejezetben tanultak szerint
hatarozzuk meg, majd alkalmazhatjuk tételiinket.

Peéldak. ,
1. Szamitsa ki az [[z] dz Riemann-integralt (ha létezik).
1
Az f(z) = [z], z € [1, 2] figgvény monoton névekedd, ezért Riemann-
integralhato. A F(x) = z, z € [1,2] fuggvény differencialhato, to-
1

vabba F'(z) = 1 = [z], ha © € [1,2[. Teljesiilnek tehat tétellink
feltételei, igy

/[x]dx:F(Q)—F(l):Q—l:l.

2. Szamitsa ki az [ sin(x) dz Riemann-integralt (ha létezik).
1

Az f(z) = sin(z), = € [0, 7] folytonos, ezért Riemann-integralhato.
Ismeretes, hogy [ sin(x)dx = — cos(z) + C (z € R), igy a

F(z) = —cos(z), (z € [0,7]) az f primitiv fliggvénye (azaz F'(x) =
f(@)) [0, 7]-n, ezért tételiink és a megjegyzés miatt

T

/sin(x) de = [— cos(:z:)];r =1+1=2.
1
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9. Parcialis és helyettesitéses Riemann-integralok

1. tétel (parcialis Riemann-integralas). Ha az f, g : [a,b] — R fiigg-
vények folytonosan differencialhaték, akkor

b b
/ 19 = F(b)g(b) — f(a)gla) — / 7

Bizonyitds. Legyen F : [a,b] — R, F(t ffg +ffg—|—f a)g(a) —
F(t)g(t), akkor ¥ ¢ € [a, bl-re 3 F'(£) és

F'(t) = ft)g'(t) + f'(D)g(t) = [f(W)g()] =0 (Yt € [a,b]),
igy F(t) = ¢, illetve F(a) = 0 miatt ¢ = 0 és ezért F(b) = 0, ami F

definiciéjabol adja az allitast. 0

Példa. Szamitsuk ki az [ zsin(z)dz Riemann-integralt (ha létezik).

0
Az f(z) =z, g(z) = —cos(x) (z € [0, n]) folytonosan differencialhatok,
mert létezik f'(z) =1, ¢'(z) = sin(z) (x € [0,7]) és az f', ¢’ : [0,7] = R
fiiggvények folytonosak. Ezért tételiink és a Newton-Leibniz formula
szerint

T ™

/xsin(m) dx = m(—cos(m)) — 0 - (—cos(0)) — / 1-(—cos(x))dx =

0 0
kg

=7+ /cos(x) dr =7+ [sin(:z:)]g =T.

0

2. tétel (helyettesitéses Riemann-integralas). Ha g : [a,b] — [c, d]
folytonosan differencidlhato, f : [c,d] — R folytonos, akkor

b g(b)
(H-R) / Fa(@))g (z) da = / f(@) da .
a g(a)
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Bizonyitds. Legyen H : [c,d] — R, H(u f f(z)dz, akkor H diffe-
g(a)
rencialhato és H'(z) = f(z) (z € [¢,d]). Legyen tovabba G : [¢,d] — R
g(t)
/f g do— [ f(o) do
g(a)

akkor 3 G'(t) = f(g9(t))g'(t) — H'(9(t))g'(t) = 0, és igy G(t) = c. De
akkor G(a) = 0 miatt ¢ = 0, és igy G(b) = 0, ami G definicioja miatt
adja az allitast. a

Megjegyzések.
1. (H-R)-ben z helyett irhatunk ¢ valtozot a baloldalon és akkor az a

g(b) b
(H*R) / f(z) dz = / Fa(t)g(t) dt
g(a) a

alakban is irhato.

2. (H-R)-t akkor hasznéljuk, ha észrevessziik, hogy a kiszamitandoé in-
tegralunk integrandusa f(g(x)) - ¢'(x) alaka, mig (H*-R)-t akkor, ha
az © = g(t) (t € [a,b]) helyettesitéssel akarjuk (tudjuk) kiszamitani

g(b)
az [ f(z)dz integralt.
g(a)
Példak. W
z
1. Szamitsuk ki az [ = f%
x

integralt.
Nyilvan

[%, 41, g(z) = % folytono-
R, f(z) = sin(z) folytonos
H-R) és néhany korabbi

tovabbé lathato, hogy a g [% ] —
san differencialhaté és az [ ,%]
fliggvények teljesitik a tetel feltetelelt igy (
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eredmény szerint

™ ™

2
2 2 S
1 . 1 1. 1 .
/I—251n (5) dx = —/—ﬁsm (;) dzx = —/sm(m)dm =
s i 4
2 4
sin(x) dx = cos <—) — cos (—) .
7r ™

1
2. Szamitsa ki az [ =%z do Riemann-integralt.
0

|
W

Ws\am

Az f(z) = 1f;m (x € ]0,1]) fiiggvény folytonos.
Legyen g(t) = logt (¢t € [1,€]), ekkor g([1,¢e]) = [0,1], 0 =g(1), 1 =

g(e) és g (¢'(t) = + miatt) folytonosan differencidlhato, ezért a (H*-

R) szerint
1 loge e e
T x logt 1 1
(&) e e
= [ o= [ S —dt= [ ——dt=
/14—6293 x /1-1—623” x /1+e2logtt /1+t2
0 log 1 1 1

= [arctgt]i = arctge — % .

10. Fiiggvénysorozatok és fiiggvénysorok tagonkénti
integralhatosaga és differencidlhatésaga

1. tétel. Ha az f, : [a,b] = R (n = 1,2,...) fiiggvények Riemann-
integralhatok [a,b]-n és az (f,) fiiggvénysorozat egyenletesen konvergél
az [ : [a,b] — R fiiggvényhez [a,b]-n, akkor f Riemann-integralhat6
[a,b]-n és

b b

(1) /f: lim | f,

n—oo
a a

teljestil.
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Kovetkezmény. Ha az f, : [a,b] — R fiiggvények Riemann-integral-
hatok [a,b]-n, és Y f, egyenletesen konvergél [a,b]-n az f : [a,b] — R

b co b
fiiggvényhez, akkor f Riemann-integralhato [a,bl-n és [ f= > [ fa.
a n=1a
Bizonyitds. A Y f, fliggvénysor (S, ) részletdsszeg sorozatara alkalmaz-
zuk az 1. tételt. O

2. tétel. Ha az f, : [a,b] — R (n = 1,2,...) fiiggvények folytonosan
differencialhatok [a, b]-n, valamely xq € [a,b] esetén (f,(xo)) konvergens,
tovabbad (f]) egyenletesen konvergens [a,b]-n, akkor (f,) egyenletesen

konvergidl egy f : [a,b] — R fliggvényhez [a, b]-n, létezik [’ és
(3) fl@) = lim fi(x)  (x€[a,b])

Kovetkezmények.
1. Ha f, : [a,b] = R (n = 1,2,...) folytonosan differencialhatok és

letezik zg € [a,b], hogy > fn(xo) konvergens és > fI egyenletesen
n=1
konvergens [a, b]-n, akkor 3 > f, = f és létezik f' = f).

2. A tétel specidlis esete a hatvanysorok differencialhatosagara vonat-
kozo tétel (hiszen a feltételek ekkor természetesen teljesiilnek).

11. Improprius Riemann-integral

1. definici6é. Legyen a € R, a < b < 400, f : [a,b[— R minden
[a,t] C [a,b] intervallumon korlatos és Riemann-integralhato fiiggvény.
Tegyiik fel tovabbé, hogy b = 400 vagy 3 € > 0, hogy f nem korlatos a
[b — €, b[ intervallumban. Ha létezik a

(1) tliggo/tfi/bf

véges hatarérték, akkor azt az f fliggvény tmproprius Riemann-
b

integrdljanak nevezziik [a, b[-n. Ilyenkor azt mondjuk, hogy az [ f im-
a

proprius integrdl konvergens. Ha (1) nem létezik, akkor az impro-

prius integralt divergensnek mondjuk.
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2. definicié. Haa € R, —oco < c¢ < a, [ :]c,a] — R minden [t,a] Clc,a]
intervallumon korlatos és Riemann-integralhatd, ¢ = —oco vagy 3 ¢ > 0,
hogy f nem korlatos ]c, ¢ 4 €]-on. Ha létezik a

2) ggm;fé]f

véges hatarérték, akkor azt az f improprius Riemann-integraljanak
nevezzik (c,a]-n. (A konvergencia illetve a divergencia az eléz6ekhez
hasonlo.)

3. definici6. Legyen —oo < a <b < +o0o,f:]a,b[= RV [z,y] Cla,b]
intervallumon korlatos és Riemann-integralhato, tovabba a = —oo vagy
b = +oo (vagy mindketts) vagy létezik € > 0, hogy f nem korlatos az
Ja,a+e]U[b—¢,b] intervallmon. Akkor a

Y b
i fr= 1
y—b—0
xr a

véges hatarértéket (ha létezik) f [a,b] feletti improprius Riemann-

integrdljanak nevezziik.

Példak.

1. Konvergens-e az +fooxa dz improprius integral, ahol o € R rogzitett?
Legyen a = 1, blz +oo, ekkor az f : [1,4+o0[— R, f(z) = z“

fiiggvény barmely [1,¢] C [1, 4+o00[ intervallumon korlatos és Riemann-
integralhat6 (hiszen folytonos) és

: l,a+1 t 1
[ } L s 1) haas-l,
2% dyp — a+l], a+l
1 [lna]i:lnt ,ha a=—1.
Tovabba
0 h -1
lim ¢! = ) 1a < —4, lim Int=+oco .
t—+oo 400 ,haa>-—1, t—+o0
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Ezért az 1. definici6 szerint
1

+ . a+1 _ —- - _
/ooa tEIEooOz—Fl(t 1) ] ,ha oo < —1,
¥ dr =
1 +o0 , ha o > —1 (divergens).

—+o0
2. Konvergens-eaz [ e** dx improprius integral, ahol o € R rogzitett?

0
Legyen a = 0, b = 400, ahol az f : [0,400[— R, f(z) = e**
fliggveény barmely [0,¢] C [0, +o00[ intervallumon korlatos és Riemann-
integralhaté, mert folytonos, és

/ 101
/eazdx: {—eaz} = —(e* —1) ha o # 0,

Q@ «a
2 0
illetve
t t
/eordx:/ldx:t.
0 0
Mivel
. ot 0 ,ha a <0, i .
lim e* = és lim t=+o00,
t—-+o00 +o00o ,haa>0 t—=oo
igy
400 1
/ o —— Lhaa<0,
e dr = «
400 ,haa>0.

0

booob
1. tétel. Ha az [ f, [ g improprius Riemann-integralok konvergensek,
a a

b
A1, A2 € R, akkor [(A1f + A2g) is konvergens, és

b b

/(A1f+)\29)=>\1'/bf+>\2~/g.

a a

t
Bizonyitds. Példaul [-re igaz, majd t — b — O-val jon az allitas. ([l
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b b
2. tétel. Legyen f,g: [a,b[— R, m < f < M, g >0, létezik [g, [ fg

improprius integralok, akkor

b b b
m-/9§/f9§M~/97

illetve ha f folytonos, tgy létezik £ € [a,b], hogy

b b
[ro=16[9.

Bizonyitds. A Riemann-integralra vonatkozo tétel alapjan. O

3. tétel. Legyen a € R, b € Ry, a < b, f : [a,b[— R Riemann-
integralhaté barmely [a,c] C [a,b[ intervallumon, és d € [a,b]. Ha az
b b

[ f improprius integral konvergens, akkor az [ f is az, tovabb4

a d
b d b
fr1=]+]s
a a d
d b
(ahol [ f f [a,d] feletti Riemann-integraljat, mig [ f f [d,b[-re valo le-
a d

sziikitésének improprius integraljat jeldli.)

Bizonyitds. Mivel V x €]d,b[-re

]f(t)dt—jf(x) dl”+/mf(t)dt7
a a d

ebbdl kovetkezik az allitas. O



I1. fejezet

Vekotorterek, euklideszi terek, metri-
kus terek

Bevezetés

Itt Osszefoglaljuk azokat, a tobbvaltozos fiiggvények vizsgalatanal
fontos linearis algebrai fogalmakat és eredményeket, melyeket a Diszk-
rét matematika targyban tanultak, tanulnak (vektortér, euklideszi tér,
matrixok, determinansok).

Ugyanakkor (elsGsorban a 3. fejezetben, de részben mashol is) kiegé-
szitjiik ezeket azokkal az alapvets topologiai fogalmakkal és tételekkel,
melyek egyrészt az R topolégidjardl tanultak altalanositdsai, mésrészt
ugyancsak fontos szerepet jatszanak kés6bbi tanulmanyainkban (kor-
nyezet, nyilt és zart halmazok, torlédési pont, kompakt és Osszefiiggd
halmazok).

1. Vektortér, euklideszi tér és metrikus tér fogalma

1. definicié. Legyen adott egy V halmaz (elemeit vektoroknak nevez-
ziik). Tegyiik fel, hogy értelmezve van két mavelet:

— a vektorok Osszeaddsa, melyet z,y € V-re z + vy ,
— a skaldrral valo szorzds, melyet t € V A X € R esetén \z
jelol.

V-t e két mivelettel vektortérnek, (vagy linedris térnek) nevezziik,
ha barmely z,y,z € V, A\, u € R esetén

Hez+y=y+z (kommutativitas),
2) v+ (y+z)=(+y += (asszociativités),
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3) 30eV, z+0=2x (nullelem létezése),
H) VeV, 3 —zeV, o+ (—2)=0 (inverzelem létezése),
5 1-z=u,

6) A(pz) = (Ap)z

) A+pz= x+ux, Mz+y)=Az+\y (disztributivitas).

2. definicié. Ha V egy vektortér, akkor a (,) : V x V — R fiiggvényt
skaldris, vagy belsdszorzatnak nevezzik, haV x,y,z € V és A\, p € R
esetén

1) (z,y) =(y,2),

2) (z+y,2)=(z,2) +(y,2) ,

3) </\£E,y> = /\<I’y> )

4) (x,2) >0, (z,2) =0 <= =0
teljestiil.

3. definicié. Egy V vektorteret, rajta egy skaléris (vagy bels6) szorzat-
tal, belsészorzattérnek, vagy (néha csak valos értéki skalaris szorzat
esetén) euklideszi térnek neveziink.

4. definicié. Ha V belsGszorzattér, akkor az x € V vektor hosszan, vagy
euklideszi normdjan az ||z|| = \/(x, ) szamot értjiik.

1. tétel. Az euklideszi normara teljesiil:
1) |lz]| >0, ||z]| =0 < x=0, YeeV,
2) Az = [Al lz|  VzeV, AeR,
3) [z, ) < [l [lyl* ,
4 lz+yl <zl +lyl VayeV.
Bizonyitds.
1) Azonnal kivetkezik abbol, hogy ||x||? = (x,z) > 0 és akkor és csak
akkor = 0, ha x = 0.

2) Mzl = /A, Ax) = /A2, 2) = [N/ (2, 2) = [A]]|2]]

tulajdonsagait).
3) A
0< [z 4+ Ml = (z+ My, z + My) = (z, @) + 22Xz, ) + N {y,y) =
= NMllyl? + 22Xz, ) + 2> (Va,yeV, AeR)
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egyenl6tlenség (és a masodfoku fiiggvény ismert tulajdonsaga) adja
az allitast, ha |ly[|? > 0, ha y = 0, gy az &llitas nyilvanvaléan igaz
(x,0) =0 és ||y|| = 0 miatt.

) 0< |z +yl*=(z+y,z+y) = [z*+ yl* + 2(z,y)
< 2l + llyll* + 2142, )] < ll=ll* + Iyl + 2l [yl = () + lyl)?

és az egyenlGtlenségek ismert tulajdonsaga adja az allitast. g

Megjegyzés. Minden, az 1)-4) tulajdonsagot teljesits ||.| : V — R
fliggvényt norméanak neveziink V-n.

5. definicié. Ha V belsGszorzattér (vagy euklideszi tér) akkor az x,y €
V vektorok euklideszi tdvolsdgan a d(x,y) = ||z — y|| szamot értjiik és
azt mondjuk, hogy a d : V x V — R filiggvény tavolsag, vagy metrika
V-ben.

2. tétel. A V-beli euklideszi tavolsagra teljesiil:

1) d(z,y) >0, dz,y)=0 < z=y, Vrz,yeV,
2) d(z,y) =d(y,xz) Va,yeV,
3) d(z,2) <d(z,y) +d(y,z) Va,y,2€V.
Bizonyitds.
1) d(z,y) = [z — ]| >0, 6 d(r,y) =0 <> =0, haz =y
2) dz,y) =lz—yl=1-Ww-—2)=ly—=|=dy, )
3) dz,z) =z —z|=[(z—y)+y—2)| <z -yl + v -zl =
=d(z,y) + d(y, 2). O

6. definici6. Legyen X egy nemiires halmaz. Ha értelmezve van egy
d: X x X — R fiiggvény az

1) d(z,y) >0, dz,y)=0 < z=y, Vae,ye X,

2) d(x,y) =d(y,z) VzyeX,

3) d(z,2) <d(z,y) +d(y,z) VwyzeX
tulajdonsagokkal, akkor azt mondjuk, hogy d metrika X-en és X-et
metrikus térmek nevezziik. Jelolés: (X, d).

Megjegyzés. R a d(x,y) = |x — y|, mig a V euklideszi tér a d(z,y) =
|l — y|| metrikaval metrikus tér.
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7. definicié. Legyen (X,d) metrikus tér. Az a € X r (> 0) sugart
nyilt gombkornyezetén a K(a,r) = {z € X | d(z,a) < r} halmazt
értjik.

8. definicié. Legyen (X, d) metrikus téer. H C X korldtos, ha H = ()
vagy H # () esetén 3 r € R, hogy V x,y € H-ra d(z,y) < r.

Ekkor a diam H = sup{d(z,y) | x,y € H} szdmot H dtmérdjének
nevezziik.

Megjegyzés. Egyszertien belathato, hogy H € X (H # () pontosan
akkor korlatos, ha 3a € X A3 r € R, hogy d(z,a) <rV x € H esetén.

2. Az R" euklideszi tér

1. definicié. Legyen R! = R, és ha n € N-re méar R" értelmezett, akkor
R*TL = R™ x R. R" elemeit (z1,...,z,)-nel jeloljiik és rendezett valds
szdm n-eseknek nevezziik, ahol

(X1, Tn) = (Y1, -y Yn) < T1=Y1,-,Tn = Yn -

Ha © = (21,...,z,) € R", akkor az z;-ket az = koordindtdinak, R™
elemeit pontoknak, vagy vektoroknak is nevezziik.

Szokasos az R"™ = ]I%R X - X I& jelolés is és azt is mondjuk, az R™ R
onmagaval vett n-szeres Descartes-szorzata.

Megjegyzés. R? = R x R egy modelljét (reprezentaciojat) mar a Kal-
kulus I. V.1. fejezetében megadtuk, mint a sikbeli Descartes-féle koordi-
natarendszert.

R3 = R x R x R egy modellje (reprezenticija) az alabbi modon
bevezetett térbeli Descartes-féle koordinatarendszer.

Ha adott a sikbeli Descartes-féle koordinatarendszer, ugy annak
(0,0) koordinataju pontjaban allitsunk merdleges egyenest, mely egy
olyan szamegyenes, melynek 0 pontja a (0,0) doféspont, az egységet
pedig ugy jeldljiik ki, hogy onnan a sikra ,nézve” az y-tengely pozitiv
forgassal vihet$ at az x-tengelybe. Az 4j tengelyt z-tengelynek is nevez-
hetjiik.
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P(x,y,z)

.

P'(z,y)

N
.
1
1
1
1
1
1
!
T
1
1
1
1
1
1
1
A
A%

A tér pontjaihoz az (z,vy, z) € R? rendezett szamharmasokat bijekti-
ven lehet hozzarendelni gy, hogy egy P ponthoz rendelt z koordinata a
P-bél a z tengelyre bocsajtott meréleges talppontjanak megfelels szam
a z szamegyenesen, mig ha P’ a P pont mersleges vetiilete a sikra, ugy
x és y a P’ koordinétai a sikbeli Descartes-féle koordinatarendszerben.

Ekkor a tér pontja valés szamharmasokkal, R? elemivel jellemezhe-
t6k, és forditva.

2. definicio. Legyen adott az R™ halmaz és értelmezziik benne az éssze-
adds és skaldrral valo szorzds miiveletét

r+y=(x1+y1,. - Tn+yn), iletve Iz = (Az1,..., \z,)
szerint, ha © = (z1,...,2n), ¥y = (Y1,---,Yn) ER™ A X ER.

1. tétel. R™ a most értelmezett két miivelettel vektortér (vagy linedris
tér).

Bizonyitds. A vektortér 1)-7) tulajdonsagai egyszerten ellenérizhetsk.
1 n

A nullelem: 0= (0,...,0) . O

2. tétel. Hax = (z1,...,24), y= (Yy1,.-.,Yn) € R", tgy

(z,y) = 21y1 4+ + Tnyn
skaléris (vagy bels6) szorzat R™-ben.
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Bizonyitds. A belsGszorzat 1)-4) tulajdonsaganak ellendrzésével. O

3. tétel. Hax = (x1,...,2n), y= (Y1,--.,Yn) € R", akkor az

] = vz, z) =

Zx?, illetve d(x,y) = ||lz—y| =
i=1

szerint definialt norma, illetve tavolsag (metrika) teljesiti a norma, illetve
metrika tulajdonsagait.

Bizonyitds. Egyszert (feladat). O

Megjegyzések.

1. A 2., 3. tételben definialt skalaris (belsd) szorzattal, norméval, il-
letve tavolsaggal (metrikaval) R™ euklideszi tér, euklideszi normaval
és metrikaval. (R™,d)-t n-dimenzios euklideszi térnek is nevezik.

2. Han =1, tgy ad(z,y) = |z —y| (z,y € R) tavolsaggal (R, d) =
(R, d) metrikus tér, hiszen d teljesiti a metrika 3 tulajdonsagat.

3. Az a € R” pont (vektor) r sugart nyilt gdmbkornyezete a

K(a,r) ={z e R" | d(z,a) < r}
halmaz, ahol d az R™-beli euklideszi tavolsag.

4. A korlatossag és az atmeérs fogalma (R™, d)-ben ugyanaz mint (X, d)-
ben.

Igaz tovabba, hogy H C (R™,d) <= korlatos, ha 3r € R, H C
K(0,7) (azaz ||z|| <r V x € H).

3. R" topologiaja

Az (R™, d) metrikus térben egy a € R™ vektor, pont vagy elem r >
0 sugart nyilt gédmbkornyezetén a K(a,r) = {x € R" | d(z,a) < 7}
halmazt értettiik, ahol a

R™-beli metrika szerepel. Ha sziikséges a megkiilonbdztetés, akkor szokas
a dgn jelolés is az R™-beli tavolsagra (metrikara).
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1. definicié. Legyen adott E C (R™,d) halmaz. Azt mondjuk, hogy
- x € F belsé pontja E-nek, ha 3 K(z,r), hogy K(z,r) C E;
— x € R" kiilsé pontja E-nek, ha belsé pontja C' E-nek
(azaz 3 K (z,7), K(z,r) N E = 0);
— x € R™ hatdrpontja E-nek, ha nem bels§ és nem kiils§ pontja
(azaz V K (z,7r)re K(z,r)NE #0 N K(z,r)NCE # ().
A bels6 pontok halmazat F belsejének, a hatarpontok halmazat E hatd-
rdnak nevezziik.

Példa. Legyen E =]0,1[x ]0,1[C R

(3,3) belss pontja E- nek mert példaul K((3,3),1) (az (3,3) pont 7
sugart kdrnyezete) teljesiti, hogy K((3,1),1) C]0,1[x]0,1[.

(3,0) kiils6 pontja E-nek, mert K((3,0),1) N E = () miatt K(( 0),1) C
Cr2E, azaz (3,0) bels6 pontja Cgz E-nek.

(1,0) hatarpontja E-nek, mert V r > 0 esetén K((1,0),r) ¢ E (hi-
szen (1 + 3,0) € K((1,0),7), de (1 + 5,0) ¢ E) miatt nem belss és
K((1,0),r) ¢ CE (hiszen (1—%,0) € E) miatt nem kiilsé pontja E-nek.

2. definicié. Az E C (R",d) halmazt nyiltnak nevezziik, ha minden
pontja belsé pont; zdrtnak nevezziik, ha CE nyilt.

Példak.

1. E=]0,1[x]0,1[C R nyilt halmaz, mert V (z,y) € E esetén, ha
r =min{x,1 —z,y,1 — y}, akkor K((z,y),r) C E.

2. E =10,400[ x] — 00, 4+00[ zart halmaz, mert V (z,y) € CFE esetén,
ha
r= m akkor K ((z,y), |92”|) C CF, azaz (z,y) kiils6 pont és igy CE
nyilt, tehat E zart.

1. tétel. Az (R",d) metrikus térben igazak a kévetkezdk:
1) R™ A @ nyilt halmazok,
2) nyilt halmazok egyesitése nyilt,
3) véges sok nyilt halmaz metszete nyilt,

illetve

1) R™ A @ zart halmazok,
2) zart halmazok metszete zart,
3) véges sok zart halmaz egyesitése zart.
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3. definicié. Legyen adott E C (R™,d). Az zp € R" pontot az E hal-

maz torléddsi pontjanak nevezziik, ha V K(xg,7) (R"-beli) krnyezet

tartalmaz xo-t6l kiilonb6z6 E-beli pontot, azaz (K (xo,r)\{zo})NE # 0.

E torlodasi pontjainak halmazat szokas E’-vel jelolni.

xo € E izoldlt pontja E-nek, ha nem torlodasi pontja, azaz 3 K (zg, ),

hogy (K (z, 1)\ {z0}) N E = 0.

Példak.

1. Az E ={(%,0) | n € N} C R? halmaznak a (0,0) pont torlodasi
pontja ((0,0) ¢ E), mert ¥V K((0,0),r)-ben van eleme E-nek, hiszen
YV r > 0- ra — mert N feliilrél nem korlatos — 3 n € N, hogy n > %,
azaz 0 < = < r, igy (0,1) € K((0,0),7).

2. AzE= N xN = {(n,n) | n € N} C R? halmaz minden pontja izolélt
pont, mert V n € N-re (K((n,n),1)\ (n,n)) N E =0.

2. tétel. Az E C (R",d) akkor és csak akkor zart, ha E' C F (azaz

tartalmazza minden torlédasi pontjat).

3. tétel (Bolzano-Weierstrass). Barmely S C R™ korldtos végtelen

halmaznak létezik torl6dasi pontja.

4. definicié. Nyilt halmazok egy {o,} rendszere az S C R™ halmaznak
egy nyilt lefedése, ha S C |Jo,.

Példa. Az E = Nx N C R? halmaznak a {K((n,n),1) | n € N} halmaz-
rendszer egy nyllt lefedése, mert barmely n € N-re (n,n) € K((n,n),1),

igy (n, n)eglK((@ ,1),1), azaz E C UK((Z i),1).

5. definicié. A K C R" halmaz kompakt, ha minden nyilt lefedésébdl

kivalaszthato véges sok halmaz, mely lefedi K-t.

Példak.

1. F =N x N nem kompakt, mert barmely K((n,n),1) elhagyasaval az
el6bbiekben adott nyilt lefedés maradék halmazai mar nem fedik le
E-t, igy koziiliik véges sok sem fedheti le.

2. K={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)} kompakt halmaz, mert K barmely o
nyilt lefedése esetén K C o miatt létezik o1, 09, 03, 04 nyilt halmazok
o-bol, hogy (i,7) € o; (1 = 1,2,3,4), igy K C U 04, azaz barmely

i=1

0-bol kivalaszthato véges lefedés.
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4. tétel (Heine-Borel). Egy K C R™ halmaz akkor és csak akkor
kompakt, ha korlatos és zart.

Példak.

1. A K =1{(1,1),(22),(3,3),(4,4)} halmaz kompakt, mert korlatos
(példaul K c K((0,0),10)) és zart (mert nincs torlodasi pontja).

2. E = NxNnem kompakt, mert nem korlatos, ugyanis d((1,1), (n,n)) =
(n — 1)v/2 és N feliilr6l nem korlatossdga miatt nem létezik r > 0,
hogy d((¢,1), (4,7)) < r teljesiilne barmely 4, j € N-re.

6. definici6. Az (X, d) metrikus tér dsszefiiggd, ha nem létezik X-nek
olyan nemiires o1, os nyilt részhalmaza, hogy o1 Nos = () és 01 Uoy = X.
A H (#0) C X dsszefiiggd X -ben ha (H,d) 6sszefliggs metrikus tér.
(A d metrika H x H-ra valo lesztkitését is d-vel jeloljik, és (H, d) valoban
metrikus tér.)

5. tétel. (R™,d) dsszefiiggd.

4. Tovabbi linearis algebrai elGismeretek

Az el6z6ekben definidltuk a vektorteret, a skalaris szorzatot, vekto-
rok euklideszi norméjat, vektorok euklideszi tavolsédgat, illetve ezekhez
kapcsolédva, specialisan az R™ euklideszi teret.

A kovetkez6kben a lineéris algebra néhany olyan (a Diszkrét ma-
tematika cimi targyban részletesen is vizsgalt) fogalmat vezetjiik be,
melyekre a késGbbiekben sziikségiink le.

1. definicié. n-szer m szam egy

all e A1m
A= - (aij)nxm
[07%% Anm,

alakd elrendezését n x m-es mdtriznak, az a;; szdmokat a mdtriz
elemeinek nevezziikk. Ha n = m, akkor négyzetes (kvadratikus) mdt-
rizrol beszéliink.
Az n x m tipusi matrixban a szdmokat n sorba és m oszlopba he-
lyeztiik el. Azt a tényt, hogy egy szam az A matrix i-edik sordban és
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j-edik oszlopaban van az indexei fejezik ki, igy a;; jeloli (az els6 a sor-,
a masodik az oszolpindex).

Két méatrix azonos tipusu, ha soraik és oszlopaik szama is meg-
egyezik.

Két matrix egyenld, ha azonos tipustak és az egymasnak megfeleld
helyen 1év6 elemeik egyenl&ek.

Megjegyzések.
1. Az

A= :
0 ... 0
matrixot null-mdtriznak nevezziik (azaz, ha V a;; = 0).
2. Az

aill . an1
AT =
A1m - Anpm,

métrixot az A matrix transzpondlt mdtrizanak nevezziik. (AT
oszlopai az A sorai, AT sorai A oszlopai.)

3. Ha A kvadtratikus matrix, akkor az ai1,...,an, szamok A fédia-
gondlisat alkotjak.

4. Ha a kvadratikus méatrix f6diagonélisdban csupa 1 &ll, a t6bbi eleme
pedig nulla, akkor egységmadtrizrol beszéliink:

1 ... 0
E=1:
0o ... 1
2. definicié. Ha A = (a;j)nxm, B = (bij)nxm adott mdtrizok, akkor
azok dsszege az a C' n X n-es méatrix, melyre

C=A+B=(a;jj+bij)nxm = (Cij)nxm -
Az A = (aij)nxm mdtriz A € R skaldrral valé szorzata a
AA = (Aaij ) nxm
matrix.
Az n x m-es matrixok e két miveletre nézve vektorteret alkotnak.
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Példa. Ha

1 3 4 01 3
A‘(z 1 2)’ B_(s 2 1)’ A=5,

140 34+1 4+3\ (1 4 7
2+3 1+2 2+41) \5 3 3)°

sq_ (51 53 5:.4) _ (5 15 20
“\5-2 5.1 5-2) \10 5 10/)°
3. definicié. Az A = (aik)nxm €8 a B = (bkj)mxp mdtrizok szorzata
az a C n X p tipusi matrix, melyben

m
cij = E aikby;j,
k=1

akkor
A+B= (

azaz
A-B= C = (Cij)nxp = (Zaikbkj>
k=1 nxp
Példa. Ha
1 0
S T ]
3 3
akkor

Ap_ (21412433 2.041.243.3) _ (13 11
“\1141-244-3 1-041-244-3) 7 \15 14)°

1. tétel. A mdtrixszorzas fontosabb tulajdonsdgai:
A-(B-C)=(A-B)-C,
A- (B+C)=A-B+A-C, (A+B)-C=A-C+B-C,
(M)-B=XA-B)=A-(\B),
(altaldban: A-B # B - A).

Megjegyzés. Az 1 x n tipust matrixot sormdtriznak, mig az n x 1
tipusut oszlopmdtriznak nevezziik. Az

(X1, ymn) = (21 .. )
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és
Z1
(T1,...,2n) —
xn

kolcsondsen egyértelmi megfeleltetések linearis izomorfiat adnak R™ vala-
mint az 1 x n, illetve n x 1 tipusd matrixok vektorterei kozott. A
kovetkez6kben R™ elemeit, ha mast nem mondunk, oszlopmatrixokkal
reprezentaljuk.

4. definicié. Az A kvadratikus méatrix znvertdlhato, ha létezik olyan
X métrix, melyre
AX=XA=F

(ha A n x n tipust, akkor létezik n x n tipusd egységmatrix). X-et az
A inverz matrixanak nevezziik.

2. tétel. Ha A invertalhato, akkor csak egy inverze van. (Ha A invertal-
haté, tigy inverzét A~! jeléli, erre AA™! = A1 A = E teljesiil.) Ha A
invertalhato, gy inverze is az és (A~1)~1 = A, Ha A és B invertalhato,
akkor (AB)~™! = B~1A~!. Ha A invertalhato, igy (A7) = (A~H)T.

5. definicié. Egy A = (a;;)nxn kvadratikus matrixhoz rendeljiink hozza
egy valos szamot gy, hogy:
— minden sorbél kivalasztunk pontosan egy elemet Ugy, hogy minden
oszlopbdl is ki legyen valasztva pontosan egy elem,

— ezen elemeket Osszeszorozzuk és pozitiv vagy negativ elGjellel 1at-
juk el aszerint, hogy a kivalasztott elemek (amennyiben sorindexeik

az inverziok (felcserélt elemek) szama paros vagy paratlan.

— a tagokat minden lehetséges médon képezve Osszeadjuk.
Az igy kapott D szamot az (ai; )nxn matrix determindnsanak nevezzik
és
all e A1n
p=|: | =14
[07%% Ann

jeloljiik (n-edrendi determinans).
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Példak.
1. D= Y (=1)%ay, - ank,, ahol J a kq, ..., k, permutaciéban
klw"akn
1év6 inverziok szama. Az Gsszeg n! tagot tartalmaz.

2. A definici6 alapjan

a1l a2

= 011012 — @12021
az1 a2 ’

tovabba

ailr a2 ais
a1 @22 Q23| = A11022033 + 012023031 + 21032613 —
asy as2 a3z

— (a13a22a31 + 12021033 + a23a32a11) -

3. Egy determinans a; eleméhez tartozé adjungdlt algebrai aldeter-
mindnson azt az A;; n — l-edrendd determinénst értjik, mely az
eredetibdl az i-edik sor és a k-adik oszlop elhagyéasaval adodik, el-
latva a (—1)"* elgjellel.

Példaul a
1 2 1
2 3 2
3 4 5
determinéns esetén
Agy = (—1)*H! i ;‘:—(2-5—1-4):—6.

3. tétel. Egy A = (aij)nxn matrix determinansa rendelkezik az alabbi
tulajdonsagokkal:
1. Ha valamelyik soraban (oszlopaban) csupa 0 van, akkor D = 0.

2.

a1 . A1n

: : a1 N A1n
)\aﬂ e )\am = A

. . Anl  --- Gpn
an1 N Ann
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3.
aii e A1n a1 e A1n a1 e A1n
a;1 + bil e Ain + bzn = | ;1 e Qin | + bil . bzn
anl . Ann an1 . Ann anl1 .- - Ann

4. Ha két sorat felcseréljiik értéke (—1)-szeresére valtozik.

5. Ha két sor megegyezik, értéke 0.

6. Ertéke nem valtozik, ha egyik sordhoz hozzéadjuk egy maik sorat,
vagy annak t6bbszorosét.

7. Ertéke nem valtozik, ha sorait és oszolpait felcseréljiik.

8 D= Xn: aik Ay, (kifejtési tétel).

k=1
Mindezek megfogalmazhatok sorok helyett oszlopokra is.

Bizonyitds. A definicié alapjan. |
Példa. A
1 3 2 0
3 1 4 1
D= 2 210
1 2 3 2

determinans kiszamitasanal célszeri az utolsé oszlop szerinti kifejéssel
dolgozni, mert akkor csak két 3 x 3-as determinanst kell kiszadmolni,
mert

3 1 4 1 3 2 1 3 2
D=0-(-1)°12 2 1|+1-(-1)%2 2 1{+0-(-1)7|3 1 4
1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 3 2 |1 3 2 1 3 2
+2-(=1)%13 1 4/=1]2 2 1]+2(3 1 4.
32 1/ |1 2 3 32 1

4. tétel (determinansok szorzastétele). Két ugyanolyan rendd kvad-
ratikus matrix determindnsanak szorzata egyenld a szorzatmatrix deter-
minansaval:

|A-B| =[A]-|B]
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Bizonyitds. Megtaldlhaté a Diszkrét matematika jegyzetben. O

5. tétel. Ha az A kvadratikus matrix invetalhato, akkor a determinansa
nem 0 (azaz A reguldris mdtrix).

Bizonyitds. A invertalhato, igy létezik az A~! inverze, melyre A- A~! =
E. Igy a szorzastétel miatt

1=|E|=]A- A7 =4] |47,
amibdl |A| # 0 kovetkezik. O

6. tétel. Ha A olyan kvadratikus matrix, hogy |A| # 0 (azaz A reguls-
ris), akkor A invertalhaté és A~' inverzére:

App A ... An
P 1 Ap Aoy ... Apo B L(A)
S| B R
Ay, Agn .. A,

teljesiil, ahol Aj; az A = (aji)nxn mMatrix a;; eleméhez tartozé adjungalt
algebrai aldeterminans.

Bizonyitds. Konnyen belathato, hogy

Y ajsdis = 65lAl,  ahol 6; =4 7T
s=1 0 ) j # 7.
Ezutan mar
Aa = (Y apag | = GulA) = Gaoen =
A\ &= A
]:1 nxn
kovetkezik, azaz A~ az A inverze. O
. 1 2 o
Példa. Legyen A = 3 4] akkor |A| = —2 # 0, igy létezik A~ és

Ay = (1)1 =4, Ay = (-1)2H12 = -2, Ay = (—-1)123 = —4,
A22 = (—1)2+21 = 1 miatt

1/4 -2 -2 1
A_l T2 ( ) - ( ) ’
2\-3 1 3 -3
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(10
44 _(O 1)

6. definicié. Az A : R® — R™ leképezést (transzforméaciot) lined-
risnak nevezziik, ha

Az +y) = A(z) + Aly), Va,y € R",
A(Ax) = AA(x), VreR" AeR

és

valoban teljestil.

teljesiil.

Az A:R"™ — R™ linearis leképezések Osszességét szokas L(R™, R™)-
mel jelolni.
Megjegyzés. Legyen A m X n-es métrix, 4gy az

Alz) = A -x (x eR")
szerint értelmezett leképezés (transzformacio) A : R™ — R™ tipusa line-
aris leképezés (transzformacio).
Masrészt barmely A : R™ — R™ lineéris leképezés
Alz)=A -z (xr € R", A m x n-es matrix)

alakba irhato.
Igy barmely A : R™ — R™ linearis leképezés azonosithat6 egy A m x n-es
matrixszal.
7. definicié. Ha A € L(R",R™), akkor az

[A]l = sup {]|Az[|}

lzll<1

szamot az A linedris leképezés normdjdnak nevezzik.

7. tétel. A norma fontosabb tulajdonsdgai:

[Az < Al [l=[; JA]l < +o0;
A+ Bl < Al +[Bl; Al = Al [[A];
IBA|| < [B| [|All; (A € L(R",R™), B € LR™,R")).



I11. fejezet

Sorozatok R*-ban

A fejezet fogalmai és eredményei szoros analdgidt mutatnak a szam-
sorozatoknal tanultakkal (lasd Kalkulus I. III. fejezet).

1. Alapfogalmak és kapcsolatuk

1. definicié. Egy f : N — R* fiiggvényt R*-beli sorozatnak neve-
ziink. A sorozat n-edik elemét f(n), a,, , (vagy més) jeloli. A sorozat
elemeinek halmazara az {a,} vagy {z,} (vagy mas) jelolést hasznalunk.
Magat a sorozatot az f = {(a,), vagy f = (x,) (vagy mas) szimbélummal
jeldljik.

Példa. Az ((1,1+2)) R2%beli sorozat, n-edik tagja (L,1+ 2), az
elemeinek halmaza {(%, 1+ %) ’ ne N}.

2. definicié (korlatossag). Az (r,) R*-beli sorozat korlatos, ha {z,,}
korlatos.

Példa. Az <(%, 1+ %)> R2-beli sorozat korlatos, mert elemeinek
{(%,1 + %) | n e N} halmaza korlatos. A II. 2.4. megjegyzés miatt
elegend6 megmutatni, hogy létezik » > 0, hogy barmely n € N-re

2
1 2 1 2 244 5
dez (0,0, (214 2) ) =)=+ (14 2) =/ 2220
n n n? n n?

Mivel

2 2
\/n +4n+5<\/2n +8n+8:\/§n+2§3\/§7
n

n2 n2
egyszerten belathaté barmely n € N-re, igy r = 3v/2 jo lesz.
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3. definicié (konvergencia). Az (z,,) RPF-beli sorozat konvergens,
ha 3 2z € R* hogy V & > 0 esetén 3 n(e) € N, hogy V n > n(e)-ra
d(z,r,) = ||z — z,| < € teljesiil. Az 2 € R* szamot (vektort, elemet)
(z,,) hatarértékének nevezziik. Azt, hogy (x,) konvergens és hatarértéke
x, igy jeloljiik: nh_)rréo Ty = T Vagy T, — T.

Példa. Az ((1,1)) R2-beli sorozat konvergens és hatarértéke (0,1) €
R2. Ekkor azt kell megmutatni, hogy barmely ¢ > 0-hoz létezik n(e) € N,
hogy barmely n > n(e) (n € N) esetén

e ((2).00) = (2 0) wamp =t

Ez pedig igaz az (1) valos szamsorozat konvergencidja miatt.

Megjegyzések.

1. A kornyezet fogalmét felhasznélva a konvergencia an. ,kornyezetes"
V K(z,e)-hoz 3 n(e) € N, hogy V n > n(e)-ra x,, € K(z,¢) teljesiil.

2. Egyszertien belathato, hogy z,, — x < V K(z,¢)-re x,, € K(x,¢)
legfeljebb véges sok n € N kivételével.

4. definicié (divergencia). Az (z,,) R¥-beli sorozat divergens, ha nem
konvergens, azaz ha V x esetén 3 € > 0 (VK (z,¢)), hogy V n(e) € N-re
In>n(e), hogy d(z,z,) > e (V a, ¢ K(z,¢)).

Példa. Az ((n,0)) R2-beli sorozat divergens, ha megmutatjuk, hogy
barmely (z,y) € R? esetén létezik K ((,y),€), hogy barmely n(e) € N-
re létezik n > n(e), hogy (n,0) ¢ K((x,y),e).

ly] lyl

Ha (x,y) € R?, hogy y # 0, akkor nyilvan e = L-re K ((:my), 7) nem
tartalmaz egyetlen elemet sem a ((0,n)) sorozatbol (mert a kdrnyezet és
az x-tengely metszete ires).

Ha (z,y) = (x,0), akkor e = 1 esetén n > x + 1-re (n,0) ¢ K((x,0),1).

1. tétel (a hatarérték egyértelmisége). Ha (r,,) R¥-beli konvergens
sorozat, akkor egy hatarértéke van (azaz t, — a ésx, - b = a=0>).

Bizonyitds. Lasd Kalkulus I., ITI.1.; 1. tétel bizonyitasa. O

2. tétel (konvergencia és korlatossag). Ha az (z,) (RF-beli) sorozat
konvergens, akkor korlatos.



3. RESZSOROZATOK 57

Bizonyitds. Lasd Kalkulus 1., ITI.1., 2. tétel bizonyitasa. O

3. tétel. Az (x,) RF-beli sorozat <= konvergens és hatdrértéker € R¥,
ha x, = (1, ..., Tkn) jeloléssel az (x1y), ..., {(Tk,) (dgynevezett koor-
dinéta) sorozatok konvergensek és az x = (x1,. .., x) jeloléssel x;, — x;
(t=1,...,k).

Példa. Hatarozza meg az

n+1 1
3n+2 n24+1
R2-beli sorozat hatarértékét! Kordbbi tanulmanyaink alapjan
n+1 1 1
— = —_
3n+2 3’ n2+1
igy tételiink adja, hogy

n+1 1 1
2 )~ (0.
n+2 n2+1 3

2. Sorozatok és miiveletek, illetve rendezés

0,

Definicié. Ha (v,,) és (y,) R¥-beli sorozatok, A € R tetszéleges, akkor
az

(n) +(yn) = (@n +yn) s Man) = Aay)
szerint definidlt sorozatokat az adott sorozatok Osszegének illetve \-
szorosdnak nevezziik.

Tétel. Legyen (r,) és (yn) RF-beli sorozat, A € R tetszdleges, hogy
Tp — T 68 Yy — Y, akkor (x,) + (yn) és A(x,,) konvergensek és x,, +y, —
T+ Y, ATy, — Az.

Bizonyitds. Lasd Kalkulus I., II1.2., 1. tétel bizonyitasa (az a) részben
az abszolutérték helyett R*-beli euklideszi normat kell irni). O

3. Részsorozatok

Definicié. Legyen (a,) R¥-beli sorozat. Ha ¢ : N — N szigortian mo-
noton novekvs és b, = ay(n), akkor (b,)-t az (a,) részsorozatanak
nevezziik.
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1. tétel. Ha az (a,) konvergens és hatarértéke a akkor V (b,) részsoro-
zatara b, — a teljesiil.

Bizonyitds. Lasd Kalkulus 1., IT1.3.; 1. tétel bizonyitasa. O

Megjegyzés. A tétel megforditasa nem igaz, de ha egy sorozat két
diszjunkt részsorozatra bonthat6, melyek hatarértéke ugyanaz, akkor az
a sorozatnak is hatarértéke.

2. tétel (Bolzano-Weierstrass-féle kivalasztasi tétel). Ha az (ay)
RF-beli sorozat korlatos, akkor létezik konvergens részsorozata.

Bizonyitds. Lasd Kalkulus 1., II1.3., 2. tétel bizonyitésa (a € R helyett
a € RF-t kell irni). O

4. Cauchy-sorozatok

1. definicié. Az (a,) R*-beli sorozatot Cauchy-sorozatnak nevezziik,
ha Ve > 0 esetén 3 n(e) € N, hogy V p,q > n(e) (p,qg € N) esetén
d(ap,aq) < €.

1. tétel (Cauchy-féle konvergencia kritérium). Az (z,) R*-beli
sorozat akkor és csak akkor konvergens, ha Cauchy-sorozat.

Bizonyitds. Lasd Kalkulus L., II1.3., 4. tétel bizonyitasa (x € R helyett
r € RF-t, R helyett R¥-t kell frni). O

2. definicié. Az (X, d) metrikus teret teljesnek nevezziik, ha benne
minden Cauchy-sorozat konvergens.

Megjegyzés. R* teljes metrikus tér.



IV. fejezet

Tobbvaltozos és vektorértéki fiiggveé-
nyek folytonossaga, hatarértéke

E fejezet fogalmai és eredményei a valos fiiggvények folytonossagat
és hatarértékét targyalo, a Kalkulus 1. V. és VI. fejezetében bevezetett
fogalmakkal és tételekkel mutatnak szoros analogiat.

1. Alapfogalmak

1. definici6é. Az f : E C R",d) = R, f: E C (R",d) — (R™,d),
tipusu fliggvényeket valos értékd, illetve az (R™,d) metrikus teret az
(R™,d)) metrikus térbe képezd fiiggvénynek nevezziik.

Megjegyzés. Az f : E C R? — R tipusu fiiggvények olyan speci-
lis relaciok, melyek R? x R = R3 részhalmazai, igy azok szemléltetése
(grafjuk abrazolasa) a térbeli Descartes-féle koordinatarendszerben va-
l6sithaté meg.
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Példa. Az f(x,y) =2 +y+2 ((7,y) € R?) fiiggvény grafja példaul a
z = z+y+2 sik (mely ,,athalad” példaul a (0,0,2), (0,—2,0) és (—2,0,0)
pontokon).

2. definicié. Az f : E C (R",d) — (R™,d) fiiggvény korldtos, ha
f(E) korlatos.
Az f: E C (R",d) — R fiiggvény alulrél (feliilrél) korldtos, ha f(E)
alulrol (feliilrsl) korlatos.
A sup f(E), inf f(F) szamokat az f pontos felss, illetve pontos also
korlatjanak (supremumanak, illetve infimuménak) nevezziik E-n.
3. definicié. Ha az f : E C (R",d) — R fiiggvény esetén létezik
1,22 € E, hogy

sup f(E) = f(z1), inf f(E) = f(z2),
akkor azt mondjuk, hogy f-nek létezik abszolut maximuma, illetve
minimuma E-n. Az f: E C (R",d) — R fliggvénynek az zo € E-
ben helyi (lokdlis) mazrimuma, illetve minimuma van, ha létezik
K(zg,6), hogy © € K(x0,8) N E-re f(z) < f(xg), illetve f(x) > f(xo)
teljesiil.
Példa. Az f(z,y) = 2% +y? ((z,y) € R?) fiiggvényre igazak a kivetke-
z06k:

— f alulrél korlatos, mert nyilvan 22 +y% > 0V (2,y) € R%re.

— inf f(R?) = 0, mert az el6bbiek miatt 0 alsé korlat, mésrészt tetszd-
leges € > 0 sem lehet alsé korlat, mert f(0,0) =0 < ¢, igy minden &
als6 korlatra k& < 0.

— flz,y) =22 +13?> =0 < (2,9) = (0,0), igy 0 abszolit minimum,
melyet csak a (0,0)-ban vesz fel f.

— f feliilr6l nem korlatos, mert V K-ra 3 (z,y) € R?, hogy f(z,y) > K.
Ha K < 0, akkor ez nyilvan igaz.

Ha K > 0, ugy f(z,0) =22 > K <= |z| > VK, ami igaz példaul
minden olyan (z,0)-ra, melyre z > VK.

2. A folytonossag fogalma

1. definici6é. Az f: E C (R",d) — (R™,d) fiiggvény az xo € E pont-
ban folytonos, ha barmely ¢ > 0-hoz létezik §(¢) > 0, hogy barmely
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x € E, d(z,z9) = ||z — xo||rr < () esetén

d(f(x), f(x0)) = £ (x) = f(zo)l[em <& .

Az f: E C (R",d) — (R™,d) figgvény folytonos az A C E halma-
zon, ha A minden pontjaban folytonos.

Megjegyzések.

1. Megfogalmazhat6 az ugynevezett kornyezetes valtozat is:
Az f : E C (R*,d) — (R™,d) fuggvény az xg € E pontban foly-
tonos, ha V Kgm (f(x0),e)-hoz 3 Kgn(xo,d(¢)), hogy Vx € E, z €
Kgn)(20,0(€)) = f(x) € Kpm(f(20),¢).

2. A folytonossag pontbeli (lokalis) tulajdonsag, amely globalissa te-
heté.

Példak.

1. Az f(z,y) = c ((z,y) € R?) fiiggvény folytonos R%-en, mert barmely
(70,90) € R? pontban V & > 0 esetén V 6(g) > 0-t, igy () = l-et
vélasztva, ha (z,y) € R? és d((x, ), (z0,%0)) < 1, akkor

[f(@,y) = f(zo,yo)| = [c—¢[ =0 <e.
2. Az f(z,y) = z+y ((z,y) € R?) fiiggvény folytonos a (0,0) € R2-ben,
mert ha ¢ > 0 adott, akkor
[f(@,y) = f(0,0)] = |z +y| <[z +[y| <
< V22 +y2 = V2 (2,y), (0,0)]ge

(7 (z,) € R?) miatt, ha 6(c) = 5, 6 [|(z,y) — (0,0)]| < =5, akkor

jelenti.
3. Az
1 ,ha(z,y) eQxQ
floy) = )

0 , egyebként
fiiggvény sehol sem folytonos, mert ¥V (zo,70) € R? esetén ¢ = 1-
hez V 6(¢) > 0-t valasztva (felhasznélva, hogy V K((xo,¥0),d(¢))-
ban van olyan (z,y), melyre z,y € Q és olyan is, hogy = ¢ Q vagy

Yy ¢ Q) letezik (‘ray) € RQ: hOgy ||(x7y)_(Ian0)H < 6(5) és |f(1'7y)_
f(xo,y0)| = 1, ami adja az allitast.
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1. tétel (atviteli elv). Az f: E C (R",d) — (R™,d) fiiggvény akkor,
és csak akkor folytonos az ¢y € E pontban, ha minden xy-hoz konvergal6
E-beli (x,,) sorozat esetén az (f(x,)) (R™,d)-beli sorozat konvergens és

i f(z,) = f(xo).
Bizonyitds. Lasd Kalkulus I., V.2.; 1. tétel bizonyitasa. O

Megjegyzések.

1. Az el6bb vizsgalt 3. feladat az atviteli elvvel is vizsgalhato, s megmu-
tathato, hogy példaul f nem folytonos a (0, 0) pontban, mert ha olyan
((xn,yn)) sorozat tekintsiink, melyre (z,,y,) — (0,0) és x,,yn € Q,
akkor f(xn,yn) =1 — 1% £(0,0).

2. A folytonossag itt megadott ekvivalens megfogalmazasat sorozatos

2. tétel. Az f: EC(R",d)—=R™ (f=(f1,-.-,fm), fi: E—R
(¢t =1,...,m)) fiiggvény akkor és csak akkor folytonos az xo € E-ben
ha az f; fiiggvények mindegyike folytonos xg-ban.

Bizonyitds. Az atviteli elv és a sorozatoknal kimondott tétel segitségével
nyilvanvalo. ([l

2. definicié. Az f: E C R — (R™,d) fiiggvény balrél (jobbrdl) foly-

tonos az xoy € E pontban, ha az f (—oo, zo]N E-re (illetve [xg, +00) N E-

re) valo lesztikitése folytonos xo-ban.

Megjegyzések.

1. A definici6 adja, hogy f : E C R — (R™,d) <= balrdl (illetve
jobbrol) folytonos zo-ban, ha V ¢ > 0-hoz 3 4(¢) > 0, Vo € E, xo —
0(e) <z <z (illetve xp < x < o + d(e)) esetén d(f(xo), f(z)) <e.

2. Megfogalmazhatd a sorozatos véltozat is.

3. tétel. Az f: F C R — (R™,d) fiiggvény akkor és csak akkor folyto-
nos az ro-ban, ha ott jobbrol és balrél is folytonos.

4. tétel (jeltartas). Ha az f: E C (R",d) — R fiiggvény folytonos az
xo € E-ben és f(xg) # 0, akkor 3 K (x¢,0) C (R™,d), hogy
YV x € K(x0,9) N E, akkor sign f(zo) = sign f(z).

Bizonyitds. Lasd Kalkulus I., V.2., 3. tétel bizonyitasa. (]
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3. definicié. Az f : E C (R",d) — (R™,d) fiiggvény egyenletesen
folytonos az E; C F halmazon, ha Ve > 03 () >0, Va,y €
Ey, d(z,y) < 6(e) esetén d(f(x), f(y)) <e.

3. Folytonossag és miiveletek

1. tétel. Ha az f,g : E C (R",d) — R™ fiiggvények folytonosak az
xo € E-ben, akkor az f + g és A\f (A € R) is folytonosak xo-ban.

Bizonyitds. Lasd Kalkulus I.; V.3., 1. tétel bizonyitasa. O
2. tétel. Ha az f,g : E C (R",d) — R fiiggvények folytonosak az
xo € E-ben, akkor az f - g és g(x) # 0 (x € E) esetén 5 is folytonos
To-ban.

3. tétel (az Osszetett fiiggvény folytonossaga). Legyenek (R",d),
(R™, d), (R¥, d) metrikus terek; f : E C R* — R™, g: f(E) CR™ — R*
adott fiiggvények. Ha f folytonos az xo € E pontban, g folytonos az
yo = f(xo)-ban, akkor a h = g o f fiiggvény folytonos az xy-ban.
Bizonyitds. Lasd Kalkulus 1., V.3., 3. tétel bizonyitasa. O
Példa. A h(z,y) = ¢z +y ((z,y) € R?) fiiggvény folytonos (0,0)-ban,
mert mér beldttuk, hogy az f : R? — R, f(x,y) = x + y fiiggvény

folytonos (0,0)-ban, a g : R — R, g(z) = ¥« folytonos az f(0,0) =0
helyen, igy teljesiilnek tételiink feltételei.

4. Folytonossag és topologikus fogalmak

1. tétel (a folytonossag topologikus megfelelGje).

Az f: (R",d) — (R™,d) fiiggvény akkor, és csak akkor folytonos R™-en,
haV B C (R™,d) nyilt halmazra f~1(B) = {x € R" | f(z) € B} nyilt
(R™, d)gn-ben.

2. tétel (kompaktsag és folytonossag). Legyen E C (R",d) kom-
pakt halmaz, f : E — (R™,d) folytonos fiiggvény FE-n, akkor f(FE)
kompakt (R™,d)-ben. (Roviden: kompakt halmaz folytonos képe kom-
pakt.)
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Bizonyitds. Lasd Kalkulus I., V.4., 1. tétel bizonyitasa. (]

Kovetkezmények.
1. f(E) korlatos és zart.

2. Ha m =1, akkor f felveszi E-n az abszolit minimumét és maximu-
méat (mert sup f(F) és inf f(F) is eleme f(F)-nek, ha f(F) zart és
természetesen korlatos).

3. tétel (kompaktsag és egyenletes folytonossag (Heine)).
Legyen E C (R",d) kompakt halmaz, f : E — (R™,d) folytonos fiigg-
vény E-n, akkor f egyenletesen folytonos E-n. (Réviden: kompakt hal-
mazon folytonos fiiggvény egyenletesen folytonos.)

4. tétel (Osszefiiggbség és folytonossag).
Legyen [ : (R",d) — (R™,d) folytonos fiiggvény, E C R™ Gsszefiiggo,
akkor f(E) is az.

5. tétel (Bolzano). Legyen E C (R",d) 0Osszefiiggd, f : E — R foly-
tonos fiiggvény. Ha c,d € f(E), ¢ < d, akkor (¢,d) C f(E) (azaz f két
érték kozott minden kozbensd értéket felvesz).

5. A hatarérték fogalma

1. definici6é. Az f : E C (R",d) — (R™,d) figgvénynek az zo € E’
pontban létezik hatdrértéke, ha 3 A € R™ hogy Ve >0 3§(e) > 0,

VeeE, 0<d®,x)=]|z—zolrr <€)

esetén
d(f(z),A) = [[f(z) — Allgm <e.
A-t az f flggvény xo-beli hatarértékének nevezziik, és lim f(z) = A

T—xT0

vagy f(x) — A, ha z — ¢ jeloléseket hasznaljuk.

Megjegyzések.

1. Megfogalmazhat6 a kornyezetes valtozat is:
Az f: E C (R",d) — (R™,d) fiiggvénynek az xo € E’ pontban 3
hatarértéke, ha 3 A € R™, hogy V Kgm (4, ¢)-hoz 3 Kgn(z0,0(¢)),
YV x € Krn(zo,0())\{z0}, € E esetén f(x) € Kgrm(4,¢).

2. A hatarérték létezése pontbeli tulajdonsag.
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3. Az f: EC(R"d) — (R™,d) fiiggvénynek az zg € (R™,d)-ben nem
létezik hatarértéke, ha o ¢ E’, vagy o € E' ésV A € R™, e > 0,

Vo(e) > 0esetén Iz € E, © € Kgn(z0,0(¢))\{z0}, f(z) ¢ Krm(A,e).

4. A hatarérték (ha létezik) egyértelmien meghatarozott (ez indirekt
bizonyitéssal — hasonléan, mint a sorozatoknél — egyszertien belat-
hato).

Példak.

1. Az f(z,y) = ¢, (z,y) € R? fiiggvények V (z0,70) € R%ben a
hatarértéke ¢, mert (zg,yo) torlodasi pontja R%-mek és V ¢ > 0-
raV d(e) > 0 esetén ha 0 < |[(z,y) — (xo,y0)|lrz < d(¢), akkor
|f(z) —c| = |c — ¢| = 0 < e kovetkezik.

2. Az
_Jrty a( )?5( 0)

fliggvénynek létezik hatarértéke a (0,0) € R? pontban és az egyenld
0-val, mert (0,0) torlodasi pontja R?-nek és ha ¢ > 0 tetszéleges,
akkor

|f(z,y) = 0] = |z +y| < |z| + Jy| <
< \/5\/ x? +y2 = \/§||(l‘,y) - (O’O)HR

(¥ (2,9) € B2, (z,y) # (0,0)) miatt, ha 5(e) = 5 és
0 < [(z,y) — (0,0)]|gz < ~5 akkor |f(z,y) —0] < ¢, azaz A =0

mellett teljesiil a hatarérték definicidja (0,0)-ban.

2. definicié. Legyen f : E C R — (R™,d) adott fliggvény és az xg
torlodasi pontja [xg, +00) N E (V(—o00, 9] N E))-nek. Az f fiiggvénynek
az xo-ban létezik jobb- (vagy bal) oldali hatdrértéke, ha
JAeR™, Ve>03d()>0,VazekE, zo<z<z0+0(e)
(vagy zo — 0(e) < z < z9) = d(f(z),A) <e.
A-t f jobb (illetve bal) oldali hatarértékének nevezziik zo-ban, és a

lm f(r)= A= f(o+0) vagy lim f(x)=A=f(z~0)

r—xo+0

jelolést hasznaljuk.
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Megjegyzések.
1. A definici6 a lesztkités fogalmanak hasznalataval is megfogalmazhato
(hasonléan a folytonossaghoz).

2. A kornyezetes atfogalmazas is megadhato.

3. Konnyen belathaté a kovetkezs:
Legyen f : E C R — (R™, d) adott fliggvény és az z( torlodasi pontja
[0, +00) N E A (—00,z0] N E-nek. Az f fiiggvénynek xo-ban akkor,
és csak akkor létezik hatarértéke, ha létezik f(zg—0) és f(xo+0) és
f(zo—0) =
= f(xo+0) = A (f hatarértéke xg-ban).
3. definicié. Az f: E C (R",d) — R fiiggvények z¢ € E’-ben a hatér-
értéke +00 (vagy —o0), haV K-hoz 36(K) >0, Vz € E, 0 < d(z,z0) <
0(K) esetén f(xz) > K (vagy f(x) < K).

Megjegyzések.
1. A definicié kornyezetekkel is megfogalmazhato.

2. A +oo (vagy —oo) egyoldali hatarértékként is megfogalmazhato.

Példa. Az f(z,y) = ﬁ ((z,y) € E=R2\ (0,0)) fiiggvénynek a
(0,0) € E’-ben a hatérértéke +oo.

Definicié szerint azt kell belatnunk, hogy V K-ra 3 (K ) > 0, hogy
barmely (z,y) € R2, 0 < ||(z,y) — (0,0)|| < d(¢) esetén 2+y2 > K

Ha K < 0 akkor 2% +y? > 0 ((z,y) € F) miatt ez V §(K) esetén igaz,
hiszen 2+ s >0> KV (z,9) eEeseten

Ha K > 0, akkor

1 , o, 1
m>K((.’L’,y)EE) — O<ax"+y <? —
1 1
— <22+l < — <= z,y) — (0,0)]] < —
VAR < o) - (0.0)] < =
adja, hogy ha §(K) = #, akkor V (z,y) € R? esetén
0 < ||(z,y) — (0,0)]| < \/%—bél kovetkezik, hogy 2+y2 > K.

4. definicié. Legyen E C R feliilrél (alulrol) nem korlatos halmaz,

f: E— (R™, d) adott fliggvény. Az f figgvénynek +o0o (vagy —oo)-ben
létezik hatdrértéke,ha 3 A€ R™, Ve >03dMeR, Ve e EAx > M
(Vo < M) esetén d(f(z),A) < e. Ekkor A-t f + oo (vagy —oo)-beli
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hatarértékének nevezziik, és rd a lim f(z) = AV lim f(z) = A

r——+0o0 rT——0Q

jelolést hasznaljuk.
Megjegyzés. Definidlhato a végtelen vett végtelen hatarérték is.
1. tétel (atviteli elv). Az f: E C (R",d) — (R™,d) fiiggvénynek az

xo € E’ pontban akkor, és csak akkor létezik hatarértéke, ha ¥V xg-hoz
konvergélé (z,) : N — E\{zo} sorozat esetén 3 lim f(z,) = A.

Bizonyitds. Ugy, mint a folytonossagnal, csak az ottani Krm (f(zo),¢)
helyett Kgrm (A, e)-t és az zo-beli folytonossag helyett xo-beli hatarérté-
ket kell mondani. g
Példa. Az f(x,y,2) = 22+y?+22 ((z,y, z) € R3) fiiggvénynek a (0,0,0)
pontban a hatarértéke 0, mert (0,0, 0) torlodasi pontja E = R3\ (0,0, 0)-
nak ésV {(xn, Yn, zn)) E-beli sorozat esetén (z,, yn, 2,) — (0,0,0) akkor
és csak akkor, ha x, — 0, y, — 0, 2z, = 0 = 22 — 0, y2 — 0,
22 50 = 22 +9y%+ 22— 0, azaz teljesiil az atviteli elv.

2. tétel. Az f: E C (R*",d) = R™ (f = (f1,---,fm), fi : E = R)
fiiggvénynek, akkor és csak akkor létezik hatarértéke az xo € E’-ben, ha
az f; fiiggvényeknek létezik hatarértéke xq-ban.

Bizonyitds. Az atviteli elv és az R™-beli sorozatokra vonatkozo tételek
alapjan. O

6. Hatarérték és miiveletek illetve egyenl&tlenségek

1. tétel. Legyenek f,g : E C (R™,d) — R adott fiiggvények, hogy az
xo € E'-ben lim f(x)=A A lim g(x) = B, akkor
T—x0

a) lim (f+g)(x) = lim [f(z) +g(x)] = A+ B;

b) wli)rg Af)(z) = a;ILn; ME)=XA, (AeRVC);

¢) lim (f-g)() = lim [f(z) g(z)] =A-B;

d) wli)rgo (g) (x):wli_)rglo%:%, hag+#0, B#0.

Bizonyitds. Az atviteli elv és a sorozatokra vonatkozé megfeleld tételek
alapjan. O
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Megjegyzés. a) és b) R™-beli értékii fiiggvényrekre is megfogalmazhato
és bizonyithato.

2. tétel. Ha f: E C (R",d) — R és xg € E’, akkor ha
1
a) 3 lim |f(z)]=400 = lim —==0 (f#0);
T—x0

Tr—To J;:(.’L‘)
b) 3 lim f(x)=0 = lim —— =400 (f#0);
)3 g, 1) 2 @) F#90)
Bizonyitds. Az atviteli elv és a sorozatokra vonatkozd megfelels tételek
alapjan. ([l

Példa. Az f(z,y,2) = 2° + y* + 2% ((z,y,2) € E = R3\ (0,0,0))
fiiggvenynek a (0,0,0) € E’-ben a hatarértéke 0 (ahogy ezt az el6bb
belattuk), igy a tételiink b)-része miatt

1
lim S —
(2,y,2)—(0,0,0) 2 + y2 + 22

3. tétel. Legyenek f,g,h: E C (R™,d) — R adott fiiggvények és
xo € E’, akkor, ha

a) 3 wll)rgl f(z) = A/\xli_)rrxl g(x) = BA3 K(x0,9), f(z) < g(z)

Ve [K(xg,d)\{ro}]NE = A<B;
b) 3 lim f(z)=AA lim g(x) = BAA<B = 3 K(x0,9),

r—x

f(z) <g(z) V€ [K(zo,0)\{zo}] N E;
c) 3 K(x0,9), f(z) <h(z) <g(x)Vze[K(xg,d)\{zo}]NE
AT lim f(z)= lim g(z) = A4 = 3 lim h(z)=A.

T—x0 T—x0 T—x0

=400 .

Bizonyitds. Az atviteli elv és a sorozatokra vonatkozo megfelels tételek
alapjan. a

4. tétel (az Ssszetett fiiggvény hatarértéke).
Legyenek adottak az (R",d), (R™,d) és (R¥, d) metrikus terek, xo € R
és yo € R™ tovabba f : R"\{zo} — R™\{wo}, g : R™\{yo} — R*
fiiggvények, hogy
3 lim f(z)=yo A lim gly)=4 = 3 lim (gof)(z)=A.
Y=o

T—x0 T—x0

Bizonyitds. Lasd Kalkulus I., VI.2., 4. tétel bizonyitasa. (]
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7. A hatarérték és a folytonossag kapcsolata

Tétel. Legyen f: E C (R",d) — (R™,d) adott fiiggvény és xo € R™,
o € RY. f akkor és csak akkor folytonos xzo-ban, ha 3 lim f(x) =
T—xg

f(xo)-

Bizonyitds. Lasd Kalkulus I., VI.3. fejezet tételének bizonyitasa. 0
Példa. Az
z+y ,ha(z,y)#(0,0
Fle.w) ) 7 (0.0
2 ’ ha (Iay) - (070)
fiiggvényre belattuk, hogy 3 o O%iH%O 0 f(z,y) =0, de f(0,0) =2 # 0,

igy f nem folytonos (0, 0)-ban.

Definicié. Ha az f : E C (R",d) — (R™,d) fiiggvény nem folytonos

az xg € E pontban, akkor azt mondjuk, hogy z¢ f-nek szakadési helye,

vagy hogy f-nek xp-ban szakadasa van.

Ha f : E C R — (R™,d) adott fiiggvény és o € E° (z¢ bels6 pont

E-ben), és x szakadési helye f-nek, tovabba 3 hm+o flx) = flxo +
T—x0

0)A lim Of(:z:) = f(xzo —0), akkor azt mondjuk, f-nek zq-ban elséfaju
r—xTo—

szakadasa van. Ha még f(xo —0) = f(xo + 0), akkor azt mondjuk, hogy
a szakadés megsziintethetd.

Ha f-nek zg-ban szakadéasa van és az nem els6faja, akkor azt masodfaju
szakadésnak nevezziik.

Példa. Az el6bbi példa fliggvénye nem folytonos (0, 0)-ban, igy ott sza-

kadéasa van, s ez megsziintethets az f(0,0) = ( %IHI( )f(a:,y) =0 va-
z,y)—(0,0

lasztéassal.



V. fejezet

A Riemann-integral Altalanositasa és al-

kalmazasa

Bevezetés

Ebben a fejezetben két 1j integralal ismerkediink meg.

A Riemann-Stieltjes integral a Riemann-integral egy altalanositésa,
melynek létezésére adandoé elegendd feltétel viszont igényli a korlatos
valtozasu fliggvények fogalmat és tulajdonsagait.

A masik — a késGbbiekben még hasznalt — gérbementi integral, me-
lyet elegansan a Riemann-Stieltjes integral segitségével vezethetiink be,
de elébb &t kell tekinteniink a gérbékre vonatkozo legfontosabb fogalma-
kat és tételeket.

1. Korlatos valtozasu fiiggvények
1. definicié. Legyen f : [a,b] — R adott fiiggvény,
P={a=uwzp,71,...,0n = b}
[a,b] egy felosztasa. A
n—1
(1) V(fila, b, P) = | f(wsr) = flan)]

k=0

Osszeget az f fliggveény ([a, b] feletti) P felosztashoz tartozo varidcidja-
nak nevezziik.

71
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2. definicié. Legyen f : [a,b] — R adott, P az [a,b] egy tetszlleges
felosztésa, akkor a

(2)  V(fla,b]) = sup V(f,la,b], P) = sup i |f(zke1) — @)
k=0

szamot az f fliggvény [a, b] feletti teljes (totdlis) vdltozdsdnak (varid-
cidjdnak) nevezzik.

3. definicié. Az f : [a,b] — R fuggvény korldtos vdltozdsi [a,b]-n
ha

(3) V(f,la,b]) <400
teljestiil.

Példa. Az f(x) =2z + 3 (z € [0,2]) fiiggvény korlatos valtozasi, mert
egyszertien lathato, hogy V P = {0 = g, 21, ..., 2, = 2} esetén
V(£,[0,2,P) = 22y +3— (200 +3) =2-24+3=7,
fgy
sup V(f,[0,2], P) = V(/,[0,2]) = 7 < +o0.
1. tétel. Ha f : [a,b] — R monoton, akkor korlatos valtozasu.

Bizonyitds. Ha példaul f monoton névekvs, P egy felosztasa [a, b]-nek,
akkor f(xp41) — f(xk) >0V k-ra, igy

V(f, a, ], Z (wps1) = fzx) = f(b) = fla) V¥ Pe,

k=0
ezért V(f,[a,b]) = f(b) — f(a) < 400, amit bizonyitani kellett. O
Példa. Ismeretes, hogy az f : [0,4] — R, f(z) = 2? fiiggvény monoton
novekedd, igy korlatos valtozasu.

2. tétel. Ha f : [a,b] — R korldtos valtozasi, akkor korlatos.

Bizonyitds. Legyen x € [a, b] tetszéleges, P = {a, x,b} az [a, b] egy felosz-
tasa, akkor

V(f,[a,b], P) = |f(z) = f(a)| + |f(0) — f(x)] < V(] [a,b]) < +o0,
igy [f(z) = f(a)] < V(f,]a,b]), azaz
f(@) =V(f,la;b]) < f(z) < fla) + V(f,[a,b])

<
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ami adja f korlatossagat. O
Megjegyzés. Egy folytonos fliggvény nem feltétleniil korlatos valtozasu.

3. tétel. Ha f,g: [a,b] — R korldtos véltozasu fiiggvények, akkor
f+g, f—g, [ g:][a,b] — R korlatos valtozasiak. Tovabba g > o > 0

(0 € R) esetén = is korlatos valtozasu.
g

Bizonyitds. Példaul F = f + g-re
[F(zki1) — Fze)| = [f(wre1) + 9(@rg1) — flan) — glan)] <
< [f@rrr) = fl@r)| + g(@rrr) — gzi)]
és ezért (1) miatt
V(F,[a,b], P) <V (f,[a,b], P) + V(g,[a,b], P) ,
amibdl (2) miatt
V(F,[a,b]) < V(f,[a,b]) + V(g,[a,b]) < 400

kovetkezik, ami adja az allitast.

A masik két allitas hasonléan bizonyithato. O

Példa. Az f(r) = 22+ 2x — 4 (z € [0,3]) fiiggvény korlatos valtozas,
mert az f(z) = 2?2 (x € [0,3]) és g(x) = 22 — 4 (x € [0,3]) fiiggvények
monotonok, igy korlatos valtozasuak és akkor tételiink miatt az 6sszegiik
is az.

4. tétel. Ha [ : [a,b] — R adott fiiggvény, ¢ € [a,b] tetsz6leges, akkor

(4) V(f;la,b]) = V(f,[a, c]) + V(f,[c, b])
teljestil.
Kovetkezmények.

1. f : [a,b] — R akkor és csak akkor korlatos valtozéasu [a,b]-n, ha
korlatos véltozasu [a, ¢]-n és [c¢, b]-n.

2. Ha f : [a,b] — R olyan, hogy monoton az [a, a1], [a1,az], ..., [an—1,b]
intervallumokon, akkor korlatos valtozasu [a, b]-n.
Példak.

1. Az f(x) = 22 (z € [-1, 1)) fiiggvény korlatos véltozasi, mert a [—1, 0]
és [0, 1] intervallumokon korlatos véaltozasu (hiszen ott monoton csok-
keng, illetve névekedd).
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2. Az f:[0,507] — R, f(x) = cos(z) fiiggvény korlatos valtozast, mert
monoton a [0, 7], [m,2x], ..., [497, 507] intervallumokon.

5. tétel (Jordan). Az f : [a,b] — R fiiggvény akkor és csak akkor kor-

latos valtozast [a, b]-n, ha léteznek g, h : [a, b] — R monoton fiiggvények,

hogy f =g —h.

2. Riemann-Stieltjes integral

1. definici6. Legyenek f, g : [a,b] — R korlatos fiiggvények,
P = {a = z9,21,...,2, = b} [a,b] egy tetszlleges felosztasa, t; €
[Zr—1, 2] tetszOleges. A

o(f,9.P) =Y f(tx)-lg(ar) — g(wr-1)]
k=1

szamot az f fliggvény P felosztashoz, és a t, (k = 1,...,n) érté-
kekhez tartozd, g-re vonatkozé Riemann-Stieltjes integrdlkézelito
0sszegének nevezziik.

2. definici6. Az f fiiggvény Riemann-Stieltjes integrdlhaté a g
fiiggvényre vonatkozéan [a,b]-n, ha [a,b] barmely (P, ) normalis fel-
osztassorozatéhoz tartozo barmely (o(f, g, P,)) Riemann-Stieltjes integ-
ralkozelits Gsszegsorozat konvergens. E sorozatok (egyébként kozos) ha-
tarértékét, a
b b

Jim o(r.0.P) = [rdg | = [f@rigla)
szamot az f fliggvény g-re vonatkozoé Riemann-Stieltjes integraljanak
nevezziik [a, b]-n.
Megjegyzés. Ha g(z) =z (z € [a,b]), [ :]a,b] — R korlatos,akkor
a Riemann-Stieltjes integral a Riemann-integralt adja.

b b
1. tétel. Ha létezik [ f1dg, [ fodg, akkor létezik

/b(fl + f2)dg = /bfld9+/bf2d9 :
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Bizonyitds. A definici6é kozvetlen felhasznalasaval. O

b b
2. tétel. Ha létezik [fdgr, [fdgo, akkor létezik

/bfd(gl + 92) —jfd91+jfd92-

Bizonyitds. A definicié alapjan. O

b
3. tétel. Ha létezik [fdg és k,l € R, akkkor létezik

b b
[endtg) =i [ sdg
Bizonyitds. A definicié alapjan. O

b c b
4. tétel. Ha a < ¢ < b és létezik [fdg, [fdg, [fdg, akkor

b c b
[raa= [1ag+ [1a5.
Bizonyitds. A definicié alapjan. O

b b
5. tétel (parcialis integralas). Ha az [ fdg és [gdf integralok egyike

létezik, akkor a masik is és
b b

/fdg+/gdf= [f-9]" .

a

6. tétel. Ha f,g : [a,b] — R, f folytonos, g korldtos valtozasi, akkor
b
létezik [ fdg és

b
/fdg < M -V(g.[a,b]), ha |f] < M .
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Példa. Ha
fl)=1 (z €10,1])
és
0 ,ha z€[0,3]
g(x) =
1 ,ha ze[},1]

1
akkor létezik [ fdg, mert f folytonos g pedig (mivel monoton) korlatos
0

valtozasi.
Tovabba |f| < 1 és V(g,[0,3]) =1, illetve V(g,[5,1]) = 0 miatt

V(g,[0,1]) =1, igy 1
/fdg <1.
0

b
7. tétel. Ha f,g:[a,b] = R, f és ¢’ folytonos, akkor létezik [ fdg és

/b fdg = /b J(@)g(2) da .

Példa. Hatdrozza meg a [z d(sin(z)) Riemann-Stieltjes integralt.
0

f(z) =z (x € [0, 7)) folytonos, g(z) = sin(z) (x € [0, 7])-re pedig létezik
g'(z) = cos(x) és az folytonos, igy a tétel miatt

/xd(sin(a:)) = /:ccos(x) de = [z sin(a:)];r - / 1sin(z)dz =

0 0 0

=[x sin(a:)]:)T + [cos(x)]g =0—-0+cosm—cos0=—-2.

3. definicié. Legyenek f = (fi,...,fs) : [a,0] = R", g : [a,b] = R
adott fiiggvények. Az f vektorértéki fiiggvénynek a g (skaldr ér-
tékid) fiiggvényre vonatkozd Riemann-Stieltjes integrdljdn [a,d]

felett az
b b b
/idgi /fldg,...,/fndg e R"
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b
vektort értjiik, ha az [ fidg integralok léteznek.

4. definicio.

Legyenek f = (fi,...,fn) : [a,0] = R", g = (91,...,9n) : [a,0] = R"
adott fiiggvények. Az f vektorértéki fiiggvénynek a g vektorértékid
fliggvényre vonatkozoé Riemann-Stieltjes integrdljdn [a,b] felett az

jidg4§jfidgi

b
szamot értjiik, ha az [ f;dg; integralok léteznek.
a

Megjegyzések.
1. Ha a 3. definiciéban g(x) = z, = € [a, b], akkor az

b b b
[1= ([ 1) ex

vektor az [ vektorértéki fiiggvény Riemann-integrdlja [a,b)] fe-
b
lett, ha az [f; (i =1,...,n) Riemann-integréalok léteznek.

b
2. Az fidg tipusi Riemann-Stieltjes integralra a paragrafus 1-5. és 7.

tételei valtoztatas nélkiil, mig a 6. tétel kis valtoztatéssal dtvihetd.
3. Newton-Leibniz-tétel Legyenek f,F : [a,b] — R" olyanok, hogy
f Riemann-integralhato, és F' = (F{,...,F}) = f, akkor

Bizonyitds:

/bi— /bflw-,/fn = (Fy(b) — Fi(a),...,Fn(b) — Fu(a)) =

= (Fy(b), ..., Fu(b)) = (Fi(a), ..., Fa(a)) = F(b) — F(a) .
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4. Legyen f :[a,b] — R™ Riemann-integralhato, akkor || f|| is az, és

b b
1] < fin.
a R™ a

3. GOrbék ivhossza

1. definicié. Az f = (f1,...,fn) : [a,b] — R™ folytonos fiiggvényt
R™-beli gorbének, [a, b]-t paraméter-intervallumnak, f-t a gorbe egy
paraméterelédllitdsdnak nevezziik. f(a)és f(b) a gorbe kezdd, illetve
végpontjai. Ha f(a) = f(b), akkor f zdrt gérbe. Ha f kilcséndsen
egyértelmd, akkor ivnek nevezziik. B

2. definicié. f = (f1,..., fa) : [a,0] — R" sima gérbe, ha f folyto-
nosan differencialhato (azaz f* = (f{,...,f}) : [a,b] — R™ folytonos)
és

DB >0 (telab)

i=1
teljesiil.

3. definicié. Az f = (f1,..., fn) : [a,b] — R™ gorbe képe a

I={(fi®),-.. fa(®)) | t € [a, 0]}

halmaz. (A képet — néha jel6lésben is — azonositjuk a gorbével.) T' egy

pontja az f gorbe t6bbszoTés pontja, ha 3 (legalabb két) t,t' € [a, b],

hogy [f(t) = f(t')

Megjegyzések.

1. AG = {(z,y) € R? | 22 + 4% = 1} egységkér egy paraméteres
elodllitdisa az f = (cos,sin) : [0,27] — R? fiiggvény. Belathato,
hogy az egységkor sima, zart gorbe.

2. Haa,b € R", a+#0 adott vektorok, akkor az

E={at+b=(ait +b1,...,ant +b,) € R", t € R}

ponthalmazt a b-n athaladé g irdnyd n-dimenzios egyenesnek ne-
vezzik. (At — at +b € R™,t € R leképezés az egyenes egy parameé-
teres elgallitasa.)
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3. Legyenz,y e R" ész # y. Az {z+tly—2z)|tec[01]} CR"
halmazt az x-et és y-t 0sszekots n-dimenzios szakasznak nevezzik.

(Természetesen d(z,y) = ||z —y|| = (zi —yi)?, d(z,0) = ||lz]| =

o

=1

4. definicié. Legyen f = (f1,..., fa) : [a,b] — R™ egy gorbe
P = {a = to,t1,...,tm = b} [a,b] egy felosztésa, || f(t;) — f(ti—1)|| az
f(ti) és f(ti—1) pontokat Gsszekots szakasz hossza. Az

of,pP)= Z 1 £(t:) = ftima)]|

szamot az f gorbébe a P felosztasa esetén beirt t6réttvonal hosszdnak
nevezziik. (Belathato, hogy ha Py C Py, akkor £(f, P1) < ((f, P2).)

5. definicié. Az f = (f1,...,fn) : [a,b] — R™ gdrbe rektifikdilhato,

ha az {{(f, P) | P tetszGleges felosztasa [a, b]-nek} halmaz korlatos. Az
ekkor létez6

E(i) = Sl}ip{f(i, P)}(: E(i, [av b]))

szamot az f gorbe ivhosszdnak nevezzik.

Megjegyzések.

1. Az ivhossz nem filigg a gorbe paraméterelGallitasatol.

2. Az z,y € R" pontokat Osszekotd szakasz ivhossza [z — y|, mert a
3. definici6 utani 3. megjegyzés miatt az [z, y] R"-beli szakasz para-
méteres elallitasat az f : [0,1] — R”,

i(t) =z+ (ﬂ_i)t: (371 + (yl _xl)tw-wmn"’_(yn _xn)t) =
= (fi(t),..-, f2(1))
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fiiggvény adja, igy [0, 1] barmely P = {0 = to, t1,...,tm = 1} felosz-
tasara

(f, P)= ZI|£+ (y—a)ti — (z+ (y — 2)tiz1)|| =

= lly =2l > [t —tia| = llw =yl D _(ti —tia) =
=1 =1
=llz—yllA-0) =z -yl ,
igy U(f) = Sgpf(i, P) =z —yl.
3. Ha f:[a,b] — R" gorbe, c € [a,b], f rektifikilhato [a,b]-n, Ggy

é(i’ [a’ b]) = E(i’ [a’ C]) + E(i’ [C’ b]) .

Fontos a kovetkezs:

Tétel. Legyen f = (fi,..., fn) : [a,b] — R™ sima gorbe, akkor rektifi-
kalhato, és ivhossza

b

b
.ot = [1£00 = [

a

S e ar
=1

Kovetkezmények.

1. Legyen g : [a,b] — R folytonosan differencialhato6 fliggvény, akkor az
i = (f1, f2) : [a,0] — R? (f1(t) = ¢t, fot) = g(t), t € [a,0]) a g
grafjanak (grafikonjanak) egy paraméteres eléallitasa, melyre
() = (1,4'(t)) teljesiil, igy ha G jeldli a g altal adott gdrbét, akkor
ivhosszara

b

0g) = / L+ g2(t) dt
kovetkezik (1)-bol.
2. Tekintsiik az f = (cos, sin) : [0,27] — R? egységkort.

Legyen s € (0, 2], f,:0,8] = R? f [0, s]-re valo lesziikitése. Ekkor
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[, az egyseégkor egy ive. (1)-bél jon, hogy

= /\/sin2(t) + cos?(t) dt = /1 dt =s
0 0

az egységkor adott ivének hossza. Ha s = 27, akkor 4(f) = 27 az
egységkor keriilete. Ez adja, hogy a mi m-nk megegyezik a kozépisko-
las m-vel. s-t a PyOP; szog ivmértékének nevezziik. A 360°-os szog
ivmértéke 2.

3. f = (fi,f2) : [0,27] — R?, fi(t) = r-cost, fa(t) =r-sint (t €
[O 27]) az origd kozéppontt r sugara kor. (1 )—b61 jon, hogy

/\/7‘28111 ) + 72 cos?(t) dt = /r dt = 2rm .

4. Gorbementi-integral

Definici6. Legyen g = (g1,...,9n) : [a,b] — R™ adott gorbe,

£+ g([a,b]) — R™ vektorfiiggvény, hogy f = (f1,..., fn). Az [ fiiggvény

g gorbementi-integrdljan (jeldlése [ f) az fog : [a,b] — R™ figgvény g-
g

re vonatkozo [a, b] feletti Riemann-Stieltjes integraljat értjiik (ha létezik),

AZaZ
/f / dg—Z/fzog ) dg; -

1. tétel. Ha g rektifikilhat [a, b]-n, f folytonos g([a, b])-n, akkor létezik
az f fiiggvény g gorbementi integralja.

Bizonyitds. Felhasznéljuk, hogy ha g rektifikilhato, akkor a g; fiiggve-
nyek korlatos valtozéstak. Igy mivel f; o g : [a,b] — R folytonos fiigg-

b
vény, g; korlatos valtozasu kovetkezik, hogy kétezik [(fiog) dg; (i =

1,...,n), igy létezik f foyg) dg, azaz ff 0
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2. tétel. Ha letezik [ f és |[(f o g)(x)| < M, akkor ’fi’ < M-l(g).
g

Bizonyitds.

b

/f / Z/fmg dgi| <

b

Z/fzog dgz<MZ/1d9iSM'f(£)- -

a

3. tétel. Ha g’ folytonos [a,b]-n, f folytonos g([a,b])-n, akkor

g/i: izj;a/b(fi o g)(x)g;(x) dx

Bizonyitds.

n

b L, b b
f=[(fog)dg = (fiog) dgi = (fiog)(x)gi(x) dz . O
g/_a/_gg;a/ 9) dg ;/ 9)(z)g
Példa. Szamitsa ki [ f-et, ha
g

g(t) = (t,2t,1) (t €10,1])

és
f(@1, @2, 23) = (27 + 23, T123, 2172) ((z1, 22, 23) € R?)
S folytonos, mert
fi(wy, w2, 23) = a7 + a3, f2(z1, 22, 73) = m173
f3(z1, 72, 73) = 2129

komponens fiiggvényei folytonosak (ami az atviteli elvvel bizonyithato).
Létezik ¢'(t) = (2¢,2,1) = (f1(¢), f5(t), f4(t)) és folytonos, mert a
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t — 2t t— 2, t — 1 fiiggvények folytonosak. Igy

1 1 1
!i_o/flog dt—|—0/f20g dt+0/ =
1
/

f30g)(t)gs(t)dt =

1
/t4+t2tdt+/t2t2dt+/t22ttdt (265 + 483 + 2t%)dt =
0 0

I N <A | 2
{6+ 1t 3]0 37173

Tovabbi tulajdonsagok:
1. Additivitas f-re, illetve a g gorbére. Példaul legyen g = g' U g* és

letezik [f (i =1,2), akkor létezik ff Z [f

g i=1lgi

2. Ha g irényitott gorbe, —g az ellentétes iranyitasa, akkor fi = —fi
-9 g

Megjegyzések.
1. R2-beli gbrbék esetén a kovetkezd jelolések szokasosak:

gre:  g(t) = (z(t),y(®)  (t€[a,b]);
e flz,y) = (Pz,y),Qx,y)  ((z,9) € g(a,0])) ;

b
[ + / Qa(t), ylt)) dy(t) =

b
L= [ru
/Pd:c+/Qdy—/(Pd:c+Qdy)

g

\,
| \

Ilyenkor [P dz-et a g gorbementi abszcissza szerinti, JQ dy-t a g
g 9

gérbementi ordindta szerinti gérbementi-integrdlnak nevezzik,

illetve azt mondjuk, hogy [(P dz + Q dy) a (P,Q) fiiggvénypdr g

gorbement: integrdlja.
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2. R3-beli gorbékre a szokésos jeldlések az alabbiak:
g(t) = (2(t),y(t), 2(t)) (€ la,b]);
i(*% Yy, 2) = (P(:L‘, Y, Z)7 Q(*% Y, 2), R(z,y, Z)) ((.%‘, Yy, 2) € 2([0'7 b])) )

/i: /Z)P(I(t),y(t)vz(t)) da(t) +/bQ(fU(t)7y(t)’Z(t)) dy(t)+
/R ))dz():/Pd:c+/Qdy+/Rdz—

g g

i/(de—FQ dy+ R dz) .
g

Utobbit a (P, Q, R) fiiggvényhdrmas g gérbementi integrdljdnak
is nevezik.



VI. fejezet

Tobbvaltozos fiiggvények differencialsza-
mitasa

1. A differenciadlhatésag

A tovabbiakban olyan f : D C R™ — R™ tipusu fiiggvényekkel
foglalkozunk, ahol D nyilt halmaz R"-ben és f = (fi,..., fm), ahol
fi,..., fm az f komponens fiiggvényei. R™ és R™ elemeit is oszlopmat-
rixokkal reprezentéljuk (ha mast nem mondunk).

Egy f : {(a,b) — R fiiggvényt akkor neveziink differencidlhatonak az
xo € {(a,b)-ben, ha létezik a

L @)~ (o)

T—To Xr — X
véges hatarérték, s ez nem viheté at f : D C R™ — R™ tipusu fiiggvények
o € D-beli differencialhatosagara.

Ugyanakkor a definicié igy is megfogalmazhato:

Létezik A € R, hogy lim f@)=f(wo) _ A, mellyel ekvivalensek a kovet-

kezok: ’
JAER, fim £ =@
z—zo T — Tg
— JAeR, lim L@ = f@0) —Ale—20) _,
T—TQ Xr — X
T—To |:L‘—£L‘0‘

Ez utébbi mar alkalmas az altalanositasra (abszolutérték helyett R™,
illetve R"-beli normat, A helyett m x n-es matrixot, azaz A € L(R™,R™)
linearis leképezést véve).
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1. definicié. Azt mondjuk, hogy az f : D C R" — R™ fiiggvény
differencidlhatd az xo € D pontban, ha létezik egy A € L(R™,R™)
linearis leképezés, hogy

— — Az — m
" L I5@) = () = A = o)l

z—T0 |z — zo||rn

=0.

Ekkor f'(xo) = A az f fiiggvény xo-beli differencidlhdnyadosa, mig
df (w0, x — 20) = f'(20)(z — 20)

az [ xo-beli elsé differencidlja.

Megjegyzés. Ha f : D C R™ — R tipusu fiiggvény, tgy f'(z) = A =

(a1 ... an) 1 X n-es sorméatrix, mig az els6 differencial a

n

d f(xo,z —x0) = Zai(% — X0i)

i=1
Szam.
Példa. Legyen f: D C R® — R™, f(x) = B-xz+b, ahol B egy m x n-es

métrix, b € R™. Bizonyitsa be, hogy f differencialhato6 és f'(x) = B.
Azt kell belatni, hogy

lim |Bx+b— (Bxo+b) — B(x — zp)||gm

z—o |z — @o||rn

_ [0]lgm
= llm ——— —
a—wo ||z — 20||RN

1. tétel. Ha az 1. definiciéban (1) az A = A; és A = A esetén is teljesiil,
ugy A1 = A, (azaz a differencidlhanyados egyértelmiien meghatarozott).

2. tétel. Az f: D C R" — R™ fiiggvény akkor és csak akkor differen-
cialhaté az xog € D pontban, ha
a) létezik A € L(R™,R™) lineéris leképezés és w : D C R™ — R™
fiiggvény, hogy

(2) f(@) = f(x0) = Az — 20) + w(z)

és lim w(@) =0.
o o — w]

vagy
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b) létezik A € L(R™,R™) lineéris leképezés és w : D C R" — R™
fiiggvény, hogy

(3) f(@) = (o) = Az — o) + w(@)||z — o
és lim w(zr) = w(zg) = 0.
T—x
Bizonyitds.
A) Rendezés és abszolutérték képzése utan (2) és (3) is adja (1) teljesii-
lését.

B) (1)-b6l a hatéarérték definicioja és tulajdonsagai miatt kapjuk a) és
b) és igy (2) és (3) teljesiilését. O

3. tétel. Ha az f: D C R" — R™ fiiggvény differencidlhaté az oy € D
pontban, akkor ott folytonos is.

Bizonyitds. Elegendé megmutatni, hogy

(%) lim [f(z) = f(zo)|l = 0.

Az €l6z6 tétel b) része adja, hogy létezik A € L(R™,R™) linearis leké-
pezés, és w : D C R™ — R™ fliggvény, hogy lim w(z) = w(xzg) = 0
éS r—xo
1£ (@) = f(zo)ll = [[A(z = z0) + w(z)lz — ol || <
<A@ = zo)[| + lw(@)[ |z = zol| < [|Al} |2 = zoll + llw(@)[} [ = zoll
A kapott egyenlétlenségh6l © — xo hataratmenettel kapjuk (x)-ot. O

Megjegyzés. A tétel megforditasa altaldban nem igaz. Példaul az

" ) 0.0),
flz,y) = \/m (z,y) # (0,0)
0 (z,y) = (0,0)

fiiggvény folytonos a (0,0) pontban, de nem differencialhato, ahogy ezt
kés6bb még bizonyitjuk.

4. tétel. Az f = (f1,...,fm) : D C R" — R™ fiiggvény akkor és
csak akkor differencialhat6 az xo € D pontban, ha az f; (i =1,...,m)
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fiiggvények differencialhatok xg-ban, tovabba f'(xo); = fl(xo), azaz
A
fl=1":
f'/

2. Iranymenti és parcialis derivalt
1. definicié. Legyen f : D CR®* = R™, ag € Dése € R” (Jle]| = 1)

adott. A
D, f(zo) = lim flxo + tet) — f(zo)

értéket, ha létezik, az [ fiiggvény xo-beli e irdanymenti differencidl-
hdnyadosdnak nevezziik.

Példa. Szamitsa ki az f(z,y) = 2 +y° ((z,y) € R?) fiiggvény
e = (%, %) = (ey,e2) irdnymenti derivaltjat (1,1)-ben. Ebben az
esetben m =1, n=2és

Duf(1.1) = lim L0 eI te2) = f(1L1) _

t—0 t
t 2 t 2
i (1+5) +(1+5) -2
~ lim ; -
2 2
2\/—%—1—2% 4

. . 4
1. tétel. Haaz f: D C R® — R™ fiiggvény differencialhaté az xo € D
pontban, akkor barmely e € R" irdanymenti derivaltja létezik és

De f(zo) = f'(20) - € .

Bizonyitds. Az el6z6 paragrafus 2. tételének b) részét © = xg + te,
A = f'(xo) mellet hasznalva

f(@o + tet) — flwo) _ %[f/(a?o)(iﬂo +te — ) +w(zo + te)t]] =
|t]

= /(o) - e+ wlao + te)
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kovetkezik (|t| < 0 esetén — alkalmas 6 mellett), ami ¢ — 0 hataratme-
nettel adja az allitast. 0

Megjegyzés. A tétel megforditasa altaldban nem igaz.

2. definicié. Ha f = (f1,...,fm): D CR®" = R™, 29 € D és
e; = (O,...,O,i,O,...,O), akkor a

of; .

S 20) = D f(w0)

(i=1,...,n, j =1,...,m) szdmokat, ha léteznek az f j-edik kompo-
nensfiiggvénye i-edik valtozdja szerinti parcidlis derivdltjainak nevez-
ziik xp-ban.

D; fj(zo) =

Megjegyzés. Ha ¢;(t) = fj(zo1,...,T0i—1,t, Zoit1,-- -, Zon) (|t] < 0),
akkor D; f;(z0) = ¢ (zo;).

Példak.

1. Ha f(z,y) = 22 +y* + 22y ((z,y) € R?), 4gy m = 1, n = 2, igy
D f= g—i—et és Dof = g—i—t kell meghatarozni, amihez be kell latni,
hogy f differencialhato-e rogzitett y mellett @ szerint, illetve rogzitett
z mellett y szerint. A valasz nyilvan igen (hiszen igy egyvaltozos

masodfoku fliggvényeket kapunk) és

0 0
Daf(e9) = G w) =20+ 29 . Daf(ey) = G o) =29+ 20

2. Hatarozza meg D1 f(0,0)-t és D2 f(0,0)-t, ha

Y ha (z,y) # (0,0)

flay) =S Vi +y?

0 , ha (z,y) = (0,0) .
m=1, n=2,1igy

f(@,0) = £(0,0) _ . 0-0 _

D1 £(0,0) = lim 0 = lim ~—5 =0,
0,y) — £(0,0 0—0

Daf(0,0) = lim 1OV SO0 _ =0.
y—0 y—0 y—0y —0
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2. tétel. Ha az f = (f1,...,fm): D C R" — R™ fiiggvény az xo € D
pontban differencidlhato, akkor barmely D;f; parcidlis derivalt létezik
és

Difi(zo) ... Dnfi(wo)

f'(zo) = (Dif(0))mxn = : :
len(xO) ann(xO)
Bizonyitdas. Az el6z6 paragrafus 4. tétele adja, hogy barmelyik f; diffe-
rencidlhaté xp-ban és akkor az el6z6 tétel szerint V e-re, igy V e;-re is
| Deifj (1‘0) = le] (1‘0) Tovabba:

f'(@o) = (fi(xo))mx1 €s [fj(xo)li = fj(z0)-ei = De, fi(x0) = Difi(xo)

miatt kapjuk f/(zo) elGallitasat is. O
Megjegyzés. A fliggvény differencidlhatosdganak sziikséges feltétele a

parcialis derivaltak létezése, s azok (ha differencialhato a fliggvény) meg-
adjak a derivaltmatrixot.

Példa. Az el6bb belattuk, hogy az
Ty

———— ,ha (z,y) # (0,0
0 , ha (z,9) = (0,0) .

fiiggvényre 3 D1 £(0,0) = D2£(0,0) = 0, de nem differencialhato, mert

_M - (070)(“”)
Va? + y? Y |zy|

lim = lim
(2,9)—(0,0) Va2 + y? (@,9)—(0,0) 2 + y?

70,

ugyanis ha (z,,z,) — (0,0), akkor
x

3. tétel. Ha az f = (f1,...,fm) : D C R® — R™ fiiggvény bdrmely
parcialis derivaltja létezik az xo € D egy K (xo,0) kirnyezetében és foly-
tonosak xg-ban, akkor [ differencialhaté xo-ban.
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A 2. és 3. tétel felhasznalasaval egyszertien bizonyithaté a kovetkezd:

4. tétel. Ha f : D C R® — R™ adott fiiggvény, akkor a kovetkezd
allitasok ekvivalensek:

a) Barmely D;f; (i =1,...,n, j = 1,...,m) létezik és folytonos
D-n.

b) f differencidlhaté D-n és f': D — L(R™,R™) folytonos D-n.
Az egyvaltozos fiiggvények differencialhatosdganak fogalma és az el6bbi
tétel alapjan természetes a kovetkezs:
3. definici6é. Azt mondjuk, hogy az f : D C R" — R™ fiiggvény
folytonosan differencidlhaté D-n, ha

a) f differencialhato és f’ folytonos D-n,
vagy

b) barmely D, f; létezik és folytonos D-n
teljesiil.

3. Differencialasi szabalyok

1. tétel. Ha az f,g: D C R* — R™, A : D — R fiiggvények diffe-
rencialhatok xg € D-ben, akkor az f + g, \f, § (\ # 0) fiiggvények is
differencialhatok és

(f +9) (o) = f'(z0) + g'(20),

teljestil.

Bizonyitds. A definici6 alapjan példaul az els6 esetben az

[(f +9)(@) = (f + 9)(wo) = (f'(x0) + ' (x0))(x — z0)|| _

[l — o
< ||f($) — f(wo) = f'(wo)(z — 370)” 4 ||9($) —g(wo) — g'(w0)(x — 370)”
- [l — | |z — ol
egyenl6tlenségbdl, x — xp hatardtmenettel jon az allitas. O
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2. tétel (az Osszetett fliggvény differencidlhatésaga).

Haf : D CR* - R™ g: E C f(D) ¢ R® — R* olyan, hogy f
differencialhat6 xo € D-ben és g differencidlhaté f(xq)-ban, akkor az
F =go f: D — R fiiggvény differencidlhat6 xo-ban és

(OD) F'(x0) = ¢'(f(z0)) - f'(20) -
(D és E nyilt halmazok és (OD)-ben métrixok szorzasa szerepel.)

Példa. Legyenek

f : RQ - R3> f(ﬂ?l,ﬂ?Q) = (62z1+r27x2 - xlyxf +:L.2) )
g:RP =R fly,y2.y3) = (y1 + 202 + 43, U5 + y2 + ¥s)
F:R? - R? F(x1,22) = g(f(z1,22)) .

Hatéarozza meg F’(0,0)-t.

Ellenérizhetd, hogy f V (z1,22) € R%, gV (y1,y2,y3) € R3-ban differen-
cidlhat6 (mert komponens fiiggvényeik differencialhatok), igy 3 f/(0,0)
és ¢'(f(0,0)) = ¢'(1,0,0). Tovabba

e2r1+r2 9 L2T1+w 2 1
[, 22) = -1 1 —  f0,00=[-1 1],
211 1 0 1
, (12 2 , (1 20
g(y17y2>y3)_<2y1 1 1 - 9(17070)_ 2 1 e

igy
2 1
1 20 0 3
Fo.0=g0.00- 100y 1 9[- 1) =(5 1)
Megjegyzések.
1. Ha k = 1, akkor (OD) alakja
F/(:Eo) = (DlF(.’I}o) N DnF(.’I}o)) =
lel(IO) e anl(Io)

= (D1g(f@0) - Dg(f(0))) | :
lem(l‘o) e anm(l‘o)
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és akkor pédaul
D, F(x) = Zm:Dkg(f(xo)) - Dj fr(z0) -
2. Hak=1, n=1, akkor ;; = g(f1(t),- ., fm(2)),
F'(z0) = 86—};(:100) — ing(f(xo))f;-(afo) .

3. tétel. Legyen f: D CR™ - R™ xg € D, f(xo) = yo- Tegyiik fel,
hogy g az yo egy kornyezetét R"-be képezd fiiggvény, hogy g(yo) = o és
g(f(z)) = id(z) barmely x € K(x,6). Ha f differencialhaté xo-ban és
g differencialhaté yo-ban, akkor

9'(yo) = (f'(z0))™"
(Itt (f'(w0)) ! az f'(xo) matrix inverzét jeldli.)

Megjegyzés. Ha egy f differencialhaté fliggvénynek létezik differencial-
hato inverze, akkor sziikségképpen f’(x) nem szingularis matrix.

4. Kozépértéktételek és kovetkezményeik

A kovetkezSkben az egyvaltozos fliggvényekre ismert Lagrange-féle
kozépértéktétel felhasznalasaval mondunk ki, illetve bizonyitunk be ha-
sonlo tipusa tételeket.

1. tétel. Ha az f : D C R™ — R fiiggvény differencidlhaté a D (nyilt)
halmazon és D tartalmazza az xo és xo+h végponti [xg, xo+ h]-val jelolt
szakaszt, akkor létezik ¢ = xg + toh (0 < to < 1) pont ezen a szakaszon,

hogy
f(wo +h) = f(xo) = f'(c) - I
Bizonyitds. A
B(t) = f(zo+th)  (t€0,1])
szerint definialt fliggvény az Osszetett fiiggvény differencidlhatosagara

vonatkozo6 tétel miatt differencialhaté és

&' (t) = f'(xo +th)-h (t €10,1])
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Tovabba @ teljesiti az egyvaltozos Lagrange-tétel feltételeit a [0, 1] inter-
vallumon, igy 3 tg € (0,1) (és igy ¢ = zo + toh), hogy

Fro+ 1) = fwo) = B(1) — BO) = & (to) - 1= ['(c) h. D

2. tétel. Legyen D C R™ nyilt és konvex halmaz (azaz barmely x1,xs €
D esetén [x1,22] C D). Ha f : D — R differencidlhat6 D-n és létezik
M € R, hogy ||f'(z)|| < M (barmely x € D), akkor

[f(@) = fyl < Mllz -yl (z,y€ D)

teljestil.

Bizonyitds. Legyen z,y € D (konvex) = [z,y] C D, igy az 1. tétel
miatt (z = xo és y = xo + h mellett) 3 ¢ € (x,y), hogy

f(@) = fly) = f)(z—y),

melybdl
[f(@) = fW) = '@ =l < 1)z -yl < Mz —y|
kovetkezik tetszéleges x,y € D esetén, amit bizonyitani kellett. O

Kovetkezmény. Ha a 2. tétel feltételei mellett még f'(z) =0 (z € D)
is teljesiil, akkor f(x) = ¢ (z € D).

3. tétel. Ha az f : K(x0,8) C R" — R fiiggvény barmely D;f (i =
1,...,n) parcidlis derivaltja létezik, akkor barmely h € R™, 0 < ||h]| < 6
esetén léteznek cy, ..., c, € K(x0,d) vektorok, hogy

(#)  flwo+h) = f(zo) =Y Dif(chhi  (h=(h1,....hn)).
i=1

Kovetkezmény. Ha az f: D C R™ — R fiiggvény barmely D, f parci-
alis derivaltja létezik és korlatos valamely K (xo,d) C D kornyezetben,
akkor f folytonos xg-ban.

Bizonyitds. A 3. tétel miatt (%) teljesiil, melybdl

|f (o +h) = fxo)| =

ZDif(Ci)hi
i=1

<MY Jhil - (IR] <)
i=1

kovetkezik (ha |D;f(c;)| < M Vi=1,...,n).
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Ebbdl pedig, felhasznalva, hogy h — 0-bol h; — 0 is kovetkezik (V i-re)
kapjuk, hogy
Jim [ (o + h) — [(w0)| =0
ami adja, hogy
Jim f(2) = f(zo)
és igy (mivel z( torlodasi pontja és pontja is D-nek) f folytonos xzo-
ban. O

Megjegyzés. A kiovetkezmeény igaz f = (f1,...,fm) : D C R® - R™
tipust fiiggvényekre is, ha V D, f; 1étezik és korlatos valamely

K(z9,0) C D-ben. Ekkor V f; folytonosséga teljesiil zo-ban (a kovet-
kezmény miatt). Ugyanakkor az f;-k zo-beli folytonossaga adja az
f=(f1,..., fm) fliggvény folytonossagat is zg-ban.

5. Magasabbrendi derivaltak, Young és Taylor tétele

1. definicié. Akkor mondjuk, hogy az f : D C R"™ — R fiiggvény
kétszer differencidlhato az x¢ € D-ben, ha

— létezik 6 > 0, hogy f differencialhato K (xo,d) C D-n,

—aD;f (i=1,...,n) fiiggvények differencialhatok xo-ban.
Ekkor (a korabbiak szerint) léteznek a D;(D; f) (i,7 = 1,...,n) parcialis
derivéltak xo-ban és a

Dy (Dif)(20) (= DyDf () = Dig(20) = () = foe(20)

7 7 o)\ — i 0) — tig 0) — 855]81'1 0) — Jxix; (L0
szamokat az f fliggvény zo-beli mdsodrendd, i-edik és j-edik valtozo
szerinti parcidlis derivdltjainak nevezziik.

Ha Dy C D jeloli azon z-ek halmazat, ahol létezik D;D; f(x), akkor
D;D;f : D1 — R az f i-edik és j-edik valtoz6 szerinti mdsodrendd
parcidlis derivdlt fliggvénye Dq-en.

Példak.
1. Ha f(z,y) = 2* +y* ((z,y) € R?), akkor 3 D, f(z,y) =2z
és D, f(x,y) = 2y és igy

barmely (x,y) € R%-re.
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2. Ha

flzy) =14 22 +9y?

O ? ha‘ (il?,y) # (070)7
akkor
2y(x? +y%) — 2xy2y  2yx? + P — day?
= h 0,0
_ (I2 _|_y2)2 (IQ +y2)2 y 11 (x7y) 7é ( ) )7
. 0-0

i o0 =0  ha (x,) # (0,0),

igy

2y3
Dz 9 - Dz 5 . wE . 2

lim 1(0.y) £(0,0) = lim v = lim —- = 40
y—0 x—0 y—0 Yy — 0 y—0 y2

miatt nem létezik Dy, f(0,0), de

D f(#,0)-D.f(0,0) | 0-0
3 Dm;f((),O)—al;li% r—0 —}JILI})I_O_O,

Megjegyzések.
1. Definidlhatok a magasabbrendi parcidlis derivdltak is:
Ha adott il, e 7ir_1—re létezik Di1 N D%ul f (: Di1...ir71 f) K(LL‘(), (5)—

n, akkor

Di, ..i, f(w0) = Di, (Diy..i,_, f)(20)
az f figgvény i1, ...,4, valtozok szerinti r-edrendd parcidlis de-
rwaltja ro-ban. Ha iy =iy =--- =14, =k, ugy

Dif =Dy,...Dyf

a k-adik valtozo szerinti r-edrendi ,tiszta” parcialis derivaltat jeloli.
2. Mivel f' = (Dyf ... D,f), igy a kétszeri differencidlhatosdg
fogalma ekvivalens a kdvetkezdvel:
— létezik 6 > 0, hogy f differencialhato K (zg,d)-n,
— f’ differencialhat6 xo-ban.
f"(zo) = (f") (x0)-t f xo-beli masodik derivaltjanak nevezziik.
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2. definicié. Azt mondjuk, hogy az f = (f1,...,fm) : D C R" —
R™ filiggvény kétszer differencidlhaté az x¢o € D pontban, ha az
fi,..., fm flggvények kétszer differencidlhatok xp-ban és

f"(@o) = (f{' (o), - frn(x0)-
3. definici6é. Azt mondjuk, hogy az f: D C R" — R fiiggvény r-szer
(r > 2) differencidlhaté xp-ban, ha
— létezik § > 0, hogy f r — 1-szer differencialhaté K (xg,d)-n,
—aD;...D;  f 1 <idy,...,0.-1 <n)r— l-edrendd parcialis
derivalt fiiggvények differencidlhatok xzp-ban.

Ez ekvivalens azzal, hogy létezik f("=1) z egy kornyezetében és ez diffe-
renciadlhat6é zg-ban.

4. definici6é. Azt mondjuk, hogy az f : D C R™ — R fliggvény kétszer
folytonosan differencidlhato xg € D-ben, ha a Dy f,..., D, f fiigg-
vények differencialhatok az xg valamely K(zg,d) C D kornyezetében és
a

fiiggvények folytonosak xg-ban.

Ez pontosan azt jelenti, hogy f differencidlhato K(xg, d)-ban és f' diffe-
rencidlhat6 és derivéltja folytonos zg-ban.

(Hasonloan definialhato a fiiggvény r-szer folytonos differencialhatosiga
is.)

,Gyakran” igaz adott fiiggvényre, hogy Dy D;f = D; Dy, f, vagyis az ugy-
nevezett vegyes parcidlisok megegyeznek, de van ellenpélda is.

Példak.
1. Ha f(x,y) = 2% — 22y — 3y? ((z,y) € R?), akkor
3 Dyf(z,y) =22 —2y = 3 Dyyf(z,y)=-2,

igy Dyyf(2,y) = Dyo f(z,y) barmely = € R%-re.
2. Ha
oA, ha (z,y) # (0,0),
0 ; ha (z,y) # (0,0),

flz,y) =
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akkor
z® —y? 22(z% +y?) — (22 — y?)2x
_ Ve + 42 -y (22 + 42)2 , ha (2,y) # (0,0),
. 0-0
Iy oo =0  ha (2,y) # (0,0),
igy
3
5 Dy (0,0) =t 200
w’l/f( ) )—yli%yT—— ,
tovabbéa
oyt ey - @y
TE v Y @+ 2)? , ha (z,y) # (0,0),
0-0
=0 =0  ha () # (0,0),
igy
(133
z -0

3 Dy, f(0,0) = li

Ezért Dy, f(0,0) = —1# 1= D,, f(0,0).

=1.

Most egy elegendd feltételt adunk a vegyes parcidlisok egyenlGségére.

1. tétel (Young). Legyen f: D C R" — R az a € D pontban kétszer
differencialhato, akkor

DyDjf(a) = D;Dyf(a)
barmely 1 < k,j < n esetén.

Megjegyzés. A tétel altalanosithato f : D C R® — R, zg € D-ben
r-szer differencialhato fliggvényekre, ekkor

Di, i f(wo) = Dj,..j, f(x0)

barmely (i1,...,4,) és (j1,...,Jr) T-taga, természetes szamokbol allo
sorozatra, melyek egymasbol atrendezéssel keletkeznek (1 < iy, js < n).
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5. definicié. Az f : D C R* — R™, zy € D-ben differencialhato
fliggvény xo-beli, az x — z¢ megvaltozashoz tartozé elsé differencidljan
a

df (o, x — x0) = f'(z0)(z — o) (z — o € D)
fiiggvényt értjiik. Ha h = x — xg, 4gy

df (zo, h) = f'(wo)h

az xo-beli, h megvéltozashoz tartozo elsé differencidlja f-nek. Ez minden
olyan z-re értelmezhetd, ahol 3 f’(x), ekkor

df (z, h) = f'(z)h
f x-beli, h-hoz tartozo els6 differencialja.
Ham=1, x —x9=h=(h1,...,hs), akkor f z-beli, h-hoz tartozo
els¢ differencialja

df (. h) = 3 fu, ()
=1

alakt, ha 3 f'(z) = (fz, (2) ... fo,(2)).
6. definici6é. Legyen f : D C R" — R, 2y € D olyan, hogy lé-
tezik f(")(xq) (f r-szer differencidlhaté zo-ban). Ekkor d'f(z,h) =
df (z,h) f z-beli, h-hoz tartoz6 elsd differencidlja. Ha d"—'f(x,h)
az f ax-beli, h-hoz tartozé (r — 1)-edik differencidlja értelmezett vala-
mely K (zg,d)-n, akkor f zg-beli, h-hoz tartozo r-edik differencidljan
a rogzitett h mellett z fiiggvényeként tekintett d"~'f fiiggvény elsS dif-
ferencialjat értjiik xp-ban, azaz

d’ f(wo,h) = (A" ), (z0)hi -

i=1

2. tétel. Legyen f : D C R®™ — R r-szer differencidlhaté az xo € D
pontban, akkor

drf(l'o, h) = Z fwilmgjir (ﬂﬁo)hil v hir

i1y nip=1

(ami r-edrendd forma az f., . ., (zo) egyiitthatokkal).
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3. tétel. Ha f: D C R™ — R r-szer differencidlhaté D-n, akkor az
F(t) = f(x+th) fiiggvény minden olyan t € R-re, amelyre x+th € D, r-
szer differencidlhaté és

FO(t) = d" f(z + th, h).

4. tétel (Taylor-formula). Legyen f: D CR" - R, x € D és f (r +
1)-szer differencialhaté az [x,x + h] C D szakaszon, akkor létezik 6 €

(0,1), hogy

df (z,h d’ f(x,h) dtif(xz+6h,h
(TF) St = o)+ LoD g TLEN SIEL TN
Bizonyitds. Tekintsiik az

F:[0,1] >R, F(t) = f(x +th)

figgvenyt. F a f (r + 1)-szeri differencidlhatoséga miatt (r 4+ 1)-szer
differencialhato és az elgbbi tétel miatt

(%) FO@W) =dif(x+th,h)  (i=1,...,r+1)

vVt e[0,1]re.
Igy F teljesiti az egyvaltozos Taylor-tétel feltételeit, ezért to =0 A
t=1esetén 3 0 € (0,1), hogy

F'(0) FO©),,  FU@)
F(1) = FO)+ 1+ — =1 el
ami (*) miatt adja a (TF)-et. O
Példak.

1. Irja fel a Taylor-formulat az f(z1,22) = 2{? ((v1,722) € Ry x R)
fiiggvényre az (1,1) pontban, r = 1 mellett.
Ekkor (TF) alakja

fA4+hy, 1+ he) =

— f(17 1) + df((L 1)1'(}11’ hQ)) + df((l + 0h17 1 ;0}12)7 (hl, hg))
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A parcialis derivaltak:

fw1 (371,:172) = 1'237?271 s fw2 (:171,;172) = .’L’fz In x1 ,
fores (1, 29) = o (22 — 1) 2,
forws (@1, 22) = 2727 + 202 Inwy = frpay
Saows (T1,T2) = 272 %z .

A differencialok:
df((1> 1)7 (h17 h2)) = fw1(17 1)h1 + fwg(ly 1)h2 = 1h1 + Oh2 5

d?f((14 6hy, 1+ 0ha), (h1, ha)) = (14 6hg)0hah3+
+2[(1+ 60h1)%"2 + (1 + 0ha) (1 + 0h1)?"2 In(1 + Ohs)] hyha+
+ (14 6hy)H0R2) 1n%(1 + Ohy A2 .
Igy
1
(1+hy) e =14+ hy + 5{(1 + Ohy)0hah2+
4 (1 + 0hy)F02) 1n2(1 4 th)hg}.

2. Szamitsa ki 1.0210! kozelits értekeét.
Az elébbi példa szerint (h; = 0.02, hy = 1,01 mellett csak az els6
differencialt hasznalva)

1.02"9 ~ 14 0.02 = 1.02.
Masrészt
d*f((1,1), h1,ha) = 0+ b} + 2[1 + 0]h1ha + Oh3 = 2h1hs
miatt egy jobb kozelités
1.02" ~ 14 0.02 + (0.02)0.01 = 1.0202 .

Egy zsebszamologép az 1.020202007 . . . értéket mutatja, igy a maso-
dik kozelités mar elég jo.
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6. Lokalis szélsGérték

Ismeretes a kovetkezs: akkor mondjuk, hogy az f : D C R® — R
fliggvénynek az xp € D pontban lokalis maximuma (minimuma) van, ha
36 > 0, hogy

Ve K(w,0) = f(z) < flzo) (f(z) 2 f(x0)).
Az egyvéaltozos esethez hasonloan igaz a kovetkezs:

1. tétel (a lokalis szélsGérték 1. sziikséges feltétele).
Ha f: D CR"” =R, 29 € D (nyilt), f differencidlhaté xo-ban és f-nek
lokélis szélsGértéke van xo-ban, akkor f'(xq) = 0.

Bizonyitds. Ha f-nek lokalis szélséértéke van xo-ban, akkor 3K (zg,d) C
D, hogy

flx) < flzo) (f(z) =2 f(w0)) V€ K(xo,0),
igy ha e (|le]| = 1) tetszbleges R™-ben és |t| < §, akkor
f(zo+te) — f(zo) <0 (=0),
igy f zo-beli differencidlhatésaga miatt a 3.1. tétel adja, hogy

flzo+te) = f(x0) ] <0 (>0), hat—0+0
t >0(<0), hat—0-0,

F'(z0)e = Def (o) = lim
ami csak ugy lehetséges, ha f/'(z9)e = 0, melybdl e tetszéleges volta
miatt jon, hogy f'(xg) = 0. O

2. tétel (a lokalis szélsGérték 2. sziikséges feltétele).
Ha az f : D C R™ — R fiiggvénynek lokalis szélsGértéke van xg € D-ben
és létezik fy,(xo), akkor fy,(z¢) = 0.

Bizonyitds. Ha f-nek xo-ban lokalis szélsGértéke van, ugy a
o(t) = f(zo1,- .. Toi—1,t, Toit1,-- -, Ton)
fiiggvénynek is t = xg;-ben, igy fz, (z0) = ¢'(x0;) = 0. O

A 6. fejezet 2. tétele r = 2 esetén adja, hogy az f : D C R™ — R fiigg-
vény xo-beli h = (hq, ..., hy)-hez tartozo 2. differencialja, ha 3 f(zo)

& f(xo,h) = fui, (@o)hili; ,

ij=1



6. LOKALIS SZELSOERTEK 103

ahol a Young-tétel miatt fy ., (z0) = fe,z,(70) is teljesiil. A masodik
differenciél tehat ekkor a h;-k kvadratikus formadja. Linearis algebré-
bél ismert, hogy egy

q(hl,...,hn) = Zaijhih]— (aij = aji)
i,j=1

kvadratikus forma

— pozitiv definit, ha ¢ >0V h = (hy,...,h,) #(0,...,0),

— negativ definit, ha g <0V h = (hy,...,h,) #(0,...,0),

— wndefinit, ha felvesz pozitiv és negativ értékeket is.
Tovabba — Sylvester tétele szerint — egy kvadratikus forma akkor és csak
akkor pozitiv, illetve negativ definit, ha a

a1 AT
a1l a2

Ay =ann Ay =
’ a1 022

an1 oo Apn

ugynevezett bal fels§ sarokdeterminansok (vagy féminor determinénsok)
pozitivak, illetve valtakozva negativak és pozitivak.

Ezen fogalmak, a Taylor-tétel és a differencidlhatosag definicioja
alapjan bizonyithato a kovetkezs, ugynevezett mésodrendi (elegendo)
feltétel a lokalis szélsGérték létezésére.

3. tétel (a lokalis szélsGérték elegendd feltétele).

Ha az f : D C R® — R fiiggvény kétszer differencialhaté az xo € D
pontban, tovabba f'(xo) = 0 és d?f(zo, h) pozitiv (negativ) definit, ak-
kor xg-ban f-nek szigori lokélis minimuma (maximuma) van.

Megjegyzések.
L. A tétel feltételei mellett A; > 0 (i = 1,...,n) esetén szigori lo-
kalis minimuma, (—1)’'A; > 0 (i = 1,...,n) esetén szigoru lokalis

maximuma van f-nek xop-bamn.

2. Ha d?f indefinit, akkor f-nek nincs szélsGértéke xo-ban (az adott
feltételek mellett).

Példak.

1. Vizsgalja a lokalis szélsGértéket az

fla,y)=2*+ay+y* -3z -3y  ((v,y) €R?)
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fliggvényre.
3 felzy)=220+y-3, flz,y)=z+2y-3,
igy ott lehet lokalis szélsGérték, ahol
2xr+y—-3=0, r+2y—3=0.

Az egyenletrendszer egyetlen megoldasaaz x = 1, y = 1, igy az (1, 1)
pontban lehet lokalis szélsGérték.
Belathato, hogy f kétszer differencialhato6 az (1,1) pontban, tovabba

Jea(®,y) =2, foy(2,y) = fre(z,y) =1, fyylz,y) =2,

ezért

miatt a d?f((1,1), (h1, h2)) kvadratikus forma matrixa

(i 2)

A1:2>0, Ag—‘

ami adja, hogy

2 1

1 2‘ =3>0,

tehat (lasd 1. megjegyzés) f-nek (1,1)-ben lokélis minimuma van.
Vizsgalja az f(z,y) = 2° + v — 32y ((z,y) € R?) fiiggvény lokalis
szélsGértékeit.

3 folz,y) =322 =3y, fy(z,y) =3y° -3z,

és

Bty =0 (2.9) = (0,0) (z.y) = (1,1)
@ x7y: b Va’y "I:7y: -]

3y° =32 =0 5

igy a (0,0) és az (1,1) pontokban lehet lokalis szélsGérték. Belathato,
hogy f kétszer differencidlhaté, tovabba

Jea(®,y) =62, foy(z,y) = fya(z,y) = =3,  fyy(z,y) =6y .

(1,1)-ben a d? f matrixa (_63 _63>’ igy A1 =6>0, Ay =36—9 >

0, tehat f-nek (1,1)-ben lokélis minimuma van.
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-3
-3 0
miatt tételiink nem hasznéalhato. Belathato (més modszerrel), hogy
(0,0)-ban az f(0,0) = 0 nem lokalis szélsGérték.

(0,0)-ban a d?f matrixa >, igy Ay =0, Ag = -9 >0

7. Inverzfiiggvény-tételek

A 3. fejezet 3. tétele utan megjegyeztiik, hogy egy differencialhato
f: D CR"* — R" (D nyilt) fiiggvény differenciadlhaté inverzének lé-
tezéséhez sziikséges, hogy f’(x) matrixa nem szingularis, ami a lineéris
algebrabol tanultak szerint azt is adja, hogy det f/(z) # 0.

Megmutathato, hogy folytonosan differencidlhaté fiiggvények esetén
a feltétel — legalabbis lokalisan — elégséges is.

1. definicié. Az f : D C R" — R" leképezést (fliggvényt) reguld-
risnak nevezziik, ha folytonosan differencialhaté és
Difi(z) ... Dpfi(x)
det f'(z) = | © |#0  (zeD).

2. definicié. Az f: D C R™ — R"™ leképezést (fiiggvényt) lokdlisan
invertdlhatonak nevezziik D-n, ha V 29 € D esetén 3 K(x,r) C D,
hogy f|k(wo,r) ([ lesziikitése K (xq,r)-re) invertalhato fiiggvény.

Az alabbi harom (az inverzfiiggvény-tétel bizonyitasat el6készits) tételt
bizonyitas nélkiil kozoljik.

1. tétel (a lokalis invertalhatdsag elegendd feltétele).

Legyen f : D C R™ — R™ regularis leképezés (fiiggvény), akkor lokélisan
invertalhaté D-n

2. tétel (az inverz fiiggvény folytonossaga). Ha az f : D C R" —
R™ fiiggvény (D nyilt) regularis és kélcsondsen egyértelmi D-n, akkor
a) f(D) nyilt R™-ben;
b) az f fiiggvény g : f(D) — D inverz fiiggvénye folytonos.
3. tétel (az inverz fiiggvény regularitasa). Haaz f : D C R — R"

fiiggvény (D nyilt) reguldris és kolcsénosen egyértelmii D-n, akkor a
g: f(D) — D inverz fiiggvénye regularis.
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Az €l6z6 harom tétel eredményeinek Osszefoglalasa a kovetkezs:

4. tétel (inverzfiiggvény-tétel). Ha az f : D C R" — R” fiiggvény
a D nyilt halmazon regularis, akkor lokilisan invertalhaté és a lokalis
inverzek reguldrisak, azaz ¥ xq € D esetén 3 U és V nyilt részhalmaza
R"™-nek, hogy xg € U C D, f(U) =V, tovabba f kolcsondsen egyértelmi
U-n, ag = f~! fiiggvény folytonosan differencialhaté V-n, és det g’ #
0 V-n.

Bizonyitds. Az 1. tétel adja f lokalis invertalhatosagat D-n, igy V xg €
D esetén létezik K(xz9,0) = U C D nyilt halmaz, hogy f kolcsénosen
egyértelmid U-n. A 2. tétel miatt az f(U) = V halmaz nyilt R”-ben, mig
3. tétel miatt a g = f~! lokalis inverz regularis V-n. ([l

Megjegyzés. Az f: D C R" — R” fiiggvény lokalis invertalhatdsigat
ugy is fogalmazhatjuk, hogy az y = f(z) egyenlet, illetve az

y=1,--yyn) = (filzr, ..., zn), .., fu(z1,...,20)) = f(x)
miatt adodo
yi = filx1, ..., xn) (i=1,...,n)
egyenletrendszer megoldhaté z1,...,z,-re az yi,...,y, fliggvényében
(ha V z¢g € D-re z és y az xg és yo = f(x) elég kis kornyezetében
vannak).

Peéldak.

1. Legyen f:R? — R2 f(r,) = (rcosp,rsin ).
Ha D =]0,1[ x ]0, b, akkor f’ nem szingularis D-n, de akkor és csak
akkor kolcsonésen egyértelmid D-n, ha b < 27.
Barmely (r,¢) € D-re

cos —7rsin
3 f/(T,QO):( I @)7

sing rcosy

igy det f'(r,p) =r >0V (r,¢) € D-re, ezért f’' nem szingularis.
Ekkor az inverzfiiggvény-tétel adja, hogy f lokalisan invertalhaté D-n
(és a lokalis inverzek regularisok).

A Kalkulus I. 1.3.1 tétel miatt f akkor és csak akkor invertalhato
D-n, ha V (r1,¢1), (r2, p2) € D esetén f(r1,p1) = f(ra, p2)-bdl
(r1,01) = (r2, p2), azaz r1 =19 és 1 = 2 kovetkezik.

Tehat legyen (1 cos 1,71 sin 1) = (r2 cos e, 12 sin ¢3), akkor
71 COS (p] = T2 COS 3 €S 71 8in ] = ro sin o kovetkezik D-n, melybdl
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négyzetreemeléssel és Osszeadassal r? = 13 illetve r1 = 7o kovetkezik.
Igy az egyenletrendszer ¢, és @a-re

0 = cos 1 — cosyy = —2cos 1 —;-902 sin @1;902
0 = sinp; — sin gy = 2 cos L ‘;@2 sin 901;@2 ,

ami akkor és csak akkor teljesiil, ha ¢y = @1 + 2km.

Ha 1,2 €]0,27[, Ggy ez csak k = O-ra lehet igaz, azaz ©1 = @9
is teljesiil. Ha tehat b < 27, gy f kolcsonosen egyértelmd D-n. Ha
b > 2w 4gy nem.

Hatérozzuk meg az f : D C R? — R?,

T X1 Z2
flz) = = ;
1+21 4+ 22 l1+2x14+22 1 +21+ 29

fiiggvény inverzét, ha D = {(z1,22) € R?|1+ 21 + 29 # 0}.
Belathato, hogy
1

 flenm) =G Ty

igy a lokalis invertalhatosag igaz.
A megjegyzés szerint [ akkor (lokélisan) invertalhato, ha az
! L2
— L —y, —=
1+21 4+ 22 1+21 4+ 22
egyenletrendszer megoldhaté x1, ze-re yy és yo fliggvényében (lokali-
san). A megoldas egyszerien jon:
Y Y2
=, T2=o———,
L—y1—y2 L—y1—y2
ha 1 —y; — y2 # 0 (ami nyilvan igaz), igy f invertalhaté D-n.

>0,

:y2

1
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8. Implicit fliggvények

Definicié. Legyenek D; C R és Dy C R™ nyilt halmazok és
F=(fi,-- fa) : D= Dy x Dy CRM" - R"

adott fiiggvény (fliggvényrendszer).
Ag=1(91,...,9n) : D1 — R" fuggvényt (fiiggvényrendszert) az

1) f@y) =0  (@=(onmk) ¥ =G0 y0)
egyenlet (illetve az

(1) fily, .o, Tk, Y1y Yn) =0 (i=1,...,n)
egyenletrendszer) megolddsdnak nevezzik, ha

(2) flx,9(x)) =0 (2 € D)

teljesiil. Ekkor a g = (g1,...,9n) fliggvényt (fliggvényrendszert) az
(1) egyenlet altal adott tmplicit fiiggvénynek (fliggvényrendszernek)
szokas nevezni.
(Ha k = n = 1, agy az f és a g fiiggvény f : D C R? — R, illetve
g: Dy C R — R tipusu.)

Fontos kérdések:
— Mikor létezik implicit fiiggvény?
— Mit mondhatunk (alkalmas feltételek mellett) az implicit fligg-
vény differencialhatosagarol?
Jelolések:
- Ha f=(f1,...,fn) : D CR™ — R" differencialhato, ugy
f/i 8_f - a(f13'~'7fn) )
or O xy,...,ZTm)
— Ha f: D Cc RM" - R" (D = D; x Ds nyilt), akkor

fl:{% Z_;] ($:($1,,l‘k),y:(y1,,yn))

Megjegyzés. Az implicit fiiggvény meghatarozasianal egy n egyenletbdl
all6 k+n ismeretlenes egyenletrendszert oldunk meg agy, hogy az utolséd
n ismeretlent fejezziik ki az els6 k-val (az egyszertiség kedvéért).
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1. tétel. Legyen f : D = Dy x Dy C R¥" — R" (Dy és Do nyilt)
differencialhaté fiiggvény. Tegyiik fel, hogy létezik az (1) egyenlet altal
adott (2)-t teljesité g : D1 — R™ differencialhaté implicit fliggvény.
Akkor

(DY) g + P90 o' (0) =0,

0
illetve ha a a—f n X n-es matrix nem szinguldris az (x,g(x)) pontban,
akkor

(02) /@)=~ [Fwgn|  Fwata)
teljestil.

Bizonyitds. Ha létezik differencialhato g, ugy legyenek
h,H : D; — RFt™

hz) = (z,9(x)),  H(z) = f(h(z)) = f(z,9(x)),

akkor egyrészt H(x) = 0 (x € D) masrészt (az Osszetett fliggvény dif-
ferencialasi szabalya miatt):

0= H'(z) = f'(h(x)) - W (x) = %(h@f)) §—§<h<x>>] ' {g’%r)} N
of of

- %(I,g(l‘)) + a_y(l‘,g(x)) ’ gl(z)

0
azaz (ID1) teljesiil. Ha pedig a—g];(x,g(x)) nem szinguléris, gy (ID1)-

9 -1

et {a—z(x,g(x))] -gyel balrol szorozva, rendezés utan kapjuk (ID2)-t

is. 0

2. tétel (implicitfiiggvény-tétel). Legyen f : D C RFT™ — R” olyan
of

folytonosan differencialhaté fiiggvény, hogy 3 (a,b) € D, det 8—y(a7 b) #

6—f(a,b) nem szingularis). Akkor 3 K(a,r) C R* és egy egy-
Y
értelmiien meghatarozott, folytonos g : K(a,r) — R™ fiiggvény, hogy

0 (azaz
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g(a) = b és f(z,g9(x)) =0 (z € K(a,r)) (azaz az (1) altal meghataro-
zott, (2)-t teljesitd implicit fiiggvény K (a,r)-en). Tovabba g folytonosan
differencialhato.
Példa. Legyen f:R? - R, f(x,y) = 2% + 3% — 5. Vizsgaljuk az
fla,y)=2*+y* -=5=0
egyenlet altal meghatarozott
flz,g(x)) =a® +¢°(x) =5=0
egyenletet teljesits ¢ : K(a,r) — R implicit fliggvényt létezését, ha
(a,b) = (1,2).
f-r6l belathato, hogy folytonosan differencialhatoé.
Ha (a,b) = (1,2), ugy f(a,b) = f(1,2) = 12 +2% — 5 = 0, tovabba
3 Df(1,2) =2 # 0és Daf(1,2) = 2 # 0, igy az egyenlet lokalisan
megoldhat6 barmely valtozora (a masik fliggvényében).
Ha r = 1, ugy nyilvan a g : K(1,1) —» R, g(z) = V5 — 22 egyértelnd
megoldas (implicit fiiggveény). Az 1. tétel szerint
2z -
g'(x) =

ob-2 Vh-at

9. Feltételes szélsGérték

Definicié. Legyen f: D C RF*™™ — R, h = (hy,...,h,) : D — R™. Az
f fiiggvénynek az zo € D (D nyilt) pontban a
hz)=0  (h(z) =" =hn(x) =0)

feltétel mellett feltételes lokdlis szélséértéke van, ha

- h(Io) =0 (hl(l‘o) == hn(Io) = O)
és

-36>0, Ve K@, A hxz)=0 f(z)< flzo) (f(zx) >

f(x0))

teljesiil.

Tétel (a feltételes lokalis szélsGérték sziikséges feltétele). Legyen
f:DCRF" =R h=(hy,...,h,) : D— R". Ha az f fiiggvényneck
az xo € D (D nyilt) pontban a h(x) = 0 feltétel mellett feltételes lokalis
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szélsGértéke van, tovabba f és h folytonosan differencidlhatok az xg egy
kornyezetében, akkor

— vagy a (Dj hi(zo)) matrix minden n-edrendi aldetermi-
nx(k+n)
nansa zérus

—vagy AN €R (i=1,...,n) szamok, hogy a
F:D—R, F()=f(z)+ Y \hi()
=1

fiiggvény minden parcidlis derivaltja zérus xq-ban, azaz
DjF(iL‘o):O (j:1,7k’+'n)

Megjegyzés. A tétel szerint a lehetséges feltételes szélsGérték helyek
meghatarozasahoz a

i=1

hi(z) =0 i=1,...,n

k + 2n egyenletbdl allo k + 2n ismeretlenes (z1,...,Zk4n, A1,---, An)
egyenletrendszert kell megoldani.

Példa. Hatarozza meg az
flz1,22) = 1 + 2229 (1, 22) € R?
fiiggvény feltételes lokalis szélsGérték helyeit és azok értékét a
h(z1,22) =21 +25—1=0

feltételre (azaz az 2% + 23 = 1 kdrvonalon).
f:R?2 =R, h:R? — R tipusi, igy a megjegyzés szerint, mivel

Dif(z1,22) =1, Daf(z1,22) =2,
Dlh(.’L'l,:L‘Q) = 2:L‘1 5 DQh(.’L‘l,LL'Q) = 23;‘2 5
az
1+ 2/\I1 =0
24+ 2)\1}2 =0

x%—l—x%—l:()
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egyenletrendszer megoldasai (z1, 22)-re adjak a lehetséges feltételes szél-
sGérték helyeket.
Egyszerti szamolas adja, hogy ezek

ICIIC I R
57 10 5710 )
Az 2% + 23 = 0 korvonal kompakt halmaz R?-ben, igy azon f felveszi a
maximumét és minimumat, melyek

V5 V5 V5o V5 V5 V5
f <?’E> 22? illetve f(—— —_> :_2?.



VII. fejezet

Riemann-integral R"-ben

Bevezetés

Ebben a fejezetben elGszor a (1.2.-6. és 9. fejezetben targyalt)
Riemann-integral fogalmat és az arra vonatkozoé bizonyos eredményeket
altalanositjuk n-dimenzios tégla felett értelmezett korlatos fiiggvényekre,
kiegészitve az altalanosabb Riemann-integral kiszamitadsara vonatkozo
tételekkel.

Ezt kovetSen (a téglan definialt integralra visszavezetve) értelmezziik
az integralt korlatos R™-beli halmazokra, melyhez kapcsolodva R™-beli
korlatos halmazok Jordan-mérhetSségét és mértékét, s a mérték fonto-
sabb tulajdonsagait is vizsgaljuk. Ramutatunk arra is, hogy példaul az
R2-beli Jordan-mérték és az f : [a,b] — R Riemann-integralhato6 fiigg-
vény grafja alatti teriilet egybeesik.

1. Riemann-integral téglan

a) Riemann-integral fogalma téglan

A Riemann-integral fogalma (és ebbdl eredGen tulajdonségai is) az
R™ téglain (intervallumain) szoros analdgiat mutat (mutatnak) az
f ¢ [a,b] — R tipusu fiiggvényekre felépitett Riemann-integrallal.
Geometriai tartalma pedig a teriilet- és térfogatszamitéshoz is kapcsolo-
dik.

A tovabbiakban legyen Q = [a1,b1] X -+ X [an, by] C R™ egy tégla,
vagy n-dimenzids intervallum (ahol az [a;,0;] C R (i = 1,...,n)
intervallumokat ) komponens-intervallumainak nevezziik), mig f : Q —
R korlatos fliggvény.
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1. definicié. A Q = [a1,b1] X - -+ X [an, by] tégla mértékén (térfoga-
tdn) a

V(Q) = (bl—a1)~...-(bn—an)
valos szamot értjiikk. (Specidlisan ez n = l-re egy valés intervallum
hossza, n = 2-re egy téglalap teriilete.)

2. definicié. Ha Q = [a1,b1] X - -+ X [an, by] adott tégla, ugy a
P = P, x --- x P, halmazt Q egy felosztdasdnak nevezziik, ha
Vij=1,...,nre P; az [a;,b;] intervallum egy (korabban méar defini-
alt) felosztésa, azaz
Py =Awji | aj =wjo <wj <-- <k, =bj} .
Ha V j—re Iji = [Ijifl,Iji] (Z = 17 ey k]) Jeloh az [aj,bj} komponens—
intervallum P; 4ltal meghatérozott részintervallumait, akkor a
Tllln = Ili1 X o+ X Inzn téglékat (ahol il = 1,...,k1; ;in =
1,...,kn) a @ tégla P felosztas altal meghatarozott résztégldinak (rész-
intervallumainak), mig a
IP|| = sup {diamT;, ;,}
U1 yeenyln
szamot (ahol diam T;,  ;, aT;,. ;, tégla atmeérGje) a P felosztds finom-
saganak nevezziik.
3. definicié. Legyen P! és P? Q két felosztasa. P? finomitdsa (tovabb-
osztdsa) Pl-nek, ha P! ¢ P?2. A P = P! U P? halmazt a P! ¢s P?
felosztésok egyesitésének (illetve P1 C P U P? és P? C P! U P? miatt
koz6s finomitasanak) nevezziik.

4. definicié. (P*) normadlis felosztdssorozata (Q-nak, ha

Jim | P¥|| = 0 teljesiil.

Megjegyzések.

1. Ha P=P; x - x Py, akkor ||P||? = > ||P|l?, ||P:]| < ||P|.
k=1

2. Ha (P*) = (P} x --- x P¥), ugy (P*) akkor és csak akkor normélis,
ha (PF) (i =1,...,n) normalis.

3. P! C P? akkor és csak akkor P! C P? (i=1,...,n).

4. Q= U Ty..i,-

11y5tn
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5. definici6. Legyen QQ C R™ tégla, f : @ — R korlatos fiiggvény, P a
Q egy felosztasa és T;, . ;, e felosztas résztéglai, tovabba

My, = _inf {f(z)} M., = sup {f(z)}

z€Tsy . iy, 2€Tiy . iy

(ezek f korlatossaga miatt léteznek).
A

s(fiP) =Y miiV(Tian) s SULP) =) My, V(Tia) s
O(f,P) = S(f,P) = s(f; P) = > _(Miy iy = miy.i)V (Tiy i)
szamokat az f fiiggvény P felosztashoz tartozo also, felsd, illetve osz-

cillacios Osszegeinek, mig tetszGleges t;,. ;. € T;, .. 4, pontokra a
o(f,P)=> f(ti. i)V (Ti, .,)
szamot az f fliggvény P felosztashoz és t;, . ;, pontokhoz tartozé integ-
ralkozelits Osszegének nevezziik, ahol az Osszegzés kiterjed a @ tégla P
altal meghatarozott Osszes résztéglajara.
1. tétel. Ha f: Q — R korlatos fiiggvény, akkor
a) barmely P és barmely o(f, P)-re: s(f,P) < o(f,P) < S(f,P);
b) barmely P' C P2re: s(f, P') < s(f, P%), S(f, PY) > S(f, P2);
c¢) barmely P, P%-re: s(f, P') < S(f, P?).

6. definici6. Legyen f: @ — R korlatos fliggvény. Az
I= [of =swp{s(f,P)}  I= [of =inf{S(f,P)}
P

(létezd) szamokat az f fiiggvény @ feletti also, illetve felsé Darbouz-
integrdljidnak nevezziik.

2. tétel. Legyen f: Q) — R korlatos fiiggvény, akkor
LIcR &6 I<I, 0<I—-I<O(f P).

Bizonyitds. Lasd Kalkulus I., IX.2.; 2. tétel bizonyitéasa. O

Példak. B

1. Ha f : Q@ C R" —» R, f(z) = ¢, akkor I = I, mert ) barmely P
feloszasat valasztva, my, . 4, = M;,. i, = c miatt

s(f,P)=S(f.P) =Y cV(T;,..0,) = clbs —ar) ... (by — an),
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ami adja, hogy
1= sup{s(f.P)} = elbs = ar) . (b — ) = f{S(F.P)} = T
2. Haf:Q CR"” =R,

_J1 , ha x barmely koordinétaja racionlis,
J@) = 0 , egyébként,

akkor I # I, mert @ barmely P felosztasira (mivel minden Tj, ;.

résztéglaban van csupa racionélis koordindtdji és més tipusa pont

is)

My, =0, My, 4, =1, 1gy

s(f,P)=>_0-V(T,,. 4,) =0,
S(F,P)=>_1-V(Ty, i) = (b1 —a1) ... (bn — an)
ezért

I= s%p{s(f,P)} =0< (b1—a1)...(bp —an) = ir}gf{S(ﬁP)} =1.

7. definicié. Az f: QQ — R korlatos fiiggvény Riemann-integrdlhato
@-n, ha I = I és ezt a kozos értéket az f fliggvény Q) tégla felett:
Riemann-integrdljanak nevezzik, és va az I, [ f, vagy [ f(x)dz jels-
Q Q

léseket, hasznéljuk.
Megjegyzések.
1. Az el6z6 1. példa fiiggvénye Riemann-integralhaté és

IT=c(by —ay)...(by —ap).

2. Létezik nem Riemann-integralhaté fliggvény (a 2. példa fiiggvénye).

b) A Darboux-tétel és kovetkezményei

1. tétel (Darboux-tétel). Ha f : Q@ — R (Q C R™ tégla) korlatos
fiiggvény, akkor barmely ¢ > 0-hoz létezik 6(¢) > 0, hogy Q barmely P
felosztasara, melyre | P|| < 6(¢),

S(f,P)—-1I<ce és  I—s(f,P)<e
teljesiil.
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2. tétel (A Darboux-tétel kovetkezménye). Ha f : Q — R korlatos
fiiggvény, akkor
a) Q barmely (P*) normalis felosztassorozatéra létezik

)
Jim s(f,P*) =1, Jim S(f,P*) =T, Jim O(f,P*y=T-1;

b) Q barmely (P*) normaélis felosztassorozatéra léteznek (o' (f, P¥)) és
(o2(f, P*)) integralkézelits Gsszegsorozatok, hogy

Jim o(fPY) =1, lim (PN =1

¢) A Riemann-integralhatosag kritériumai és elegendd feltételei

1. tétel. Az f: Q — R korlatos fiiggvény akkor és csak akkor Riemann-
integralhat6 (QQ-n, ha létezik I € R, hogy barmely € > 0-hoz létezik
d(e) > 0, hogy barmely olyan P felosztdsara QQ-nak, melyre | P|| < d(e),
lo(f, P) — I| < e teljesiil barmely o(f, P)-re.

2. tétel. Az f : ) — R korlatos fiiggvény akkor és csak akkor Riemann-
integralhaté Q-n, ha barmely (P*) normalis felosztdssorozathoz tartozé
barmely (o(f, P*)) integralkozelito dsszegsorozat konvergens.

3. tétel (Riemann-kritérium). Az f : Q — R korlatos fiiggvény ak-
kor és csak akkor Riemann-integralhatoé (Q-n, ha barmely € > 0 esetén
létezik P felosztasa @Q-nak, hogy

O(f,P)=S(f,P)—s(f,P)<ce.

Bizonyitds. Mint valosban, csak [a, b] helyett Q-t frunk. (Lasd I.4., 3. té-
tel bizonyitéasa.) O

4. tétel. Az f: Q — R korlatos fiiggvény akkor és csak akkor Riemann-
integralhaté Q-n, ha Q barmely (P*) normalis felosztéssorozata esetén
(O(f, P*)) nullsorozat.

5. tétel. f: Q — R folytonos fiiggvény Riemann-integralhato.

Bizonyitds. Mint valésban, csak £ helyett _° __t hasznalunk. (Lasd

b—a V(Q)
1.4., 5. tétel bizonyitasa.) O
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Definicié. Az A C R™ halmazt Lebesgue szerint nullmértékinek ne-
vezziikk R”-ben, ha barmely € > 0-ra létezik megszamlalhaté sok @4, ...,

Qn, - .. tégla, hogy

AcC [j Qn és iV(Qn) <e.
n=1 n=1

6. tétel (Lebesgue-kritérium). Az f : @ — R korldtos fiiggvény
akkor és csak akkor Riemann-integralhato, ha egy Lebesgue szerint null-
mértéki R™-beli halmaztdl eltekintve folytonos.

7. tétel. Ha az f : Q1 — R fiiggvény Riemann-integralhaté és
Q2 C Q1 (CR™) is tégla, ugy f|Q2 Riemann-integralhaté Qa-n.

8. tétel (az integral additivitasa téglara). Legyenek QQ1,Q2 C R”
olyan téglak, hogy nincs k6z6s bels6 pontjuk és Q = Q1 U Q2 is tégla
(azaz van kozos lapjuk). Ha az f : Q — R korlatos fiiggvény Riemann-
integralhaté Q1-en és QQ2-n, akkor Q-n is és

[r= [ ]
Q Q1 Q2
Megjegyzés. A tételbdl kovetkezik, hogy ha egy @ téglat kozos belsd
k
pont nélkili Q,...,Q résztéglikra bontunk, hogy Q@ = |J Q; és az

i=1
[ @Q — Rfiiggvény Riemann-integralhaté barmely Qx-n, akkor Riemann-

integralhatd Q-n is és
k
[r=x ]
Q =1Qs

Utobbi igaz also, illetve fels¢6 Darboux-integralokra is.
d) A Riemann-integral mtveleti tulajdonsagai, egyenlStlenségek,
kozépértéktételek

1. tétel. Haaz f, g : Q — R korlatos fiiggvények Riemann-integralhatok,
p,q € R tetszoleges konstansok, akkor a (p- f + q-g) : Q — R fiiggvény
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is Riemann-integralhato és

/(p-f+q-g)=p-/f+q-/g-

Q Q Q
Bizonyitds. Lasd 1.6., 1. tétel bizonyitasa. g
2. tétel. Ha f : Q — R Riemann-integralhato, akkor f? is, tovabb4 ha
1
létezik ¢ > 0, hogy |f(x)| > ¢ barmely x € @, akkor 7 is Riemann-

integralhato.

3. tétel. Ha az f,g : Q — R fiiggvények Riemann-integralhatok, akkor
f - g Is, tovabba ha létezik ¢ > 0, hogy |g(x)| > ¢ barmely x € Q-ra, ugy

= is Riemann-integralhato.
g
Bizonyitds. Lasd 1.6., 3. tétel bizonyitasa. g

4. tétel. Ha f : Q — R Riemann-integralhato fiiggvény, akkor |f| is
Riemann-integralhato.

5. tétel. Ha f,g: Q — R korlatos fiiggvények és f < g, akkor
Jof = Jog N Jof< Joa-

Ha tovabba f, g Riemann-integralhatok, akkor [ f < [g.
Q Q

Bizonyitds. Lasd 1.7., 1. tétel bizonyitasa. g
6. tétel. Legyen f: Q — R Riemann-integralhato, akkor

]Q/f\gQ/ﬂ.

Bizonyitds. Lasd 1.7.; 2. tétel bizonyitasa. g

7. tétel (kozépértéktétel). Legyenek f,g: Q — R Riemann-integral-
hatok, tovabba

m< flz) <M, 0<g(x) (v€Q),

m/gé/f-géM/g-
Q Q Q

akkor
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Bizonyitds. Lasd 1.6., 3. tétel bizonyitasa. (]

1. k6vetkezmény. Legyen f : Q) — R Riemann-integralhaté, m < f <
M, akkor
@l
m< — [ <M.
V(Q) 2

Bizonyitds. A 7. tételbdl g = 1 valasztassal, [1 = V(Q) miatt jon az
Q
allitas. 0

2. kévetkezmény. Ha f : (Q — R folytonos fiiggvény, akkor 3 ¢ € Q,

hogy X
f(@—m(!f~

e) Az integral kiszamitasa (a Fubini-tétel)

Cél: Az n-dimenzios tégla feletti integral kiszamitasanak visszavezetése

lassal.

1. tétel (Fubini). Legyen Q = A x B C R", ahol A C R¥, B Cc R™
téglik. Legyen f : @ — R korlatos fiiggvény, melyet f(x,y) alakban
irunk, ha x € A és y € B. Barmely x € A esetén tekintsiik az

I2)= [ pfl@y) & I@)= [, pfl@y)

also és felso integralokat.
Ha létezik f f,akkor az I, I : A — R fiiggvények Riemann-integralhatok
Q

[1= [ Uent@w)] = [ [Fensu].
Q

és

T€A z€A

A Fubini-tétel kovetkezményei:
1. Legyen Q = Ax B (A C RF, B C R™ téglak), f : Q — R korlatos
fliggvény.
Ha létezik [ f és barmely x € A-ra létezik [ f(z,y), vagy barmely
Q yeB
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y € B-re létezik [ f(z,y), akkor
z€A

[i=[ 1] ten| v [i=[]] s
Q

z€A lyeB Q yEB lreA
teljesiil.
Ha A={a,b]CR, B=[¢,d CR, f:Q =a,b] x[c,d] — R korlatos
és Riemann-integralhato fiiggvény @Q-n, azaz létezik

/fﬁ/b/df(fmy) ddy ,
Q a ¢

és
d
barmely x € [a,b] létezik /f(x,y) dy
vagy )
b
barmely y € [c,d] létezik /f(:z:, y) dx
akkor
b d rd 7
//f(a?,y) dwdy:/ /f(:my) dy| dz
vagy a c¢ a Lec i

d[ b ]

/b /d fGag) dody = [ | [ fGag) do) ay

a

teljesiil, azaz a kettds integral kétszeres ismételt (valos Riemann)
integrallal szamithato.
Legyen Q = [a1,b1] X -+ X [an, by] C R™ tégla, f : @ — R folytonos
fiiggvény, akkor

by bo

/f:// /fxl,..., Ydzn | -+ | dos
Q a1 \ao
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/ / zy drdy

[0,1]x[0,1]

kettGs integral létezik, mert az f : [0,1] x [0,1] — R, f(z,y) = zy
fiiggvény folytonos, igy a Fubini-tétel 3. kévetkezménye miatt (fel-
hasznalva a Newton-Leibniz formulat is)

1 1 1

27Y=
// xydxdy—/ /xydy dx—/{xg] dx =
0 y=0

[0,1]x[0,1] 0

Sl
J[] avvzdsiyi:

[0,1]x[0,1] x[0,1]

|8

harmas integral létezik, mert az

f:00,1] x[0,1] x [0,1] = R, f(z,y,2) = xy*/z fiiggvény folytonos,
igy a Fubini-tétel 3. kovetkezményét és a Newton-Leibniz formulat
felhasznélva

1

/// ny\/_dxdydz—/ /1 /xy2\/zdz dy| dz =

[0,1]x[0,1] x[0,1] L 0
1 /1

.
2 2

[ny Z; dy dx:/ /g:va dy | de =
2

- 0 0

] o [
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2. Riemann-integral korlatos R"-beli halmazon

Definicié. Legyen S C R™ korlatos halmaz, f : S — R korlatos fligg-
vény, tovabba fs : R™ — R olyan, hogy

Is(@) = {g(x) 7 iigs

Legyen @ C R™ olyan tégla, hogy S C Q.
Az f fiiggvényt Riemann-integrdlhatonak mondjuk S felett, ha léte-

zikgfsésaz
/fi/fs
S Q

szamot az f fiiggvény S feletti Riemann-integrdljdnak nevezziik.
Megjegyzés. Az itt definilt integral fiiggetlen () megvalasztasatol.

1. tétel (az integral tulajdonsagai). Legyen S C R™ korldtos hal-
maz, f,g:S — R korlatos fiiggvények.
a) Ha f és g Riemann-integralhaté S felett, akkor \f + ug is, és

Jorvu=x[r+ufs  Ouen.
5 S 5
b) Ha f és g Riemann-integralhaté S felett és f(z) < g(x) (z € S),
akkor [ f < [g.
s 5

¢) Ha f Riemann-integralhaté S felett, akkor |f| is Riemann-integral-
hato és ‘ff’ < [1f]-
5 5

d) Legyen T C S. Ha f > 0 S-en és Riemann-integralhat6 T-n és S-en,
akkor [ f < [ f.
T 5

e) Ha f Riemann-integralhat6é Sy és So felett, akkor Riemann-integral-
hato S1 U Sy és S1 NSy felett is és

[r=[s+[i- [ s

S1US2 S1 Sa S1NS2
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Bizonyitds. Példaul:
a) Mivel (A\f+pg)s = Afs+pgs, igy a 1/d, 1. tétel és a definicio miatt

/(Afﬂig)i/(/\f+ug)s=/(>\fs+ugs)=
5 Q Q
:/\/fsﬂt/gsik/fﬂl/g-
Q Q S S

b) fs <gs és az 1/d, 5. tétel miatt

S/f;!fss/gs;/g

Q s
O

1. kévetkezmény. Ha S C R, f; : S — R, (i = 1,...,k) korlatos

k
fiiggvények, melyek Riemann-integralhatck S felett, akkor > A\ fi (\; €
i=1
R) is Riemann-integralhaté és

k k
S/;/\ifi_;&s/fi.

2. kovetkezmény. Legyenek S; C R™ (i = 1,... k) korlatos halmazok,
tovabba

k
f: U Si; — R Riemann-integralhat6 V S;-n, akkor f Riemann-integral-
i=1

k
hat6 az S = |J S; halmazon. Ha még az is igaz, hogy V i # j-re S; NS}
i=1
Lebesgue szerint nullmértékii R™-ben, akkor

/f—i/f-

Bizonyitds. Ha k = 2, akkor az &llitas jon e)-bol, mert a feltétel miatt

[ f=0isigaz.
S1NSs

Altalaban pedig teljes indukciéval bizonyitunk. ([l
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3. Jordan-mérhets halmazok R"-ben

1. definicié. Legyen S C R™ korlatos halmaz. Ha az f(z) =1 (z € R")
konstans fliggvény Riemann-integralhaté S-en, akkor azt mondjuk, hogy
S Jordan-mérheté R"-ben és az

my(S) = /1

S
szémot S Jordan-méertekeének nevezzik.

Megjegyzések.
1. Ha S =@ C R” egy tégla, akkor

ms(Q) = /1 —V(Q),
Q

azaz egy () tégla Jordan-mértéke éppen a korabban definialt térfo-
gata.

2. A Jordan-mérhet&ség és Jordan-mérték fogalmat szemléletesebbé te-
szi a kovetkezd gondolatmenet: )
~my(S) = [1 = [1g, ahol Q C R" tégla és S C Q. Igy S
S Q

mérhetGsége azzal ekvivalens, hogy

_fQ IS = fQ IS )
AZaZ AZ

1 ,zef

R 1S(I)_{O reCS

fiiggveény (S karakterisztikus fiiggvénye) also és fels6 Darboux-
integralja megegyezik, tovabba S Jordan-mértéke ez a kozos ér-
ték. _

- flsEswlssP) 6 Jols = mi{S(s, P)
ahol P a @ tégla egy tetszGleges felosztasa.

— Ugyanakkor

s(1s.P) = Y V(Tiy..) = §(S, P),
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illetve

S(ls, P) =Y _V(T;, i,) = J (S, P),
ahol >~ és > " olyan ij .. .i,-ekre valo Osszegzést jelent, hogy
VaeT, ., = xc5° (belsé pont S-ben),

illetve

teljestil.

Igy j(S,P) és J(S, P) az S halmazt, adott felosztas esetén be-
lilrsl, illetve kiviilrdl kozelits (egymashoz csatlakozo és kozos
bels6 pont nélkiili) téglak térfogatainak Gsszegei.

Nyilvan igaz, hogy: 0 < j(S,P) < J(S,P) < m(Q) (a s és S
megfelels tulajdonsagai miatt).

A korabbiak miatt

Jols = St;p{S(ls, P)} = sup{j(S, P)} = m..;(5),

illetve

Jo 1s = mf{S(1s, P)} = inf{J(S, P)} = m(S)

is teljesiil, ahol az m. ;(S) és m%(S) szdmokat az S halmaz belsd
és kilsé Jordan-mértékeinek szokas nevezni.

Tovabba 0 < m,;(S) < m%5(S) < m(Q) és my;(S) és m%(S)
értéke nem fligg a @ tégla megvalasztasatol.

Mindezek alapjén ugy is fogalmazhatunk, hogy egy S C R"
korlatos halmaz akkor és csak akkor Jordan-mérhetd, ha

mas(S) = m%5(S) =my(S)

és ezt az m;(S) szamot az S halmaz Jordan-mértékének nevez-
ziik.

3. Ha Q° a Q C R™ tégla belseje, akkor Q° Jordan-mérhetd és

m;(Q°) =m;(Q)

Bizonyitds. Ha Q = [a1,b2] X -+ X [an, by] és V (elég kicsi) e > O-ra

Q:=la1+e,by —¢g] X - X [ap +&,b, —€],
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akkor
Q-cQ’cQ

teljesiil, ami a korabbiak (az 1. megjegyzés, a Jordan-mérték definicidja,
az integral tulajdonsagai) miatt adja, hogy

n

[[b = a2 = my(Q2) = [ 10. < o 10 < fgu oo <
=1
QE

< Jpoloo < Jola= [l =ms(Q).
Q
Ebbél pedig € — 0 hataratmenettel jon, hogy

mi(Q%) = Jooloo = [go 1o = ms(Q)
amit bizonyitani kellett. 0
1. tétel. Az S C R™ korlatos halmazra m;(S) = 0 akkor és csak akkor,

haV e > 0-ra 3 véges sok S-et lefedd zart tégla (vagy zart kocka), hogy
Jordan-mértékiik dsszege kisebb, mint ¢.

2. tétel. Az S C R"™ korlatos halmaz akkor és csak akkor Jordan-
mérhetd, ha my(Bd S) = 0.
3. tétel. Legyenek S, 51,52 C R™ korlatos halmazok.

a) Ha S Jordan-mérhetd, akkor m ;(S) > 0.

b) Ha S és Se Jordan-mérhets, S1 C Sa, akkor m(S1) < my(S2).

¢) Ha Sy és Sy Jordan-mérhets, akkor S, U Sy és S1 N Ss Is az,
tovabba

mJ(Sl U Sg) = mJ(Sl) —l—mJ(Sg) — mJ(Sl N Sg)
teljesiil.

Bizonyitds. A Jordan-mérték definicidja és az integral elézé fejezetbeli
b), d), e) tulajdonsaga adja az allitast. O

Kovetkezmény. Ha S és Sy Jordan-mérhetd, kézds bels6 pont nélkiili
halmazok R™-ben, akkor m;(S1 N S2) =0, igy

mJ(Sl U SQ) = mJ(S1) +mJ(S2) y
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melybdl teljes indukciéval a Jordan-mérték véges additivitdsa, azaz

k k

is kovetkezik, ha S;-k (i = 1,..., k) paronként kézos belsé pont nélkiili
halmazok.

Megjegyzések.

1. Bizonyithato, hogy a Jordan-mérték transzldcio (eltolds) -inva-
ridns, azaz egy S Jordan-mérheté halmaz S* eltoltjara igaz, hogy
létezik m(S*) = m(9).

2. A Jordan-mérték tehat egy nemnegativ, végesen additiv, mozgésin-
varians meérték, melynél az egységkocka mértéke egy.

Egy f : [a,b] — R nemnegativ, Riemann-integralhato fliggvény Riemann-
integraljanak geometriai (mértékelméleti) tartalmara mutat a kovetkezd:
4. tétel. Ha f : [a,b] — R nemnegativ, Riemann-integralhato fiiggvény,
akkor az

S={(z,y) |z €ab], y €0, f(z)]} C R
halmaz Jordan-mérhetd és

b
mJ(S):/f(x)dx

(a Riemann-integral megadja a gorbe alatti halmaz Jordan-mértékét).

Kovetkezmények.

1. A tétel feltételei mellett az f grafja, a Gr f halmaz Jordan-mérhet6
és Jordan-mértéke 0.

2. Ha f : [a,b] — R folytonos fiiggvény [a,b]-n, akkor Gr f Jordan-
mérhet6 és my Gr f = 0.

2. definicié. Legyen K C R"~! kompakt és mérhets halmaz,
®, ¥ : K — R folytonos fiiggvények, hogy ®(z) < ¥(z) (z € K). Az

S={z,y) |re K, ®(x) <y<V(z)}

halmazt egyszerd tartomadnynak nevezziikk R™-ben.
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Bizonyithat6 a kévetkezs:
5. tétel. Az S C R”" egyszerii tartomany kompakt és Jordan-mérhets
R"™-ben.

6. tétel (a Fubini tétel egyszerd tartomanyra). Legyen S egyszerii
tartomdny, f : S — R folytonos fiiggvény, akkor f integralhat6 S-en és

y="¥(z)
(F) /f:/ / f(z,y)
s )

€K |y=®(z

Példa. Szémitsa ki a [[(2? + y)dzdy integrélt, ha
s

S={(z,y) |0<a <1, 2* <y<Va}.

K = [0,1] C R kompakt halmaz ®(z) = 22, ¥(z) = /z (z € [0,1])
folytonos fliggvények, hogy ®(z) < ¥(z) (z € [0,1]) is teljesiil, igy a
2. definici6 szerint S egyszeri tartomany R2-ben.

flx,y) = 22 +y ((x,y) € S) folytonos fiiggvény, igy tételiink szerint f
integralhaté S-en és (alkalmazva a Newton-Leibniz formulat is)

L vE ! 27Y=vx
//(x2 + y)dzdy = / /(a:2 +y)dy| de = / {IQy + %] dr =
s 0 0 y=e?

x

4. Integraltranszformacié

Az egyvaltozos fliggvények Riemann-integraljanal ismert a helyette-
sitéses integralas tétele, mely a kévetkezé modon is fogalmazhato:

Legyen g : [a,b] — [c, d] folytonosan differencialhaté fiiggvény, hogy
c=g(a), d=g(b), f:][c,d] — R folytonos fliggvény, akkor

b g(b)
(1) / fat)g tdt = [ fa)da.

a g(a)
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Ha ¢ szigortian monoton [a, b]-n (azaz a fentieken tul az is teljesiil,
hogy ¢'(z) # 0, @ € [a,b]), tgy a = g~ '(c) és b= g~ '(d) (ha g novekvo),
vagy a = g~ (d) és b= g~'(c) (ha g csdkkend) teljesiil. Igy (1) a

d )
[ f(x)de = ;[( ) fg()g'(t)dt ,
vagy
d g (d)
[ fx)de = - 7lf( ) flg(t)g (t)dt ,

illetve egyiittesen a

d

I F@)de = | £o(e)lg (0)ldt

(&

alakba irhato (és ekkor g lehet névekvs vagy csokkend is).

Cél: A tétel altalanositasa, amikor f n-valtozos valos értéki fliggvény,
g pedig R™ — R" tipust transzformacio, elég jé tulajdonségokkal.

Kérdések:

a) milyen ¢ fiiggvényt kell helyettesiteni a ,régi” valtozo helyére, azaz
milyen g transzformécioval vezessiink be 0j valtozokat,

b) az intervallumok helyett milyen részhalmazait tekinthetjiik R™-nek,

c) s végiil, hogy f(g(x))-et, |¢’'(z)| helyett, mivel kell szorozni?

A korabbiaknal sokkal nehezebb és hosszadalmasabb az el6bbi , kiva-
nalmaknak” megfelel6 kovetkezs altalanositas bizonyitasa.

Tétel (integraltranszformacio).

Legyen G C R™ nyilt halmaz, g : G — R" folytonosan differencialhato,
hogy det¢'(z) # 0 (x € G) (azaz reguléris) és kélcsénosen egyértelmii
leképezés. Ha E C G dsszefiiggs, mérheté és kompakt halmaz, mig
f : g(F) — R Riemann-integralhaté fiiggvény, akkor az (f o g)|detg’|
fiiggvény Riemann-integralhaté az E halmazon és

(1-T) [eglaesi= [ 1.

E 9(E)
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Megjegyzések.
1. (I-T) irhato a
(I-T7) J fl@)dz = [ f(g(t))| det g'(t)|dt
g(E) E

(ahol x = (z1,...,2,), t = (t1,...,tn)), vagy A = g(F) mellett
(ahol az el6z6 paragrafus 9. tétele és annak kovetkezménye miatt
A = g(F) mérhetd, kompakt és Osszefiiggs is)

(I-T7) {f(x)dl”: I f(g(®)| det g'(t)|dt

—1(4)

alakba is.

2. A tétel akkor is igaz, ha csak f Riemann-integralhatosagat tessziik
fel. Illetve e mellett csak E kompaktsagat és mérhet&ségét koveteljiik
meg.

3. lgaz az integraltranszformacio tételének kovetkezs alakja is:

Legyen G C R"™ nyilt halmaz, g : G — R" folytonosan differen-
cidlhat6 G-n, E olyan Jordan-mérhet6 halmaz, hogy F C E C G
és g|go injektiv. Ha f : g(E) — R Riemann-integralhato, akkor
3 f og)|detg’| és (I-T) teljesiil.

4, Ha f =1 (és g-re az eredeti, vagy a modositott feltételek teljesiilnek),

akkor
mag(E) = [|detg] .
E

5. Utobbiak adjak a Jordan-mérték transzlacio (illetve mozgas) inva-
rianciajat.

6. A tétel adja, hogy ha g : R™ — R™ lineéaris leképezés, det ¢’ # 0 és
E C R™ kompakt és mérhet6 halmaz, akkor g(F) szintén kompakt
és mérhets, tovabbé

myg(E) = |detg'|m E .

7. Az integraltranszformacio (ahogy valosban is) az adott integral kiszé-
mitasanak egy eszkoze (moédszere), melynek révén esetleg ,.jobb” fiigg-
vényt kell integralni ,,alkalmasabb” g=!(A) = E tartoményon.
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Altalanos atmutatas nincs arra, hogy mikor milyen helyettesi-
tést kell alkalmazni, de (az egyvéltozos esethez hasonléan) tudunk
Stippeket” adni.

Peéldak.
1. Legyen A = g(E) = {(z,y|z,y >0, 2% +y? < a®)}. Szamitsuk ki a
[[ 2*y*dzdy integralt.
A
Megoldas: Valasszuk g-t a
9(r, ) = (rcosp,rsing)

polar-transzformacionak.

det g’ =

cosp —rsing|
sinp rcosp |

Tovébbé g az E = {(r,) |0 <7 < a, 0 < ¢ < T} nyilt téglalapot
képezi az A halmazba kélcsondsen egyértelmd modon és det ¢ = r >

0 is teljesiil E-n.
®
q a
~ =
9(E)
E
T ‘ a

¥

NIE

a

Igy (a Fubini-tételt is felhasznalva)

// y*dedy = //(7" cos p)*(rsing)? - rdrde =

5fa
= // % (cos ¢ - sin p)?drdp = [ [f r3 uniz dr} dyp
0
[O,CL] X [07 7]
Az ut6bbi integralas pedig mér nem tul nehéz. Itt egy korcikk alaka

tartomény helyett egy téglalapon kell integralni és a fliggvény sem
bonyolédott el tulsdgosan.
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2. Szamitsuk ki a [[ sin /22 + y2dzdy integralt, ha
A

A=g(E)={(z,y)|7* <a® +y* <4n?} .
Megoldds: Alkalmazzuk most is a ¢(r,¢) = (rsing,rsing) polar-
transzforméciot. Ez most az
E={(r,o)|m<r<2m 0<¢<2r}

zart téglalapot képezi az A halmazba, det ¢’ = r > 0 és ,majdnem”
kolcsonosen egyértelmt modon (hol a ,,baj’?), de akkor is igaz, hogy

/ sin v/22 4+ y2dxdy = //(sinr) crdrdp =
E

27 /27

= // rsinrdrde = [ <f rsinrdr) de
[7,27] % [0,27] 0 "

és ez utobbi integral ,,moédszeresen” szamithato.

Most egy korgytrd alaka tartomany helyett jott az egyszertbb tég-
lalap és a fiiggvény is kedvez6bb lett szamunkra.

Megjegyzés: Ha az eredeti tartomény korgytrticikk, akkor gondol-
hatunk a polar-transzforméciora.

Szamitsa ki az
wy=d®, wy=20", y=x, y=2x (2,y>0)

gorbékkel hatarolt tartomény Jordan-mértékét.
Megoldds: Az adott S tartomény most:

y

A tanultak szerint m ;(S ff 1dydy, ha az f 1 létezik. A hatarolo

gbrbék egyenletei azt ,,sugalljak” hogy olyan g transzforméaci6 kell,
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melynek inverzét az

t=uxy, s== (z,y > 0)
szerint g~ (z,y) = (zy, £) (z,y > 0) adja. g-t a (x) egyenletrendszer
egyértelmd

t
T=4/-, y=+ts (t,s > 0)

S

megoldasa miatt pedig a

g(t,s) = (\/g, \/t_s> (t,s > 0)

transzformacié adja.
Koénnyen ellenérizhets, hogy ez az

E={(ts)|a*<t<2d® 1<s<2}
téglalapot képezi S-re kolesonosen egyértelmt modon és
1 Vi
det ¢'(t,s) = 2vts _2\/‘9_3 1 >0

1\/? - 2s
2 Vs
//1dacdy—// —dtds-

E

s
272
(f%d)dt fln\/—dt—aQIH\/_
1

N | —
| ®»

teljesiil E-n. Igy

[\
s}

Q
>

Legyen S = {(z,y,2) |z,y > 0, 22 + y? + 22 < a*}. Szamitsuk ki a
/// 22z drdydz
s
integralt.

Megoldas: Alkalmazzuk a
g(r, o, 9) = (rsinp cosd, r sin ¢ sin ¥, r cos @)
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térbeli polar transzformaciot. Most det ¢’ = r?sing > 0 (ahogy ezt
méar szamoltuk).
g (ahogy ez konnyen belathato) az

E={(r,e,9)[0<r<a, 0<p<m 0<9<m/2}

halmazt kélesénosen egyértelmi modon képezi le S-re.

¥ z

g E=g(9)

T ® Y
“ )
T x %
Igy

/// 22z dedydz
S

O]

///(r sin ¢ cos ¥)? (r cos ¢)*r? sin ¢ drdpdd =
E

= /// 76 sin® o cos? ¢ cos? ¥ drdpdd |
(0,a)x(0,7)x(0,%)

ami a Fubini-tétellel szamithato.



VIII. fejezet

Differencialegyenletek

Bevezetés

Legyen adott az egyenesen mozgd pont v sebességfiiggvénye, mely
folytonos. A tg id6pillanatban tartozkodjon a pont az Sy helyen. Hata-
rozzuk meg a pont S utfiiggvényét!

(1) S'(t)=v(t)  (t€R)

egyenlet, ahol S az ismeretlen, v az ismert fiiggvény.
Az egyenletben S’ szerepel (ez nehézséget jelent), de (1) azt mutatja,
hogy S primitiv fiiggvénye v-nek (ez viszont jo), igy

t

(%) S(t) = /’U(T)dT +C

to

teljesiil. Ugyanakkor a feladat szerint S(tg) = Sp is teljesiil, igy a prob-
léma az

(2) S'(t)y=wv(t) (teR), S(to) = So

alakban fogalmazhat6 meg, azaz (1)-et az S(tg) = S feltétel mellett kell
megoldani, ami (*) miatt adja, hogy C = Sy, igy az

t

S(t) = So + /U(T)dT (t € R)

to
szerint adott a feladat megoldésa.
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Mennyi ideig emelkedik egy vg = 100 ™ /s kezdGsebességgel fiiggslege-
sen felfelé 16tt rakéta?

Megoldds: Fizikabol ismeretes, hogy a rakéta v sebességfiiggvénye és
derivaltja kielégiti a

3) V' (t) = —g — kv*(t)

egyenletet. Ennek a megoldasat kell keresni a v(0) = 100 feltétel mellett
és meg kell hatarozni azt a T idépillanatot, amikor v(T") = 0.
A feladat tehat

(4) V' (t) = —g — kv*(t), v(0) =100, o(T)=0

megoldasa. Lathato, hogy itt a keresett v fliggvény és a v" derivaltfiigg-
vénye is szerepel. A megoldas most nem nagyon ,latszik”.

Az (1) és (3), illetve (2) és (4) altalanositasa elvezet a differencialegyen-
let, illetve Cauchy-feladat fogalmahoz.

1. A differencidlegyenlet fogalma

Jeloljon y a tovabbiakban egy keresett fliggvényt, y(x) ennek a
helyettesitési értékét z-ben. Legyen f : D C R? — R adott, ekkor
a

(1.1) y' = flz,y)  (illetve y'(2) = f(x,y(x)))

egyenlet elsérendd kézonséges explicit differencidlegyenletnek szo-
ks nevezni.

Altalanosabban:

1. definicié. Legyen D C Rl f: D — R folytonos fiiggvény (ahol
D altalaban egy nyilt halmaz vagy tartomany). Az

(1.2) y ™ = f(z,y,y,....y"" V)

egyenletet n-edrendu kézonséges explicit differencidlegyenletnek
nevezzik, ennek speciélis esete n = l-re a (1.1) els6rendd kozonséges
explicit differencilegyenlet.
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Az y: I — R (ahol I C R intervallum, mely lehet nyilt, zart, félig nyilt,
egy félegyenes vagy a szamegyenes is) fiiggvény megolddsa (1.2)-nek
I-n, ha

1) y n-szer differencialhato,

2) (z,y(x),...,y" V() €D, Vazel,

3) y™(z) = f(2,y(2),...,y"V(z)), Vzel teljestil.

Tovabbi altalanositas:
2. definicié. Legyen F : D C R"*? — R adott folytonos fiiggvény. A

(1.3) F(x,y,y’,...,y(")) =0
egyenletet kozonséges n-edrendu differencidlegyenletnek nevezziik.
Az y : I — R fiiggvény megolddsa a (1.3) differencidlegyenletnek az I
intervallumon, ha

1) y n-szer differencialhato,

2) (x,y(x),...,y(")(x)) eD, Vzel,

3) F(z,y(z),...,y"(x)) =0 Vzel

teljesiil.

Megjegyzés. Ha (1.2), illetve (1.3)-ban f, illetve F az y,%/, ...,y b,
illetve 5,4/, ...,y valtozoéinak linearis fiiggvénye, akkor a (1.2), illetve
(1.3) linedris differencidlegyenlet, egyébként nemlinedris.
Példak.

1. Az y' = 2zy? — 5 differencidlegyenlet, melynél f : R? — R,

f(z,y) = 2zy? — 5, egy elsérendii kozonséges explicit differencial-
egyenlet. f nem linearis fiiggvénye y-nak, igy az egyenlet nemlinea-
ris.

2. Az y" + 3y’ — 4y — sin(x) = 0 differencidlegyenlet, ahol F' : R* — R,
F(z,y,y,y") =y" 4+ 3y — 4y — sin(x), masodrendd kozonséges imp-
licit differencialegyenlet. F linearis fiiggvénye v, 3’, y”-nek, igy az
egyenlet linearis.

3. Az y' = —Y elsérendii kozonséges explicit differencialegyenlet,
flz,y)=—%, f:D CR*—R,ahol D= {(z,y) € R?|z # 0} nyilt
halmaz (az x = 0 egyenest6l megfosztott sik).

Az y :]0, 400 — R, y = < fliggvény barmely c¢; € R-re a 0, 400 -
en, mig az y :| — 00,0[— R, y = 2 fiiggvény barmely c € R-re a
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]| — 00, 0] intervallumon megoldasa a differencidlegyenletnek.

Ez egy olyan gorbesereg, melynek egyik gdrbéje sem metszi az y-
tengelyt.

Késébb belatjuk, hogy igy az dsszes megoldast megadtuk.

3. definicié. Legyen D C R"*! f = (f1,..., fs) : D — R" folytonos
fliggvény. A

(1.4) Y =1 un) = fl@y) = f(@,91,- -, 9n)
egyenletrendszert, amely az
(1.4) v = filz,y1, -, Yn) (i=1,...,n)

alakba is irhato, elsérendi kdzonséges (n ismeretlen fliggvényt tartal-
maz0) explicit differencidlegyenlet-rendszernek nevezziik.
Azy = (y1,...,yn) : I — R™ fiiggvény (fliggvényrendszer) a (1.4) (illetve
(1.4")) differencidlegyenlet-rendszer megolddsa I-n, ha

1) y (illetve az y;-k) differencialhato(k),

2) (@) = (@1 (@), ..., yn(x) €D Vael,

3) ¥'(x) = fz,y(z)) (lletve yi(z) = fi(z,y1(2),... ya(2))

i=1,...,n) Vaxel

teljesiil.

2. Kezdeti érték probléma vagy Cauchy-feladat

1. definicié. Legyen D C R"*!, f: D — R folytonos fiiggvény,
(Zo,Yo1,- -+, Yon) € D rogzitett. A
(2.1)

y(n) :f('r’y7y/77y(n_1))7 y(l)(xo) = Yoi+1 (Z 207,71—1)
probléméat egy n-edrendd explicit kézonséges differencidlegyen-
letre vonatkozo kezdeti értek problémdnak vagy Cauchy-feladatnak
nevezziik (ez n = l-re y' = f(z,y), y(zo) = yo alaka).

Az yD(z0) = yoir1 (i = 0,...,n — 1) kikStéseket kezdeti feltételeknek
nevezzik.
Az y: I — R fiiggvény megoldasa (2.1) (n-KEP)-nek, ha

1) y n-szer differencialhato,

2) (z,y(2),....,y" V() €D Vazel,
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3) y " (z) = flz,y(@),...,.y" V(x)) Vzel,
4) y(i)(l"o) =gyotr1 (=0,...,m—1)

teljesiil.

Megjegyzés. Hasonl6 a helyzet a nem explicit esetben is,
F: D c R"2 — R fiiggvénnyel.

Példa. Az y' = -2, y(1) = 1 egy elsérendi kozonséges explicit diffe-
rencidlegyenletre vonatkozo Cauchy-feladat (kezdeti érték probléma).
Az y' = —¥ differencidlegyenletnek az y(z) = £ (z > 0) fiiggvény meg-
oldasa, melyre y(1) = 1, ami adja, hogy ¢ = 1 (hiszen 1 = y(1) = ¢ = ¢).
y = 1 (2 > 0) valéban megoldésa a feladatunknak ]0, 4-oco[-en. Kesobb
megmutatjuk, hogy méas megoldés nincs. A megoldas tehat az elgbbi
3. feladat megoldasat leird gorbesereg azon gorbéje, mely athalad az
(1,1) € R? ponton.

2. definicié. Legyen D C R"*! f = (f1,..., fu) : D — R folytonos
figgvény, (xo,y0) = (%0, Yo1, - - -,Yon) € D adott pont. A

(2:2) v =flzy), y@)=y W= Y)

probléméat egy differencidlegyenlet-rendszerre vonatkozé kezdet:
érték problémdnak vagy Cauchy-feladatnak nevezzik.

Az y = (y1,.-.,yn) : I — R™ fliiggvény megoldésa a (2.2) (DER-KEP)-
nek, ha

1) y differencialhato,

2) (z,y ):(a:yl( ),--syn(2)) €D Vael,
3) y () flz,y(@) Yael,

4) y( 0) = %o

teljesiil.

Tétel (atviteli elv). Legyen D C R**! f: D — R folytonos fiiggvény,
(%0, Y01 - - -, Yon) = (w0, y0) € D rogzitett.
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Az y: I — R fiiggvény akkor és csak akkor megoldésa a (2.1) (n-KEP)-
nek I-n, ha az (y,y',...,y""~Y) vektorfiiggvény (fiiggvény n-es) megol-
désa a

yi =Y2

() / . Yi(To) = Yo (i=1,...,n)
Yn—1=Yn

y’I/’L = f($7y17-~-7yn)
(DER-KEP)-nek I-n.

Megjegyzés. Az atviteli elv lehetdvé teszi, hogy (n-KEP) feladatok meg-
oldhatosagat (DER-KEP) megoldhatosagéra vezessiik vissza.

3. Elemi aton megoldhato6
differencialegyenlet-tipusok

a) Szeparabilis differencialegyenletek

Definicié. Legyenek f : [a,0] — R, ¢ : [¢,d] — R (¢ # 0) adott
folytonos fiiggvények. Az

(s2) Y = flx)g(y)

differencidlegyenletet szepardbilis (szétvalaszthato valtozoja) differen-
cidlegyenletnek nevezziik.

1. tétel. Az y : [a,b] — [c,d] differencidlhaté fiiggvény akkor és csak
akkor megoldasa (SZ)-nek, ha

(5ZMo) /ﬁdt oy | (z) :/f(t)dt

Yo

(z,20 € [a,b]; y,yo € [c,d]) teljesiil.
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Bizonyitds. f és 1/g folytonosak, igy az

F(z) = /f(t)dt +C (z,zo € [a,b]),

G(y) ;/ﬁdt—kcb (4,90 € [e,d])

szerint definialt F': [a,b] — R, G : [¢,d] — R fiiggvényekre F’ = f,
G' = 1/g teljesiil.
a) Ha y teljesiti (SZMo)-t, akkor
G(y(x)) = F(z) + Cy — C4 (z € [a,b]),
ami y, F, G differencidlhatosidga miatt adja, hogy
G'(y(x) -y (2) =F'(z) (2 €la,0]),
azaz
y'(x) = f(2)g(y(@)) (v €[a,b])

teljesiil, tehat y megoldasa (SZ)-nek.

b) Ha y megoldasa (SZ)-nek, akkor

fa) =YD e

9(y(x))
és a helyettesitéses integralas tétele miatt V x, 2 € [a, b] esetén
[ r oyt [l
Y
ft)ydt = / dt = / —dt | oy | (z)
/ g9(y(®)) g(t)
Zo Zo yo=y(zo)

kovetkezik, azaz (SZMo) teljesiil.

Megjegyzések.

1. A tétel szerint y(xo) = yo is teljesiil, igy az y' = f(2)g(y), y(xo) = yo

kezdeti érték probléma megoldasat kaptuk meg.
2. A kovetkezs formalis modszert gyakran hasznaljak:
dy

= f(x)de — ﬂ: x)dr  (*
52 — L= /g(y) /f( Yz (%),
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amibdl kapjuk (SZ) megoldasat.

Az (zo,y0) ponton athalado megoldashoz ugy kell megvalasztani az
integracios konstansokat, hogy a (x) egyenl@ség teljesiiljon = = o,
y = yo mellett. Ez teljesiil, ha

Yy T
[ = [
Yo o

ami adja, hogy y teljesiti (SZMo)-t.

Vizsgalhato olyan eset is, amikor valamilyen yo € [¢, d]-re g(yo) = 0
(ekkor y(x) = yo nyilvan megoldés, de lehetnek mas megoldasok is).
(SZ) tekinthet6 f :]a,b[—]c,d] tipust fiiggvényekkel is, tételiink és
a megjegyzéseink ekkor is érvényesek.

Példak.
1. Az y' = 2zy differencidlegyenlet szeparabilis, f(z) = 2z (z € R),

9(y) =y (y €R).

y = 0 nyilvan megoldas R-en (hiszen ekkor ¢y’ = 0 miatt teljesiil az
egyenlet V = € R esetén).

Ha y # 0, agy tekintsiik az y > 0 és az y < 0 eseteket.

y > 0 esetén, tételiink szerint y : R — R, akkor és csak akkor
megoldasa egyenletiinknek, ha

x

y

/ldy:/2xdx (Vx,20 €R; y,y0 € Ry),

Yo Y o
azaz

In L = 42 —:1:(2) — y:yoe_“;gewz ,
Yo

ami adja az (zg,y0) € R x Ry ponton athaladé megoldast.
Mivel barmely ¢ € R-hoz létezik zg,yo, hogy ¢ = yo e*zg, igy kap-
juk, hogy y = ce®” (z € R) megoldas barmely ¢ € Ry -ra R-en.
y < 0 esetén a megoldas y = yo e~ T2 (z,z0 € R; y,y0 € R_),
illetve y = ce®” (x € R) alakd ¢ < 0 mellett.
Igy az egyenlet minden megoldasa y = ce®” alaki R-en.

Az y' = —¥ differencidlegyenlet szeparabilis f(z) = —1 (z # 0)

9(y) =y (y € R) mellett. y = 0 nyilvan megoldas R -on és R_-on.
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Tételiink (illetve a 2. megjegyzés) adja, hogy y akkor és csak akkor
megoldésa a differencialegyenletnek, ha

1 1
/—dy:—/—dx — y:C—l(x>O), y:C—z(:l:<O)7
Yy x x T

ahol ¢1,co € R.

b) Valtozoban homogén differencialegyenletek
2. tétel. Legyen f : [c¢,d] — R adott folytonos fiiggvény, y : [a,b] — R

olyan, hogy 0 ¢ [a,b] és létezik y' [a,b]-n és y(z)/z € [c,d].
y akkor és csak akkor megoldasa [a,b]-n a

Y
VH ' = (—)
(VH) V=113
vdltozoban homogén differencidlegyenletnek, ha az

u:la,b] = R u(:v):M

x
fiiggvény megoldasa [a, b]-n az
u = f (u) —u
T
szeparabilis differencidlegyenletnek.
Bizonyitds. Nyilvanvalo. O

Megjegyzés. [a,b] és [c, d] helyett nyilt intervallumokat is tekinthetiink.

Példa. Hatarozzuk meg az

kezdeti érték probléma megoldasat.

yP -2ty (z)
S-2-(5) oo
zy x Yy

miatt ez ekvivalens az
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kezdeti érték probléméval, ahol a differencialegyenlet jobboldala £ fiigg-
vénye, igy az valtozoban homogén. Az y(1) = 1 miatt feltehetjiik,
hogy z,y > 0, azaz y :]0,400[— R tipusi megoldast keresiink és
le,d[=]0, +o0].

Tételiink szerint y akkor és csak akkor megoldasa a differencialegyenlet-

nek ]0,+oo[-en, ha az u :]0,4+o00[— Ry, u(z) = @ fliggvény megol-
désa az
11
u=———=
x u?

szeparébilis differencialegyenletnek ]0, +oo[-en.
y(1)=1és u(z) = @ adja, hogy u(1) = 1.
Az a) rész szerint u akkor és csak akkor megoldésa az

]. ].
! —
u - —, u() |

kezdeti érték probléménak, ha

u fL’l

/uzdu:—/—dx,
T

1 1

azaz
ud—1
=—Inzx,
3

tehat u = v/1 — Ina® és ezért y = v/ 1 — Ina3, ha z €]0, el

ar + by + ¢

oy =1 (S

) differencialegyenlet

— Ha ¢ = v = 0, akkor a cimben egy (VH) tipusa egyenlet szerepel,
mondjuk f: R — R tipust adott folytonos fiiggvény esetén.

— Ha
=af —ba =0,

a b
o
b
azaz ha e _ B = ), illetve a = Ao, b = A3, akkor a cimben szereplé
@

egyenlet dtmegy az

Y = glazx + By +~)
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alakba, melyet az
u(x) = ox + PBy(z) + v
helyettesitéssel az
v =a+ Py =a+Bg(u)
alakba irhatunk, ami egy specilis (SZ) egyenlet.
- Ha

b
. 5’;&0,
akkor az
ar+by+c=0
ar+pPy+v=0

linearis egyenletrendszernek pontosan egy &, n megoldasa van.
Ekkor belathat6 (igen egyszeriien), hogy az

y: H—R (E¢H z€H = ax+Py+v#£0)

fliggvény akkor és csakis akkor megoldasa H-n az altalanos differen-
cidlegyenletnek, ha a

viH" =R, yt)=yt+&-n (H' ={t|t+&cH})
fliggvény megoldasa az
o) = (421)
T
differencidlegyenletnek, ahol

o= (218).

d) Els6rend linearis differencialegyenletek

Definicié. Legyenek f, g : [a,b] — R adott folytonos fiiggvények,
y : [a,b] — R differencialhato ismeretlen fiiggvény. A

(LIH) y' = f@)y+g(z)
differencidlegyenletet elsorendi linedris inhomogén, mig az

(LH) Y = flx)y
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differencidlegyenletet elsérendd linedris homogén differencidlegyen-
letnek nevezziik.

3. tétel. Az y : [a,b] — R fiiggvény akkor és csak akkor megoldésa
(LIH)-nek, ha 3 ¢ € R, hogy

(LIHMo) y(@) = cyu(z) +yp(z)  (z €a,0]),

ahol yy : [a,b] — R az (LH) differencialegyenlet sehol el nem tiing,
yp : [a,b] — R pedig (LIH) egy (partikuldris) megolddsa. Tovabba,
ha zg € [a,b] rogzitett, akkor V x € [a, b] esetén

(H) yu(z —exp(ff )
(P)  yp(z)= [exp (ff )] ~fg(7) exp (—ff(t)dt> dr

Megjegyzések.
1. Ja,b[ is valaszthato.

2. y=c-yu() —cexp(ff ) (2,20 € [a, )

nyilvan az (LH) altalanos megoldasa, mely szeparabilis differencial-
egyenlet.

3. (P)-t nem fontos megjegyezni, azt a konstansvaridlds alabbi mdd-
szerével minden feladatban megkapjuk:
Keressiik yp-t (ha az (LH) megoldasat mar ismerjiik) az

6w =c)ew | [f@d| (o€ lab)
alakban. Ekkor

yp(x) = c'(z) exp /f t)dt| +c(x)f(x)exp /f
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yp és yp alakjat (LIH)-be behelyettesitve, rendezés utan azt kapjuk,
hogy a (x) alaka yp megoldasa (LIH)-nek, ha

d(z) = g(x) exp —/f(t) dt (x,20 € [a,b])
azaz, ha

C(x)Z/xg(T)eXp —/Tf(t)dT :

o
melyet (x)-ba behelyettesitve kapjuk (P)-t.
4. Hasznalhatunk hatarozatlan integralt is.

Példa. Az y = —ysinz +sin® 2 lineéris differencialegyenletnél a homo-
gén egyenlet

y' = —ysinx |

melynek altalanos megoldasa y = ce®** (x € R), ahol ¢ € R tetsz6leges
konstans.
Keressiik yp-t (az inhomogén egyenlet egy megoldasat) az
yr(@) = (@) ™" (z €R)
alakban, ekkor

yp(z) = (x)e — c(x) sinx e®®* (r €R)

melyet az eredeti egyenletbe helyettesitve (rendezés utan)
d(z) =sin®xe™ 57

illetve

c(x) = /sin3xe_ STy = /sin2x sinze” “®*%dr =
=sin®z e °3T — 2/cosatsinxe_ STy =

=sin?ze %% — 2 {cosxe cosT 1 /sin:z: e Coszdx} =

= [sian —2cosx + 2] e eos%
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kovetkezik, mely adja, hogy
yp(r) =sin®z —2cosz + 2 ,

ezért
y = sin?(z) — 2 cos(z) + 2 + ces” (z € R).

e) Egzakt differencidlegyenletek

Definicié. Legyen D C R? tartomény, P,Q : D — R adott fiiggvények.
Az

(E) P(z,y) + Q(z,y)y’ =0
egyenletet egzaktnak nevezziik, ha az f = (P,Q) : D — R? fiiggvény-
nek létezik primitiv fiiggvénye, azaz létezik F' : D — R differencialhaté
fliggvény, hogy
Fl(z,y) = f(2,y),

azaz

DyF(z,y) = P(x,y) € DyF(z,y) = Q(z,y)
teljesiil.

Megjegyzés. (E)-t szokas az
(E) P(z,y)dr + Q(x,y)dy =0
alakban is irni.

4. tétel. Az (E) egzakt differencidlegyenletnek az y : I — R differen-

cialhato fiiggvény (melyre (x,y(x)) € D, ha x € I) akkor és csak akkor

megoldasa I-n, ha létezik C' € R, hogy

(EMo) Fz,y(x) =C  (zel),

ahol F az f = (P, Q) fiiggvény primitiv fiiggvénye.

Bizonyitds.

a) Legyen y (EMo) alaku, akkor az Gsszetett fliggvény differencialasi
szabdlya szerint

D1 F(z,y(x)) + D2 F(z,y(x))y' () =0 (z€1)

kovetkezik, ami D1 F = P és Do F = Q-val adja, hogy y megoldasa
(E)-nek.
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b) Ha y teljesiti (E)-t I-n és (E) egzakt, akkor

0= DyF(r,y(@) + DaF (e, y(@))y' =+ Flay(@)  (zel)

teljesiil, ami adja (EMo)-t. O

Megjegyzések.

1. Ha f = (P,Q) : D — R? olyan, hogy D tgynevezett csillagszert
tartomany, f folytonosan differencialhat6 (azaz P és @ is), tovabba
DyP(z,y) = D1Q(z,y) ((x,y) € D) (masképpen Py(Ly) = Qz(7,y)
((z,y) € D)), akkor létezik f = (P, Q)-nak primitiv fliggvénye. Ha
(z0,y0) egy csillagkdzéppont és g : [a,b] — D olyan szakaszonként
sima gorbe, mely az (g, yo)-t (z, y)-nal kiti ossze, akkor ez a primitiv
fliggvény az

(z,y)
Fag)=[f= [
g (z0,90)
integralfiiggvény.

2. Az 1. megjegyzés feltételein tul teljesiiljon, hogy g(t) = (x(t), y(t))
folytonosan differencialhato (g(a) = (zo,y0), 9(b) = (z,y)), akkor a
gorbementi integral kiszamitasara vonatkozé ismert tétel alapjan, ha
g7, agy

g (z,y) g7 (z,y)
F(z,y) = / P(a(t), y(t))e' (£)dt + / QUa(t), y(t)y' (1)t .

3. Ha D téglalap vagy korlap, akkor barmely rogzitett (xq, yo)-bol bar-
mely (z,y) € D elérhets a tengelyekkel parhuzamos térottvonal men-
tén, példaul:

A A
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A folytonos vonalra:

g(t) =g' ) Ug*(t) = (z' (1), y

[
—~
~
~—
~
—~
8
N
—~
~
~
<
N
—~
~
~—
~—

ahol
{yl(t) ~ 4 t € [zo, 7] {yQ(t) _, t € [yo,yl,
Igy y
F(z,y) :/P(tyo)dtJr/Q(:c,t)dt.

A szaggatott vonalra (hasonléan):

x Y

F(z,y) = /P(t,y)dt—l—/Q(zo,t)dt )

zg Yo

4. F(x,y) utébbi két alakjaban szokas az els§ integralban t — z, a
maéasodikban ¢ — y haszndlata is, igy

x Yy
Fo) = [ P+ [ Qewiy
o Yo
illetve . Y
F(x,y)=/ P(x,y)dr + | Q(zo,y)dy .
o

Yo
5. Az (E) egzakt egyenlet (29, yo)-on dthalad6 megoldasat C' = 0 mellett
kapjuk.

6. Az v = f(x)g9(y) (9 # 0) szeparébilis egyenlet egzakt differencial-
egyenlet.
Példa. A
(22 4 32?y)dx + (2 — 3y*)dy = 0
differencidlegyenletnél belathato, hogy a
P(z,y) =2z +3a%y,  Qzy)=2"-3y> ((z,y) € D=R?

fiiggvények folytonosan differencidlhatok a D = R x R (végtelen) tégla-
lapon (ez csillagszerd tartoméany) és

Py(z,y) =32 = Qu(z,y)  ((x,y) €R?),
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ezért az els6 megjegyzés miatt a differencidlegyenlet egzakt és a 4. meg-
jegyzést (wo,90) = (0,0) € D = R? mellett alkalmazva

T ]
F(z,y) = /(21“ + 3a%yo)dz + /(133 — 3y*)dy =
Zo Yo
T Yy
= /23: dx + /(a:3 —3yHdy = 2 + 23 — 93 ((z,y) € R?)
0 0

primitiv fliggvénye (P, Q)-nak és igy tételiink szerint az y : I — R fiigg-
vény akkor és csak akkor megoldésa a differencidlegyenletnek, ha létezik
C € R, hogy

2 4+y—yP=C ((z,y) ERz).

Ez egy gorbesereg, illetve egyenletiink implicit moédon tartalmazza az
y : I — R megoldasfiiggvényet, ami megoldasaval (y-ra) meghatéaroz-
hato.

F' a kovetkez6 modon is meghatarozhato:

F primitiv fiiggvénye az f = (P, Q) : R? — R? fiiggvénynek, igy

Fo(z,y) =2z +32%,  Fy(z,y)=2"-3y"  ((z,y) €R?).

Ha az els6 egyenletet (y-t allandonak tekintve) z-szerint integraljuk ko-
vetkezik, hogy

F(z,y) = /(Zx + 32?%y)dxr = 2% + 23y + c(y) .

Ezt az F-et y-szerint parcialisan derivilva a masodik egyenlet szerint
Fy(z,y)=2"+c(y) =2 =3y*  ((z,y) €R?)
kovetkezik, ami adja, hogy ¢/ (y) = —3y?, illetve c(y) = —y° + ¢, igy

¢ = 0-val kapjuk F' korabbi alakjat.
f) Integralod szorzo keresése

Definicié. Ha y teljesiti (E)-t és 3 pu: D — R (u # 0) fliggvény, hogy a
(uP, pQ) fiiggvénynek létezik primitiv fliggvénye, azaz a

(*) w(z,y)P(z, y)dz + p(z,y)Q(z,y)dy = 0
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differencidlegyenlet egzakt, akkor u-t az (E) egyenlet integrdlé szorzo-
janak (Euler-multiplikatoranak) nevezziik.

Megjegyzések.

1. Ha létezik integralo szorzo, ugy ((E) és () ekvivalencidja miatt) (E)
megoldasa visszavezethets a (x) egzakt differencidlegyenlet megolda-
sara.

2. Integrald szorzoét az alabbi médon kereshetiink:
DypP = D1puQ = Qe — Ppy = (Py — Q)
melybél ha p = p(w(z,y)) (pl. w(z,y) =z vagy y vagy z +y ...)

Q%wz _PZ_ZW?J = (Py - Qr)ﬂ ,
illetve
#(w) _ Py —Qy
pw) Quy — Pwy

kovetkezik, ami adja, hogy

P, — Qw
pw) =exp [ —4—F—(w)dw ,
Quwz — Pwy
ha Qii%%:@ az w fiiggvénye.
Ha peéldaul w(z, y) = =, tgy p(z) = exp [ Go=3e(x)dx 2-t6] fiiggs

integral6 szorzo, ha

Py éQ’” csak az x valtozoé fliggvénye.

Példak.
1. Az ydx + 2z dy = 0 differencidlegyenlet nem egzakt.

Tekintsiik azt a D = {(z,y) € R? |z > 0} tartoméanyon, ekkor a

wlx,y) = % ((z,y) € D) fiiggvény integral szorzo, mert az

%dw+2\/5dy20

egyenlet egzakt D-n, és egyszer( szamolas adja, hogy F(z,y) = 2y\/z
(z > 0) primitiv fiiggvénye (%, 2\/5) -nek, igy y akkor és csak akkor
megoldasa egyenletiinknek, ha létezik ¢; € R, hogy

2y =1 ((z,y) € D).



4. EGZISZTENCIA-TETELEK CAUCHY-FELADATOKRA 155

Ezért az y = ﬁ (x > 0) adja a megoldast explicit formaban.

Belathato, hogy p(z,y) =y ((x,y) € D) is integralo szorzo, mert az
yrde 4+ 2zydy =0

egyenlet egzakt. Ebbé&l — rovid szamolassal — jon, hogy a primitiv
fliggvény F(x,y) = xy?, igy y akkor és csak akkor megoldés, ha
létezik ¢ € R (¢ > 0), hogy
ey’ =c  ((z,y) € D),
amibdl ugyancsak adodik az y = % (x > 0) megoldas.
2. A
(222 + 22y + 1)y dr + (3y* +x)dy =0

differencialegyenlet nem egzakt (példaul a D = {(z,y) |z > 0} félsi-
kot tekintve).

Py(x7y):6xy2+2'r2+la szla
igy
P, — x
¥z @ =2z,
Q

igy a 2. megjegyzés szerint
w(z) = exp/Qx dz = e® (x> 0)

egy — x-t6l fliggs — integralod szorzo lesz.

4. Egzisztencia-tételek Cauchy-feladatokra

a) Egzisztencia és unicitias tétel (DER-KEP)-re
Igen fontos a (DER-KEP) probléma kovetkez6 atfogalmazasa (vissza-
vezetése integralegyenlet-rendszerre):

Lemma. Az y: I — R" differencidlhaté fiiggvény akkor, és csak akkor
megoldéasa az

(DER-KEP)  y' = f(z,y),  y(@)=w  (a,y) €D CR"
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problémanak, ha folytonos megoldasa az
(1ER) ) =+ [ 1ty
Zo

integrdlegyenlet-rendszernek. (Itt f: D — R™ folytonos fiiggvény.)

Bizonyitds.
a) Ha y: I — R"™ megoldasa (DER-KEP)-nek, akkor

y'(z) = flzy(@)  (zel).

f és y folytonossaga adja, hogy f(z,y(x)) folytonos I-n, igy létezik
az

/ St y(t))dt

integral és
y() = yo + / fltym)dt  (wel),

ahol y(zg) = yo, azaz teljesiil (IER).

b) Ha y : I — R™ folytonos megoldasa (IER)-nek I-n, akkor f(z,y(x))
folytonossaga miatt

/ St y(t))dt

differencialhato és derivaltja f(z,y(x)), masrészt (IER) adja, hogy
y differencialhato és y'(z) = f(x,y(z)) (z € I), tovabba (IER) sze-
rint y(zo) = o is igaz, ebbdl pedig kovetkezik, hogy y megoldéasa
(DER-KEP)-nek. O

Megjegyzés. A lemma miatt (DER-KEP) megoldhatosiga és a megoldas
egyértelmiisége (egzisztencia és unicitas) egyet jelent (IER) megoldhato-
sagaval és a megoldas egyértelmiiségével.
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Tétel (Picard-Lindeldf egzisztencia és unicitas tétel).
Legyen G C R™ nyilt halmaz, I = [, CR, D=IxG, f: D — R"
folytonos fiiggvény, hogy létezik L > 0, hogy

1f(@,y1) = f(@,92)ln < Llyr — p2llem (¥ (z,91), (2,52) € D),
azaz [ Lipschitz-tulajdonsagi D-n. Legyen tovabba xzoy € I és yp € G
rogzitett. Akkor létezik oo > 0, hogy az
(DER-KEP) y' =f@y),  yl@o) =yo
Cauchy-feladatnak az I = I N [xg — «,z9 + «] intervallumon létezik
megoldasa és az egyértelmd.
Megjegyzések.
1. A tétel feltételei mellet a (DER-KEP) megoldasét az

Yo(r) =vo, yk(r) =1yo +/f(t,yk_1(t))dt (k=1,2,...;2€ )

Zo
szerint definialt (y;) fiiggvénysorozat hatarfiiggvénye adja.
Az eljarast Picard-féle szukcessziv approximdcionak nevezziik.
2. n = 1 mellett az elsérendd explicit differencidlegyenletre vonatkozo

Cauchy-feladatra vonatkozo6 Picard-féle egzisztencia és unicitas tételt
kapjuk.

Példak.
1. A
(KEP) y' ==y, y0)=1
Cauchy-feladatnak megfelels integralegyenelet:
(IE) ylx) =1+ /ty(t)dt
0
Ekkor
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és yr (1) — exp(z?/2) egyenletesen, igy (KEP) megoldésa:
22
y(x) = exp <7> (x € R).

2. Legyen G =R, I = [%,%], D=IxR, f:D—R, f(r,y) = -2
f folytonos és

Y1 — Y2

|f(z,91) — f(z,y2)| = <2y —y2| (Y (z,y1), (z,92) € D)

miatt Lipschitz-tulajdonsdgi D-n. Ezért a tétel miatt létezik o €
10, 1[, hogy az

y=—- y(l)ZI

Cauchy-feladatnak létezik megoldasa és az egyértelmntd az
I=[1-a1+a]N[3, 2] intervallumon.

272
E megoldas nem lehet mas, mint a kordbban kapott
1
y:I-R, y(z)=-
x
fliggvény.

b) (L-DER-KEP) megoldhatosaga

Legyenek g¢;;, ¢i : I — R (4,5 = 1,...,n) adott folytonos fiiggvé-
nyek, akkor

vi= gu@y; t o). wileo) =i (i=1,....m)
j=1

egy linedris differencidlegyenlet-rendszerre vonatkozo Cauchy-
feladat, mely az

Y1 ®1

jeloléssel az

(L-DER-KEP) v =g@y+e@),  ylwo)=wvo
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alakba is irhato.
Ez ekvivalens az

x

(L-IER) y(z) = yo + /[g(t) y(t) + ()] dt

Zo

integralegyenlet-rendszerrel.
Legyen D = I x R", akkor az

fiDCR™ =R, f(z,y) = gla)y + o(@)
folytonos fiiggvényre V (z,y1), (z,4?) € D esetén
£ (@, y") = fzy)] = [lgl=) ' —y?)] =

n n 2
=\[> l 1gij(fﬂ)(y} —y?)] <nK|y' —y?|| = L[jy" - ¢*||

i=1 [J=

teljesiil, azaz Lipschitz-tulajdonségi, igy az (L-DER-KEP) megoldhato és
a megoldas egyértelmd Iy C I-n.

¢) (n-KEP) megoldhatosaga

Tétel (egzisztencia és unicitas tétel (n-KEP)-re).
Legyen G C R™ nyilt halmaz, I = [a,b)] CR, D=IxG, f: D —R
folytonos fiiggvény, hogy létezik L > 0, hogy

|l y') = fl@,0?)] < Lljy' —*||  (V(z,9"), (z,4°) € D),

azaz Lipschitz-tulajdonsagi D-n. Legyen tovabba zy € I, yy € G rog-
zitett.
Akkor 3 o > 0, hogy az

(n-KEP) y ™ = f(z,y,...,y"Y), y D (z0) = Yoit1

(t=0,...,n—1) Cauchy-feladatnak az I = I N [zo — a, xo + @] inter-
vallumon létezik megoldasa és az egyértelmnt.

Kovetkezmény ((L-n-KEP) megoldhatésaga).
Legyenek ay,...,a,,b : I — R folytonos fliggvények, zg € I, yo € R™
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rogzitett. Akkor az

(L-n-KEP) o .
Y (z0) = Yoit+1 (i=0,...,n)

Cauchy-feladatnak egy és csak egy megoldasa van I-n.

d) Egzisztenciatétel (DER-KEP)-re

Tétel (Cauchy-Peano egzisztencia tétel). Legyen D C R™*! tarto-
many f: D — R" folytonos fiiggvény, (zo,yo) € D. Akkor az

y/ = f(:my), y(l‘o) =Y

Cauchy-feladatnak létezik megoldasa.
(De nem feltétleniil egyértelmd, lasd példaul az y' = +/|y| differencial-
egyenletre vonatkozo Cauchy-feladatot.)

5. Magasabbrendi linearis differencidlegyenletek

a) Az n-edrendii linearis homogén differencidlegyenletek altaldnos
elmélete

1. definici6. Legyenek a; : I — R (i = 1,...,n) adott folytonos fiigg-
vények. A

(H.D) Y+ @)y =0
=1

egyenletet n-edrendd linedris homogén differencidlegyenletnek ne-
vezzik.

Egyszeri szamolassal bizonyithat6 a kévetkezé tétel:

1. tétel. Ha az y1,...,yx : I — R fiiggvények megoldasai (H,D)-nek
I-n, akkor ¥ c1,...,c, € R esetén az

k
y= Z Cili
i=1

fiiggvény is megoldas I-n.
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2. definicié (linearis fliggdség és fiiggetlenség).
Az yy, ...,y I — R fiiggvények linedrisan fiiggéek I-n, ha létezik
k

1. .. 0k € R (3 ¢? > 0) konstansrendszer, hogy
i=1

k
(*) Zczyz(fﬂ) =0 (Vz € 1).

i=1
Y1,-.-,Yk : I — R linearisan fliggetlenek, ha (x) csak ugy teljesiil, ha
i =0(3G=1,...,k).

3. definicié. Az y1,...,y, : I — R n — 1-szer differencialhaté fliggvé-
nyek Wronski-determindnsa:

yl y2 yn

| own Yoo oo Yn
W:W(yl,...7yn): :

-1 -1 -1

2. tétel (Liouville-formula). Ha az y1,...,y, : I — R fiiggvények
megoldasai (Hn,D)-nek I-n és xy € I adott, akkor

€T

W(z) =Wy (z),...,yn(x)) = W(xo) exp —/al(t)dt

xo

Kovetkezmény. (H.D) egy y1, ..., Yy, megoldasrendszerének
Wrounski-determinéansa vagy = 0, vagy sehol sem 0.

4. definicié (alaprendszer). Az yq,...,y, : I — R fiiggvények (H,.D)
alaprendszerét alkotjak, ha megoldasai annak és linearisan fliggetlenek.

3. tétel. y1,...,y, : I — R akkor, és csak akkor alaprendszere (H,D)-
nek, ha barmely y; (i =1,...,n) megoldas I-n, és W (zx) # 0.

4. tétel ((H,D) altalanos megoldasa). Legyen y1,...,yn : I — R
(H.D) alaprendszere I-n, akkor (H,D) barmely y : I — R megoldasa

W@ = e (@eD)

alaki, ahol c1,...,c, € R konstansok.
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Bizonyitdis. Ha yq,...,y, (H,D) alaprendszere, akkor W (zg) # 0V a2 €
I. Hay : I — R egy tetszbleges megoldasa (H,D)-nek, akkor legyen
Cly...,Cp Q

n

(o) S ey (@) =y (o) (G =0,...,n—1)

i=1

egyenletrendszer (W (xg) # 0 miatt létezd) megoldasa, akkor a
U(x) =Y eyile)  (wed)
i=1

fiiggvény olyan megoldasa (H,D)-nek I-n, melyre teljesiilnek a

P9 (x0) =y (wo)  (j=0,...,n—1)
kezdeti feltételek (o) miatt.
Igy + és y ugyanazon (H,D)-re vonatkoz6 (n-KEP) megoldasai, ezért
megegyeznek, azaz

y(@) = (@) =Y cyilx) (zel),
i=1

amit bizonyitani kellett. ([l

Megjegyzések.
1. Az altalanos megoldashoz igy elég az alaprendszert meghatarozni.

2. Belathato, hogy alaprendszer mindig létezik.

3. Az alaprendszer meghatarozasira nincs altalanos modszer.
Példa. Tekintsiik a
2z + 1)y +4xy —4y =0

méasodrendd differencidlegyenletet 2z + 1 # 0O-ra és adjuk meg az al-
talanos megoldasat. Ehhez ismerniink kellene két linearisan fiiggetlen
megoldast, az alaprendszert.

Az egyiitthatokat latva olyan ,érzésiink” van, hogy valamilyen al-
gebrai polinom, illetve e** alaku fliggvény lehet megoldas (ilyen alaku
megoldast altaldban is kereshetiink).

Ha szerencsénk van mar y1(z) = z + b (z # —3) alakt megoldas is
van alkalmas b-vel.
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Ekkor yi(z) =1, y{(x) =0 (z € R). Ezeket az egyenletbe helyette-
sitve

(22 +1)-0+4z — 4(z +b) =0 (x#_%)

kell, hogy teljesiiljon, ami —4b = 0, azaz b = 0 esetén igaz.

y1(z) =z (z # —3) tehat megoldas.

A masik megoldast keressiik y2(z) = €* (z # —3) alakban, melybol
yh(z) = ae™, yi(x) = a?e™ kovetkezik. Ezeket az egyenletbe helyette-
sitve

1
a2z + 1)e™ + daze®™ — 4e™® = 0 (m # —5)
kell, hogy teljesiiljon, ami e** # 0 miatt ekvivalens azzal, hogy
a*(2z +1) +dax —4=0,

illetve
2a(a+2)x+a?>—4=0,

(z # —1) ami csak akkor igaz, ha 2a(a +2) = 0 és a? — 4 = 0 igaz, ez
pedig a = —2-re teljesiil.

y2(z) = €72 (x # 3) is megoldas.

y1 és ys linearisan fiiggetlenek, mert

T e—2w

1 —2e %

Yy Y2
/

=—(2z+1)e ®+£0.
Y1 y'2 ( ) 7

W(y1,y2) =

Igy az egyenlet altalanos megoldasa:
1
Y =c1x 4 cpe” 2 (:1: # ——> .
5. tétel (D’Alembert-féle rendszamcsokkentd eljaras).
Legyen y1 : I — R (y1 # 0) megolddsa az
(H=D) y" +ai(z)y’ + ax(z)y =0

differencialegyenletnek. Az y : I — R fiiggvény akkor, és csak akkor
megoldéasa (H2D)-nek, ha az

!
u:I —R uz(g)
Y1
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fiiggvény megoldasa az

yi(l’))
H:D u + (a x) + 2 u=0
(FD) (@) yi(z)

differencidlegyenletnek. Igy (H.D) éltaldnos megoldasa

Y=y /GXP {—/ (a1(x) + QZiEiD dx} de =
con [ e ] o

Megjegyzés. A rendszém csokkentésére kényelmes az alabbi (a Liouville-
formulat hasznalo és hasonlo eredményre vezets) modszer.

Ha (H2D) y1 és yo linearisan fiiggetlen megoldasai kozil y; ismert, ugy
a Lioville-formula adja ye-re (rogzitett zo-lal) az

x

Y15 — yry2 = W(xo) exp —/al(t) dt
Zo
elsérendi differencidlegyenletet, melyet legegyszertibben tgy oldhatunk
meg, hogy mindkét oldalt osztjuk y? # O-lal és észrevessziik, hogy a
baloldalon Z—’;‘ derivaltja szerepel, azaz teljesiil

, T
y2 1 /
— = W(xg)—= ex — a1 (t) dt
(y1> ( 0)@/% Y 1()

xo

Ebbél kapjuk, hogy

exp —/al(t)dt dx .

Zo

o) = W o) 11 (2) / ﬁ
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b) Konstansegyiitthatos linearis homogén differencidlegyenletek
Definicié. Ha (H,D)-ben
ai(x) =a; €R (x €I,

akkor a kapott
(KH..D) g™+ ™ =0
i=1

egyenletet n-edrendd konstansegyiitthatos linedris homogén diffe-
rencidlegyenletnek nevezzik.
(KH,,D) karakterisztikus polinomja:

(KP) P) ="+ aa,
i=1
mig karakterisztikus egyenlete:
(KE) AT e =0
i=1

Tétel. Ha A\1,..., Ay € R p1,...,pr (€ N)-szeres (kiilénbozd) gydkei
(KH,.D) karakterisztikus egyenletének, hogy p1 + - - - + pr. = n, akkor

)\1$

. weMT ., ghileh®

(AR)

Ak A —1 Ak
ekt getk® . gPET ekt
alaprendszere (KH, D)-nek.

Ha példéul A1 = o+ i, A\ = a —if8 (i =+/—1) ugynevezett kon-
jugalt komplex gyokei (KE)-nek, hogy p; = pa = p-szeresek, akkor (AR)
els6 két sora helyett

e*® cos Br, xe*®cosfBx, ..., xPle™® cospfx
e sin Br, xe*®sinBx, ..., aP"le®Tsinfx

szerepel. (Hasonlo a helyzet a tovabbi komplex gy6kok esetén is.)
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Kovetkezmény. Az

(KH2D) y' + a1y +ay =0
karakterisztikus egyenlete a mésodfoku
(KEQ) 22 +aiA+ay=0

egyenlet, igy ha ennek gyokei:
a) A, A2 € R, A\ # \g, akkor (KH2D) &altalanos megoldasa

Y= c1eM® + coe

b) A1 = A2 = Ao € R, akkor (KH2D) altalanos megoldasa
)\022

Yy = c1e +coxe

c) M1 =a+if, a2 =a—1if (o,8 € R), akkor (KH2D) altalanos
megoldésa

)\21_
’

Aoz,
b

y= [cl cos Bz + ca sin Bx] e,
Példa. Az y"”" — 4’ = 0 harmadrendi konstansegyiitthatos linearis dif-
ferencialegyenlet karakterisztikus egyenlete
A —A=0,
melynek megoldasai
MoA=AA =N =XxA-1)A+1)=0
miatt \y =0, Ay =1, A3 = —1.
Tekintsiik az
() =e" =1, ya(z) = €%, ys(x) = e (z e R)
fiiggvenyeket. Ezek megoldéasai lesznek differencidlegyenletiinknek (ez

egyszerd szamolassal adodik) és Wronski determinansuk
Yy Y2 Y3 L e" e*
yi vh s =10 ¥ —e Tl =e"e T4 =2+#0 (x € R),
vioy2 ws| [0 e e
igy linearisan fliggetlenek, tehat a differencidlegyenlet alaprendszerét al-
kotjak.
Igy a 4. tétel miatt az egyenlet altalanos megoldasa
y=c1+cee” +cze”” (x € R),

amirél meg is gy6zédhetiink.
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¢) n-edrendi linearis inhomogén differencialegyenletek

Definicié. Legyenek a;,b : [a,b] — R (i = 1,...,n) adott folytonos
fiiggvények, akkor az

(IH.D) +Z YD = b(z)

differencidlegyenletet n-ed’r‘endu linedris inhomogén differencidl-
egyenletnek nevezziik.

1. tétel. Legyen y, partikularis megoldasa (IH.D)-nek. Az y akkor, és
csak akkor megoldasa (IH,D)-nek, ha az

yp I =R, yp(z) =y(@) - yp(z)
szerint definidlt fiiggvény megoldasa az (IH, D)-bél képzett (H,D)-nek.
Bizonyitds.

a) Ha y és y, megoldasai (IH,D)-nek, akkor az y-ra és y,-re felirt
(IH,D)-t kivonva egymasboél

(v —wp)' +Zaz p) " =0

adodik, azaz y — y, = ym valoban megoldasa (H,D)-nek.

b) Ha y, megoldasa (IH,D)-nek és yy megoldasa (H.D)-nek, akkor a
két egyenlet Gsszeadasa adja, hogy y = yu + yp is megoldasa (IH,D)-
nek. g

Kovetkezmény. Ha y, (IH.D) egy partikuldris megolddsa, y1, ..., yn
pedig (H,.D) alaprendszere, akkor (IH,D) altalanos megoldasa

n
Y= Zciyi +Yp -
i=1

Hogyan hatarozhat6 meg y,?

2. tétel (a konstansvarialas moédszere (IH,D)-re). Hayy,...,yn
az (IH, D)-bdl képzett (H,D) alaprendszere ésac; : I - R (i=1,...,n)
fiiggvények kielégitik a

(O Z @y @ =0 (=0...n-2, Le@u" @ =bw)

i=1

168 VIII. DIFFERENCIALEGYENLETEK

egyenletrendszert I-n, akkor

(P) v I =R, yp(x) = ci@)yi()
i=1
megoldasa (IH,, D)-nek.
Megjegyzések.
1. (C) ¢},...,c,re egy inhomogén linearis egyenletrendszer, melynek

determinansa a Wronszki-determinans, melyre W(z) # 0 (I-n).
2. (IH2D) esetén

(IH2D) y" +ai(x)y + ax(z)y = b(z),
és ha y1, yo alaprendszer, akkor (C)
) A (@)y1 (@) + ca(z)y2(z) =0
© Qe
alaka. Ebb6l pedig
‘ 0 yaz)
' W(z) W(y1,y2)’ 2 W(y1,y2)’

illetve

/ Wy1,yz /Wyl,yz

kovetkezik. Tovabba ezen ¢y és co fiiggvényekkel a partikularis meg-
oldas

yp(x) = cr(@)r (z) + c2(2)y2(z)  (z €1).
Példa. Az
y// _ 2@// —3y= 6493
(IH2D)-hez tartozé homogén egyenlet:

y' =2y —3y=0.
Ennek karakterisztikus egyenlete:
A —20-3=0,
melynek megoldasa A\; = —1, Ao = 3, igy altalanos megoldésa:

yr () = cre™ + coe®” (x € R).
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Tételilink, illetve a 2. megjegyzés szerint
yp(r) = c1(x)e™® + co(x)e>” (x eR)
megoldasa lesz (IH2D)-nek, ha ¢} és ¢4 teljesiti a
¢ (x)e™ + ch(x)e?* =0
A (x)(—e™®) 4 dy(2)3e3” = '*
linearis inhomogén egyenletrendszernek, melynek Wronski determinéansa

—x 631

—_e T 363r

=4e*® £0,

igy (példaul a Cramer-szabéllyal) kapjuk, hogy

0 e3w
etr 3edw —e" 1
/ _ _ _ _ 5z
ci(z) = 1o == = 1¢ (x € R),
e " 0
—x 4z 3z
/ —¢ € € 1 z
= = = — R .
62 (l') 462w 462w 4 € (I e )
Ebbél
1 1
a(z) = ~1 /659” dx = ~20 e
1 1
co(x) = Z/ewdx: —e
tehat
1 1 1
yp(z) = 30 ST e + Zer e = 3641 (z € R),

ami valoban megoldasa (IH2D)-nek.
(IH2D) altalanos megoldasa igy

1
y(x) =cre ™ +cpe® + £ et (x € R).
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d) Lineéaris differencialegyenlet-rendszerek

Definicié. Legyenek g¢;;,¢; : I — R (i,j = 1,...,n) folytonos figgvé-
nyek. A

(LIHDER) vi+ Y gy =wile)  (i=1,...,n),
j=1

illetve az (y1,...,Yyn)" = Y, (01, on)T = @, (Gij)nxn = g jelolé-
sekkel a

(LIHDER') Y +g@)y=¢

egyenletrendszert linedris tnhomogén differencidlegyenlet-rendszer-
nek, mig az

(LHDER) Y +g(x)y=0

egyenletrendszert linedris homogén differencidlegyenlet-rendszer-
nek nevezziik.

Megjegyzések.

1. (LIHDER), illetve (LHDER) megoldasainak meghatéarozasa visszavezet-
hetd az n-edrendd lineéris differencidlegyenletek elméletére.

2. Ugyanakkor 6nall6 elmélet is kidolgozhaté, mely szoros analégiat mu-
tat az n-edrendd linearis differencidlegyenletek elméletével.

Példa. Az
[ — =
(1) {y}_yl_yzo
Ya—Y1 Y2 =2
differencialegyenlet-rendszer elsé egyeneltét differencidlva (az egyenletek
adjak, hogy y1 és ys is kétszer, s6t akarhanyszor differencialhato)
=i —yp=0
kovetkezik, melyet Osszehasonlitva a differencidlegyenlet-rendszerrel eli-
minalhato y) és yo, és az
yi =2 =a
maéasodrendd konstansegyiitthatos linearis inhomogén differencial-
egyenlet adodik y;-re.
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A homogén egyenlet karakterisztikus egyenlete: A2 — 2\ = 0, ami akkor,
és csak akkor teljesiil, ha Ay = 0, A2 = 2, amibdl kapjuk, hogy

i (x) = c1 + c2e®® (x e R).
Keressiik y1,-t

yip(x) = c1(z) 4 ()™

alakban, ez megoldas, ha ¢} (z) és c4(x) te13e51t1 a

¢ (x) - 1+02(»)T) e? }

() 0+ ch( 262””—33
egyenletrendszert, amibdél kovetkezik, hogy
0 6293
x 2e% re2® x 22
(@) = 1 e2®| 2¢2@ 2 — cl(m):_Z ’
0 2%
1 0
0 =z 1
ch(x) = - 5o2r ge_% =  x)= %6_230 — e
Igy
22 9
y1(x) = 0 —— =40 tcge”
és
12 2x
y2(2) =yi(z) —p(e) = — — - — 5 — c1tcze
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adjungalt algebrai aldeterminans, 51
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baloldali hatéarérték, 65
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Cauchy-féle konvergencia kritérium, 58
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n-edrendi explicit kézonséges diffe-
rencidlegyenletre, 140
differencialegyenlet-rendszerre, 141
linearis differencidlegyenlet-rendszerre,
158
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D’Alembert-féle rendszamcsokkentd el-
jaras, 163
Darboux-integral, 19, 115
also, 19
felsé, 19
Darboux-tétel, 21, 116
kovetkezménye, 21
Darboux-tétel kovetkezménye, 117
Descartes-féle koordinatarendszer, 42
determinans, 50
Wronski-, 161
determinansok szorzastétele, 52
differencialegyenlet
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n-edrendd linearis inhomogén, 167

egzakt, 150
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elsérend( linearis homogén, 147

elsérend linearis inhomogén, 147

kozOnséges n-edrendi, 139

lineéris, 139
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szeparabilis, 142

valtozoban homogén, 145
differencialegyenlet-rendszer

elsérendl kozonséges explicit, 140

linearis homogén, 170
differencialegyenlet-rendzser

linearis inhomogén, 170
differencialhanyados, 86
differencialhatosag, 86

egységkor paraméteres elGallitasa, 78

egységmatrix, 48

egyszer(d tartomany, 128
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re, 159

els6 differencial, 86, 99

euklideszi norma, 40

euklideszi tavolsag, 41

euklideszi tér, 40

fliggvény
differncialhato, 86
folytonos, 60
folytonosan differencidlhaté, 91
hatarértéke, 64
implicit, 108
korlatos valtozasa, 72
variacidja, 71

felosztas
finomitéasa, 17, 114
finomsaga, 17, 114
osztaspontjai, 17
részintervallumai, 17
teglag, 114

fels6 Osszeg, 18, 115

feltételes lokalis szélsGérték, 110
sziikséges feltétele, 110
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balrol, 62
egyenletesen, 63
jobbrol, 62
folytonossag, 60
folytonossag topologikus megfelelGje,
63
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gbrbe, 78
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paraméterelGallitasa, 78
rektifikdlhatd, 79
sima, 78
t6bbszords pontja, 78
végpontja, 78
zart, 78
gérbementi-integral, 81

halmaz

kompakt, 46
hatarérték

baloldali, 65

fliggvénye, 64

jobboldali, 65
hatarozatlan integral, 9
hatarpont, 45
Heine-Borel tétel, 47
helyettesitéses integralas tétele, 12
helyettesitéses Riemann-integralas, 31

implicit fliggvény, 108
implicitfiiggvény-tétel, 109
improprius Riemann-integral, 34
intervallum feletti, 35
infimum, 60
integralkozelitd Osszeg, 18
integral
additivitasa téglara, 118
Darboux-, 19, 115
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hatarozatlan, 9

mint a felsé hatar fiiggvénye, 28

Riemann-, 20, 116

Riemann-, korlatos halmaz felett, 123

Riemann-Stieltjes, 74
integral6 szorzd, 153
integralfiiggvény, 28
integralegyenlet-rendszer, 156
integraltranszformacio, 130
intervallum egy felosztéasa, 17
inverz fliggvény

folytonossaga, 105

regularitasa, 105
inverzfliggvény-tétel, 106
iranymenti differencialhanyados, 88
izolalt pont, 46

jeltartas tétele, 62
jobboldali hatarérték, 65
Jordan tétele, 74
Jordan-mérhet6 halmaz, 125
Jordan-mérték, 125

belsd, 126

kiilss, 126

véges additivitasa, 128

kdzépértéktétel, 119
kozépértéktétel Riemann-integralra, 26
kiils6 pont, 45
karakterisztikus egyenlet, 165
karakterisztikus polinom, 165
kezdeti érték probléma, 140
kompaktsag és egyenletes folytonossag
(Heine), 64
kompaktsag és folytonossag, 63
konstansvaridlds modszere, 148
konstansvarialas modszere (IH,, D)-re,
167
konvergens
improprius Riemann-integral, 34
korlatos fiiggvény, 60
korlatos valtozasu fiiggvény, 72
kvadratikus forma, 103
indefinit, 103
negativ definit, 103

pozitiv definit, 103

Lebesgue szerint nullmértékd, 118

Lebesgue-kritérium, 24, 118

leképezés

lokalisan invertalhato, 105
regularis, 105

linearis fiiggGség és fiiggetlenség, 161

linearis homogén differencialegyenlet-
rendszer, 170

linearis leképezés normaja, 54

linearis tér, 39

linearis transzforméacio, 54

Liouville-formula, 161

lokalis invertalhatosag elegendd felté-
tele, 105

lokalis szélsGérték 1. sziikséges felté-
tele, 102

lokalis szélsGérték 2. sziikséges felté-
tele, 102

lokalis szélséérték elegendd feltétele,
103

matrix, 47
adjungalt algebrai aldeterminansa,
51
azonos tipusa, 48
determinansa, 50
egyenld, 48
egység-, 48
elemei, 47
fédiagonalisa, 48
invertalhato, 50
négyzetes (kvadratikus), 47
null-, 48
oszlop-, 49
regularis, 53
sor-, 49
transzponalt, 48
matrixok
Osszege, 48
invertalhatosaga, 50
skalarral valo szorzata, 48
szorzata, 49
maximum, 60
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metrika, 41

metrikus tér, 41
Osszefiiggs, 47
halmazanak atmérdje, 42
halmazanak korlatossaga, 42
teljes, 58

minimum, 60

Newton-Leibniz formula, 29
Newton-Leibniz-tétel, 77
normalis felosztassorozat, 17, 114
norma

lineéris leképezésé, 54
nullmatrix, 48
nyilt gdmbkdrnyezet, 42
nyilt lefedés, 46
nyilt halmaz, 45

oszcillacios Osszeg, 18, 115
oszlopmatrix, 49

parcialis derivalt, 89
maésodredi, 95
magasabbrendd, 96
parcidlis integralas tétele, 11
parcialis Riemann-integralas, 31
parcialis Riemann-Stieltjes integralas,
75
partikularis megoldas, 148, 167
Picard-féle szukcessziv approximécio,
157
Picard-Lindeldf egzisztencia és unici-
tas tétel, 157
pont koordinatai, 42
primitiv fliggvény, 9

részsorozat, 57
résztégla, 114
raciondlis tortfiiggvények integraldsa,
14
rendezett valds szam n-es, 42
Riemann-integral, 20
intervallum feletti additivitasa, 23
tégla feletti, 116
vektorértékd fiiggvényeé, 77

Riemann-integralhato, 20
Riemann-kritérium, 22, 117
Riemann-Stieltjes
integral, 74
integralkozelité Osszeg, 74

skalaris szorzat, 40
sormatrix, 49
sorozat
RE-beli, 55
divergens, 56
hatéarértékének egyértelmtisége, 56
konvergencidja és korlatossaga, 56
konvergens, 56
korlatos, 55
rész-, b7
sorozatok
A-szorosa, 57
Osszege, 57
supremum, 60

tégla, 113

mértéke, 114

térfogata, 114
Taylor-formula, 100
teljes metrikus tér, 58
teriiletméré fiiggvény, 28
torlodasi pont, 46
totalis variacio, 72

végtelen
-beli hatarérték, 66
mint hatarérték, 66
variacig, 71
totalis, 72
vektor, 39
vektorok
Osszeadésa, 39, 43
skalarral valo szorzésa, 39, 43
vektortér, 39

‘Wronski-determinans, 161
Young tétele, 98

zart halmaz, 45



