ANALIZIS 1. I1. Zarthelyi 2018. november 22.
Mérnokinformatikus szak a-varians Munkaidé: 75 perc

1. feladat (12 pont)
Hol és milyen tipust szakadéasai vannak az aldbbi fiiggvénynek?
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Mivel f folytonos fiiggvények hanyadosanak Osszege, igy a nevezdk zérushe-
lyein kiviil a fliggvény folytonos. (2p)
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igy ay x = —3 pontban a fiiggvénynek véges ugrasa van. (3p) 2° — 5z +4 =
(z —1)(x —4) (1p),
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igy az x = 4 pontban a fiiggvénynek megsziintethetd szakadasa van. (3p)
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igy az x = 1 pontban a fiiggvénynek masodfaju szakadésa van. (3p)

2. feladat (4+12 pont)

a) Definialja a valos értéki f fliggvény xo pontbeli derivaltjat! (zo az értel-
mezési tartomany belss pontja.)

b) Derivalja az |z — 2| -sin(3z — 6) fiiggvényt értelmezési tartomanya minden
pontjaban.

CL) f/(xl]) — lim f(LU(] + h) _ f<$0> ( )
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b) x > 2 esetén: ((z — 2)sin(3z — 6))’ ® sin(3z — 6) + 3(x — 2) cos(3z — 6)
r < 2 esetén: (—(z —2) sin(3x —6)) L _ sin(3x — 6) — 3(x — 2) cos(3z — 6)
|h|sin(3h) m 3[h| - sin(3h) 0. (4p)
}Ho C3h

x = 2 esetén lim
h—0
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3. feladat (9+9-+9+9 pont)
Szamolja ki az alabbi hatarértékeket
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a) A hatarérték § tipust (1p), tehat
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b) A bal ill. jobb oldali hatarérték (oo — oo) tipusu (1p), tehat
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¢) A hatarérték 1°° tipusu (1p), tehat
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4. feladat (18 pont)
Adja meg azokat a legb6vebb intervallumokat, melyeken az f(z) = (z* — 3)e™*
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fiiggvény szigoriian monoton. Hatarozza meg a fiiggvény maximumat, illetve
minimumat a [0, 4] intervallumon, amennyiben létezik.

F@)Z2Rr—22+3)e 2 (z—3)(x+1)e™ f(z)>0 ha—1<uz<3,
(2p), tehat f szigortan monoton noévé a (—1,3) intervallumon (2p), és
fl(r) <0, hax < —1vagy = > 3 (2p), tehat f szigorian monoton csokkend a
(—o0, —1) és (3, 00) intervallumokon (2p). f folytonos, tehat a Weierstrass-
tétel miatt felveszi a minimumét és a maximumat minden korlatos, zart
intervallumon (2p). Mivel ezeket az intervallumban talalhato lokalis szél-
sGértékhelyeken, vagy az intervallum szélein veszi fel, és f(0) = —3 < 0,
fB) =35> f(4) =1 >0, (mivel e > 22, vagy mert f monoton csékken
a [3,4] intervallumon), igy a fiiggvény maximuma a [0, 4] intervallumon e%,
minimuma pedig —3. (4p).

5. feladat (18 pont)
A kétszer differencidlhato y = y(x) atmegy az xy = 1, yo = 1 ponton és xg
egy kornyezetében kielégiti az alabbi implicit egyenletet:

P+ y? 4+ 22° + 2 =5.

Hatéarozza meg ezen fiiggvény (1, 1) pontjabeli érintGegyenesének egyenletét!
Van-e inflexi6ja a fliggvénynek az xq = 1 pontban?

Derivalva az egyenletet: 3y*y + 2yy’ + 4z + 1 = 0, (3p) vagyis az (1,1)
pontban 3y’ +2y' +4+1 =0 (2p), tehat ¢'(1) = —1 (1p). Az érintSegyenes
tehat athalad az (1, 1) ponton, meredeksége —1, igy egyenlete: y = 1—(z—1)
(3p). Inflexios pont létezéséhez a masodik derivaltat vizsgaljuk, vagyis ajabb
derivalassal: 6y(y')*+3y*y"+2(y')*+2yy"+4 = 0 (4p), azaz az (1, 1) pontban
6+3y”+2+2y"+4 = 0 (2p), tehat y”(1) = =22 # 0, (1p) igy nincs inflexitja
a fiiggvénynek az xo = 1 pontban (2p).

IMSC feladat (8 IMSC pont)
Igazolja, hogy paratlan fiiggvény derivaltja péaros, paros fiiggvény derivaltja
paratlan. Mit mondthatunk ez alapjan a paros, illetve paratlan fiiggvények
monotonitasarol, illetve konvexitasarol?
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Ha f péaros, akkor f(z) = f(—x), ahonnan derivalassal f'(z) = —f(—x)
adodik, ami azt jelenti, hogy az f’ derivalt fiiggvény paratlan (3p). Hasonlo-
an, ha f paratlan, akkor f(x) = —f(—z), tehat f'(x) = f(z), azaz f’ ebben
az esetben péros (2p).

Ha f péaros, és az (a,b) intervallumon szigortian monoton né (illetve csok-
ken), akkor f’ itt pozitiv (illetve negativ), és mivel f’ paratlan, ezért f az
origora tiikrozott, (—b, —a) intervallumon szigorian monoton csokken (illetve
n6). Tehat paros fiiggvény monotonitas szempontjabol a tiikrozott interval-
lumon forditva viselkedik, mint az eredeti intervallumon.

Hasonlé érveléssel kaphatjuk, hogy paratlan fiiggvény monotonitasa a
tiikrozott intervallumon megegyezik az eredeti intervallumon valo viselke-
déssel.

Az els6 megfigyeléseinket kétszer alkalmazva, azt kapjuk, hogy f és f” pa-
ritdsa megegyezik, tehat paros fiiggvény konvexitas szempontjabol ugyanugy
viselkedik az (a, b) intervallumon, mint a tiikrozott, (—b, —a) intervallumon,
mig paratlan fliggvény esetén a viselkedés forditott. (Legalabb két helyes
allitasra 3p.)

A fentiek egyben azt is jelentik, hogy ha vizsgalt fiiggvény kétszer deri-
valhaté az origd egy kornyezetében, és f’ és f” zérushelyei nem torlodnak
az origoban, akkor paros fiiggvénynek lokalis szélsGértéke van az origbban,
és nincs inflexios pontja az origdban, mig paratlan fliggvénynek nincs lokélis
szél6értéke az origdban, és inflexiés pontja van az origdban.



