ANALIZIS 1. I. ZARTHELYI 2012. oktéber 11.
Mérnok informatikus szak [-varians Munkaidé: 90 perc

1. feladat (18 pont)
a) Adja meg a lim,_,, a, = A definiciojat.
b) A definici6 alapjan lassa be, hogy
i 2n?+3 1
im —— = —.
n—soo4n2 +n 2

2n2 +3\"
ay, =
4n? +n

sorozat, és ha igen, mi a hatarértéke?

c¢) Konvergens-e az

a) lim a, = A, haVe > 0 esetén IN(¢) € N, hogy |a, —A| < ehan > N(e).

n—0o0
3 pont
b) Legyen ¢ > 0
2n?2+3 1 4n? 46 —4n? — n| n>e n—=6 n 1
5| =2p 2 ~2p g2 S2pg2 g, <O
dn?2+n 2 8n? + 2n 8n? 4 2n 8n 8n
ha n > N(e) =gp max (6, [&])
8 pont
¢) A b) pont alapjan létezik N (1) € N, hogy n > N (1) € N esetén

2n*+3 3 3\ e '
§4Z2::—_n§1(3 pont), igyogan§<1> %0 (3 pont) vagyis a

renddrelv értelmében (a,) konvergens, és hatarértéke 0. (1 pont)

2. feladat (28 pont)

. . 2712 + 1 n<+1
a) lim, oo vV2n2 —3n+1—+/n2+5n—3 ¢) lim
n—oo \ 2n2 — 3
on2 +1\"*!
b) limy e V22 30 F1— U+ 50=3  d) lim [T
n—oo \ 2n2 — 3

3 2n? —3n+1— (n®+5n — 3)
~2p Von?2 —3n+1++vn2+5n—3

1-84+ % S
—>2pOO

_n ~
N R R e T

a) V2n2 —3n+1—vn?+5n — =2p

1
— =0
V2+1



n>3 n—00
b) 12 (/n)? = /n? 'S VP —sn+ 1< V2n? = V2(/n)? S
1% (/n)? = Vn? < Vn? +5n — 3 < Von2 = V6(/n)? =3 1, gy

lim V2n2 —3n+1— Vn2+5m—-3=1—1=0.

n—oo

(Egy hatarérték 4p, a masik plusz 2p, a kiilonbség 1p)

on? +1\" ! (14 55)" /202 41\ nooe €3 ,
c) =4 —2 :
2n2 — 3 p(l_%)”Q 2n2 — 3 p

a1 on2 + 1\ i m2 +1\" . o2 +1
11m = 1m —_— 1m .
n—oo \ 2n2 — 3 1p n—oo \ 2n2 — 3 n—oo \ 2n2 — 3

c¢) alapjan lim,, (gzzf;)) = ¢2, igy minden € > 0 esetén létezik N(g),
2
2n? +1\"
hogy n > N(e) esetén e — ¢ < (2n2+3) <e?+e, 3 pont
n J—
. n—00 n 2n? +1\" n n—00
igy 1 +— Ve?—e< 57 — 3 <Vel+e —1 3 pont
n _
92 2 1 n+1
vagyis lim | =" —1-1=1. 2 pont
n—oo \ 2n2 — 3

3. feladat (10 pont)
Adja meg az

a, = {L/n?) + (_9)n +5n+1 +32n

sorozat torlédasi pontjainak halmazat, limesz inferiorjat, illetve limesz szu-
periorjat. Konvergens-e a sorozat?

Péros n esetén

9=/ <aqa,=Vnd+5-5"+2-9n < /9 +5.97 + 2.97 = 9/8 =% 9

3 pont
paratlan n esetén pedig
5=15"<a,=Vnd+5 5" < V65" =5V6""F 5.
3 pont
A sorozat torlodasi pontjai tehéat 5 és 9. 1 pont

limsup a,, = 9 # liminf a,, = 5, tehét (a,) nem konvergens. 3 pont




4. feladat (16 pont)
Legyen ay =4, ésn =1,2, ... esetén

i1 = V8a, — 15.
[gazolja, hogy n =1,2,... esetén 3 < a, < 5.
Bizonyitsa be, hogy az (a,) sorozat monoton.

Konvergens-e az (a,) sorozat, és ha igen, mi a hatarértéke?

Teljes indukciéval bizonyitunk.

I.3<4=a; <5.
II.3<a, <b=24<8a, <40 = 9 < 8a, — 15 < 25 = 3 <

V8a, — 15 =a, 1 < 5. 5 pont

Teljes indukciéval bizonyitunk.

L as =17 > V16 = a;.

. a, < apy1 = 8a, < 8a,11 = 8a, — 15 < 8ayy1 — 15 = apq =

V8a, — 15 < \/8a,11 — 15 = aya. 5 pont
a,,) monoton nove, és feliilrél korlatos, igy konvergens. 2 pont
(an) , , igy g P

Ha lim,,_, a,, = A, akkor

A= lim a,y1 =, /8 lim a, — 15 = v8A — 15,
n—oo n—oo

vagyis A2 —8A+15=0, igy a A = 3 vagy A = 5. 2 pont

a, > 4 minden n € N esetén, tehat lim,_, a, > 4, tehat lim,, . a,, =
D. 2 pont

5. feladat (11 pont)
Abszolut illetve feltételesen konvergens-e a

sor?

o 93n+2 + (_5)n—1
(Z) Z 32n+n
n=1



A sor tagjai pozitivak, hiszen

1 1
23n+2 + (_5)n—1 —4.8" + (_1)n—1g L5 4. 8™ — 5 . 5n’

1
és4-8”>g-5”. 4 pont
Mésrészt
93n+2 _r\n—1 4.8 1, 5 n n
- ( 5> < T 5 < 4. § + 1 § ’
3n+n - 9"4+n T 9 51\9
tovabba ‘%‘ <1 és |§| < 1, tehéat a sor majoralhato két konvergens mértani
sor Osszegével, igy a majoranskritérium miatt konvergens. 5 pont
Pozitiv tagt sorok abszolat konvergensek is. 2 pont

6. feladat (17 pont)
a) Ismertesse a numerikus sorokra vonatkozé Leibniz-kritériumot.

b) Igazolja, hogy a
>
(2

n=1
konvergens. Mutassa meg, hogy ha n > 9, akkor az s ~ s,, kozelités hibaja
10~2-nal kisebb.

a) A > (—1)"a, sor Leibniz-tipusi, ha minden n € N esetén a,, > 0, és a,, mo-
noton csokkenden tart a 0-hoz. Ha » (—1)"a, Leibniz-sor, akkor konvergens.

5 pont
b) A sor alternalo, és n < 2" miatt
N n—oo
— — 0,
2n
3 pont
tehat csak a monoton csokkenést kell vizsgalni.
n n+ 1 n+1 n
o~ our sn2" > mh+1)2"e2n>n+1len> 1.
A sor tehat Leibniz-tipusu, igy konvergens. 5 pont

Leibniz-tipusu sorokndl |s — s,| < a,41, és a monoton csokkenés miatt
ant1 < ayg, han > 9, igy
10 10

—— <1072

|s — sp| < @py1 > arg = 5T = Tood

4 pont




Pdtfeladatok (csak 40 pont eléréséhez javitjuk ki):

7. feladat (8 pont)

Konvergens-e az
n'% + 100" + (n — 1)!

(n+ 1)l + 52

sorozat? Ha igen, mi a hatarértéke?

ay =

(n+1)+ 2° '

n!

Ay =

8 pont

8. feladat (12 pont)
Konvergensek-e a

0 S (1-3) Iores

n=1 n=1

sorok?

1 " n—oo . . . o« . .
a) [1——=) ™3 e ! £0, vagyis nem teljesiil a sor konvergenciéjanak sziik-
n

séges feltétele, igy nem konvergens. 6 pont
n
b) < —, vagyis majoralhatd egy konvergens sorral, igy a majorins-

N SO
kritérium miatt konvergens. 6 pont




