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1.1. Izomeorfizmus 6 3 ;
1. Feladat. Izomorfak-e az 1. dbra grafjai? - E C |
5 4
. A 2 b
G : ! : 3. dbra. e
F p: * '
Megoldds: A 3 elsdfokd ponton tdl hirom pont van a grafban, amelyek nem lehetnek
. D hy 5 elsofokiak. Ezek vagy egy 3 pontd teljes grafot, vagy egy 3 ponti utat alkothatnak. A

, 3 pontu teljes grafhoz a harom els6fokd pont haromféleképp vehetd hozza. A 3 pontd at
1. abra. esetén kotelezd egy-egy elséfoki pontot az Ut végéhez tenni és két lehetdség marad a har-
. madiknak. A 4. abrdn lithaté az 5 nem izomorf ilyen graf.

Megoldds: lgen, egy lehetséges bijekcid a G+ 1, B 2, D 3, F— 4, A5, C — 6, ; N
Ew— 7. | |
2. Feladat. Izomorfak-e a 2. dbra grafjai?
|

4. abra. Az ot nem wzomorf grdf.

5. Feladat. Rajzolja fel az dsszes 3, 4 és 5 ponti fat! (Az izomorfakat — amelyek a pontok
cseréjével egymasba mennek — csak egyszer.) ' . !

Megoldds: Egy darab 3 ponti, két darab 4 pontu és 3 darab 5 ponti nem izomorf fa létezik,
amelyek a 5. abrdan lathatdk. :

Megoldds: Nem. A bal oldali grafban két 6t6dfoku pont is van (B és E), mig a jobboldaliban /ﬂ\
csak egy (az 1-es).

Madsik lehetséges megoldds: Mindkét grifban egyetlen masodfokd pont van, de C-nek nincs,
6-nak van negyedfoki szomszédja.

Il AN
3. Feladat. Tromorfake a3, &bra grafai7 I/'\T /;\_ e
[ L '

Megoldds: Nem. Az dbran bal oldalon szerepld graf paros (a két pontosztdly: B, F, D és
E,C, A), mig a jobb oldali graf nem az, hiszen tartalmaz haromszéget (pl. 1,5, 6).

9. abra. Az dsszes paronként nem izomorf 8, 4 és § ponti fa.

4. Feladat. Hdny darab olyan, pironként nem izomorf, 6 pontu, dsszefiiggd egyszerd graf I | .
létezik, melyben pontosan hdarom darab elsdfoku pont van?

6. Feladat. Rajzolja fel az Gsszes olyan nem izomorf 7 ponti fit, amquben van negyedfoki
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Megoldds: Egy 7 pontu faban csak egy negyedfokd pont lehet és a kimaradé két élt harom-
féleképpen tudjuk hozzévenni (14sd 6. dbra).

6. dbra. A 3 lehetséges, pdronként nem izomorf megoldds.

7. Feladat. Hény darab olyan pdronként nem izomorf k ponti fa van (k > 7), amely tartalmaz

10.

11.

(k — 3)-adfokii pontot?

Megoldds: A k pontu fiban csak egy (k — 3)-adfokii pont lehet (ha kettd is lenne, akkor a
fokszdmok Gsszege legaldbb 2. (k — 3) + (k- 1) -1 = 2k — 8 lenne, ami k > 7 esetén t&bb,
mint az élszdm kétszereseként adddd 2k — 2). Ezutdn a kimaradd két élt az eléz8 feladathoz
hasonléan haromféleképpen tudjuk hozzavenni.

. Feladat. Hdny darab olyan pdronként nem izomorf 7 pontti fa van, amelyben van pontosan

harmadfoki pont?

Megoldds: Egy hétpontu fiban a harmadfoki pontok szdma nem lehet t5bb mint 2. Két
harmadfoku pont esetén ezek vagy szomszédosak vagy nem. Mindkét esetben egy megfeleld
fa létezik. Ha egy harmadfoki pont van a faban, akkor vagy van egy negyedfokd pont is,
ilyen fa csak egy van, vagy nincs negyedfoki pont, és akkor harom kiilonbézé fit kapunk
aszerint, hogy a harmadfoki pontbdl kiindulé hdrom 0t milyen hosszd. Az 7. 4bran ezek az
esetek lathatdk.

. Feladat. Igaz-e, hogy ha T\ és Ty két olyan n szégponti fa, amelyekben, csak elséfoki és

k-adfoky pontok vannak, akkor T\ és T, izomorfak?
Megoldds: Nem igaz, ldsd a 8. dbrdn ldthatd két grifot (n =10, k = 3y

Feladat. Igaz-e, hogy ha egy graf izomorf a komplementerével, akkor minden pontjinak foka
paros? (Emlékezziink rd, hogy egy G egyszerii graf G komplementere az a graf, melynek
csucshalmaza G-ével azonos, és éleit pontosan azok a cstcspdrok alkotjék, amelyvek nem
alkotnak éley G-ben)

Megoldds: Nem, tekintsiink példdul egy hiarom élbél 4llé utat.
Feladat. Mely fak izomorfak sajat komplementeriikkel?

Megoldds: E(F)| =
|E(F)|, ahol F a széban forgé, kﬁmplem{:nterevel izomorf fak valamcl}rlke Innen n—1=
(3) — (n— 1), amibél (n — 1)(n — 4) = 0 adddik, ahol n a pontok szima.

n = 1-re csak az egy ponti fa léte:ﬂik, ami 1zomorf a komplementerével,

3

I

XY

2db harmadfoki pont: >_. +H ._<
| | > ot -(. |
1db harmadfokd pont: >——~ 1 '—< =

7. dbra. A 7 lehelséges megoldds.

e

8. dbra. Fgy ellenpélda.

|
n = 4-r¢ két nem-izomorf fa létezik, ezek kézill a hirom élbdl 4ll6 1t izomorf a komple-
menterével, a masik nem.

12. Feladat. Legyen a p-pontd G grif izomorf a komplementerével, ahol p egy pédratlan szdm.
Mutassuk meg, hogy G-ben van £ foki pont.

Megoldds: Ha egy pont k-adfokd, akker a komplementerben a foka p—1 -k, tehdt az eredeti
grafban is kell lennie egy ilyen fokd pontnak is. Igy a fr::kszé]mnk parba allithatdak. Mivel
paratlan sok pontunk van, lesz olyan, mely sajit maga parja. Ennek a foka'csakis -'ﬂ lehet.

13. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden G egyszerti grifra, mely izomorf a kom plementerével,
teljestil, hogy csicsainak szdma 4k vagy 4k + 1 alaki, ahol k egész szdm.

Megoldds: Az n-pontid grif és komplementere egyiitt M elt tartalmaz, igy a feladat
grafjara n - (n — 1) oszthatd 4-gyel. Ez pontosan a 4k és 4!’: + 1 alaki szémukra teljesiil.

14. Feladat. G pdros grdf és izomorf a komplementerével. Mi lehet ez a G?




15.

16.

17.

18.

18.

Megoldds: G egyik szinosztalya sem tartalmazhat 2-nél t6bb pontot (mert akkor a komple-
mentere tartalmazna hdromszoget). Az elozé feladat miatt a pontok szima 4-gyel osztva
csak 0 vagy 1 maradékot adhat. Igy G csak egy hdrom éld (it vagy egy izoldlt pont lehet.

1.2. Fokszamsorozatok

Feiadat. Van-e olyan egyszerii, Osszefliggd, nem pdros graf, amelyben a fokszamok: 333 3
344567

Megoldds: Igen, az 9. dbran egy ilyen graf lathato.
20.

9. dbra. A fokszdmok: 383884456

Feladat. Van-e olyan egyszeri, dsszefiiggd, nem paros graf, amelyben a fokszamok: 333 3
44457

Megoldds: Nem, hiszen a fokszamok dsszege megegyezik az élek szdmanak kétszeresével,
viszont ebben a példdban a fokszdmok Gsszege paratlan.

Feladat. Hany olyan egyszerii grdf van, melynek fokszdmal rendre: 23 346 6 67 21

Megoldds: Egy sem, hiszen egy 7 ponti egyszert grafban 6 fokd pontokbdl minden masik
pontba vezet él. Mivel 3 ilyen pont van, igy nem lehet egyik pont foka sem hdromnadl kisebb.

Feladat. Hdny olyan egyszeri grdf van, melynek fokszdmai rendre: 111234577

Megoldds: Nincs ilyen, mert a harom darab elséfokid csics mindegyikének szomszédosnak
kellene lennie a legnagyobb fokszdamu csiicesal (mert annak foka éppen eggyvel kisebb a csicsok
szamanal, tehdt mindenkivel Ossze van kotve), igy ezek elhagydsa utdn egy olyan grifot
kellene kapnunk, melynek fokszdmai rendre 2 3 4 5 4, ami persze nem lehiet, hiszen egy
otesticesd egyszerll grafban nincs dtodfokd csics.

Feladat. Van-e olyan egyszeril graf, melynek fokszdmai rendre: 5556667777 29

Megoldds: Igen. Egy példa bemutatdsihoz vegyiik egy ilyen kilenc pontu graf komple-
menterét. A komplementerben az elso pont szomszédai azok a pontok lesznek, amik nem
voltak szomszédosak az eredeti grafban, igy a komplementerben az elsé pont fokszdma
8 =5 = 3 lesz. Hasonldan szdmolhaté a komplementer tobbi pontjanak a fokszdma, igy
a komplementer fokszdmsorozata nem lehet mds mint: 3332221 1 1. Ilyen graf létezik,
lasd példdul a 10. dbrat.

10. abra. A fokszdmok: 355222111

Feladat. Egyn > 1 csticst fa fokszdmai n — 1 félék. Mekkora lehet n erteke?

Megoldds: A fékban a legnagyobb pontl foka n — 1 lehet, igy kel lennie 1,2,...,n — 1
foku pontnak. Jeloljiik z-szel azt a fokszdmot, ami kétszer fordul elé. Mivel az élek szdma
megegyezik a fokszamok felével, igy

26 =2 (n— 1}=1+2+---+n—l|+::= HIET;_U

+
vagyis TfT'”l +n = 4. Innét z > 1 miatt azonban latszik, hogy n < 4. Igy n = 2 vagy n =3
(és mindkét esetben z = 1 adédik). Ilyen fak vannak, lasd a 11. dbrat.

A

|
11. dbra. A két lehetséges megoldds.

Feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden 2-nél nagyobb pdros n-re van n csicsi egyszerii
osszefliggd 3-reguldris graf!

Megoldds: Teljes indukeids megoldas:

n = 4-re Ky megfeleld.

Az indukcids lépés: legyen G, a feltételek szerinti n cstcsu graf. Gpuio-t Ggy allitjuk
elo, hogy vesszilink két Gj csicsot, melyeket Osszekdtiink egymassal. Toéroljik G, két nem
érintkezo élét (Ky-ben van ilyen, és beldthatd, hogy a most leirt képzés szerinti G,-ekben
i8), 8 ezek négy végpontjabdl kettSt-kettst kossiink Ossze a két G ponttal.

Mdsik lehetséges megoldds: Konstruktiv megoldds: A (cicz...¢m...Com) korhéz adjuk a
{c16mer}s {c2cmez}, ... {CmCam} Atldkat. ! o

Feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész n-re van olyan egyszerii dsszefiiggd 2n
csticsu graf, melynek minden 1 < k < n esetén pontosan két k fokszaimii csicsa van!
|

Megoldds: | Teljes indukeid:

1 = l-re a két cstcst fa.

Az indukeids lépés: 2n csiesi egyszerii grafbél Ggy kapunk 2n+ 2 csiesit, hogy hozzdve-
szunk ket uj csicsot, amit dsszekotiink egymdssal, és az egyik j csdcsot ezen kiviil még
Gsszekotjik az egyik 1, 2,..., n fokszamu ponttal.




23.

24,

23.

26.

27.

28.

1.3. Fak
1.3.1. Cayley tétel, Priifer kod

Feladat. Egy Priifer kod n—1 azonos szdmjegybdl dll. Mi a fa, amit kédol és mi ez a szdm?
(Egy n csicsi fa Priifer-kédjdba beleértjiik annak n — 1-edik, n-nel egyenld elemét is.)

Megoldds: Egy n csicsu (azaz n—1 éli) csillag, melyben épp az n sorszamu pont (n—1)-ed
fola.

Feladat. Egy F fa Priifer kédja csupa kiilénbozo szambdl dll. Hogyan jellemezhetjik F-et?

Megoldds: Ha a Priifer kéd a Ky, Ko, ... K-y killonbozo szamokbdl allt és a t szam nem
szerepel kozottiik, akkor F' egy olyan ut, melynek pontjai t, Ky, K3,... Kn-y sorrendben
kovetkeznek.

Feladat. Vilasszuk meg = értékét gy, hogy az aldbbi sorozat egy olyan fa Priifer-kddja
legyen, amelyben minden pont fokszama pdratlan szam. Adjuk is meg ezt a fat! A sorozat:
1, 1, 5, =, B, 6, &.

Megoldds: A fa a 12. dbrdn lithaté és z = 9. Barmilyen mas z értek esetén az o.pont
masodfoki lenne.

12. dbra. Prufer-kddja: 1,1,5,5,6,6,8.

Feladat. Hiny olyan fa adhaté meg n cimkézett ponton amely nem csillag?
Megoldds: A Cayley-tételbdl kovetkezben n"~2 — n, mivel a esillagok szdma nyilvin n.

Feladat. Hany olyan fa adhatd meg n cimkézett ponton, amelynek legalibb hdrom elsofoku
csticsa van?

Megoldds: Az utak kivételével valamennyi f4nak legalabb 3 elsofokid pontja van. Mivel az
utak szdma 2, igy a megoldds: n"~? — .

Feladat. Héany olyan fa van az 1,2, ...,n pontokon, amelyben az 1-es csucs elséfoku?

Megoldds: A fa olyan lesz mintha a 2,3,...,n pontokon megadhaté (n — 1)"° darab fdhoz
hozzavennénk az l-es pontot egyetlen él behizdsdval, amit (n — 1)-féleképpen tehetiink meg.
Tehat az ilyen fak szima

(n—1)-(n—1)""% = (n— )"

(4

29,

30.

25

32.

Mdsik lehetséges megoldds: Az olyan Priifer-kédok szdma, amiben az 1-es nem szerepel
(n— 1),

Feladat. Adott négy darab egyenként tpontu fa négy paronként diszjunkt csucshalmazon,
A négy faban szerepld dsszesen 20 csucs Gsszekotésével hany kiilonbézé médon egészithetd
ki ez a négy fa egyetlen fivd, ha a csucsokat cimkézettnek tekintjik?

Megoldds: Képzeletben ezeket az 0t ponti fakat zsugoritsuk Ossze eg}r-egy'pﬂntti Ezen
a 4 képzeletbeli ponton 4% darab kiilonbdzo fa létezik. Egy'il‘yen képzeletbeli fa‘egy éle a
valésdgban két dtponti fat kot Ossze, ami az 0t-0t pont kozill barmelyiket Osszekdthetl (52
féleképp). Mivel a 4 képzeletbeli pont kozott 3 ilyen él van a megoldés:

42_52_5'2_52=4?_56

1.3.2. Mohé algoritmus, Kruskal-tétel

1

Feladat. Az n? szdmu egységnyi oldalhosszisdgii négyzetbdl 4ll6 négyzet alaki négyzetracs
vonalrendszeréb6l annyit kell berajzolni, hogy a négyzetracs bdrmely pontjabdl barmely
pontjiba el lehessen jutni a berajzolt szakaszok mentén. Szdmitsuk ki a berajzolt szakaszok
Gsszhosszanak minimuinat!

Megoldds: Nyilvdnvals, hogy a berajzolt szakaszok egy fat alkotnak, hiszen ha lenne a
kialakuld grafban kér, az egyik élét térdlve nem sériilne az Geszefiiggdség. Mivel (n + 1)?

. pontunk van, egy ezeken megadhato fa élszéma (n + 1)° — 1. Minden szakasz egységnyl,

tehat a kérdezett minimalis hosszisag 18 ennyl.

Feladat. Legyenek egy grife,, ey, ... €lei egymdstdl fliggetlentil rendre py, pa, .- valdsziniiséggel
meghibdsodd telefonvonalak. A kifeszitd fak kdziil keressiik meg azt, amelyiknek a legnagy-
obb a megpizhatdsdga (tehdt amelyre maximalis annak a valdsziniisége, hogy egyik €l sem
hibdsodik meg).

Megoldds: Az i él megbizhatdsigdnak valoszinisege 1 — p;. Mivel az élek meghibdsodasa
egymdstol fiiggetlen, egy tetszoleges kifeszits fa megbizhatésidganak valdszinliscge mege-
gyezik az élei megbizhatésdgi valdsziniisegének szorzatdval. Olyan F feszitofat keressiink,
mely éleinek szorzata minimalis, azaz

min H{l — p;) = min 9'0¢ [ligr(1-mi) — min g2 iexloBll=p)
el
(ahol a mdsodik egyenlStlenségnél kihaszndltuk, hogy log(a - b) = loga + logh.) Mivel a
hatvdnyozds monoton fiiggvény, a grif e; ¢lére log(1 — p;) stlyt rendelve a minimalis suly
feszitéfa megegyezik legnagyobb megbizhatdsagu kifeszitfaval. Minimalis sulyd feszitofat
pedig 2 mohé algoritmussal taldlhatunk.

Feladat. Hény kiilonboz6 minimdlis silyd feszitofdja van a 13. Abran ldthatd grdafmak és
mennyi egy ilyvennek a koltsége? !

Megoldds: Elég azt megszdmolni, hogy a moho algoritmusnak hanyféle kimenetele lehet. A
mohd algoritmus elészor kivdlasztana 5 db 2 salyu elt (2 hatbdl, melyek egy kort alkotnak).
A kapott részgraf tartalmazna az A, B, C, D, E ,G pontokat, azaz csak az I pont hianyozna
a feszit6fabél, amit az egyik 4 sulyu éllel kotne ossze vagy a C, vagy a (7 ponttal, fgy Osszesen
(&) - (3) = 12 lehetséges minimalis silyd feszitofa létezik.
1
8




33.

34.

13. abra. Hdny kilonboézd minimdlis stlyd feszitdfdje van az dbrdn ldthato, élsvlyokkal elldtott
grifnak?

Feladat. Hany kiilonbozé minimalis sulyu feszitdfdja van az 14. abran lathato grafnak?

14. Abra. Hdny kiilénbdzd minimdlis sulyd feszitdfdja van az dbrdn lathatd, élsulyokkal elldtott
grafnak?

Megoldds: Most is elég az megszamolni, hogy a mohd algoritmus hany kiilénbozo feszitofat
adhat, A mohd algoritmus el8szor kivédlasztana 2 db 1 silyd élt (a harom kéziil), majd 2 db
2 silyd élt (a szintén hdromszdget alkoté harom koziil) és az egy 3 sulyu élt. Ekkor a fa
tartalmaznd az A, B, C, D, E |F pontokat, {gy a maradék G pontot az egyik 4 sulyu éllel
kitné Ossze vagy az A, vagy az F ponttal, majd a A pontot az 5 silyu éllel. Igy Osszesen
3) - (3) - (%) =18 lehetséges minimalis sily1 feszitofa létezik.

Feladat. Hdny kiilonb&z6é minimalis silyu feszitofdja van az 15. abrdn ldthato grafnak?

2

2

15. dbra. Hdny kulonbozé minimdlis sdlyd feszitéfdja van az dbrdn ldthatd, élsulyokkal ellatott
grafnak?

33.

36.

37.

38.

39.

Megoldds: A bal oldali két egy siilyd élt mindig tartalmazza a minimdlis siulyn feszitofa,
igy a a bal oldali kettd silyu fliggoleges él egyik feszitéfdnak sem része. A jobb oldali két
harom sulyu élbol mindig csak az egyiket tartalmazza és a maradek négy kettd silyud élbal
csak kettdt, de ezek nem alkotnak kort a két egy silyd éllel, igy a kiilénb6zé minimaélis silyd

feszitofak szama.: 4 5 ;
4 1] J5Y =1 |
[(2)+11- () %

Feladat. Milyen k pozitiv egészekre adhatd meg olyan 2000 élii és 2000 csiucsi egyszeri
Gsszefiiggd graf, amire igaz a kiovetkezd: G-ben a 2000 él kéziil adhatd egynek 2 egységnyi,
1998-nek pedig 1 egységnyi suly ugy, hogy a G-bol kivilaszthato kiilonbdzé minimdlis sulyd
feszitofdk szama éppen k legyen? (A feszitdfik megkiilonboztetésekor a graf csucsait cimkeé-
zettnek tekintjiik.)

Megoldds: A 2000 élu és 2000 csicsu osszefuggd graf felbonthatéd egy fara és egy olyan élre,
ami miatt egy kor keletkezik. Ha a grafban taldlhaté egy &k hosszu kor csupa 1 sulyd élbél,
akkor k darab feszitofa létezik. Ez a konstrukeid 3 < k < 1999 mellett lehetséges. Madsfeldl,
ha a grafban taldlhato egy & hosszi kor és benne van a 2 hosszu él, akkor csak 1 darab
feszitofaja lesz. Vagyis k lehietséges értekei: k= 1 es 3.< k < 1999. .

Feladat. Hdny minimalis silyu feszitofdja van annak az 1000 ¢sucsu teljes grafnak, amely-
ben egy hdromszdg éleinek silya 1, minden mds €l silya 27 (A pontokat cimkézettnek

tekintjiik) !

Megoldas: A haromszig hdrom éle koziill barmelyik kettot valaszthatjuk, masfelé] a harom

. pontjdt egy pontba osszehizva 9098%%°-féleképp vélassthatunk tovabbi 997 darab 2-silyu élt.

A megoldds tehdt 3. 998%%%

1.3.3. Egyéb

Feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy faban a pontok és az élek szamanak szorzata paros!

Megoldds: Mivel a faban az élek szama eggyel kisebb a pontok szdmdnal, a két szdm egyike

paros, igy szorzatuk is az. ; |
i

Feladat. Bizonyitsuk be, hogy egyv n pontd fiban a mdsodfoki pontok szdma nem lehet
pontosan n — 3.

Megoldds: Tegyuk fel, hogy létezik ilyen fa. Mivel minden fiban van legaldbb két elséfokd
pont, igy csak egy pontnak nem ismerjiik a fokszamat. Ezen tul tudjuk, hogy a fokok dsszege
megegyezik az élek szamdnak kétszeresével. Mivel a faban n — 1 él van, igy 2 (n - 1) =
(n—3)-242-1+4z, ahol z jeldli az ismeretlen fokszdmd pont fokszdmé&t. Az egyenlet megolddsa
z = 2, ami nem lehet, hiszen akkor n — 2 masodfoku pont lenne, igy ellentmonddasra jutunk.

Feladat. Legfeljebb hany tizedfoki pontja leliet egy 100 ponti finak?

Megoldds: Legyen a 10-edfokid pontok szima x. Mivel a t&bbi pont foka legaldbb egy, igy az
élek szamanak kétszerese 198 > 1024 100 — z = 100+ 9z. Az egyenlttlenség megoldasaként
T < rlﬂ adddik. = = 10 tényleg lehet is. Egy ilyen graf lithaté az 16. dbran.
Altalanossagban is igaz, hogy minden d), d,, . .., d, fokszdmsorozat realizilhaté faval, ha
E ﬂ[i — 21’& — 2.
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16. dbra. 100 pontu fa, amelyben 10 darab 10-edfoki pont taldlhatd.

40. Feladat. Hdny pontja van a T finak, ha éleinek szdma pontosan tizenétéde a komple-

41.

42,

43.

menterében léevd elek szamanak?

Megoldds: Legyen n a fa pontjainak szama. Ha a fa éleinek szdmdhoz hozzdadjuk a fa
komplementerének élszamat, akkor a teljes graf éleinek szamat kapjuk. Azaz

n-(n—1)
2

(n — 1)-gyel egyszeriusitve n = 32-t kapunk.

=n—1+15-(n—1)

Feladat. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges T fa elséfoki pontjainak szdma legaldbb akkora,
mint A(T'), azaz a T-beli maximalis fokszam.

Megoldds: A maximalis fokszami pontbél A(T) darab él indul ki, amelyek barmelyike
mentén elindulva legaldbb egy azt folytaté Gt van a fiban, melynek végén elséfoki pon-
thoz jutunk.

Feladat. Az n hosszusdgu 0 - 1 sorozatok legyenek egy grdf pontjai, két pont akkor és csak
akkor legyen dsszekdtve, ha a két sorozat pontosan egy koordinatdban tér el. Legaldbb hdny
élet kell ebbdl a grafbél elhagyni, hogy kérmentessé valjon?

Megoldds: Az n hosszisdgi 0 — 1 sorozatok szama 2", ami megegyezik a grif pontjainak
szadmaval. Az n hosszisdgi 0 sorozatbol barmely mds n hosszisdgi 0 — 1 sorozatot megkapha-
tunk legfeljebb n darab nulla eggyé viltoztatdsdval. Mivel egy koordindta-valtoztatds megfelel
a graf élein valé mozgasnak, a graf n hosszisdgd 0 sorozatdt képviseld pontbdl a graf t6bbi
pontja elérhetd, azaz a graf osszefliggd. 2" ponti Osszefiiggd kirmentes graf 2° — 1 élt tar-
talmazhat. Az eredeti graf valamennyi pontja n-edfokq, {gy dsszesen % élt tartalmaz, azaz

3’;_'.-“ — (2" — 1) élt kell elhagyni.

Feladat. Jeldljiink ki egy faban 4 els6fokil pontot. Mutassuk meg, hogy ezek dsszeparositha-
tok ugy, hofy a pdrok éldiszjunkt utakkal legvenek dsszekotve.

Megoldds: Legyen u, v, w és z a négy elsofokui pont. Tegyiik fel, hogy u-t v-vel és w-t z-vel
nem lehet éldiszjunkt utakkal dsszekotni. Ez azt jelenti, hogy létezik olyan él, amelyet mind
az w ~ v Ut, mind a w ~ 2 0t tartalmaz. (Ezek az utak egyébként egyértelmiiek) Jeldljiik
ezt az €lt e-vel. Az e él elhagydsdval az eddig Gsszefiiggd fa két komponensre esik szét gy,
hogy az eredeti négy elséfokd pontbdl kettd marad az egvik komponensben és ketté marad a
masik komponensben. Nyilvdnvald, hogy a kiilon komponensben lévo pontparok éldiszjunkt
uton osszekothetok.
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44,

45.

46.

Feladat. Mely fdkra igaz, hogy barmely két elsGfoku pont tavolsiga ugyanannyi?
Megoldds: Trivialis megoldds az Ut és a csillag. Madsfeldl be lehet latm, hogy a fiban csak
egy legalabb harmadfokid pont lehet. Ezt indirekt bizonyitjuk, tegyiik fel, hogy egy fiban van
legalabb két darab, legalabb harmadfoki a és b pont. Az Gsszefligglség miatt a kozottik 16vé
ut legalabb egy €It tartalmaz. a-bdl legaldbb két tovdbbi irdnyba el lehet indulni dgy, hogy
elséfoku ponthoz jutunk, legyen ay, ay két ilyen elsofoki pont. A b-bél'hasonléképp kaphaté
ket elsfokd pont legyen by, b, Az a,-bdl és az ay-bol az a-ba vezetd utak a hosszisiga
azonos (hisz kiillénben nem egyforma tévolsdgra lennének pl. b,-t6l sem), ugyanigy a b;-bél
es by-bol a b-be vezetd utak § hosszisiga is azonos. Feltehetjiik, hogy « > 8 (hisz killénben
felcserélhetnénk az a, ay, a; és b, by, by szerepét). Ekkor b, és b, tdvolsdga 28, b és a,
tavolsdga > f 4+ a = 23, ami ellentmondas.

Ezzel belattuk, hogy csak egy legalabb harmadfokud pout van a fiban. Ezeket a grafokat
szupercsillagoknak hivjuk (ldsd 17. ibra). Konnyen beldthaté, hogy azok a szuperesillagok,
amelyeknek nem egyenlé hossziak az Agaik, nem teljesitik a feladat feltételeit. A vilasz

| 1

17. abra. Szupercsillag egyenld hosszu dgakkal,

tehdt az utak és az olyan szupercsillagok, amelyek minden dga egyenlé hosszu.

Feladat. Hdny olyan fa adhatd meg n cimkézeti ponton, n:;ieilyben a pont-parok Ei#ﬂfsa'gaj
kéziil a legnagyobb hdrommal egyenlé? (Két pont tdvolsdgan a kéztiik 16vS legrévidebb it
éleinek a szamat értjiik.)

Megoldds: Azok a fak, ahol a pont-parok tdvolsigai koziil a legnagyobb hdrommal egyenls,
két csillaghdl dllnak gy, hogy a két csillagnak van egy kozos éle (a ketté hosszi utat is
csillagnak vessziik). Természetesen n < 3-re ilyen fa nem létezik. Ezeket a fakat tgy tudjuk
dsszeszamolni, hogy kivalasztjuk a két csillag kozds élét (227U lehetdség kiziil vlasztva),
majd a tobbi pontot vagy az él egyik végpontjdval vagy a masik végpontjaval kotjik dssze.
Ilyenkor csak azokat az eseteket kell venni, amikor mind a két végponthoz hozzdvettiink
pontokat, killonben csak egy csillagot kapnank, ahol a legnagyobb tavolsig kettdvel egyenld.
Ezért az n — 2 maradék pontbdl képezhetd részhalmazok koziil a teljest és az iirest nem kell
szamolnunk. A lehetdségek szama tehdt |

ne(n=—1) .. .o |
(2 ) :

Feladat. Legfeljebb hdny két élbil all6 it lelet egy fdban?

Megoldds: Ha e éle van, azaz e + 1 pontja, akkor akdr ‘E—':‘Z_—]l darab 1t is lehet (gondoljunk
egy csillagra). Ennél t6bb pedig nyilvdan nem lehetsépes.
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47. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha egy fidba belizunk egy élt, akkor pontosan egy kor

48,

49,

20.

51.

keletkezik.

Megoldds: Indirekt, tegyiik fel, hogy az u és v pontok kozé behuzott éllel tobb mint egy kor
keletkezne. Ez azt jelentl, hogy a fdban u és v kozott tobb Ut is létezik, ami csak ugy lehet,
ha kér van a grafban. Ez ellentmondasban van a fa definicigjaval.

1.4. Iranyitott grafok

Feladat. Rajzoljuk fel az dsszes olyan, paronként nem izomorf, 3 ponti és 4 éli hurokmentes
irdnyftott grafot, melynek van olyan pontja, amelvnek ki-foka is, be-foka is 2.

Megoldds: Az 18. abra mutatja az 5 lehetséges, paronként nem izomorf megolddst.

. N

18. dbra. Az § lehetséqges, pdronként nem izomorf megoldds a 48. feladathoz.

Feladat. Hdny pdronként nem izomorf, 4 pontu és 3 élil, egyszeri irdnyitott graf létezik?

Megoldds: Az iranyitastdl eltekintve hdrom paronként nem izomorf, 4 pontu és 3 élq,
egyszerll graf készithetd: a haromszig meg egy izoldlt pont, 0t vagy csillag. Ezek rendre 2,
4, ill. 4-féleképpen irdnyithatdak.

Feladat. Egy 9 tagu tarsasdgban mindenki dtad pontosan ét embernek 100 — 100Ft-ot. Bi-
zonyitsuk be, hogy az ajandékozasok utdn van két olyan ember, akinek ugyanannyi forinttal
vdltozott a pénze!

Megoldds: Jeldljiik a pénz atadasokat irdnyitott éllel. A grif minden pontjinak azonos a
ki-foka. A be-fokok csak Ugy lehetnének kiilonbézGek, ha 0,1,...,8 mindegyike pontosan
egyszer fordulna eld, ami 36 elt jelentene, de 45 pénzatadas tortént. Két azonos befoku
pontnak megfeleld emberre pedig teljesiil, hogy pénzik ugyanannyival valtozott.

Feladat. Hdny pontosan k éll hurokmentes irdnyitott graf adhatd meg n darab elére megadott

cimkézett ponton? (Két pont kizdtt csak az egyik irdnyba engediink meg legfeljebb egy élt.)

Megoldds: A grafban == féle &l lehet, amibdl & darabot hizhatunk be 2* irdnyitassal,
azaz a valasz
nin—1)
2 : 2.’:
(&)
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33d.

o4.

33,

a6.

Feladat. Hanyféleképpen hizhatunk bg n darab irﬁu_}ffmtt elt n darab eldre megadott
cimkézett pont kdzé gy, hogy pontosan egy darab |

(a) n-éld irdnyitott kor,

(b} m-éld kor keletkezzék? |
|
Megoldds: (a) Ez az n éli irdnyitott kor a graf valamennyi pontjat tartalmazni fogja.
Vegyunk egy tetszoleges kezdopontot. Izutdn a kor kdvetkezé pontjat a maradék n— 1
pont kozul valaszthatjuk. (Majd az est kdvetd pontot a maradék n— 2 pont kézill, stb.)
A végen az utolsé pontbdl vegyiik a kezddpontba vezetd élt. Igy valamennyi irdnyitott
kort megszamoltuk és osszesen (n — 1)! darabot kaptunk.

(b) Ha egy irdnyitott kor bizonyos élein megvéltoztatjuk gz iranyt, akkor is kort kapunk,
csak mar nem irdnyitottat. Mivel ezeket a valtoztatdsokat egymastol fiiggetleniil végez-
hetjik, igy 2"-féle olyan kér van, melyek az irdnyitdstol eltekintve azonosak, és ezek
koziil 2-féle olyan, mely irdnyitott kor. Igv a kérdezett szam az n-éli iranyitott korck
szamanak 2" '-szerese. Az (a) feladat megolddsat.felhaszndlva a vilasz tehat 2(+—1) (n—
1}k,

Feladat. 'Mutassuk meg, hogy egy hurokmentes irdnyitott gidfl élhalmaza felbonthato két
diszjunkt részhalmazra gy, hogy egyik sem tartalmaz irdnyitott kért.

Megoldds: Szdmozzuk, meg a pontokat, és az egyik részhalmazba keriiljenek a kisebb szambél

" nagyobb szdamba, mig a masikba a nagyobb szambdl kisebb szdmba mutaté élek.

1.5. Egyéb

Feladat. Hanyféleképpen huzhatunk be 1768 €lt az elére megszamozott 1,2,3, ... ,59,60
pontok kozé dgy, hogy egyszeri grifot kapjunk? | !

Megoldds: 60 pont kdzé 2522 = 1770-féle élt huzhatunk be ésszesen, azaz a vilasz

1770 /1770\ 1770 - 1769
1768)  \ 2 [}~ 2

§

Feladat. Egy egyszerii graf minden foka > k. Mutassuk meg, hogy biztos létezik benne
legaldbb k — 1 éli nt!

Megoldas: Induljunk ki egy tetszdleges pontbdl és haladjunk el6re mindig 4j pontba. Ez
csak akkor nem lehetséges, ha egy pont minden szomszédja mdr kordbban szerepelt az titban,
igy legalabb k — 1 lépést meg tudunk tenni. .

Feladat. Hany kettd hosszu ut van K, ,-ben?

Megoldds: A Kg . teljes paros graf két pontosztdlyit jeldlie A és B (ahol |A] = n és
|[B| = m) melyek teljesen dssze vannak kitve. Ha egy ketté hosszi it kézépsé p pontja
A-ban van, akkor p-t n-féleképpen, a két végpontjit pedig {’;)-—félekép valaszthatjuk ki, ha
pedig a kbzépsd pont B-beli, akkor mn - (1) megoldds van, Osszesen tehat

m T -1 '
n (2)4—?“-(2)-— 5 (m+n—2)
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a7.

58.

29.

60.

61.

kettd hosszi ut van a grafbar.

Feladat. Egy Gsszefiiged grafban minden it hossza Jegfeljebb k. Bizonyitsuk be, hogy ha
van két k hosszii ut, akkor azok nem lehetnek pontdiszjunktak!

Megoldds: Indirekt bizonyitunk. Az egyik maximalis ut vezessen a és b kozott, mig a mésik ¢
és d kozott. Ezek pontdiszjunktak es az bsszefiiggbség miatt 1étezik a-bol ¢-be vezeto ut, ami
elsbb-utébb elhagyja az a ~ b utat, legyen az utolsd, az uton fekvd pont z (lehet, hogy = = a).
Majd ennek az itnak ¢ ~ d tittal vals els6 kozds pontja legyen y (lehet, hogy y = ¢). Az utak
tévolsigaira fennéllnak a kdvetkezo egyenldtlenségek: |a ~ z|-+|z ~ bl = |~ yl+ly~dl =&
és g ~y| =1 0t1s legalabb egy élt tartalmaz, killénben a ~ b és ¢ ~ d nem pontdiszjunkt.
Vilasszuk a ~ x és & ~ b kozil a nem révidebbik utat, melynek hossza > k/2, valamint
¢~ 1 és T ~ d koziil a nem rovidebbiket, melynek hossza ugyancsak = & /2. A két hosszabb
Gt = ~ y-nal kiegészitve egy legaldbb &k + 1 hosszu t, ami pedig ellentmondasban van a
feltételekkel.

Feladat. A G irdnyitott grifot a ViG)={1,2,..., k} ponthalmazon ugy definidljuk, hogy
minden olyan i, j parra, ahol i < j, vezessei egy iranyitott é] i-bdl j-be és az él hossza 1 s
j legnagyobb kozds osztoja legyen. Hatdrozzuk meg a legrovidebb és leghosszabb irdnyitott
utat 1-bél k-ba!

Megoldds: A legrovidebb 1t csak az (1,k) élbél all, ami 1 hosszisagi. Ez trividlisan a
legrovidebb, mert minden é] hossza legaldbb 1. A leghosszabb az (1,2), (2,3), ..+, (k—1,k)
{it. és hossza k — 1. Ennél hosszabb Ut nem létezik, mert tetszdleges (1, 5) €l hossza legfeljebb
j — 1, hiszen minden kozos oszto a kiillonbségnek is osztd)a.

Feladat. A G iranyitott grafot a V{(G) ={1,2,..-, k} ponthalmazon igy definidljuk, hogy
minden olyan i, j pdrra, ahol i < j, vezessen egy irdnyitott él i-bél j-be és az él hossza 1 €59
legkisebb kézds tobbszordse legyen. Hatdrozzuk meg a legrévidebb és leghosszabb irdnyitott
utat 1-bél k-bal

Megoldds: A legrovidebb ut csak az (1, k) élbél all, ami k hosszu, de minden mas k-ba
vezetd irdnyitott 1t utolsé élének a hossza legalabb ennyi.

A leghosszabb az (1,2), (2,3), -, (k — 1,k) 1ut, mert tetszoleges t, § parra a legkisebb
Lkéz8s tobbszorosik nem tobb, mint i j < (f — 1) - j. Viszont a szomszédos szdmok mindig
relativ primek, igy j és j — 1 legkisebb kozos t&bbszorose egyenld (7 — 1) - 7. A megoldast
jelent it a graf Osszes pontjét érinti, 4s minden pontba a leghosszabb él vezet, igy hosszabb
it nem létezik a grafban.

Feladat. Legyen egy m cstcsi graf fokszdmainak Osszege 2n. Bizonyitsuk be, hogy a graf
tartalmaz kert.

Megoldds: A fokszdmok Osszegének fele megegyezik az élek szdmdval, igy 1t él van a grafban.
Egy n élii graf nem lehet fa vagy erdd, azaz tartalmaz kort.

Feladat. Bizonyitsuk be, hogy barmely, legaldbb Stpontu grdfban vagy a komplementerében
van kor!

62.

63.

64.

65,

Megoldds: Egy n-ponti kormentes grafban legfﬂljebl; n — 1 él lehet. Ha sem a graf, sem a
komplementere nem tartalmaz kért, akkor élszdmaiknak Osszege, vagyis {‘;} legfeljebb 2n—2
lehet. Ha (n — 1)-gyel osztunk,j < 2 adddik. |

Feladat. Hogy néz ki az a lehetd legkevesebb csicsot tartalmazo Ieg}’szqrﬁ graf, amelyben
minden pont fokszdma 3-mal egyenlo és a legrévidebb kér hossza pontosan 4.

-

Megoldds: A megoldas a 19. 4bran lathatd. Kevesebb pontt megoldds nem lehetséges, mert
az A pont B, C, D szomszédai egymassal nem lehetnek szomszédosak, és mindegyiknek
legaldbb 2 — 2 tovdbbi szomszédja kell, hogy legyen.

Al E E o
B - D1

‘ 19. dbra. A legkisebb grdf 6 ponti.

Feladat. Legyen G egy olyann 2 6 csticsu grdf, melynek fokszdmai rendre: 1, 2,3, 1, 2, 3,
...1, 2, 3. Bizonyitsuk be, hogy G-ben van kér! Adjunk meg valamely n-re két osszefliggo,
a feltételeket kielégitd, nem izomorf grafot, ha vannak ilyenek!

Megoldds: A feladat kitiizésébol kavetkezik, hogy n IE-mal oszthatd s'f.:inl1, vagyis n = 3k.
Ekkor a fokszamosszeg 6k, az élszdm tehdt 3k, vagyis n, marpedig az n pontu kdrmentes
grafban legfeljebb n — 1 él lehet. A feltételeket kielégitd két nem izomorf graf lathato a 20.

abrén. .
f .—a—JA ‘ .
|
@ *——» =~ »
90. abra. A feltételeket kielégitd ket nem izomorf 9-pontd grdf.
Feladat. Egy 4-reguldris grafbél toréljik egy fa éleit. Bizonyitsuk be, hogy a megmarado

graf legaldbb két kort tartalmaz!

| i ! .
Megoldds: Egy n csicsu 4-regularis graf élszama % — 9n. Ennek egy feszitofdja vagy erddje
legfeljebb n — 1 élt tartalmazhat. A fa éleinek torlése utan még n+ 1 €l marad, ami kettovel
t&bb, mint a benne 1évé legnagyobb feszitberdd lehetséges élszama. E két plusz €l miatt 2

grif legalabb két kort fog tartalmazni . '

|
Feladat. Legyen G egy hatponti egyszeru graf, melyben minden pont foka legaldbb négy.
Bizonyitsuk be, hogy bdrmely négy pontja (alkalmas sorrend ben) egy kort alkot.

Megoldds: G komplementereben minden pont maximum elséfoku. Igy barmely 4 pont olyan
részgrafot feszit ki, melynek vagy 0, vagy 1 éle, vagy két diszjunkt éle van. Mindhirom
esetben a részgraf komplementere tartalmaz 4 hosszia kort.
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66.

67.

68.

69.

Feladat. Egy véges egyszeru paros grafban minden pont foka legaldbb 4. Bizonyitsuk be,
hogy van a grafban olvan kir, melynek lossza legaldbb 8.

Megoldds: A paros graf ket pontosztalvat jelolje 4 és B. Az A pontosztaly pontjait ay-
vel jeloljik, ahol 1 < 1 = |A], hasonléan a B pontosztaly pontjait b;-vel jeldljuk, ahol
1 < j < |B|. Legven {ab} egy €l. bj-nek vannak tovabbi szomszédal s, legyven az wy
egy ilyen. ay-nek is vannak tovabli seotmszédal, legven by ilyven. llven modon eljuthatunk
egv (abyaoby ... agby) Utig. Ha by és a; sromszédos, keészen vagyunk. Ellenkexd esetben
by scomszédal kozott ay és ax esetleges aa, g mellett kell, hogy legven egy tovabbl a; 1s.
Ha as szomszédos bi-gvel készen vagvuuk. Ellenkezd esethen os szomszédai kozott by és
az esetleges by, by mellett kell, hogy legven egy toviabbi bs is. Ezt folytatva altalaban ha
b szomszédos egy a,-vel (i < k — 3). akkor talalunk egy legaldbb 8 hossxzd kort, ha nem,
akkor by szomszédai kbzitt ax és az esetleges ax_y, ax-2 mellett kell, hogy legyen egy tovabbi
g4y 18, illetve hasonld mondhaté az a;-k irdnyabol. A prafl végessége miatt elébb-utobb egy
kivint tulajdonsagu kirhoz jutunk.

Feladat. Egy 10 ponti egyszert grdfban minden porit foka legalibb 7. Bizonyitsuk be, hogy
barmely hdrom pontnak van kdzos szomszédja!

Megoldds: Viélasszuuk ki tetszileges harom pontot, amit a-val, b-vel és c-vel fopunk jeloln.
A maradék 7 pont kéziil a, b és ¢ legalabb 5 masik pouttal szomszédos. 1gy a maradék 7 pont
kéziil létezik harom olvan pont, ami a-val és b-vel 18 szomszedos. Viszont c-nek is legalabb o
szomszédja van a maradék 7 pontbdl, igy legfeljebb 2 ponttal nincs Osszekotve, azaz létezik

egy olyan pont amivel mindharman szomszédosak.

Mdsik lehetséges megoldds: Ha az a, b és ¢ pontoknak nein lenne kozbs szomszeédja akkor
a tobbi 7 pont mindegyike a graf komplementerében legalabl egyikiikkel szomszédos lenne.
De a komplementerben minden pont foka legfeljebl kettd, telidt «, b és ¢ egyiitt legfeljebb 6
ponttal lehet szomszédos.

Feladat. Legyen egy G grdfban a minimdlis és maximalis fokszam &, 1l. A, a csucsok és
élek szama pedig n, ill. e. Bizonyitsuk be, hogy

e
<22 <A
T

Megoldds: Jelolje d; az i-edik pont fokdt. Ekkor ¢ < di = A miatt

Tl
nrﬁEert-zﬂ-{zﬂn~ﬂ
i=1

Innen adédik az allitas.

L

1.5.1. Osszefiiggtség

Feladat. Igaz-e a kivetkezd allitds? Ha egy 2n ponti egyszerd G grafban minden pont foka
legaldbb n, akkor G Gsszeftiggo.

Megoldds: Igen. Indirekt tegyik fel, hogy a grif nem dsszefiiggd. A legkisebb elemszdmu
bsszefliggd komponeus legleljebl n esticsi lehet. Masfeldl minden pout legaldbb n elem-
mel Bssze van kotve, azaz egyik komponens pontszama scim lehet kisebb mint n + 1, ami
ellentmondas.
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70.

71.

T2.

Feladat. Lelet-e egy grafnak minden pontja elvdgd pont?

Megoldds: Nem lelet. Legyven ugyanis G egy graf osszefliggd komponense és F egy feszitofa
GG-ben. Legalabb két olyan p; pont létezik, mely F-ben elsofoki. ezek valamelvikét elhagyva
(7 \ p; Osszefiiggd marad, hisz barmely két poutja még F'\, pi-ben is Osszekotheto.

Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy G gril osszelliggd, akkor pontjai megszdmozhatoak (1 P2
... pn) Ugy, hogy tetszdleges k-ra G\ {piipa, .- - pr) Osszelliggp!

Megoldds: Az eléz6 feladat megolddsabdl kivetkezik, Liogy tetszoleges grafban létezik nem
elvagd pont. Vilasszuk pi-nek a G gl egy nem elvagd pontjat, mwajd py-unek G\ py graf
nem elvago poutjat, sth. '

Feladat. Létezik-e olvan, legalibb 3 poutot tartalmazo dsszefiiggs véges graf, amelybol
barmely poutpdrt térolve new osszefliged grafot kapunk?

Megoldds: A 70. feladat megolddsaban lényegében azt lattuk be, hogv minden graf minden
dsezefilggd komponensében van két olyan pont, ami nem elvago pont. Ez pedig megadja a
nemleges valaszt a jelen kérdésre is, hogy mindig létezik, olyan p; és p, pont, hogy G\ {p, p2}
ossxefliggo. '
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