Analizis 1 4. Megoldas (a) 2015. 01. 23.

1. feladat 10 pont

A komplex szamsikon egy négyzet kozéppontja o = 1 + 21, egyik csticspontja pedig
a = —1 41 Adja meg a tobbi cstcspontot!

Megoldas: Toljuk el a négyzetet tgy, hogy a kézéppontja az origd legyen! Ekkor az a
csucs eltoltja @' = a — o0 = —2 — 1, és az eltolt négyzet tobbi csticsa b/ = a' -1 =1 — 21,
d=b-1=24+1ésd = -1=—-14+ 2.

Az eredeti négyzet cstcsaia = —1+1, b=04+0=2,c=c+0o=34+3ésd =d +o0 = 4.

2. feladat 4+-6-+4 pont
Mondja ki és bizonyitsa be a konvergens sorozatok szorzatarol tanult tételt!
Adjon példat olyan a, és b, sorozatokra, melyekre lima,, = oo, limb,, = 0 és
(a) (anby) — —2 (b) (anbn) — 3 (c) (apby) — o0

Megoldas: Tétel: Ha a,, és b, konvergens, akkor (a,b,) is az , és ekkor lim(a,b,) =

lima, limb,, |2p. |

Bizonyitds: Legyen A =lima,, és B = limb,,.
Ha B = 0, akkor a,, korlatossaga miatt lim(a,b,) = 0.
Ha B # 0, akkor tetsz6leges € > 0 esetén . > 0, igy létezik N € R kiiszob, melyre ha

| B

n > N, akkor |a, — A| < és igy |a,B — AB| < e, ami definici6 szerint adja, hogy

lim(a,B) = AB.
lim(b, — B) = 0 miatt 0 = lim(a, (b, — B)) = lim(a,b, — a,B) = lim(a,b,) — AB, ami
adja az allitast | 6p. |.
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(a) a, =2n, b, =—1/n;
(b) a, =n/2, b, =1/n;

(¢) a, =n? b, =1/n.




3. feladat 44846 pont

(a) Mondja ki a Bolzano tételt!
i -1

(b) Hol és milyen szakadasa van az f(z) = Sm(f—) fiiggvénynek?
22—z

(c) Adja meg az f(z) = arctg (e“g) fiiggvény els6 és masodik derivaltjat!

Megoldas:
(a) Intervallum folytonos képe intervallum.

(b) Folytonos, igy csak a nevezd zérushelyeiben van szakadéas: x; =0 és 25 =1 .

x—1 r—1 xr — 1 x

3]

i —-1) 1
lim f(z)= lim (M : —) = —sin(—1) - 00 = o0, igy ez masodfaju szakadas

i —1) 1
lim f(z) = lim (M . —) =1-1 =1, igy ez egy megsziintethet§ szakadas

z—0-+ z—0+ x—1 €T

3p.]
e’ 2

L e
/ I Zz —
(©) f'(#) = T @=® 22 3p. | = 11 e
(2227 + 7 2) (1 + &)

2 2
— e 2re? 4
f”(‘r> = (1 _{_62%2)2 -

e (4a% +2) + &3 (2 — 42?)
(1 + e2?)?

4. feladat 943 pont

Vizsgalja monotonitas és konvexitas szempontjabol az

f(z) = (2% + 1)e* !

fiiggvényt! lim f(z) ="

r—+o00

Megoldas: Dy = R.

() = 2ze® ™ + (22 + 1) = (2% + 22 + 1)e™™!

0 = f'(z) megoldasa x; = —1 .

f”(iE) _ (21, + 2)ex+1 + (1’2 + 2 + 1)em+1 _ (372 + 4y + 3)ex+1
0 = f"(x) megoldésai 1 = —1, 9 = —3 .

241 =L'H 2 =]’H
lim f(z)= lim r o lim T2 im

) 2
T——00 N B arS —e2—1 z——o0 g~ %1 =0 ‘
lim f(z) =0 .

ﬁoioo] 00, -3] =3 —3,—1] =1 ] - 1, 00]o0
f10 TU  infl] tN finfl] TU oo 3p.
f + + | + 0| + ip.;
f// + 0 — 0 + 1p.

—od] — 00, —1[—1] — 1, cofpo —oo] — 00, =3[ =3 =3, 1] —1] — 1, 00[og
7o + 1 1 o f10 U infl. N infl, U | 3p.
I T 0] + 1 + o — (0] + 2p




5. feladat*®

4-+8 pont
1/2
1
Mondja ki a Newton-Leibniz-tételt! / dx =7
) (arccos x)V/1 — a2

0

Megoldas: Tétel: Ha f Riemann-integralhato [a, b-n, és létezik F' primitiv fiiggvénye
b

is [a, b]-n, akkor /f(x) dz = F(b) — F(a) .

1/2
1 1/2 3
[ o=t = [ torecosto ] = ]
0
6. feladat* 8+8 pont
2z+1 N r° +3x +4 B

(a) /(2$+1)e de =2 (b) /333—1-—21:(1 —?

Megoldas:

2z+1 2x+1 2041
2241 _ S B e B e -
(a)/(2x+1)e dr = (2o +1) — / 2 —5—daj3p.| = (22 + 1)—
7 of2p] T T

g g
_’_21,621—}-1 T

3 4 4 A B C
(b) r° + 3 + 1 T+ 1 T+

e2:p+1

_ 3 .
o + e +;+x2—+2 Szorozva (z° 4 2x)-szel kapjuk,

hogy r+4 = A(z* +2) + (Bx + C)z = (A+ B)2* + Cx + 2A, amib6l A=2, C =1
és B=—2[2p.|

%%dx:x+21n|x|—ln(:p2+2)+%mj+:x+21n|x|—
<E) o V2
ln(x2+2)+?arctg%+c.
7. feladat* 10 pont

1

t = 22 + 1 helyettesitéssel hatarozza meg az / 223V 22 4+ 1 dz integralt!
0

Megoldas: © = Vt—1 = dx =

1
1
dt |2p.|, i 203V 22 + 1der =
— e [ 20VaTE
x=0
/ 2(\/t—1)3ﬂth2p /t — Vidt = /t3/2 — 12 d
1

t=02+1 1

[tf’/? t?’/Q] - 2—(;——)=E(\/§+1)

3




8. feladat* 8 pont

Mennyi a [0, 2] intervallumon az f(z) = chz figgvény grafikonjanak ivhossza?

2 2
Megolds: 1 = [ \/1-+ (e 2)? duf3p.| = [ e df3p.] = s 2p.
0 0




