ANALIZIS 1. I. Zarthelyi 2021. oktéber 14.
Mérnokinformatikus szak [-varians Megoldasok

1. feladat (18 pont)
Adja meg az alabbi egyenlet megoldasait algebrai alakban!

2 (9449)22+9 =0

Mo, 22 — —9—i+/(94+14)2 =360  —9—i+/(9—1)?
B 2 B 2

cos 2 4isin 23X (4p) vagy 2% = —9 (2p) . Az els6 egyenlet megoldasai + ( = — z‘g),

(6p) vagy 2* = —i =

S

(4p) , a masodik egyenlet megoldasai pedig £3i. (2p) .

2. feladat (5+12=17 pont)
a) Adja meg a lim, ., a, = A definicidjat!

3n® —2
b) A definicié alapjan mutassa meg, hogy lim n n !

n—oon3 + 2n + 1 -

Mo. a) lim,_, a, = A ha minden ¢ > 0 szamhoz létezik N(¢) € N, melyre n > N(¢)
esetén |a, — Al <e. (5p)
b) Legyen € > 0. Ekkor

_ — = < 7
nd+2n + 1 n+2n+1" nd n & (7p)
11 , 11
han>4/— (3p) ., fgy N(e) = [ ?]- (2p)

3. feladat (21 pont)
Szédmolja ki az alabbi sorozatok hatarértékét:

il/n4—3712+7 \/n4—3n2+7
an = by, =

3n® —2n ‘ 8n + 3 - 11n 11

n® + 2n4 — Hn?’ n® + 2nt — 5n2

Mo. n > 3 esetén (1p) (elég nagy n esetén is jo)

nd

o nt—2 (Bp)  (2p) 4 4 (1p)
16 o1 2 eeoafn S Kl

(2p)
i iy R T =
12 ¢/n ne o = ¢

n

nd

=
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igy a rendérelv miatt lim, , a, =1 (1p) .

4 3 7
4p) [n* 1—75+.%

n3

4. feladat (21 pont)

Konvergens-e az a1 = 3, an1 = /6a, — 8 rekurziéval megadott sorozat? Allitasat igazol-
ja, és konvergencia esetén adja meg a hatarértéket!

Mo. ay = /10 > ay, és ha a, < a,y1, akkor 6a,, —8 < 6a,11—8 tehat a1 = v/6a, — 8 <
V06a,11 — 8 = a,2, vagyis a sorozat monoton né (5p) . Ha a sorozat korlatos, akkor
konvergens, és hatéarértéke a sorozat legkisebb fels§ korlatja (2p) . A lehetséges A
hatéarérték kielégiti az A = \/6A — 8 egyenletet (2p) , vagyis A = 2 vagy A = 4
(2p) . Mivel a,, > 3, igy a hatarérték csak 4 lehet (2p) . Belatjuk, hogy a, < 4
(2p) . a; <4, és ha a, < 4, akkor 6a,, — 8 < 16, igy an+1 = V6a, —4 =4 (4p) .
A sorozat tehat monoton és korlatos, igy konvergens, tehat hatarértéke 4. (2p)

5. feladat (23 pont)
Adja meg az alabbi sorozatok torlodési pontjainak halmazat, limesz szuperiorjat, illetve
limesz inferiorjat. Létezik-e hatarérték?

3-n\™" 3—n\"
Ay = s bn:
T+n T+n

Mo.
4 ( _ §)" 5
((1+—E)”> — e ha n paros
ap = 5 (7p)
_ 3\"
— (H) — —e Y ha n paratlan

A sorozat torlodasi pontjai a +e=° (2p) , vagyis limsupa, = e # —e™0 =
liminfa, =0 (2p) , és a sorozat nem konvergens (1p) .
4

b, = s (4p) , igy elég nagy n esetén |b,| < (e710 + 5)"4 —0,hae <1—e71% (4p) .
lgy a sorozat egyetlen torlodasi pontja 0 (1p) , és limsup b, = liminf b, = 0 = lim b,
(2p) .
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IMSC feladat (8 IMSC pont)
Bizonyitsa be, hogy z = re®’, w = Re’¥, 0 < r < R esetén

Re <w —|—z) CwpP =2 R? —r?

_ _ !
w—z lw — z|? R? — 2Rr cos(¥ — ) + 12

w+z (w+z2)(@-32)  |w]?— |2+ 2w —zZw

Cw—z Jw—2z2 lw — z|?

Itt Re(2w —zw) = 0, ¢és |w—z|? = |w|? +|2]* — (2w + Zw), ahol |z]* = r?, |w|* = R?

és 2w + zZw = 2Re 2w = 2Rr cos(V — ).




