ANALIZIS 1. 4. VIZSGA 2020. januar 24.
Mérnokinformatikus szak [-varians Megoldasok

1. feladat (10+10=20 pont)
a) Ismertesse, és igazolja a konvergens sorozatok szorzatédnak hatarértékének szolo tételt!
b) Hatarozza meg az {/n - 2" + 5" sorozat hatéarértékét!

Mo. a) Tegyiik fel, hogy lim a, = A € R és lim b, = B € R, ekkor lim a,b, = AB
n—oo

n—o0 n—oo

(2p) , mert ha (a,) konvergens, akkor korlatos, igy létezik olyan K > 0, melyre
la,| < K, minden n € N esetén (2p) . Legyen ¢ > 0. Ha B = 0, akkor létezik olyan

N € N, melyre |ayb,| < K|b,| < &, ha |b,] < % (2p) Ha B # 0, akkor
|a,b, — AB| = |anb, — a,B + a,B — AB| < K|b, — B| + |B||a, — A|.

Létezik olyan N; € N, hogy n > Nj esetén |a, — A| < és létezik olyan

£
20B[
Ny € N, hogy n > Nj esetén |b, — B| < %, vagyis n > N(g) = max(Ny, Ny) esetén
lanb, — AB| < e. (4p)
b) A rendérelv miatt lim /n .27 + 5% =5 (2p) , mert

n—oo

(2p) (2p)
5 50m < Vno2t5n < Vonsn B s

2. feladat (44-10=14 pont)
a) Definialja egy sorozat torlodasi pontjait!
n—2
n—(—1)"
b) Adja meg az a, = <T2) sorozat torlodésai pontjainak halmazat, limesz
n
szuperiorjat, illetve limesz inferiorjat! Konvergens-e a sorozat?

Mo. a) Az A € RU {£o0} az (a,) sorozat torldasi pontja, ha létezik olyan (a,, ) részso-
rozat, amelyre klim an, = A. (4p) (Vagy: ha A minden kérnyezetébe végtelen sok
—00

sorozatelem esik.)
b) Paratlan n esetén

o (n+ I\ (Y a1\
an—(n+2) _(1+%)n.(n—|—2) —>g, <3p)

paros n esetén
n—1\"" (1-4H)" /m-1\7" 1
n — - - n - 3 3

11 1
igy a sorozat torlodasi pontjainak halmaza {— —} (1p) , limsupa, = - (1p) ,
e

e’ e3

liminfa, = — (1p) , és mivel liminf a,, # limsup a,, igy a sorozat divergens (1p)
e

A x-o0s feladatokbol legaldbb 12 pontot el kell érni. 1
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3. feladat (4+8=12 pont)
a) Ismertesse a L’Hospital-szabalyt!

in(z? — 4) — sh(2? — 2
b) Szmolja ki a lim S —4) — sh” = 22)

hatarértéket!
T2 arctg(z — 2)

Mo. a) Ha f és g differencialhato xy egy kipontozott kérnyezetében, és lim f(z) =
T—T0

!/
= 00, akkor lim M = lim f'(@)
0 g T )

?

lim g(z) = 0, vagy ‘ lim f(z)| = ’ lim g(z)
T—T0 T—T0 Tr—xQ
amennyiben a jobb oldali hatarérték létezik. (4p)
b) A szamlalo és a nevezs hatéarértéke egyarant 0, igy alkalmazhaté a 1'Hospital-
szabaly. (2p)

in(z? —4) — sh(z? — 2 2 2 4)— (22 —2)ch(z® -2
lim sin(z ) — sh(x x) (4) . x cos(x ) — (22 — 2) ch(z x) 2p)
T2 arctg(z — 2) T2 1
1+ (x —2)2

4. feladat (4+14=18 pont)

a) Adjon elégséges feltételt arra, hogy egy (a, b) intervallumon differenciadlhato fiiggvény-
nek az g € (a,b) pontban lokalis szélsGértékhelye van!

b) f(xz) = 2x + arccos(z + 1)

Hatarozza meg azokat a legh6vebb intervallumokat, melyeken az f fiiggvény monoton!
Hol és milyen tipusi lokalis szélsGértékhelyei vannak a fiiggvénynek?

Mo. a) f'(xg) =0, és f" az xy pontban elGjelet valt, vagy f”(zo) # 0 (4p) .
-1 3
b) Dy = [—2,0] (2p) , és f'(z) =2 + —0(2p) ha (z4+1)2 ="
) Dy = [-20] (20) 68 J(5) =24 s =0 (20) (54 1) = ]

/3

3 3
(2p) , vagyis ha x = —1 — § vagy © = —1 + - (2p) , a [’ pedig két érték

ko6zott pozitiv, az értelmezési tartomany tobbi pontjaban pedig negativ (2p) , igy

3 3
a figgvény a (—2, -1 £> és a (—1 + \/7—,0> intervallumon monoton fogy

2
3 3 3
(Ip),a | —-1-— g, -1+ g intervallumon monoton né (1p) , az z = —1 — \/7—
pontban lokalis minimuma (1p) , az z = —1+ > pontban pedig lokalis maximuma

(1p) van.

5. feladat (4+9=13 pont)*
a) Ismertesse a helyettesitéses integralas modszerét hatarozatlan integralral

T+ 2
i primitiv fliggvényét a t = /x — 1 helyettesitéssel!

ve—1+3

A x-o0s feladatokbol legaldbb 12 pontot el kell érni. 2

b) Hatéarozza meg f(z) =
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Mo. a) [ fladdo = [ flete)e oy

invertalhato fiiggvény.)
b) Hat = /z — 1, akkor x = t* + 1 = ¢(t), ¥'(t) = 2t (2p) , igy

(4p) (¢ egy intervallumon derivalhato és
=y ()

2 t2 43 3+ 3t
_rT+e T (lzp)/ - . Otdt (1p) 2/ + dt (2p)
vr—1+3 t+3 t+3
36 2t3
:2/t2—3t+12——dt 2 32 ot — 2t + 3|+
t+3 3
2(vx —1)3
= (+>—3(a:—1)+24\/:c— —72In(vVz —1+3) +c
6. feladat (4+9=13 pont)*
a) Ismertesse a Newton—Leibniz-formulat!
b) Széamolja ki az aldbbi integralt
/”/3 3sinz + 2cosx
3 dz.
—m/4 COS° &

b
Mo. a) Ha f € Rla,b], és 3F, melyre I = f az [a, b] intervallumon, akkor [ f(z)dz =

F(b) = Flo) (4p) 1 ;
b) / SIn & + COST 1 BB 3 /(cos z) (cos ) *dx + 2/ dz & +2tgr +c,

cos® x cos? x 2cos? x
vagyis
™3 3sing + 2cos (2p) 3 (1p)
de = o F2tgm/3— o —2tg(—m/4) = 64+2V3-3+2.
/w/4 cos® x ! 200827r/3+ g/ 2 cos?(—n/4) g(=m/4) +2v/3-3+

7. feladat (10 pont)*
Konvergens-e az alabbi improprius integral? Ha igen, adja meg az értékét!

/ (22 + 1)e T3 dy
0

A x-o0s feladatokbol legaldbb 12 pontot el kell érni. 3
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Mo. Parcialis integralassal

2 1 —4x+3 1 4 3 —4x+3
/(2$+1)6_4x+3dl’ = —( Tt 4)6 —1—5 /6_4$+3dl’ = —( T+ 3)e +c (4p),

> . (4w + 3)e s 3¢ 3¢?
/ (22 + 1)e ™ Fdy = — (hﬁm ( 8> ) + FE (4p),
0 w—00
mert (4 3) tot3 4 3)
. w+3)e . w +
Jw s s s =0 (p)

IMSC feladat (14 IMSC pont)

5 liter olajat olyan flakonba csomagolnak, amelyik egy félgdmbbdl és egy hengerbdl all.
A henger a félgombhoz az alapkorlap mentén csatlakozik. Hogy kellene megadni a henger
alapkorének (és egyben a félgombnek) a sugarat, hogy a lehets legkevesebb mtanyagot
hasznaljanak? (Igazolja azt is, hogy val6ban minimumrdél van szo!)

Mo. A flakon felszinét kell minimalizalni, gy, hogy a térfogata 5dm?® legyen, vagyis
r(dm) sugér, és a henger m(dm) magassaga esetén: 5 = gm‘?’ +mrir (2p) , amibdl

2
m = oo ?T (2p) . A flakon felszine:

r2m

10 4r? 2 2
A(r) =’ + 2r*n + 2rom = 3r°m + — — 7”37r :5(T 7T+—) . (3p)
r r

A(r) =5 (2%”—%) —0(2p) har — §/§(2p) s A" <\/§> 10 (§+§) >

0 (2p) , vagyis itt az A fiiggvénynek valoban minimima van (1p) .

A x-o0s feladatokbol legaldbb 12 pontot el kell érni. 4



