ANALIZIS 2. I. zarthelyi 2022. marcius 31.
Mérnokinformatikus szak a-varians Megoldésok

1. feladat (18 pont)
Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet. (A megoldast elég implicit alakban megadni.)

,_yhn(y)
22 —4x —5

Mo. Szeperalhato differencidlegynlet, y = 1 megoldas (2p) . A tanult modszerrel:

dy yIn(y) / 1 / 1
— — dy = d 2
yIn(y) Y 2 —4x—5 (2p)

dz 22 —-4x -5

Az egyenlGség bal oldala:

1
/m dy=In|ln(y)|+C, (C, €R) (6p)

Az egyenléség jobb oldala:

t/EfiﬁiEdmz/kx—siw+ndx (2p)

Parciélis tortekre bontassal:

1 A B A(x+1)+ Bz —5)

@—5@+1) 2=5 241 (@=5)a+1)
Ebbdl pedig A = ¢, B = —¢ adodik (2p) .

1 1 1 1 1
dr = - de — = der =
/(a:—5)(1:+1) v 6/x—5 ‘ 6/3:—1—1 v
=95

r+1

1
=—-1In
6

‘ + Cg (CQ c R) (2p)

Tehat a megoldasok:

r—>5
z+1

1
y=1 ¢é In|ln(y(z))| = éln

‘+C(Cem (2p)

2. feladat (20 pont)
Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték-problémat.

y — 3y
z—1

—@—1)' (@£, y@2)=1




Mo. Inhomogén linearis egyenlet, a hozza tartozé6 homogén egyenlet:

, 3y

—x_lzo = ya(z)=C(x—-1)° (CeR,zeR\{1}) (6p)

(Megoldva szeparalhatoként, vagy a megoldas altalanos alakjanak ismeretébdl.)

Az inhomogén egyenlet megoldasa: keressiik a megoldast y(z) = ¢(x)(x—1)? alakban
(ahol ¢ egy R — R differencialhatoé fiiggvény) (1p) .

Behelyettestve a differencialegyenletbe:

d(a)(x - 1)° 4;30(3:)(1: — 1)21— 3c(x)£ai— 1)21 =e“(z—1)* (2p)
y'(z) 3y@)

z—1

Ebbdl pedig ¢(x) = e"(z — 1). Parcialis integréalassal
/ex(:r;— 1)dz =e(x — 1) —/exdx =e’(x—2)+D (DeR) (4p),

tehat a D = 0 valasztasssal c(x) := e"(z — 2), igy az inhomogén egyenlet egy
partikuaris megoldasa:

Yip(e) = c(z)(x = 1)* = e"(z = 2)(x = 1)° (1p)
Amibdl az altalanos megoldas:
3ia(@) 2 yip(@) +pna(e) B @ =)@ -1+ 0w —1)" (C R, zeR\{1})
Jelolje ¥ a kezdeti feltételt kielégité megoldast. g(2) =1 — C =1 (1p),

jr)=e"(z—2)(x -1 +(z-1)* (CeR, z>1) (2p)

3. feladat (22 pont)
Adjuk meg az alabbi differencidlegyenlet altalanos megoldasat.

y/// + 3y// + Qy/ — 1263:5 + 4

Mo. Harmadrendd, linearis allando egyiitthatos, inhomogén egyenlet. A homogén egyen-
lethez tartozo karakterisztikus egyenlet:

N3N +20=0 (2p),



gyokei: Ay =0, Ay = —1, Ay = =2 (2p) . Ebbdl a homogén egyenlet altaléanos
megoldasa:

yhﬁ(ﬂ')) = Cl + Cgeix + 0367296 (.CL' € R, Cl, Cz, Cg € R) (4p)
Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat keressiik az y(x) = Ae3*+Bx+C

alak (rezonancia) (2p) helyett y(z) = Ae3® + Bx? + Cz alakban (2p) (x € R,

A, B,C € R). Derivalva haromszor (3p) :

Behelyettesitve a differencidlegyenletbe:

= w NN O

1
60Ae** +4Br+20+6B = 12" +4r  (2p) =— A= = B=1,C=-3 (2p),

tehat az inhomogén egyenlet egy partikuléris megoldasa:

1
Yip(x) = 563‘”” + 22— 3z

A differencialegynlet altalanos megoldésa:

Yia(T) = Yip(T) + yna(z) =

1
= 3639” + 22 =32+ CL+ Coe™® + Cye

(x € R)

(1p)

(w € R, Ol, Cg, 03 c R) (2p)

4. feladat (8-+8+8=24 pont)
Konvergensek-e az alabbi sorok?

0) Z (="

foert n?ln(n + 1)

(="

Mo. CL) Legyen Ay = m (n € N+>
Elsd megoldds.
la,| < —  (han >2)

(4p),



ésa n—12 numerikus sor konvergens (1p) , tehat a majorans kritérium alapjan
neNt
> a, abszolut konvergens (2p) , kovetkezésképpen konvergens (1p) .

neN+

Masodik megoldds. A )" ay,sor alternal (1p), az (m> N sorozat monoton
neN+t neN
csokkens (3p) (hiszen egy nemnegativ monoton névé sorozat reciproka), és 0-hoz

tart (2p) , tehat a Leibniz-kritérium alapjan > a, konvergens (2p) .

neNTt
n?+2
n?+3

mL%an;:( yﬁ (n € N).

2
N 2+2 n? 1+lnnoo 2
%KQ)(Z2+3) e ( f)ﬂ -
(1+52)" P

tehat a gyokkritérium alapjan »_ b, konvergens (2p) .

1
— <1 (1
. (1p)

('Gwl Q)

neN
2 +_3 n3 n
n n
L = - — N).
¢) Legyen ¢ (n2+2> oy (n € N)

Elsd megoldds. Minden n € N esetén

n

n

és lim Zt = +oo0 (2p) , tehét (a specialis rendérelv alapjén) lim ¢, = 400 (1p) ,
n—oo : n—oo
ezért a Y ¢, sor divergens (2p) .
neN
Masodik megoldas. Minden n € N esetén

n

n
e 0> 1 (4p),

tehat a (¢, )nen sorozat nem tart 0-hoz (2p) , ezért a ) ¢, sor divergens (2p) .
neN

5. feladat (6+10=16 pont)
a) Mikor neveziink egy numerikus sort abszolut konvergensnek? Mi a kapcsolat egy sor
konvergencidja és abszolit konvergencidja kézott?

b) Konvergens-e a
= (n + 3)n"

numerikus sor?




Mo. a) A > a, numerikus sor abszolut konvergens, ha a > |a,| sor konvergens. (3p)

neN neN
Minden abszolit konvergens sor konvergens. (3p)

b) Elsé megoldds. Legyen a, = (—1)""E (n € N). Vizsgaljuk a 3 a, sor

(n+3)n"
neN
abszolut konvergenciajat (3p) :
Y = S
|| (n+4)(n+ 1) (n+1)! (n+4)(n+1) \n+1) (2p e ’

tehat a hanyadoskritérium alapjan a »_ a, sor abszolut konvergens (1p) , kovet-
neN
kezésképpen konvergens (2p) .

Mdsodik megoldds. Legyen a, := (=1)" "D (5 € N). A ¥ a, sor alternél

(n+d)n neN
(1p) , '
ol = S 0 (2)
Y = S
|| (n+4)(n+ 1) (n+1)! (n+4)(n+1) \n+1) (2p e ’

azaz (|an|)nen egy kiiszobindextdl kezdve monoton csdkkens (1p) . Tehat a Leibniz-

kritérium alapjan ) a, konvergens (2p) .
neN

IMSc feladat (15 IMSc pont) Adjunk példat olyan pozitiv tagi konvergens sorra,
amelynek konvergenciajat a hdnyadoskritériummal nem tudjuk eldonteni, a gyokkritéri-
ummal viszont igen. Indokoljunk!

(Segitség: keressiink olyan ) a, numerikus sort, amelyre teljesiilnek a limsup {/a, < 1,

neN n—00
liminf ** < 1 és limsup “* > 1 egyenl6tlenségek.)
n—o00 an 00 an
Mo. Legyen példaul
1

— , han e N ésn paros,

2n
ap = (5p)
, ha n € N és n paratlan.

1
3n
Ekkor az (‘”/an)neN sorozat torlodasi pontjai: % és % (2p) , tehat

1
limsupa, = 5 < 1 (1p)

n—oo



tehat a gyokkritérium alapjan a ) a, sor konvergens (2p) . Ugyanakkor

neN
. % (%)n , ha n € N és n paros,
. (3p),
ay, % (%)" , ha n € N és n paratlan.

tehat limsup “** = 400 és liminf “*** = 0 (2p) , tehat a hanyadoskritérium nem
n—00 " n—0o0 "

alkalmazhato a Y a, sorra.
neN




