A Szamitidstudomdny alapjai
1. ZH 2010. X. 15. 8%

A rendelkezésre 4ll6 munkaidé 90 perc.
Kérjiik, minden résztvevd nevét, NEPTUN kédjit és gyakorlatvezetdje nevéta dolgozat
minden lapjdnak jobb felsd sarkdban olvashatdan és helyesen tiintesse fel, mert ennek hidnydban
a dolgozatot nem értékeljiik.
Minden egyes feladat helyes megoldésa 10 pontot ér. A dolgozatok értékelése: 0-23 pont: 1, 24-32
pont: 2, 33-41 pont: 3, 42-50 pont: 4, 51-60 pont: 5. A puszta (indoklas nélkiili) eredménykozlést
nem értékeljiik. A megindokolt részeredményért ardnyos pontszam jar. Az évvégi jegy kiszdmita-
sakor a két (legaldbb elégséges) zh dsszesitett pontszdmit vessziik figyelembe.
Irészeren és papirokon kiviil semmilyen segédeszkéz haszndlata sem megengedett, igy tilos az
irott vagy nyomtatott jegyzet, a szdmolé- és szamitégép ill. mobiltelefon hasznélata, tovdbbéd a
dolgozatirds kizbeni egyiittmiikodés.

Feladatok

1. A 15 f6s képviseldtestiilet valasztdsra 5 part 4llit egy-egy 15 fis listdt. A szavazést kivetden
mindegyik part a listdja elejérdl az clért eredméuyének megfelels szdmii képviselst kiild a
testiiletbe, 1igy, hogy a testiilet tsszesen 15 fds legyen. Hanyféle lehet a képviselStestiilet
Osszetétele a szavazéds utdn?

2. Tegyiik fel, hogy az F fénak csak elst- és negyedfoki csiicsai vannak, szdm szerint n, ill.
ny. Igazoljuk, hogy n; =2 -ny + 2.

3. Tegyiik fel, hogy a G gréf 3-szorosan élosszefiiggd és létezik Euler-kérsétdja. Mutassuk meg,
hogy G 4-szeresen élasszefiiggd.

4. Legyenek az F fa csicsai az vy, vy, ..., vy, élei pedig v;v;4, ha 1 < i < 4ill. vsv;, ha
6 < j < 10. Tegyiik fel, hogy F a G egyszer(i graf v,-bdl inditott szélességi bejardsahoz
tartozé fa. Legfeljebb hdny éle lehet G-nek?

5. Baj van: atszakadt a hegytetdn a zagytdrozo gdtja. Szerencsére az iszap nem veszélyes, slag-
gal lemoshat6. Az mellékelt abrdn ¢ jelzi a tdrozét, s pedig a szerencsétlen helyen fekvd
vérost, amit meg kell védeni. A nyilak arra vezetnek, amerre az adott mélyedéshen folyik
a zagy. (Furcsa crrefelé a gravitdeid: megtorténhet, hogy végig lejt egy a kiindulépontjéba
visszatérd titvonal.) A nyfl mellett 4116 szdmok azt mutatjdk, hogy a katasztréfavédelemnek
hény percig tart elzdrni az adott nyil mentén lezidulé folyadék iitjat. Az a cél, hogy a lehetd
legrévidebb id6 alatt minden lehetséges s-be vezetd utat lezdrjunk az arra dramnlé mellékter-
mék elél. Mivel csak egy munkagép miikédik, ezért a kivélasztott dtvonalakat csak egymés
utén zdrhatjuk le. Segitsiink a katasztréfavédelemnek: hatdrozzuk meg, mennyi a sziikséges
legrévidebb id6, ami alatt a munka elvégezhetd. Bizonyitsuk be azt is, hogy kevesebb id6
nem elég minderre.

6. Legyenck a G irdnyitatlan grif csicsai az 1,2,...,100
szdmok, az i és j csics kozott pedig akkor fusson él,
ha j < i esetén az i — j szam 4-gvel osztva l-et ad
maradékul. Péros-e a G graf?

Gyakorlatvezetdk és gyakorlatok Csdkdny Rita (Sz-Cs, IB 140), Csonde Gergely (Cs. IB 145), Drétos Mérton (Cs,
IB 141. Sz R 5{+4), Faller Bedta (Sz-Cs. IB 142), Fejér Attila (Sz, QBF10), Fleiner Tamas (Sz, IB 141, Cs IB 138),
Karkus Péter (Cs, IB 146), Kiss Gergely (Sz-CS, IB 139), Vidor Séra (Sz, IB 145), Vigh Dorottya (Sz, ID 146)

J6é munkat!



A Szamitastudomany alapjai
1. ZH javitékulcs

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztatd jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam elott szerepl6 allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltér6o, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban 1 pontot vonunk le.

1. A 15 {6s képvisel6testiilet valasztasra 5 part allit egy-egy 15 f6s listat. A szavazast kovetéen mindegyik
part a listaja elejérol az elért eredményének megfelelo szamu képvisel6t kiild a testiiletbe, gy, hogy
a testiilet 6sszesen 15 fos legyen. Hanyféle lehet a képviselGtestiilet Osszetétele a szavazas utan?

A képvisel6testiilet osszetétele annyiféle lehet, ahanyféleképp a 15 képvisel6i helyet el lehet osztani 5

part kozott. (2 pont)
Mind a 15 helyre 5-féle partbdl lehet valasztani, a helyek sorrendje pedig nem szamit, (2 pont)
ezért 5 elem 15-6dosztalyd ismétléses kombinaciojardl van szé. (3 pont)
Az érén tanultak szerint ilyenbdl (149) van, ¢és ez a valasz a feladat kérdésére is. (3 pont)

2. Tegytik fel, hogy az F' fanak csak els6- és negyedfoki csicsai vannak, szam szerint n; ill. ny. Igazoljuk,
hogy ny =2 -n4 + 2.

Tanultuk, hogy minden véges grafban a fokszamosszeg az élszam kétszerese, (3 pont)
tovabbd, hogy egy n csucsu fanak pontosan n — 1 éle van. (2 pont)
Ez F-re nézve azt jelenti, hogy n; 4+ 4ny = 2n — 2, ahol n = n; + ny a G cstcsainak szdma. (2 pont)
Innen azt kapjuk, hogy ny + 4ny = 2(ny + ng) — 2, (2 pont)
amit rendezve éppen a bizonyitandé allitdst kapjuk: ny =2 -ny +2 . (1 pont)

3. Tegyiik fel, hogy a G graf 3-szorosan élosszefiiggo és 1étezik Euler-korsétaja. Mutassuk meg, hogy G
4-szeresen élosszefiiggo.

A G graf 3-él6f, ezért legfeljebb két élét elhagyva mindenképp osszefiiggé marad. (2 pont)
Mivel G-nek van Euler-korsétdja, a tanultak szerint G minden csticsdnak paros a fokszdma. (2 pont)
Azt kell igazolnunk, hogy G 4-él6f, azaz barhogyan is hagyunk el G-bél legfeljebb 3 élt, G-nek Gssze-

fiiggének kell maradnia. (2 pont)
Tegyiik fel indirekt, hogy ez nem igy van, ami azt jelenti, hogy valahogyan elhagyhaté G-bol 3 él ugy,
hogy G ettél szétessen. (1 pont)

Ha az ekkor keletkezd komponensek egyikében a csticsokat egy pontta hizzuk 6ssze, akkor olyan grafot
kapunk, amiben minden cstics foka paros, kivéve az dsszehtizott csicsét, aminek 3 a foka. (2 pont)
Ez azonban lehetetlen, hiszen tanultuk, hogy a fokszamosszeg minden véges grafban paros, igy a
paratlan foku cstucsok szama semmiképp sem lehet pontosan egy. A kapott ellentmondds a feladat
allitasdnak helyességét bizonyitja. (1 pont)

4. Legyenek az I fa csicsai az vy, v9, ..., V1, élei pedig v;v;11, ha 1 < ¢ < 41ill. vsv;, ha 6 < 7 < 10.
Tegyiik fel, hogy F' a G egyszeri graf v;-bdl inditott szélességi bejarasahoz tartozé fa. Legfeljebb hany
éle lehet G-nek?

Tanultuk, hogy az F' faban minden v;-bol vezeté Ut a G grafnak egy legrovidebb tutja az adott

cstcsba. (2 pont)
Ez azt jelenti, hogy a vy, vs, . .., v pontokbdl nem indulhat tovabbi éle G-nek, hiszen ekkor valamelyik
csucsba vezetne v;bdl révidebb ut, mint a fabeli. (3 pont)
A G grafnak tehat csak a vg, v7, ..., v19 csucsok kozott vezethet tovabbi éle. (1 pont)

Ezen csicsok kozé barhogy is hizunk be tovabbi éleket, az F' fa az igy kapott G graf szélességi beja-
rashoz tartozé fija marad. (2 pont)




Mivel 5 cstcs kozé (g) = 10 él huzhato, a G grafnak legfeljebb 10 + 9 = 19 éle lehet, ahol a 9 az F
élszama. (2 pont)

. Baj van: atszakadt a hegyteton a zagytarozd gatja. Szerencsére az iszap nem veszélyes, slaggal le-
moshatd. Az mellékelt abran t jelzi a tarozot, s pedig a szerencsétlen helyen fekvd varost, amit meg
kell védeni. A nyilak arra vezetnek, amerre az adott mélyedésben folyik a zagy. (Furcsa errefelé a
gravitacié: megtorténhet, hogy végig lejt egy a kiindulépontjdba visszatéré utvonal.) A nyil mellett
allo szamok azt mutatjak, hogy a katasztréfavédelemnek hény percig tart elzarni az adott nyil mentén
lezidulé folyadék tutjat. Az a cél, hogy a lehetd legrovidebb id6 alatt minden lehetséges s-be vezetd
utat lezarjunk az arra aramlé melléktermék el6l. Mivel csak egy munkagép miikodik, ezért a kiva-
lasztott utvonalakat csak egymads utan zarhatjuk le. Segitsiink a katasztrofavédelemnek: hatarozzuk
meg, mennyi a sziikséges legrovidebb id6, ami alatt a munka elvégezhetd. Bizonyitsuk be azt is, hogy
kevesebb id6 nem elég minderre.

Ha a feladathoz tartozé abra grafjat halozatként értelmezziik, akkor az a célunk, hogy ebben a halé-
zatban minimélis kapacitasu ts-vagéast talaljunk. (A ts-végds kapacitasat (szemben az st-vigdssal a

t-t tartalmazé rész felél az s-t tartalmazé rész felé mutaté élek Gsszkapacitdsa adja.) (3 pont)
A minimalis ts-vagas meghatarozasat a halézat egy maximalis folyamanak megkeresésével az oran
tanult médon végeztiik el. (3 pont)

Azt kaptuk, hogy az dbran szaggatottal jelolt vagas kapacitasa 17, az aprébb szamokkal jelolt folyam
nagysaga pedig 17. (Amelyik élen nincs mdas szam a kapacitason kiviil, ott nem folyik folyam, azaz

fle)=0.) (2 pont)
A folyam létezése miatt barmely ts-vagas kapacitdsa legalabb 17. Ezek szerint valoban minimalis ¢s-
vagast taldltunk, (1 pont)
igy a valasz az, hogy a katasztréfavédelemnek legalabb 17 percre van sziiksége, (1 pont)
és ehhez a kijelolt ts-vagas t-tol s felé futd éleket kell lezarni. (0 pont)

Ez egy gonosz feladat: nemcsak azért, mert az s és t szerepe felcserélodott, hanem amiatt is, hogy a
folyamnak (ami a vdgds minimalitasat bizonyitja) nincs szemléletes jelentése, szemben a megszokott
modellel, aholis vmi termék aramlik.

. Legyenek a G iranyitatlan graf csicsai az 1,2,...,100
szamok, az 1 és j csucs kozott pedig akkor fusson él,
ha 7 < i esetén az i — j szam 4-gyel osztva 1l-et ad
maradékul. Paros-e a G graf?

Ha ¢ és j kozott él fut, akkor i és j koziil pontosan az egyik paros, a masik paratlan. (3 pont)
Ez azt jelenti, hogy se két paros szam, se két paratlan szam kozott nem futhat él, (3 pont)
igy G valéban paros: a szinosztalyokat a 100-nal nem nagyobb péaros ill. paratlan pozitiv egészek
alkotjak. (4 pont)

Meg lehet persze masképp is oldani.

Sosem fut él két cstics kozott akkor, ha azok 4-gyel osztva ugyanannyi maradékot adnak. (2 pont)
Két kiilonb6z6 maradékosztaly kozott pedig csak akkor futhat él, ha a maradékok kiilonbsége 1 vagy
a 0-as és a 3-as maradékosztalyrol van szo. (2 pont)
A G graf tehéat paros, hiszen az 1-es és 3-as ill. a 2-es és 0-as maradékosztaly kozott nem vezet él, és
ezek adjak a szinosztélyokat. (6 pont)



