Analizis 1 3. Megoldas (3) 2015. 01. 16.

1. feladat 4410 pont
Mondja ki az algebra alaptételét!

Adja meg az 122+ 22— 5 = 0 masodfoki egyenlet megoldasainak abszolit értékeét!

Megoldas: Tétel: Egy p(z) legalabb elstfoki, komplex egytitthatos polinomnak mindig
van komplex gyoke.

A gyokok z; =241 és 22:—2+z.
|21] = |22 :\/5

2. feladat 4+44+4 pont
Legyen a; = 2 és a,,1 = \/7a, — 6, ha n € N*!

a) Igazolja, hogy 1 < a,, < 6 minden n € NT esetén!
(a) Igazolja, hogy

(b) Igazolja, hogy az a,, sorozat monoton nové!

(¢) Adja meg az a,, sorozat hatarértékét, ha létezik!

Megoldas:

(a) Teljes indukcioval bizonyitunk.
n=1rel<2=a; <6 teljestl.

Indukciés 1épés: ha 1 < a, < 6, akkor 7 < 7a, <42 — 1< 7a, —6 < 36 —=
1 <+/T7a, —6 <6.
—_———

an+41

(b) Megmutatjuk, hogy a,, < v/Ta, —6 = ayy1.

Négyzetre emelve mindkét oldalt kapjuk, hogy a? < 7a, — 6, azaz a? — Ta, + 6 =
(an —6)(a, — 1) <0, ami valoban teljesiil minden n-re, hiszen (a) miatt a,, — 6 <0,
ésa,—1>0.

(¢) Mivel a sorozat korlatos és monoton névd, ezért konvergens és lima,, = supa, = A €
R. De ekkor A = lima,; is teljesiil, mert ez egy részsorozat, ugyanakkor lima,, | =
lim/7a, — 6. A hatarérték és a miveletek kapcsolata miatt A = lim+/7a, — 6 =
VIimT7a, —6 = /TA — 6, ahonnan A = 1, vagy A = 6. De A = supa,, fels6 korlat,
és 1 < 2 = aq, vagyis az 1 nem felsd korlat, tehat lima,, = A = 6.




3. feladat 4+6+4 pont

Legyen f az a pont egy kornyezetében értelmezett, a-ban derivalhato fiiggvény!
Mondja ki és bizonyitsa be az a-beli lokalis maximumra tanult sziikséges feltételt!
Mutassa meg, hogy a feltétel nem elégséges!

Megoldas: Tétel: Ha az f fiiggvény derivalhaté az értelmezési tartoméany a belss
pontjaban, és ott lokalis maximuma van, akkor f'(a) = 0.

Bizonyitas: Mivel f-nek lokalis maximuma van a-ban, és a belsé pontja D s-nek, ezért
létezik § > 0, amire f(x) < f(a), ha |z —a] <.

Speciélisan, ha a—d < x < a, akkor Lﬁ(a) >0,igy f' (a) = mlililﬁ w > 0.
f(z) — f(a)

w —
Ugyanakkor, ha a < x < a+ 9, akkor M
r—a

0.
A fenti féloldali derivaltak léteznek, mert f derivalhatd a-ban, s6t egyenlSek is, azaz
0< f'(a) = f'(a) = f\(a) <0, azaz valoban f'(a) = 0.

Legyen f(x) = 23, és a = 0. Ekkor a belsé pontja Dy = R-nek, f'(a) = f/(0) = 0,

<0, igy fi(a) = lim

mégsem lokalis minimum. (f(x) = z? is j6)

4. feladat 8 pont

Milyen a,b € R esetén lesz folytonos az

axr + b, ha0 <z <1
f(z) = 2 —x

m s méuskor

fiiggvény?

Megoldas: © # 0,1 esetén a és b valasztasatol fiiggetlentil folytonos.

A 0-ban és 1-ben pontosan akkor folytonos, ha a féloldali hatarértékek megegyeznek.
23—

lim f(z) =lm —————— :O

z—0— =022 — 3+ 1
iy )= s 0 =
xlg{lﬁ f(z) = }:lg%(af +b)=a+0b
- z(rx—1)(z+1) z(zr+1)

lim f(z)=lim ——— = lim = lim —~—— =2[2p.]

s+ 1202 —3x+1  2-12(x—1)(z —1/2) =1 22 —1
Az egyenletrendszer b = 0, a + b = 2 megoldasa a = 2 és b = 0. Pontosan ekkor lesz

folytonos a fiiggvény .

5. feladat 6 pont

Adja meg az

em3+x2 —x—1

fx) =

fiiggvény a = —1-beli érintGegyenesének egyenletét!

x2cos(x + 1)

322 4 2 — 1)e”" " 7192 cos(z + 1) — e T =12z cos(x + 1) +

Zsin(z + 1))

Megoldas: f'(z) = (

f(=1)=1, f'(-1) =2, igy az egyenlet y =2 - (x + 1) +1=2x+3 .

xtcos?(x + 1)




6. feladat* 646 pont

Mutassa meg, hogy az x(t) = e’ + t2, y(t) = sht + t* paraméteres gorbének, ty = 0
esetén létezik az xop = x(ty) pont egy kornyezetében y = f(z) eldallitasal f'(zg) =7

Megoldas: 2/(t) = e’ +2t. 2’(0) = 1 > 0, 2/(¢) folytonossaga miatt 0 egy kornyezetében
is pozitiv, ezért itt x(f) szigortian monoton noévs, vagyis invertdlhato, ezért ezen a

kornyezeten létezik y = f(x) elgallitas .
"t 1
y(t) = cht + 21, say fia) = L0 = 1 =y

l'/(to)
7. feladat* 8-+8+8 pont
(a) /Adx =7 (b) /(x+1) sin(2z) dz =7 (c) /xcos(:ﬁ)dx =7
3 —4a2 + 4 o o
0
Megoldas:
22 +1 A B C )
— T == 1= A(z — 2)? + Bz — 2 =
(a) i 2e x+x—2+(x—2)2 = 2’ + (r —2)* + Bx(x — 2) + Cx
(A+B)2*+(—4A—2B+C)r+4A = 4A=1, -4A-2B+C =0, A+B=1 =
241 1/4  3/4 5/2
A—1 B—3 0c—=5[ap.| [ L+ _/_ -
v v C 2 /x3—4x2+4xd$ x +:c—2+(:c—2)2dx
1 3 5/2
Zln|ﬂf‘+zln|$—2|—m+c

™

1

8. feladat* 10 pont

Forgassuk meg a ctgx fliggvény = = % és x = g kozotti részét az x tengely koriil!

Mennyi a kapott test térfogata?

/2 w/2
1 —sin’z
Megoldas: V = tg? z dz 3p. = —————dz 3p. =
egoldas w [ gt aifap] w [ e
/4 /4

W[—Cth—I]:ﬁ:ﬂ'—ﬂ;.




