Linearis algebra

Def: Matrix: egy téglalap alaka szamtablazat, minden helyén valds, vagy komplex szam all
A =Jaij]axmn: A sorainak szama, m: A oszlopainak szdma

Def: négyzetes matrix: n X n-es matrix
oszlop matrix, oszlop vektor: egyetlen oszlopbdl all

Miiveletek matrixokon:
1) szammal szorzas:
Def: A= B, ha a kettd egyforma méretii, és a megfeleld helyeken ugyanazok a szamok allnak
CA=[caij]mxn
2) matrixok 0sszeadasa:
Ha A ¢és B azonos méretli matrixok, akkor A +/— B =[aij +/— bijJmxn
3) matrixok szorzasa
Ha u egy n elembdl 4ll6 sorvektor, és v egy ugyanennyi elembdl 4116 oszlopvektor, akkor
Uy =uvituavat...FUnVs
Megj: ha n=2 és n=3, akkor a sik és térvektorok skalaris szorzasa
Def:Ha A mxn-es, és B nxr-es matrix, tehat A oszlopainak a szdma megegyezik B sorainak a
szamaval, akkor a két matrix ebben a sorrendben 6sszeszorozhato

(@)

n
= é Q mxr-eS métrix ICSZ, és Cik — Qi 1b1 Tai 2b2k+...+ainbnk= Z aij‘bjk
Jj=1

Tétel: Miiveleti szabalyok

a)A+B= B+A

b)A+(B+ O)=A+B)+ C

c) (atb) A=aA + bA

d)a(A+B)=aA+aB

¢) (ab)A =a(bA)

f) A(BC) = (AB)C

g AB+C)=AB+ AC
A+B)C=AC+ BC

h) a(BC) = (aB)C = B(aC)

Furcsasagok
1) AB# BA
2)(A+ By’# A’+2AB + B’
3) A # 0 nem kovetkezik, hogy A*# 0
4) AB=0, A# 0 nem kovetkezik, hogy B=0
5) AB=AC; A #0nem kdvetkezik, hogy B=C

Def: elemi sortranszformaciok matrixokon:
a) A matrix egyik sordnak szorzédsa egy szammal a tobbit hagyjuk
b) Az i-ik és j-ik sor cseréje
c¢) Az i-ik sorban j-ik sor szamszorosanak hozzdadasa

Def: Elemi oszloptranszformaciok: ugyanaz mint a sortranszformacioknal, csak oszlopokkal

Def: Egységmatrix: E
négyzetes matrix a fotloban 1-esek, a tobbi 0



Ha X olyan, hogy EX értelmes, akkor E

Tétel: Ha X olyan, hogy XE létezik, akkor XE = X
=X

Spec: minden 0 # a-hoz 1étezik olyan b, hogy ab = 1

Def: Ha A -hoz létezik olyan B, hogy AB = BA = E, akkor B =A"' (inverz matrix)
Kov: csak négyzetes matrixnak van inverze €s az inverz is ugyanolyan méretl

Tétel: Ha van A -nak inverze, akkor az egyértelmii
Biz: BA=E =AB,
B, =(B1A)B: = B/(AB,) = B,
=E =E

-1
a bl __1 d =b , ha (ad — bc) # 0, csak 2x2-es matrixra
c d ad—bc |—c a

oL 3112 -1
T4 2] 21-4 3

Az invertalhatd matrixszal lehet egyszerisiteni
Tétel: Ha A invertalhato, akkor
a)AB=AC —B=C
b)BA=CA —-B=C
c)AB=0 —B=0
d)BA=0 — B=0
Biz: AB = AC létrehozzuk A'-gyel

Inverz métrix kiszamitisa:
Sortranszformaciokkal
[A][E] 2o [E][A]

1 2 3|
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Tétel: Ha A,B négyzetes matrix, akkor
AB=E — B= A"
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Matrixinvertalas elméleti kérdései:

1) A-ban az elsd oszlop ,,rendbetétele” (sortranszformacidkkal létrehozzuk az E elsd sorat)
a) Ha A els6 oszlopa csupa 0, akkor A nem invertalhatd
b) Ha van # 0 szam az elsd oszlopban, de a, = 0, akkor sorcserével elérhetd, hogy (1;1)-en
#0 legyen
c) A sor szorzéasaval elérhetd lesz, hogy (1;1)-en 1 alljon
d) Az els0 sor szamszoroasait az alatta 1€v6 sorokbol kivonva elérhetd, hogy (1;1) alatt csak
0 legyen

2) A 2. oszlop rendezése
a) ha (1;2) alatt csak 0 van, akkor a matrix nem invertalhaté
b) sorcserével elérhetd, hogy (2;2)-n # 0 alljon
c) a sort szorozva elérhetd, hogy (2;2)-n 1 legyen
d) a 2. sor szdmszorosait kivonva a tdbbi sorbdl elérhetd, hogy az oszlopban a tobbi sorban
csak 0 legyen

Def: Az A n x m-es matrix transzponaltja az m x n-es matrix, amelynek (i;j)-edik eleme a;;
Jele: [AT] A ,tiikkrozése a foatlora”

B

Tétel: A transzponalas tulajdonsagai:
a) (cA)" = cA’
b)(A+B)'=A"+B'
c) (AB)" =B'A’
Biz: ¢) (B'A");; = (B' i-ik sora)(A" j-ik oszlopa) = (A j-ik sora)(B i-ik oszlopa) =
= (AB);i = ((AB)");;

Def: Vektortér (binaris tér)
Egy 0 #V halmaz (elemei sikvektorok), ha
1) Minden v, w vektorhoz tartozik egy v + w-vel jelo6lt vektor
2)u+ v =y +uminden V-beli u, v-re
3)(u+ty)+w=u+(v+w) mindenu, v, w
4) létezik 0 <V, melyre u + 0 = u minden u
5) minden u-hoz létezik — u (-u benne van a V halmazban), melyre u + (-u) =0
6) minden c valos vagy komplex szamra, és minden V-beli v vektorra létezik V-beli cv (a
vetkortér valds, ha c valds szam, komplex ha ¢ komplex szam

Tyclu+yv)=cu+cy minden c, u, v
8)(ctdu=cu+du minden c, d, u
9) c(du) = (cd)u

10) I'u=u

Pl.: minden vektortérben
a) a 0 egyértelmii
b)-u=(-Du
c)0u=0



Példak:
1) V = {[a;b]-n értelmezett Osszes valods érteki fiiggvény}
2) V = {3 x 2-es valos matrixok}
3) V = {(c,) valds sorozatok }
PL: (cA)'=(1/c)A"

(AB)'=B"'A"

Def: altér: A 0 # W V-beli részhalmazt altérnek nevezziik, ha W is vektortér a V-beli
miiveletekre

All: A 0 £ W V-beli részhalmaz altér < a két vektormiivelet nem vezet ki W-bél
W-beli wi; w; esetén c-w; €s w; + w 1S elem W-nek
Biz: a miiveleti azonossagok tovabbra is fennallnak
létezik 0, mert W-beli w miatt 0-w = 0, ami eleme W-nek
l1étezik -w = (-1)w, ami szintén eleme W-nek

PL.: - a sorozatok vektorterében altér a konvergens sorozatok dsszessége
nem altér viszont a divergens sorozatok dsszessége
- a fliggvények vektorterében altér ([a;b] (a;b szakaszon folytonos fliggvények) dsszessége
- altér a {legfeljebb 3-ad foku polinomok Osszessége}
nem altér a [3-ad foku polinomok &sszessége]

Def: Avi;v2; ... ; va eleme V vektorok linedris kombindcidja ¢i-v; + c'va + ... + Cy'Va
A linearis kombinacio trivialis, haci=c,=...=¢c,=0

Def: A vy; ... ; va vektorok linedrisan fliggetlenek, hacivi +... +cova =0 ci=...=¢,=0
Vi ...; Vo linedrisan 0sszefiiggd, ha nem linedrisan fiiggetlen, ilyenkor civ; + ... cava =0
miatt minden ¢; # 0 esetén v; a vektor linearis kombinacidja

PL: v linedrisan Osszefliggd <> v =0
{vi; v»} linedrisan Osszefiiggd «» cvi=w
C'V> =YV
Tétel: Ha vy; ... ; v V-beli vektorok, akkor a W = {c\vi + ... + co¥a; Ci; ...; Cy ValOs szdmok},
W V részhalmaza, W részhalmaz altere V-nek
W =Lin(v;; ... ; ¥a), aVi; ... ; ¥, altal generalt (kifeszitett) altere V-nek

Biz: Két linearis kombinaci6 dsszege, €s egy linearis kombinacié konstansszorosa is
linearis kombinacio

Def: {vi; ... ; va} vektorrendszer generatorrendszer V-ben, ha V =Lin{ vi; ... ; va}, azaz ha
minden V-beli v felirhaté v = ¢,v; + ... + c.v, alakban
Pl.: {1; x; x% x*} generator rendszer a legfeljebb 3-adfoku polinomok vektortérben,
sOt bazis, mert ¢; + cox + c3x> + x> =0

Def: {vi; ... ; va} bazis V-ben, ha linearisan fiiggetlen generatorrendszer

Tétel: {vi; ... ; o} bazis V-ben <> minden V-beli v egyértelmiien felirhaté v =cv; + ... +cov,
alakban
Biz: generatorrendszer < van feliras
linearis fliggetlenség < nincs egynél tobb feliras
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Modszer lineéris fliggetlenség, generatorrendszer, bazistulajdonsdg eldontésére:

Legyen V-ben bazis {ei; ... ; en}. Felirjuk vi; ... ; vat; vj=ajje1 + 0jer + ... + Oni€a
- ) [
oil oi2 .. oln
[oy] =
Iocn] on2 .. onn ]

Sortranszformacidk: minél tobb oszlop legyen egy 1-sel és n — 1 0-val, az 1-esek kiilonb6z6
magassagokban (szabalyos oszlopok). Ha t6bb szabalyos oszlop nem készithet6 [az eddigi
1-esek sorain kiviil minden sor = 0], akkor:
a) A szabalyos oszlopoknak megfeleld vi-ik linedrisan fiiggetlenek, a t6bbi y;
felirhat6 ezen vi-ik lineéris kombinaciojaként, melynek egyiitthatdi a y;
oszlopaban vannak

b) {vi; ... ; Vo } linedrisan fliggetlen < minden oszlop szabalyos
generatorrendszer <« n db szabalyos oszlop van
bazis < m =n és n db szabalyos oszlop van
-2 3 6 7
PL: Hany fiiggetlenvanv, = | 0 | ;= |2| ;v3= |—1| ; wa= | O | vektorok
1 5 1 -2
kozott?
-2 3 6 7 0 13 8 3 0 29 0 '3’
o 2 -1 0f - |0 2 '-1" Of — |0 =21 O —
175 1 =2 1 5 1 =2 1 7 0 =2
] 20 [
0 — 0 1
3
0 -2 10
79
1 — 0 0
3
| [

A kiindulasi v,; v3; v4 lineérisan fiiggetlenek, v, pedig felirhato veliik
79 29
v = ?'l’l+(—2)'¥3+?'¥4



Van n = 3 szabalyos oszlop — vi; v3; v4 generdtorrendszer, linedrisan fliggetlenek is —
{v1; v3; v4} bazis R’-ban

Tétel: Ha van n elemi bazis, akkor:
a) barmely linearisan fliggetlen vektorrendszer legfeljebb n elemi
b) barmely n elemti linearisan fliggetlen rendszer bazis
c¢) barmely generatorrendszer legalabb n elemii
d) barmely n elemii generatorrendszer bazis
Kov: V-ben barmely két bazis ugyanolyan elemszamu

Def: A vektortér dimenzidja barmely bazisanak elemszama, dim (V)

Tétel: dim (V) =n <> van n db fiiggetlen vektor, de n + 1 mar nincs
<> van n elemii generatorrendszer, de n — 1 elem{i méar nincs

Pl.: A 2 x 3-as valés matrixok vektorterének dimenzidja 6

al a2 a3| _ 1 00 010 0 0 1
[bl b2 b3] ~al [0 0 o] faz [o 0 0] T lo o o] "
0 0 0 000 00 0
+ - -
bl [100_ b2[01()l b3 [001]
| |
0
0
1
PL: R" dimenzidja n, egy bazis |.| 1— i-edik pozicidon van az 1-es, i-edik bazisvektor
IOI

Def: Az A m x n-es matrix oszloprangja a linedrisan fiiggetlen oszlopvektorok maximalis szdma
Az A sorrangja a linearisan fiiggetlen sorvektorok maximalis szama

Tétel: Az oszloprang nem valtozik a sor- és oszloptranszformécio sordn. A sorrang sem

"1 4 5 2 "4 5 2 1 0 0 0

PL.: |2 1 3 o 0 -7 =7 =4 2z fo =77 -7 -4
-1 3 2 2 0 7 7 4 0o 7 7 4
1 00 0 1 000

°r lo 1 1 470 - (o1 00
000 0 0000

zonos 0 sor nem szamit

o

sorrang = 2 — az elso 2 sor fliggetlen, az
oszloprang = 2

Tétel:



a) Barmely m x n-es matrixra:

sorrang = oszloprang

rang (A)
b) Elemi sor- és oszloptranszformacidkkal barmely m x n -es A matrix olyan alakra
hozhato, ahol a bal fels6 sorok k x k-s E, a tobbi pozicié 0, ilyenkor a rang (A) =k

Biz: Szabalyos oszlopok, az 1-esek soraban a tobbi tag 0-va tehetd
oszloptranszformaciokkal. Sor- és oszlopcserével a szabalyos oszlopok az els6 k
oszlopba, az 1-esek a foatloba vihetok

. ; [
1 0 0f [0 0O
01 O0f [0 0O
0 0 1f |0 0 O
0 0 0
0 00 [0]
0 00
" ! I
PL: 2x3-as matrix, rang=0 > A=0 lg 8 8]
rang = 1 <> A barmely két sora parhuzamos vagy barmely két oszlopa
parhuzamos
cl ¢2 ¢3 _ . ocl ac2 oc3
[acl ac2 acS] > el =]e2] = e3] > 0 vagy [ cl 2 3 ]

rang = 2 <> van két fliggetlen sor, de 3 nincs
<> van két fiiggetlen oszlop, de 3 nincs

rang = 3 — ilyen nincs, mert nem lehet 3 fliggetlen sora, mert csak 2 van

Linearis egyenletrendszerek:

anX; +apXs + ... +anmX,=b;
AX;+anX,+ ...+ anX, =b

AmXi T amX2 + ... + amXn = bm

x1 bl
Ha A=[a]mxn; x= |...] ;b= , akkor Ax=Db
xn bm’
PL:2x+ty=1
x+3y=2
5x+3y=8

2 1 1
1 3 [x]=2
53 Y 8

A X b



Pl.: Legyenek A oszlopaiai;; a;...;a., azaz A=[a; a ;... ; a.]. Akkor Ax =Db alakja
Xiar ... Xn@n =

b
2 1 1
PL:x |1 +y 3] = |2
5 4 8

A) Mikor van megoldas?
Tétel: Ax = b linearis egyenletrendszer megoldhat6 < rang (A) =rang (A; b)

Biz: 1étezik megoldas «» b eleme dim (a;; 2, ; ... ;@) <> dim (a;; 2 ;... ;a,) <
dim =rang (A)
dim(a;;a;...;a.,b)
rang (A, b)
Megj.: - rang (A) <rang (A, b) esetén az egyenletek ellentmondasosak
- rang (A, b) =k = van k db filiggetlen egyenlet
- rang (A) <rang (A, b) miatt egyszerre k sor A-ban mar 9sszefliggd. Ezen
Osszefliggés szerint linedrisan kombinalva a k db egyenletet minden véltoz6 kiesik —
C =0 (ez ellentmondas)
B) Mikor egyértelmii a megoldas?
All: Ax=b
—Ax-x%)=0
Ax*=Db
Ezért Ax =D -nek < 1 megolddsa van — Ax = 0-nak csak x = 0 a megoldésa

Tétel: Ax =b egyértelmiien megoldhatd < rang (A) =rang (A,b) =n
Biz: xia; + ... + Xqa, = b egyértelmili <> a;; ... ; a, linedrisan fliggetlenek < rang (A) =n

Azaz a megoldas egyértelmii <> van n db fliggetlen egyenlet

C) Hogyan szdmoljuk ki a megoldasokat?
[ A | b]- sortranszformacidkat végziink, A-ban minél tobb szabalyos oszlop legyen. Ezen
oszlopok 1-eseit sorcserével az elsé k sorba vissziik — Ilyenkor A-ban a k-ik sor alatt
csupa 0 van

a)b oszlopaban a k-ik poziciok alatt van #0. Akkor Ax = b-nek nincs megoldasa
B)Ha b oszlopaban a k-ik pozici6 alatt csupa 0 van, akkor van megoldas

A nem szabalyos A oszlopoknak megfelel6 x;-k szabadon valaszthatok, a szabalyos oszlopok
valtozoi kifejezhetok az 1-eseknek megfeleld sorbol

12 o] [3]
PL: 51 4 — nincs megoldas
,.0 0 0] | /]
12 o] [3]
51 4 — X, paraméter
.-0 0 0] | ]

X]:3—2X2



X3:4—5X2

2 15010 1
3 01 1 0 0 [-1
-1 0 4 0 0 1 2
0 00 0 OO 0

Xo=1-2%X; —5X3— X5
Xs=-1-3x1—-X»
X6:2+X1—4X3

b

Magyarazat: Ax =b <> BAx =
[Alb] — [BABD]
PL:3x—-y+4z=1

Xx+ty—z=3
2xt+z=1
x+ty=-4
]
3 -1 4 1
1 1 -1 3
ﬁ
2 0 1 1
1 '1" 0 -4
|
| I
| I
2
1 00 g
0 00 _7
0 0 1 >
010
-25
4
| b

Pl:x+2y—-z+4u=2
2x—y+z+u=1
x+7y—4z+1lu=a

10 2 —1 4 2
2 -1 1 1 1| —
1 7 -4 11 a
' 2 -1 4 2
0 -5 3 -7 -1
0 0 0 0 a-3

A 2,4, 6 oszlop szabalyos — x; X3; Xs szabad paraméter

Megj: Ha A invertalhato, akkor Ax=b < x=A"b

40 4] [-5 —4 0 0| [-9
00 =2f |7 4 0 of o
— —
2 0 17| |1 0o 0 1] |1
11 0] [-4 11 0] [-4
= 2
4
9 25
= —4__=__
y 4 4
~ 1
2
1 2 -1 4 2
0 -5 3 -7 -1| >
0 5 =3 7 a=2
1 0 1/5 6/5 4/5
a=5- |0 1 =3/5 7/5 3/5
00 0 0 0



Z; u paraméter

Al 6
5 5 5
o 343,07
5 5 5

D) Hany szabad paraméter lesz a megoldasban?

Tétel: Ha A m x n-es, akkor Ax =0 homogén linedris egyenletrendszer megoldasai vektorteret
alkotnak R"-en, dim = n — rang (A)

Ko6v: Ha Ax = b megoldhato, akkor megoldasai az n -rang(A) szabad paraméter lesz

] I | I
-1 =6
X 5 5
PL.: Y =z é +u _—7
z 5 5
u 1 0
0 1
| I | i
X_ ——'Z_Q.u
5 5
N
YT 5475

dim=2=n-rang(A)=4-2=2

Def: p: {1;2;...;n} — {1; 2; ...; n} permutaciéi p(1); ...; p(n) az 1; ... ; n szamok egy felsorolasa
A p(i) és p(j) inverzidban 4ll, ha (i —j)(p(i) — p(j)) < 0. A p inverzidszdma I(p), az inverzidoban
allo parok.

A p permutacioi paros, ha I(p) paros
paratlan, ha I(p) paratlan

PL: 321 I(p)=3
3142 I(p)=3
3124 I(p)=2

All: Ha p-ben két elemet felcseréliink, a paritas megvaltozik

Def: Az A n X n-es matrix determinansa

A= det(A) =3 (-1)'® ajpayaz@) ... “Qnpm) p permutécioi 1; 2; ...; n -nek
p
PL: det[a] =a az egy elemii determinans egy szam
det | b =ad—-bc,mertad=anan p=(1;2);Il(p)=0

d
bc = apay, pP= (2;1); I(p) =1



al a2 a3
det bl b2 b3 = alb203 + a2b301 + a3b1c2 — a3b2c1 — a2b1c3 — a1b3c2
cl ¢2 c3

absc) = apaznas p=(2;3;1); I(p) =2

Tétel: A determindns tulajdonséagai
a) det(A") = det(A)
b) Sortranszformacioknal:
bl) egy sort c-vel szorozva a determindns c-szeresére valtozik
b2) két sort felcserélve a determinans (-1)-szeresére valtozik
b3) egyik sorhoz egy mésik sor konstans szorosat adva a determindns nem valtozik
¢) Oszloptranszformacioknal: ugyanigy
d) Ha a matrixnak van 0 sora, vagy 0 oszlopa, a det =0
e) Ha a matrixnak van két egyforma sora, vagy oszlopa, a det=0
f) Ha a matrix egyik oszlopa két vektor 0sszege, akkor det[a;; ... ; ai1; b+ ¢; aj1; ... 5 an] =
=det[ar; ... ; a1, b; gju; ... 5 an] T det[as; ... 81 € A . A
g) Ha a f64tlo alatt, vagy a f6atld folott csupa O van, akkor det(A) = aji-az: ... - am
h) det(E) = 1
1) det(AB) = det(A)det(B)

1
Ddet A= 2o

Biz: b2) p permutacidban i és j helyet cserél
j) det(A)det(A™) = det(AA™) = det(E) = 1

0 00 0 -3
000 2 0
Pl: [0 0 5 0 O =(-3)*2*5*%1*4%(-1)®=_120
010 0 O
4 0 0 0 O
p=(54321)I(p)=10
0 1 5 3 -6 9 1 =2 3 1 =2 3
Pl. 3 -6 -9 =(I) 0 1 5 =310 1 5 =310 1 51 =
2 6 1 2 6 1 2 6 1 0 10 -5
1 =2 3
=3 0 1 5 =-3*[*1*(-55) =165
0 =55
1 0 0 3 1 00 O
DR T7T0 6 _ 270 0 _ 5k
Pl. 063 0 063 0 26%21 =-546
7 3 1 =5 7 3 1 =26

Def: Ha A n x n -es matrixbol elhagyjuk az i-edik sort €s a j-ik oszlopot, a keletkezd
(n — 1)x(n — 1)-es matrix determinansat (-1)" -vel szorozzuk, A;; az i, j-hoz tartozo eljeles

determinans A-ban



Tétel: a) Determinans kifejtése i-ik sora szerint
det(A) = aiAir + apAp + ... T anAi
b) Determindns kifejtése a j-ik oszlop szerint
det(é) = a]jAlj + aszzj + ...+ anjAnj

0 1 5
PL: 3 =6 9| kifejtése
2 6 1
. -6 9 3 9 3 -6
1. det= -1 + =30*5+15=1
a) 1. sor szerint: det =0 ‘ 6 1‘ ‘2 1‘ 5 ‘2 6‘ 30%5+15=165
39 0 5

1

=15+60+90=165
39

b) 2. oszlop szerint: det = 1 ‘2 ‘ +(-6) ‘(2) ?‘ -6 ‘

Tétel: Ferde kifejtési tétel
a) Ha egy sor elemeit egy masik sorhoz tartozo eldjeles aldeterminansokkal szorozzuk; az
0sszeg 0
anAip tapApt... T anAin=0 har#1
b) oszlopokra hasonldéan
apAj T axAy+ ... T anAy,y =0 har#j

Def: Legyen A n x n-es
A =T[Aji]nxn (nemA;;!!)

Tétel: a) Kifejtés és ferde kifejtés sorszerint:
A A =det(AE

b) Kifejtés és ferde kifejtés oszlop szerint:
AA = det(A)E

Tétel: Ha A négyzetes, akkor A invertalhato < det(A) #0 és A = (1/det(A))*A

Biz: Ha det(A) # 0, akkor AA = det(A)E miatt A((1/det(A))*A) =E
Ha det(A) = 0, akkor A nem lehet invertalhato, mert det(A)det(A™) = 1

Tétel: Cramer-szabaly: linedris egyenletrendszer megoldasa determinansokkal
det(b;a,,..;a,)

x det=(A)
_ det(a;b;...;a,)

2 det (A)

det(a,;...;b)

Xp= ——————

det(A)



PlL:2x+ y=1

3x+4y=2
1 1
2 4 2
X = =—
2 1] 3
3 4
2 1
_ B2t
Y 2 1] 5
3 4
Pl.A= a b] — A= [d _b]
= | c d = —-c a

A= (1de(ADA = —1— [d ‘b]

PL.:
1 2

>

I
N BN
—_— O =
N D W

esetén (A)];z = Az] =- ‘

Tétel: Ha A n x n -es, akkor det(A) # 0 <=>rang(A) =n

Biz: rang = n <=> az 0sszes oszlop fliggetlen <=> lehet E-t 1étrehozni
sortranszformaciokkal <=> A invertalhaté <=> det(A) # 0

Tétel: Ha A m x n-es matrix, akkor rang(A) =k <=> van k x k-as nemnulla aldeterminans, de
minden (k+1)x(k+1)-es aldetermindns 0
[aldeterminans: tetszéleges k sor, €s tetszdleges k oszlop talalkozasi pontjaiban ad6do
k x k-as matrix determinans]

Pl.:det(cA) # c-det(A), helyette det(cA) = c™det(A)
det(A+B) # det(A) + det(B)
det(AB) = det(A)det(B) v
Linearis operatorok:
Def: V, és V, valos vagy komplex vektortér. Egy V|, — V, leképezés linedris operator, ha v,w
eleme V, esetén
A(v +w)=Av + Aw
A(cy) = cAv
All: Linearis operatornal AQy1 =02

A(-y) = -Ay
A(cy) + ... + cvn) =CAv; + ... + CAV,



Def: Az AV, — V; lineéris operator
magtere: Ker A= {v eleme V,: Av =0}
képtere: Im A= {Av: v eleme V,}

All: Ker A altere V,-nek, Im A altere V,-nek
Biz: Ker A esetén: Av = 0 = Aw esetén A(cy) = cAv = c0 = 0, tehat cv eleme Ker A
A(y+w)=Av+Aw =0+ 0=0, tehat v + w eleme Ker A
Im A hasonlo

PL: R? — R’ linedris operator
a) 0 koriili a szogl forgatés
b) 0 kdzéppontu hasonlosag (nyujtas)
c) tiikrozés egy 0-n &tmend egyenesre
d) merdleges vetités egy 0-n d&tmend egyenesre

PL.: d/dx: C'(R) — C(R) linearis operator
(ch' =cf; (F+g) = + g
Ker A (d/dx) = {f: d/dx f=0} = konstans fligvények
Im A (d/dx) = {f: feleme C'(R)} = C(R)

f folytonos => d/dx Jf = f(x)
0

Pl.: A m x n -es val6és matrix definidl egy linearis leképezést

A:R"—> R" A(cx) =cAx
Ax = Ax Ax+y) = Ax+Ay
KerA= {x: Ax=0} dim =n —rang(A)
Im A = {Ax: x eleme R"} dim = rang(A)
T

A oszlopai altal kifeszitett altér

Tétel: Dimenziotétel:
Ha AV, — V; linedris, dim V, véges, akkor
dim V, =dim Ker A + dim Im A

Pl.: A m x n -es matrix altal definialt linearis leképezés esetén:
dimV,;=n
dim Ker A =n —rang(A)
dim Im A = rang(A)

Miveletek linearis operatorok kozott:
Def: A,B: V| — V; esetén
cA: Vi — V,, (cA)v = c(Av)
A+B: Vi—V, (A+B)v=Av + By

Tétel: Az 6sszes Vi — V, linedris operator vektortér. Tehat példaul
A+B =B+A; A+(B+C) = (A+B)+C ... stb.

Def: A: V,— V3; B: V,— V, linedris leképzés, akkor
ABI V1 d V3



(AB)y = A(By)

Pl.: BAv = B(Av)
A:Vi—>V,
B:V,—>V,

AB: Vz — Vz
BA: V,—> 'V,

Tétel:  A(BC) = (AB)C
A(B+C)=AB + AC
(A+B)C = AC + BC
¢(AB) = (cA)B = A(cB)

Def: A V,— V, injektiv v#w esetén Av # Aw

All: Ha A leképezés linearis, akkor injektiv <=> Ker A = {0}
Biz: Av=Aw <=>A(y — w) =0 <=>v — w elem Ker A

Def: A: V,— V; linearis operator invertalhato, ha injektiv és sziirjektiv, azaz Ker A= {0}
¢sImA=V,
Ilyenkor minden V,-beli v, -hdz van pontosan egy V,-beli v;, hogy Av, = v», és akkor
A: V,— 'V, linearis operator
Al vo =y, amire Ay, = v

All: HaA: V,— Vs és B: V,— V, lineéris leképezés invertalhato, akkor AB: V|, — Vs is
invertalhaté és (AB)' = B'A"!

Tétel: Legyen Vi;V, valds vagy komplex
legyen {bi; ... ; b} bazis V;-ben
{fi; ... ; fu} tetszOleges V,-ben
Akkor van pontosan egy A: V; — V, linedris leképezés, amelyre Ab;=fi;i=1; ...;n
Biz: minden V-beli v egyértelmiien felirhaté v = aub; + ... + anb, alakban =>
Ayz (11Ab1 + ...+ U.nAhn: 0.1f1 + ... U.nfn

Az ab + ... + oby — oufi + ... onfi leképezés linearis

Def: Legyen A: V,— V, lineéris operator
E={ei; ...; e} bazis V -ben
F={f}; ...; £.} bazis V,-ben
Agi-t felirjuk az F bazisban:
Agj=afi + ayh, + ... + apifn
A = [aj]mxn-ben a j-ik oszlop az Ag;j egylitthatdi az F bazisban
A az A lineéris operator matrixa az E:F bazispéarban; jele: Agr
Formalisan: [f; ...; fu] Aer = [Aei; ...; Aen |

Def: E bazis Vi-ben, v eleme Vi, v=oue; + ... + o€

al
Akkor vg =
on

Tétel: Ha A: V, — V; linearis, E bazis V -ben, F V,-ben, akkor v eleme V esetén
AXF = éE;F'XE



Biz: [fl; cees fm]éE;F'XE :A[Ql; cees Qn]XE =Av= [fl; cees fn]AtXF
Mi lesz AB matrixa?:
Tétel: A V2—> V3
B: V,— V,; linedris operatorok
Vi-ben bazis E, V,-ben bazis F, Vs;-ban G
Akkor ABeG = Arc - Ber

Biz: ABvg :AiBX)G =Arc - Bvr=AG * Br - ve = ABg * Ve
— ABr6 = Arc - Ber

Mi lesz A™' méatrixa?

Tétel: Ha A: V,— V, invertalhato, akkor

Algp= (éE;F)_I
PL: A: R* — R?, 0 koriili pozitiv forgasiranyba vald a szogil elforgatas

| 0

F et - o
{L 1} i [0] =1
8

Ans = [cpsa —sin a]
sina  cosa

A" (A"), azaz

. n .
cosa —sina _ |cosna —sinna
sina cosa sinna  cosna

Hogyan valtozik meg egy vektor felirasa baziscserénél?

a) Egyetlen bazisvektort cseréliink:

bl vl
be= [|...] sve= |..
bn \Y/

A b bevihetd a bazisba olyan ¢; helyre , melyre bi# 0

bn

. 1 b2

Speciel, ha b, # 0, akkorb=bigs + ... +bwga > 1= 70 b- 77 -
vl b

vEvigitver + .. tvien= - bt(W-vie = et .+ (Va-vi

bl bl

bl

bn
bI

) €n

Cn



vl

bl
1 vl
0 2—b2-—
Y bl
’ vn—bn- vL
I bl
VE v koordinatai a {b; &; ...; e.} bazisban

Sorcsere nélkil!

2e, + e+ 4ey

PL: {e; &; €3; €4} b=e~
V= 2 +e + 363 + €4

b bevonhaté-e e; helyére?

1 2 0
-2 1 0o 7

= = - "F + —
L3 ) 3 azazv=-g +7e +3b—1le4
4 1 0 -1
be ve by ve

b) tobb bazisvektor (akar egész bazis) cseréje
sortranszformaciok —

bie bxe Ve A%

PL: {ei; &; €3} bazis
bi=2e1+ &— &

b= ¢ +3e;
b= e +t4e— &
v= et & te&
2 1 1 1 0o 't -7 -1 o1 -7 -1
1" 0 4 1 — |1 0 4 1 — |1 0 4 1 —
-1 3 -1 1 0O 3 3 2 0 0 24" 5
bie bx b ve bbb by ¥ bi by bs v
{e1; bi; e3}-ban by; bi; €3} -ban
| |
01 0

11
24
1 0 0 é tehat by; b; bs is bazist alkot, mert sikeriilt ket bevonni a bazisba
S
24



[big; boe; bsg; ve] sortr— [E, vs]
[bie; bae; bae; E] — [E, Be']
=>vp= Br'vp

Tétel: Ha Br = [byg; ... ; bue], akkor
a) v = Be'vs

b) Es= (Br)'
b) biz: a) miatt v = Br' v
ve= Epve
= By'= Ep

Tétel: Baziscsere az operator matrixaban
A: V| — V; linearis operator
V| -ben bazis E és E'
V, -ben bazis F és F'
= Aer = (F'r)" E'
é};v;p = [A '1}:'; cees AQ‘EF]
| [le', cees an]

Spec: A: V — V lineéris operator, V-ben bazis E és E'. Akkor
A= (E) " AceE's
rovidebb jeldlés: Ae
Def: P, {legfeljebb n-edfoku valds egyiitthat6ja polinomok}

Pl.: P, — P, lineéris operator matrixa az {x*+x+1; 2x+1; -x*+1} bazisban

b b, bs
01 0
E={l; x; x*}-ben Te= |0 0 2
0 0 O
1 1 1 1 2 O o "1 2 1 2 0
1 2 0 2 0 =21 — |0 2 1 2 0 =2 —
1" 0 -1 0 0 O 1 0 -1 0 0 O
b, by b; Thb; Tb, Th; bi b, bs; Tb; Th, Ths
E-ben {e1; €; b}-ben
] I
01 01 —§ —§
0 1 2 1 2 0 4 5
0 0 '-3m 0 -4 =21 — |0 010 3 3
1 0 -1 0 O 0 4 N
1 0 00 — —
| 3 3 i
bi by b; Tb; Tb, Th; by b, bs Tb; Th, Ths



4 2
0_ =
3 3
2 4
= |1 -2 -2
=P 33
4 2
0_ -
3 3
| |
1 17" fo1 o0 1 1
Te=Be)"Te-Be= |1 2 0 0 0 2 2 0
1 0 -1 00 0 0 —1
01 0 11 1 1 2 0
002 -11 2 of=12 0 =2| =[Tbu Tha, Ths]
00 0 1 0 —1 00 0

Def: A: V — V linedris operator. Ha van egy olyan v # 0 uigy, hogy Av parhuzamos v-vel, tehat
Av = Av egy v # 0-ra
ekkor A az A linedris operator sajatértéke, és v a A-hoz tartozo sajatvektor

Megj: Ha v = 0, akkor Av = Av minden A-ra. Viszont A = 0 lehet sajatértéke: Av = 0v =0
AL = 0-hoz tartozo sajatvektorok dsszessége Ker A\{0}

All: A A-hoz tartozé sajatvektorok osszessége Ker (A — AE)N{0}
Bizz: Av—Av <= (A—-AE)v=0

PL: E: V — V egységoperator sajatértéke 1, sajatvektor minden v # 0
0: V — V null-operator sajatértéke 0 sajatvektor minden v # 0

T: R" — R? az orig6 kortili forgatés o szoggel, 0 < a < 7, nincs sajatérték

Def: A A sajatértékhez tartozo sajataltér: Ker (A — AE), az 6sszes A-hoz tartozo sajatvektorbol és
a 0-bol all

Miért hasznosak a sajatvektorok?

Tétel: T: V— V linearis operator B bazisbeli matrixa diagondlis <=> B a T sajatvektoraibol
all, ilyenkor a diagonalisban a sajatértékek vannak

Tétel: A kiilonb6z6 sajatértékekhez tartozo sajatvektorok linedrisan fliggetlenek
Tb; = Aiby, Ai # A esetén by; ... ; by linearisan fliggetlen
Biz: Indukcio
ayn=1 b linearisan fiiggetlen, mert b, # 0
byn-1 —n
I. abyj+ aby+...+ ab,=0
II. 0=T(oubi+ ...+ 0wby)=0;Th; + ... + a,Thy
az [ egyenletet A,-nel beszorozzuk, majd a két egyenletet kivonjuk egymasbol
[—1IL ou(a — Aby + oo + 0(ha — An1)bn = 0
= u=m=...=0,=0=>0a,=0

Tétel: Legyen T: V — V linearis, V-ben bazis B.



Akkor A sajatérteke T-nek <=> det(Ts—AE) =0
A-ban n-ed foku polinom

Tétel: A sajatértéke A-nak <=> (As—AE) =10

A sajatvektorok
Tétel: A A sajatértékhez tartozo sajatvektorok As =As <=> (A —AE) = 0 <=>(As—E)ss = 0,

PL: T: Ps — P53, T, = (x+1),

0
B={1; x; x*; x*} 0

I

S O O

O = =
S NN O

0 0

T1 Tx Tx?
T1 =1; Tx = x+1; Tx* = 2x*+2x; Tx® = 3x*+3x?

3

3
3
Tx

-2 1 0 0
0= det(Ts—AE) = 8 16’1 231 (3) =Ah— DA —2)(A - 3)

0 0 0 3-21
sajatértek: 0, 1,2 ,3

b) sajatvektorok

01 00
01 20
M =0, (Ts—AE)s;s =0, azaz 00 2 3 y=0; y+27z=0; 2z+3u=0; 3u=0—
0 0 0 3
01 00 y 0
01 00 y| _ |0
N . =
0 0 2 0 2z 0
0 0 01 u 0
1I
0
SiB = 0 s;=1
0
B
110 0 1100
0 0 2 0 0 0 0 O
-1 x+v =0 0=0: 7=0" u=
Mm=1; 0013—> 0 0 1 0 x+y =0; 0=0; z=0; u=0
I0 0 0 2 0 0 01
|
1
SoB = ! ;S = 1+x
2B 0 9 D2
0
B




-2 1 0 0
0 -1 2 0
—. _ +v=0: -v+27=0- —()- 11—
M=2; 0 0 0 3 — -2x+y=0; -y+2z=0; 3u=0; u=0
0 0 0 1
1
_ 12 _ 2
S3B= 1 ;53=1+2x+x
0
-3 1 0 O
0o -2 2 0
= - +_-_ + :._+ —()- —()-
=3 0 0 -1 3 3x+y=0; -2y+27z=0; -z+3u=0; 0=0;
O O 0 o
1
S4p= 3 ; 84 = (x+1)°
3
1

Tétel: Ha T: V — V linearis, B egy n elemt bazis V-n, akkor p(A) = det(Ts—AE) A-ban n-ed
fokt polinom, amely fiiggetlen B-tdl
Biz: Ha attériink C bazisra, akkor Tc—AE = (Cp)"(Ts-AE)-Cg => det(TAE) =
= det((Cp"")-det(Ts-AE)-det(Cg) => det (Ts—AE) = det(T—AE)
1

det (CB)
p(A) a T operator karakterisztikus polinomja

Def: Az A ¢s B matrixok hasonlok, ha létezik olyan C n x n-es invertalhaté matrix, hogy

B=C"AC
Tétel: Hasonld matrixok sajatértékei megegyeznek, sot karakterisztikus polinomjaik is

10 0
. _ _ 0ff1 0 y
Biz: A=Ag, ahol E = standard bazis
04l 0 1
Ha C =[ci; ... ; ¢n], akkor C oszlopai bazist alkotnak R"-ben és C = Cg. Ezért
B = (Ce)""AeCs, ezért B=Ac => det(B-AE) = det(A—AE)
Hasonlé matrixok = ugyanazon operator kiilonb6zd bazisokban vett matrixai
Kapcsolat a determinans ¢€s a sajatértékek kozott

Tétel: det(A) = Ai-Ax-...-A, ahol a sajatértéket annyiszor kell venni, ahdnyszoros gyoke 0 a
karakterisztikus polinomnak

PL.: 2E sajatértéke csak a A=2, de det(2E) = 2", det(2E-AE) = (2 — )"

Kov: Hasonld matrixok determindnsai megegyezik



-2 1 =1
PL: T= I -2 -1 sajatértékei: 0, -3, -3 =>det(T) =0
-1 -1 =2
n

Def: Az n x n-es A matrix nyoma tr(A) = > aj, ,, a féatloban szerepl6 elemek 6sszege’
i=1

b

PL: tr(T)=-6
All.: Ha A m x n-es és B n x m-es, akkor tr(AB) = tr(BA)
n n

[Biz: tr(AB) = tr(BA) = 3. > ajbij]
=1 j=1

Tétel: Ha T:V — V lineraris, akkor tr(Tg) nyoma fliggetlen a B bazis valasztasatol tr(T),
operator nyoma
Biz: tr(Tc) = tr (C"Tp-Cs) = tr(Te-Cp'Cs") = tr(TsE) = tr(Ts)

Kov: Hasonlé matrixok nyoma is megegyezik

Tétel: tr(T) = M+ ... + A, (sajatértekek 6sszege), ahol minden A; annyiszor szerepel ahdnyszoros
gyoke a karakterisztikus polinomnak

A determinans mint eldjeles térfogat:

Pl.:

a4 Z‘ a [Z] és [fl] altal kifeszitett paralelogramma eldjeles teriilete, akkor
c

pozitiv, ha [Zl -bdl [2] -be pozitiv forgasiranyon jutunk el

al a2 a3 al bl cl
PL: |bl b2 b3| az |a2| , |b2| és |c2| altal kifeszitett paralelepipedon
cl c¢2 c3 a3 b3 c3

eldjeles térfogata, akkor pozitiv, ha a, b, ¢ jobbsodrasu rendszer

Tétel: a)A= ¢ b] definial egy A:R*> — R’ linearis operatort. Barmely sikidom képének

c d
terlilete az eredeti teriilet |detA|-szerese és detA>0 esetén a koriiljaras megmarad

0] a2 a3

b)A= |bl b2 b3| eseténaz A:R* — R’ operatornal minden térfogat
¢l ¢2 3

|detA|-szeresére valtozik, és detA>0 esetén a jobbsodrast rendszert alkotd vektorok
altal képezett rendszer a leképezés utan is jobbsodrasu marad

c¢) Tobbdimenzids determinansra hasonlo

K6v: det(AB) = det(A)-det(B)



1
(det A)

det(A™) =

Euklideszi terek:

Skalaris szorzas altalanositasa

ul vl
u= |u2| v= |v2| =><wy>=uv=uv;+uv:tuzvs
u3 v3

Tulajdonsagai:

4)uu >0, és csak akkor =0, hau=20
All:  a)u0=0u=0
b) (ouu; + ... + Oally) V=0 Ury + ... F Oy

Def: Egy valds V vektortér valés euklideszi tér, ha van benne egy VxV — R skaldris szorzas (1)-4)
tulajdonsag)

Def: Egy komplex V vektortér komplex euklideszi vektortér, ha van benne egy VxV — C (a2)és a
4) teljesiil, 1') v -u= (konjugalt) v-u

All: Skaléris szorzasnal:
a)u(cy)=c(uy) [u(cy) = c-u-y valds euklideszi térben]
b)0v=v0=0
) (o + ...+ 0n'ln)'V = 0(Urr Y)F ...+ 0n'(Un'y)
u(onv + ..o+ 0nVe) = orr(Wry) + .. F Ga(Uny)

PL: R™ben X' y=X;y1 + ... + Xa'¥n
Chben X'y =x1y1 + ... + Xa'¥a xx=xiF+ ... +[xi)

b
PL: C[a;b]-n <f,g>= [f(x)-g(x) dx (valds fiiggvények)
b
<fig> = [f(x)-g(x) dx (komplex fiiggvények)
b
(= <> =|fP)

Vektor hossza

Def: ||v][= +vv-v  (avektor euklideszi norméja)

PL: R™-ben x| = Vx+..x>

b



Clasb]-n || = J Jire

Tétel: Cauchy-Bunyakovszky-Schwarz (CBS) egyenl6tlenség
euklideszi térben

- v < |luf -l ¢és egyenlOség <=>ha u €s v parhuzamos
. A= V1] — 11 . +
Bizz0<(u-cyv)(@u-cy)= Liil ey L’l (c_/y) (ev)(ey)
flulf e (wy) [ef* v
Legyen c = LI , akkor 0 < ||u|2—u;%~vu~y—%~(u v)+ - of NvlP=lulf- vl o]
vy vl vl Iv]* v

rendezve
[u - v < ful - el

egyenlség <=> u—c-v=0=> ués v parhuzamos

X, +...+X 4 +x>
PL: < T T mert [+ X Axe < Vnyx At
n n

AllL: A norma tulajdonsagai:
a)[lu>0¢és=0<=>u=0
b) [[cul| = [c]-{Jull
¢) Jlu + vl < fuf| + [v]

PL: (x4 ot (x, 41 ) < Vot yi 4+

Def: u ¢és v merdleges, hauv =0
uy = [[ul[-|v][-cosa

Def: Valos euklideszi térben az u és v vektorok hajlasszége 0 < a <=, ha cos a = m
1< uy <1 a CBS miatt
[[ull-lv

PL: C[0; n]-ben <f:g> = [fg
0

a és sin o szoge

(xssin(x)) _ _{x-sin(x)dx o :ﬁ
cosa={x;x)V(sin(x);sin(x)) [x Ol T
f|x| dx- fsm ) dx \/?

0

1—cos(2x)
2



T
[x-sin x dx = [-x-cos X]%+ Jcos x dx = -mcos ==
0 0

P1.: Pithagorasz-tétel
Ha u és v merdleges, akkor |[utv|f* = |jul]* + |jv|]

<u;u>+<u;v>+<u;v+<v;v>
Biz: Hauv =0, akkor [u+ v =<u+yv); u+v)>= —— —

[ —

—_ ()
Jul? 0 0 [IvIF

Def: {ei; ; ...; en} bazis ortogonalis bazis, ha ei-ej=0 (1 #])
ortonormélt bazis, ha ortogonalis bazis és ||| = 1 minden i-re

Tétel: Ha {e; ; ...; €.} ortogonalis bazis, akkor

AT v-e,

v &t e,
e e

Bizzv=oy¢ +... + onen /-e1 (skalaris szorzas)
ver=arere toxere t... Toene

el 0 0

v-e,

e,

Spec: Ortonormalt bazisban
v=(re)e ... t(ven) e

All: Barmely v felirhato egy b-re parhuzamos és egy b-re merdleges vektor dsszegeként

3 y'bz b+ V—V—b2 b)
v="|b b
Ib Ly

Tétel: Legyen S altér a V euklideszi térben. Akkor barmely V-beli v felbonthat6 egy S-beli és S-
re merdleges vektor 6sszegére. Ha S-ben {ei; ...; e.} ortogonalis bazis, akkor

n
y.ek y.ck
v= Z 2'§k+(\—/_ € )

S8
k=1 ||§k|| ||§k||2

V€,
Megj.: Z ” ” ‘€ ay vektor merbleges vetiilete az S altérre, azaz a v vektor S altérbe
€k

es0 komponense

Tétel: Projekcid tétel:

Ha v nem eleme az S altérnek, akkor S-nek a v-hez legkdzelebb esé pontja éppen a v-nek
az S-re vett merdleges vetiilete. Azaz ||v — s|| minimalis akkor, ha s =Y [(v-e)/|leil*]-&
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PL: V=C[-1;1] <fig>=[fg
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e* merdleges vetiilete P;-re
{1; x} bazis P;-ben
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<l; x>=J1'x"dx =0 => {1; x} ortogonalis baziscsere
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Hogyan készitiink ortogonalis bazist?

Tétel: Gram — Schmidt ortogonaliz4cio:

¢ =Db Ha {b;; ...; b.} bazis a V euklideszi térben
C =
b;c, b;-c,
C3= 3™ 6= C,
.| el
o Z e

Def: Az n X n-es matrixnak az adjungaltia A* = A’
All:  (A+B)*=A*+B*
(CA)*= ¢ -A*
(A'B)* =B*-A*

Def: AT: V — V linedris operator adjungéltja az a T*: V — V linearis operator, amelyre
<Ty, w> = <y, T*w> minden V-beli v, w-re

Tétel: Ha E ortonormalt bazis, akkor T*g = (Tg)*
Biz: ONB-ban v = <vie/>ei + ... + <v; e>¢n
Spec: Tei = <Te;, e>-e1 + <Tej, &>€, + ... T <Teg;, er>en = T = (<Tej; &>)"i =1
Def: Legyen V egy komplex euklideszi tér és T: V — V linedris operator. T unitér, ha
T*=T! azaz T*T=TT*=E

Ha V val6s euklideszi tér, akkor T: V — V linedris operator ortogondlis, ha T' = T, azaz
TT =T'T=E

Megj: |Ty| = <Ty; Ty> = <y; T*Ty> = <y, v> = ||y|f
,» Az unitér vagy ortogonalis operator a vektor hosszat nem valtoztatja meg”

Tétel: Az unitér (ortogonalis) operatorok jellemzése
Legyen V komplex (valés) euklideszi tér, T: V— V linedris operator
Akkor ekvivalensek:
a) T unitér (ortogonalis)



b) barmely ONB-ben T*=T"' (T""T")
c¢) barmely ONB-ben T oszlopai ortonormaltak
d) barmely ONB-ben T sorai ortonormaltak
e) T skalaris szorzattartd: <Tu; Tv> = <u; v> minden V-beli u,v-re
f) T normatart6: || Tul| = |ul| minden V-beli u-ra
g) Komplex V esetén van olyan <g;; ; ...; €.> ONB V-ben, hogy Te; = Ai-ei A =1
minden i-re
Megj: g) valoés vektortérben nem igaz
pl.: R*-en egy forgatasnak nincs sajatértéke, ortogonalis transzformacio

Pl.: R? — R? ortogonalis transzformacioi
forgatas 0 koriil €s/vagy tiikrozés egy 0-n atmend egyenesre
cosa —sina cosa sina
. vagy .
sina  cosa sina cosa

g) helyett valos vektortérben:
Tétel: AT: V — V linedris operator ortogonalis <=> ha van olyan ONB, hogy T a {64tlo
mentén legfeljebb 2x2-es blokkokra bomlik, amelyek dnmagukban is ortogonalis méatrixok

1x1-es blokkban 1 vagy (-1)

A blokkokon kivil minden elem 0

Def: Ha V komplex (valds) euklideszi tér,

A:V — V lineéaris operator
A 6nadjungalt (szimmetrikus) A* =A (A"=A)

Tétel: 6nadjungalt operator jellemzdi:

Legyen V komplex (valés), A: V — V linearis operator, akkor ekvivalens:
a) A 6nadjungalt (szimmetrikus)
b) Barmely ONB-ben A*=A (AT=A)
c¢) Van olyan {e;; ...; e.} ONB, hogy Ae; = Ai-ei AelemeR;i=1,...,n

Tétel: A: V — V 0nadjungalt (szimmetrikus) <> <Au; u> = <u; Av> minden u;v-re

PL: R? szimmetrikus transzformacioi ¢) alapjan
létezik si; s, a két vektor merdleges, s, irdnyaban A,-szeres nyujtas, s, iranyaban A,-
szeres nyujtas

A0
0 1

Pl.: R? szimmetrikus és ortogonalis, ha transzformacioi <=>merdleges sajatvektorok;
+/- 1 sajatértékek
}\.] = }\.2 :1 :>A: E
=-1=>A=-E

és:

M =1; A = -1 => A tiikrozés s, egyenesére

Def: Az A valos, szimmetrikus matrixhoz tartozé kvadratikus alak

n n
<AX, x> =X'AX =¥ Y aijXiX;
=1 =1



PL.: l§ 2] -hoz tartoz6 kvadratikus alak

[xy] [§ ﬁ] I’y‘] =[x, ]

Pl.: x* + 3xy + 2y* + 4yz + 6xz + 8z kvadratikus alakot adé matrixa

2x+3y

=2x*+ + +5y* =2x* + + 5y?
Ix+5y 2x° + 3xy + 3xy + Sy = 2x” + 6xy + Sy
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Tétel: Fétengelytétel:
Ha A val6s szimmetrikus matrix, akkor van olyan {e;; ...; e.} ONB, amelyben ,,az A-hoz
tartozo6 kvadratikus alak négyzetdsszeggé valik”, azaz
x'Ax =Y oA ahol x = Y aiei és Aei = g i=l;...;n
i=1

Biz: x = Y aiei => Ax = Y oihigi => X'AX - <AX, X> = <Y ikigi, D.0ie> = Y 0liki

PL: 5x* —4xy + 8y*=1 milyen gorbe egyenlete?
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1 =2 2
M=4 [_2 4] 1 =115 [1]

- [5 _2]’ [S_A _2] = (=5 -8 4=1— 131 +36= (- 4H(A-9)



