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1. Bevezetés

Akiknek ez a konyv késziilt

Els6sorban az ELTE Informatikai Kar informatikus, programtervezd mate-
matikus, programozoé és informatika tanar szakos hallgatdi szamara késziilt
ez a példatar.

Ajanlom azonban masoknak is, akik a szamelmélet alapjaiban jartassiagot
szeretnének szerezni. Ezt megkonnyitheti az, hogy valamennyi példa részlete-
sen ki van dolgozva.

A kdényv szerkezete

A 2. fejezet alfejezeteinek elején azok a tudnivalok — definiciok, tételek — sze-
repelnek roviden dsszefoglalva, amelyekre a példak megoldasa kozben sziikség
lehet. A szamelmélet alapjainak részletes felépitése megtalalhatd tébbek ko-
z0tt a szerzd Bevezetd fejezetek a matematikdba I. cimd konyvében, illetve az
Ajanlott irodalomban felsorolt konyvek egy részében.

A teljes anyag lényegében két részre tagolodik. Az Elméleti dsszefoglaldk,
példdk fejezetben minden egyes példa utan kovetkezik a részletes megoldas.
Ugy gondolom, hogy e fejezet anyagat végigkovetve kialakulhat egy atfogo kép
a szamelmélet alapvets fogalmairél. Ha valaki ezeket az ismereteit mélyiteni
kivanja, akkor a Feladatok fejezet példaihoz nyulhat. Ezeknek a megoldésai a
Megoldds fejezetben talalhatok.
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Technikai tudnivalok

A képletek szamozasa az elméleti 6sszefoglalékban rémai szamokkal torténik,
a kiilénbozs fejezetekben egymastol fiiggetlentil. A példék és feladatok kép-
letei arab sorszamot kaptak, minden példaban és feladatban tjra kezdddik a
SOTSZAmMOZAS.

Jelolések, felhasznalt egyéb fogalmak

N a természetes szamok (pozitiv egész szamok) halmaza, N = {1,2,3...}.
7 az egész szamok halmaza.

Q a racionalis szamok halmaza.

R a valds szamok halmaza.

Valamely o € R szam egész része, [a] az az egyértelmien meghatarozott
egeész szam, amelyre [a] < o < [a] + 1, tort része az {a} = a — [a] érték.
Nyilvan 0 < {a} < 1.

Valamely a € R szam abszolit értékét |a| jeldli. |a| = a, ha a > 0, egyéb-
ként |a| = —a.

Binomialis tétel.

Legyen n természetes szam, z,y pedig egész szamok. Ekkor

n __ n n n n—1 n k n—k n n
(x+vy) —<O>y +<1>1‘y +...+<k>$y +...+(n)x.

Fibonacci-szamok.
A kovetkezs szaballyal megadott sorozat elemeit Fibonacci-szamoknak ne-

vezziik.
=1 k=1 F,=F_1+F 2

Az els6 néhany szam: 1, 1, 2, 3, 5, §, 13, ...
A Fibonacci-sorozat n-edik tagja:

1 ((1+v5\" [1-v5\"
e 3 (58] (55)) eoria

Ko6szonetnyilvanitas

A példék részben méas konyvekbdl, példatarakbol, masok altal Gsszeallitott
feladatsorokbol szarmaznak. Azok a forrésok, amelyekrsl tudomésom van,
szerepelnek az Ajdnlott irodalom fejezetben. A feladatok mas része pedig eb-
ben a példatarban jelenik meg el&szor.

Koszonom a lektorok segitségét, akik aprélékos munkaval igyekeztek ki-
szlrni a hibdkat. Tanicsaikat igyekeztem messzemengen figyelembe venni.
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A konyvben taldlhaté hibakra, hidnyossagokra vonatkozo észrevételeket
koszonettel fogadom.

Budapest, 2005. jalius

Lang Csabané
zslang@compalg.inf.elte.hu
ELTE Informatikai Kar Komputer Algebra Tanszék
1117 Budapest, Pazméany Péter sétany 1/C.






2. Elméleti osszefoglalék, példak

2.1. Oszthatésag

Legyenek a,b egész szamok. Azt mondjuk, hogy a osztdja b-nek, ha létezik
olyan ¢ egész szam, melyre a - ¢ = b teljesiil. Ezt a|b-vel jeldljiik. Ha ilyen ¢
szam nincs, akkor a nem osztdja b-nek (a1 b).

Peldaul 2|10, mert 2 -5 = 10, de 4 1 6.

Ez a definicié tobbet mond anndl, mint hogy 2 egész szam, hiszen az a = 0
esetet is megengedi.

Az oszthatésag néhany alapvetd tulajdonsaga

1. a|0 minden a € Z esetén; ha 0]b, akkor b = 0; ala minden a € Z esetén.
2. Ha a|b és b|c, akkor alc.

3. 1|la és —1|a minden a € Z-re.

4. Ha alb és b|a, akkor |a| = |b].

5. Linedris kombindcios tulajdonsdg. Ha alb és alc, akkor albx 4+ cy minden
x,y € 7 esetén.

6. alb akkor és csak akkor teljesiil, ha |al|[b].

7. Ha alb és c|d, akkor ac|bd.

Egy egész szamot egységnek neveziink, ha minden egész szamnak oszt6ja.
Azok a szdmok az egységek, amelyek az 1-nek oszt6i. Z egységei a +1 és a
—1.
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Ha a|b és b # 0, akkor |a| < |b|. Egy nem nulla b egész szamnak véges sok
osztoja van. A —|b|, —1, 1, |b| mindig osztoi b-nek. Ezek trividlis osztok.

Valamely a egész szam t0bbszirdse a k egész, ha alk. Az a,b egészek kozos
osztdja a d egész, ha d|a és d|b, kozds tobbszorosik a k egész, ha alk és b|k.

A legnagyobb kozos osztd szaméra kézenfekvs definicio a kovetkezs: a
kozos oszték koziil a legnagyobb.

Ezzel a meghatarozassal az a gond, hogy nem oszthat6sagi, hanem rende-
zési tulajdonsagaval adja meg a legnagyobb kozos osztét, s ebbdsl nem latszik,
hogy milyen oszthatésigi kapcsolatban van a tobbi kdzos osztoval. Masrészt,
el6fordulnak olyan szamkorok, amelyekben értelmezhets az oszthatosag, de
olyan teljes rendezés nem adhat6 rajtuk, amely a mrtiveletekkel 6sszhangban
lenne, s igy ezt a definici6t ott nem alkalmazhatnank. Ezért a kovetkezd,
mas struktarakra is kiterjeszthet6 meghatarozast adjuk. (Belathato, hogy ez
a meghatéarozas az egész szamok korében lényegében egybeesik az elgzével.)

Az a,b egész szamok legnagyobb kiézds osztdja a d egész, ha
1. d koz6s oszto, és
2. d minden koz6s osztonak tobbszordse.

0 és 0 legnagyobb kozds osztéja 0. Példaul 24 és 36 legnagyobb k6zos
osztoja a 12 és a —12 is. Ez a két szdm azonban egymas egységszerese, mas
szoval egymés asszocidltja. Az asszocidltak kélesonésen osztoi egyméasnak.

Barmely két szdmnak van legnagyobb koz0s osztdja, amire biztositék az
euklideszi algoritmus (lasd a 2.4. fejezetet.) A legnagyobb k6zos oszto asszo-
cidltsag erejéig egyértelmid, ami azt jelenti, hogy ha a és b legnagyobb kozos
osztéja d, akkor —d is legnagyobb ko6z6s osztéjuk, mas szadm pedig nem leg-
nagyobb kozos osztdja ennek a két szdmnak.

(a,b)-vel, illetve Inko(a,b)-vel a legnagyobb kozods osztok nem negativ
reprezenténsat jel6ljiik. Tehat példaul (0,0) = 0, (24,36) = 12, (—24,36) = 12
és (—24,-36) = 12.

Az a1, ao, ..., ap € Z szamok legnagyobb kézds osztdja d € 7, ha d kdzos
osztd és minden kozds osztonak tobbszérdse. Ilyen d létezik és asszocidltsig
erejéig egyértelmd, s a nem negativ értékiit jeloljik (aq,as,...,a,)-nel. Mi-
vel két szam koz0s osztéinak halmaza megegyezik legnagyobb kézos osztojuk
osztoinak halmazaval, ezért:

(a1,a2,...,an) = ((a1,a2),a3,...,an) = ... = ((((a1,a2),a3),...,an—1), an)

Ebbél az atalakitasbol nemcsak az olvashaté le, hogy minden esetben van
az ai, az, ..., ap szamoknak legnagyobb kozos osztéja, hanem modszert is
kapunk a megkeresésére. ElGszor ugyanis megkeressiik két szdm legnagyobb
kozos osztojat, ehhez hozzévéve egy kovetkezdt Gjra megkeressiik a legna-
gyobb kozds osztét, és igy tovabb.
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Az ay, ag, ..., ap egész szamok relativ primek, ha (a1, az, ..., ap) = 1.
Az a1, ag, ..., a, egész szamok pdronként relativ primek, ha (a;,a;) = 1
minden i # j esetén. Ha n szam paronként relativ prim, akkor nyilvan relativ
prim is. Forditva azonban nem feltétleniil igaz. Tekintsiik a 6, 10, 15 szamokat.
Joéllehet relativ primek, paronként nem relativ primek.

A k egész szam az ay, ag, ..., an egész szimok kdzos tébbszirdse, ha
ailk minden i = 1, 2, ..., n esetén. A k egész szam az a1, az, ..., 4, €gész
szamok legkisebb kézds t6bbszérdse, ha
1. k mindegyik szdmnak t6bbszdrose, és
2. k a szamok mindegyik t&bbszordsének osztdja.

Példa. 12 és 18 legkisebb kozos tobbszorose 36 és —36.

Ha a szamok egyike 0, akkor a legkisebb k&z0s tobbszorosiik is az. Két
szam legkisebb kozos tobbszorise asszocidltsag erejéig egyértelmid. a és b leg-
kisebb kozos tobbszorosei koziil a nem negativat [a, b]-vel, illetve 1kkt(a, b)-vel
jeloljiik. Tetsz6leges két egész szamnak van asszocidltsag erejéig egyértelmien
meghatarozott legkisebb kdzos t6bbszordse.

Az f 0-t06] és +1-t6] kiilonb6z6 egész szamot felbonthatatlannak nevezziik,
ha f =ab (a,b € Z) esetén a vagy b egység. Egy felbonthatatlan szam osz-
to1 csak a +1, illetve £f lehetnek. Ilyen szamok példaul a +2,4+3, +5 sth.
Torzsszamoknak is nevezik ket ama tulajdonsigukra utalva, hogy a tébbi
szam ezekbdl a szamokbol lényegében egyértelmiien felépithets. A 1ényegében
egyértelmi jelz6 azt jelenti, hogy a tényez6k sorrendjétél, illetve egységszor-
z6t6l eltekintve egyértelmt. Nézziik példidul a 12 szdm néhany elgallitasat:

12=2.2-3=(-2)3-(=2) = (-3)(-2)2 = ...

E szdmoknak egy mésik lényeges tulajdonsiga, az tgynevezett primtulajdon-
sag is szerepet jatszik abban, hogy minden egész szam lényegében egyértel-
muen felépithetd belslitk. A p 0-t6l és +1-t61 kiilonb 626 egész szam primszdm,
ha plab (a,b € Z) esetén pla vagy p|b teljesiil.

Példa. 19,23 felbonthatatlan szamok, és egyuttal primszamok is. 6 nem
primszam, mert van olyan eset, hogy 6 oszt6ja egy szorzatnak, de egyik té-
nyez6nek sem oszt6ja. Példaul 6/6 =2 -3 de 612 és 61 3.

Az egész szamok korében ez a két tulajdonsag, a felbonthatatlansiag és
a primtulajdonsag egybeesik. Ez azonban nem minden szamkdrben van igy.
Példaul a paros szamok halmazéaban is értelmezhetd az oszthatdésag, itt van-
nak felbonthatatlanok, primek azonban nincsenek, s6t egység sincs. A paros
szamokrol nem mondhatjuk el, hogy egyértelmten felbonthatok lennének fel-
bonthatatlanok szorzatéra.
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A szamelmélet alaptétele (Az egyértelmii felbontas tétele)

Barmely nullatol és +1-t61 kiilonbdzs egész szam felbonthatd véges sok fel-
bonthatatlan egész szorzatara, és ez a felbontas lényegében egyértelmd. °

A szorzatra bontasnal egytényezls szorzat is szoba johet. A lényegében
egyértelmd felbontéson azt értjiik, hogy egy n egész szadm béarmely két fel-
bonthatatlanok szorzatéra vald felbontasat tekintve a tényezdk kdlcséndsen
egyértelmien Osszepéarosithaték tigy, hogy az egymésnak megfelel§ tényezék
egymas egységszeresei legyenek.

Az egyértelmi felbontas tétele alapjan a természetes szamok kivetkezd
el6allitasa egyértelmd.

Az n # 1 természetes szam kanonikus alakja

n=pi'py° .. Pt

ahol p1, p2, ..., pi kiillonbo6z6 pozitiv primek, és mindegyik a; > 0 egész
Szam.

Az n szam mddositott kanonikus alakjdhoz jutunk, ha a fenti elgallitasban
az a; = 0 esetet is megengedjiik (ez utobbi alak nem egyértelm).

Példa. A 140 szam kanonikus alakja 140 = 22-5-7, modositott kanonikus
alakja tobbek kozott a 140 = 22 - 5-7- 130,

Az n = p{'p5? ... pp* kanonikus alakkal rendelkezs természetes szamnak
a d természetes szam akkor és csak akkor oszt6ja, ha d = p’flp’g2 .. .pfk, ahol

A legnagyobb k6z0s oszté és a legkisebb k$z6s tobbszortés megha-
tarozasa

Két természetes szam legnagyobb kozos osztdja és legkisebb kozos tébbszorose
meghatarozhaté a szamok kanonikus alakjanak segitségével. Legyen

a=py'py®...py, 020 (i=1,...,7)
és
b=p's . pf, B0 (=1, ..., 1)

az a és b természetes szamok modositott kanonikus alakja. Ekkor

(a,b) = pflnin(a1,51)p12nin(azﬂz) o p;nin(amﬁr)7

valamint

max(a1,81) max(az,32) max(ay,5r)

[a,b] = p; Py .. Dy .
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Legyen példaul a = 22-3%-5%.7 65 b =23.3%.52. 7% Ekkor (a,b) = 2,
[a,b] =23-3%.52.7.

Ez az eljaras azonban nem hatékony, kiilondsen nagy szamok esetén. Mind-
maig a legjobban hasznalhaté algoritmus a tébb mint 2000 éves euklideszi
algoritmus. (Lasd a 2.4. fejezetet.)

Ha az euklideszi algoritmussal meghatéirozzuk a legnagyobb kozds osztot,
akkor az

Inko(a, b) - Ikkt(a,b) =a-b
Osszefliggés alapjan a legkisebb kozos t6bbszorés konnyen kiszamithato.
Még néhany oszthatésaggal kapcsolatos 6sszefiiggés

8. a,beZ, ceN esetén (ac,be) = (a,b)c.

9. Ha a,b,c € Z, albc és (a,b) = 1, akkor alc.

10. Ha a,b,c € N, ale, blc és (a,b) = 1, akkor abc.

11. Legyen a,b € N, (a,b) = 1. Ekkor ab tetsz6leges d osztdja egyértelmiien
allithato el6 a kovetkez6 alakban: d = a1by, ahol ai]a és by|b. Forditva, ha
agla és balb, akkor agba|ab.

12. ale, blc < [a, b]c.

13. a — bla™ — b, mert a" —b" = (a —b)(a" ' +a" 2+ ...+ b"71).

14. a + bla®™ — b*", mert a®" — b*" = (a™)? — (b7)%.

15. (a +b)|a®*1 + b%+1 ) mert

a2l~c+1 + b2k+1 —_ (CL + b)(a2k _ a2k—1b+ L — gb?kl + b2kz)

Példak

2.1-1. Allapitsuk meg, milyen maradékot adnak a természetes sza-
mok négyzetei 3-mal és 5-tel osztva.

Megoldas.
’ n ‘ n? ‘ a maradék ‘
n = 3k n? = 9k2 0
n=3k+t1 | n2=9k2+6k+1 1
’ n ‘ n2 ‘ a maradék ‘
n = bk n? = 25k2 0
n=>5k+1 | n?2 =25k +10k+1 1

n=>5k+2 | n?=25k2+20k+4 -1
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Ha négyzetszamot 3-mal osztunk, 0 vagy 1 a maradék. Ha négyzetszamot

5-tel osztunk, 0, 1 vagy —1 a maradék. [ |

2.1-2. Igaz-e, hogy minden 3-nal nagyobb p primnek van 6-tal oszt-
haté szomszédja?
Megoldas.

Igaz. Mivel 21 p és 3 1 p, ezért egyrészt 2|p — 1 és 2|p+ 1, mésrészt 3|p— 1
vagy 3|p+ 1. p— 1 és p+ 1 koziil az egyiknek 2 és 3 is oszt6ja, igy osztoja a

6 is. []

2.1-3. Bizonyitsuk be, hogy n® — 5n% + 4n oszthaté 120-szal. (n tet-
szl0leges egész szam.)
Megoldas.

Nézziik a kovetkezs atalakitasokat: 120 = 23 -3 -5,

n®—5n3+4n = n(n—4n*—n?4+4) = n(n*(n?—4)—(n’-4)) = n(n*~4)(n*-1) =

=nn—-2)(n+2)(n—1)(n+1)=n—-2)(n—n(n+1)(n+2)

Ot egymés uténi szam kozott biztosan van egy 3-mal és egy 5-tel oszthato,
valamint van ko6zottiik két paros, melyek egyike 4-gyel is oszthato. Mivel 3, 5
és 8 paronkeént relativ primek, a szorzat oszthato 3, 5 és 8 szorzataval, vagyis

120-szal. ]

2.1-4. Bizonyitsuk be, hogy 665/35" — 207
Megoldas.
1. megoldds:

3671 _ 26n — (36)77, _ (26)71
36— 26 =729 — 64 = 665
665/(3%)" — (2°)",

mert
a—bla® —b" = (a—b)(a" 4+ a" 2+ ...+ b7

2. megoldds:

3671 _ 2671 — (33)271 _ (23)271 — 27271 _ 8271
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27+ 8 = 352777 — 8%,

mert
a -+ b|a2n o an — (an)2 o (bn)2’
és
27 -8 = 19[27%" — 8%,
mert

a—bla®—b* = (a—b)(a" P+ 2+ +0FY).

35 és 19 relativ primek, igy a szorzatuk, 665 is oszt6ja a kifejezésnek.

3. megoldds: Teljes indukciéval bizonyftunk. n = 1 esetén 665 osztdja a
kifejezésnek, mert 36 — 26 = 665. Legyen n > 1, és tegyiik fel, hogy n-re igaz
az allitas. Belatjuk, hogy ekkor n 4 1-re is igaz.

36(n+1) . 26(7’L+1) — 36 . 36% . 26 . 26n —7929. 36% —64- 267L —

= 64(3%" — 26") + 665 - 357

64(35" —26")_nek osztoja 665 az indukcios feltevés szerint, 665-3"-nek szintén

osztbja, igy a teljes kifejezés oszthato 665-tel. |

2.1-5. Bizonyitsuk be, hogy 6t egymast kévetd egész szam négyze-
tének az Osszege nem négyzetszam.
Megoldas.

n—22+m—-124+n’+n+12+n+2?%=56n>+10=5n>+2) (1)

n? 5-tel valo osztasi maradéka 0, 1, —1 lehet (lasd az 1. példat), emiatt

n% 4+ 2 5-tel valo osztasi maradeka 2, 3, illetve 1 lehet, tehat n? + 2 nem
oszthato 5-tel. Az (1) kifejezésben 5 paratlan kitevsji hatvanya fordul eld, s

igy nem négyzetszam. |

2n 41

2.1-6. Bizonyitsuk be, hogy a — a tizes szamrendszerben felirva

mindig 0-ra végz6dik, ha n > 2.
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Megoldas.

Legyen A = a —a. Azt kell megmutatnunk, hogy 2 és 5 oszt6i A-nak,
amibdl mér kovetkezik, hogy (mivel 2 és 5 relativ primek) a szorzatuk, 10 is
osztoja A-nak. Alakitsuk ezt a kifejezést, mikézben felhasznaljuk azt, hogy

2741

a?" = (02" )2, valamint a2 = (a¥" )%
a?'th— g = a(a2n —-1)= (1)
=a(@® —1)- (@ + 1) =a((@® -1 (T (2)

Az (1) alakbol latszik, hogy 2| A, hiszen vagy a vagy a mésik tényez§ paros.
5| A is teljesiil az aldbbiak miatt. Vagy 5|a, vagy pedig 51 a, s ekkor (a2n_2)2

osztasi maradéka 1 vagy —1 lehet, tehat (2) egyik tényezGje oszthato 5-tel. m

2.1-7. Bizonyitsuk be, hogy ha egy (tizes szamrendszerben felirt)
Otjegyl szAm oszthaté 41-gyel, akkor a szamjegyek ciklikus permu-
talasaval nyert Otjegyid szam is oszthaté 41-gyel.
Megoldas.

Jeloljiik az Otjegyd szamot A-val.

A = ag + 10a1 4 100as + 1000a3 + 10 000a4
Az A-bol ciklikus permutélassal nyert szam
Al = a4 + 10ag + 100a; + 1000as + 10 000as.
Ebbél lathato, hogy
Al =104 — 100000a4 4+ a4 = 10A — 99999ay. (1)

Tudjuk, hogy A oszthato 41-gyel, 99999 = 41 - 2439 | s igy (1) mindkét tagja

oszthato 41-gyel, tehat Al is oszthato vele. ]

2.1-8. Bizonyitsuk be, hogy 30 osztéja az mn(m* —n?) szamnak, bar-
milyen m,n egész szam esetén.
Megoldas.

1 nt) = mn(m? — n?)(m? + n?), (1)

valamint 30 = 2 - 3 - 5. Ha belatjuk, hogy 2,3,5 osztéi (1)-nek, akkor 30 is
osztOja, mert 2, 3,5 paronként relativ primek.

mn(m

2lmn vagy 2|m? — n?,
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2 2 2

mert ha 2{m-n, m és n paratlan, de akkor m? és n? is az, igy 2|m? — n?.

3lmn vagy 3|m? — n?,

2

mert ha 31 m-n, m és n nem oszthaté 3-mal, de akkor m? és n? 1-et ad

maradékul, tehat 3|m? — n2.

5|mn vagy 5|/m? — n? vagy 5/m? + n?
Ha ugyanis 5 { mn, akkor m? és n? 5-tel osztva 1-et vagy —1-et ad maradékul.
Ha mindketts 1-et ad, akkor 5|m? —n?, ha mindketts —1-et ad, akkor ugyanez
a helyzet. Ha pedig az egyik 1l-et ad, a maésik —1-et ad maradékul, akkor
5/m? 4+ n?. (Lasd az 1. példat.)

2.1-9. Bizonyitsuk be, hogy ha a tetszdleges egész szam, akkor az

a® +2a
a*+3a?+1
tort nem egyszertisithetd.
Megoldas.
a® + 2a a(a® +2)

A 13211 a2(a®+2)+a2+1

Ha valamilyen p prim oszt6ja a szamlalonak, akkor vagy a-nak, vagy a®+2-nek
osztoja. Vizsgiljuk meg azt az esetet, amikor p oszt6ja a-nak. Ekkor a nevezé
elsé és masodik tagjanak is osztoja, s igy osztéja a harmadik tagnak, 1-nek. Ez
azonban ellentmondas, tehat a semelyik primosztojaval (ha egyaltalan van)
nem egyszer(sithets a tort.

Nézziik most azt az esetet, amikor valamilyen p prim osztoja a® 4+ 2-nek.
A nevezé elsé tagjaban szerepel a® + 2, igy a tovabbi résznek, a? + 1-nek is
osztéja kell legyen p. Ebb6l az kivetkezik, hogy a két rész kiilonbségének,

(a2 +2) — (a® + 1) = 1-nek osztoja p, ami nem lehetséges. ]
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2.2. Oszték szama, a 7 fiiggvény

Egy n természetes szam pozitiv osztdinak szdma 7(n).
1. Ha n =1, akkor 7(n) = 1.
2. Ha n > 1 és az n szam kanonikus alakja n = pi™* - p5?...p.*, akkor

T(n) = (a1 +1)- (e +1)...(a +1). (1)
A 7 fiiggvény multiplikativ, vagyis
T(a-b)=7(a)-7(b) (a,b) =1 esetén.

A 7 fiiggvénynek ezt a tulajdonsagat a példak megoldasa sordn idénként fel
fogjuk hasznalni.

Példak
2.2-1. Hany pozitiv osztéja van 490-nek?
Megoldas. 490 =2-5- 7%, 7(490) =2-2-3 =12 ]
2.2-2. A 15%-120.23%. 14 szamnak
a. hany 21-hez relativ prim pozitiv osztéja van?

b. hany 21-gyel nem oszthaté pozitiv osztéja van?
Megoldas. Szamitsuk ki a szdm kanonikus alakjat.

15%.126.232.14 =213.39.53.7.232

a. A szamnak annyi 21-hez relativ prim pozitiv osztdja van, ahany osztdja
van a 213 .53 . 23%-nek, tehat 14-4 -3 = 168.
b. 1. megoldds.

A 3-mal nem oszthaté osztok szama megegyezik 213 - 53 - 7- 232 osztéinak
a szamaval.

mn=7(2%.5°.7.23%)=14-4-2-3=2-168

A 7-tel nem oszthaté osztok szama megegyezik 213 - 39 . 53 . 232 osztoinak a
szamaval.

o =7(21%.3%.5%.23%) =14.10-4-3 =10- 168
A 3-mal és 7-tel nem oszthat6 osztok szama 73 = 168. A keresett szam:

TI+T—713=2-168410 168 — 168 = 11 - 168 = 1848
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2. megoldds.
Az Osszes 0sztd szadma:

7(21%.39.5%.7.23%) =14-10-4-2-3 =20 - 168

A 21-gyel oszthato osztok szamat megkapjuk, ha az eredeti szambol levalaszt-
juk 3 - T-et, és vessziik ennek az osztoit.

7(213.3%.5%.23%) =14.9-4-3=9-168
A kettd kiilonbsége adja a megoldast.

20-168 —9-168 = 11168 = 1848

2.2-3. A szultan 100 celldjaban szaz rab raboskodik. A szultan le-
kiildi egymas utan 100 emberét. A k-adik alkalommal lekiild6tt em-
ber minden k-adik cella zarjan allit egyet, ha nyitva volt, bezarja,
ha zarva volt, akkor kinyitja. Kezdetben minden cella zarva volt.
Mely sorszamu celldk lesznek a végén nyitva?

Megoldas. Azok a cellak lesznek a végén kinyitva, amelyek sorszamaban az
osztok szama paratlan. 7(n) értéke akkor paratlan, ha (I) mindegyik ténye-
z6je paratlan, ez pedig akkor teljesiil, ha a szam kanonikus alakjidban minden
kitevs paros. Az ilyen tulajdonsagn szamok éppen a négyzetszamok. A felté-

teleknek az 1 és 100 kdzotti négyzetszamok felelnek meg. ]

2.2-4. Hatarozzuk meg azt a legkisebb n természetes szamot, amelyre

a. 7(n) = 23; b. 7(n) = 25; c. 7(n) = 24.
Megoldas.
a.7(n) = 23 n = 22 = 4194 304
b. 7(n) = 25 n = 24.3% = 1296
c.7(n) = 24 n = 23.32.5 = 360

2.2-5. Mi a szilikséges és elégséges feltétele annak, hogy egy n ter-
mészetes szamnak ugyanannyi paros osztéja legyen, mint ahany pa-
ratlan?
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Megoldas. Legyen n = 2% -y, ahol (2,y) = 1. Ekkor 7(n) = (k+1)-7(y). A
paratlan osztok szama éppen 7(y), ami a feltétel szerint megegyezik a paros
osztok szaméval, és igy

7(n) =2-7(y).

Ebbél k£ + 1 = 2, tehat £k = 1. A feltételnek az n = 4s + 2 alak(l szamok

felelnek meg, ahol s tetsz6leges nem negativ egész szam.
|

2.3. Primszamok

Vizsgéljuk meg, hogyan lehet egy n szdmrol eldonteni, hogy primszam-e vagy
sem. Nyilvanvalé, hogy ha n Osszetett szam és p az n legkisebb primosztoja,
akkor p < 7. Ennél azonban kisebb fels¢ korlatot is lehet adni p-re.

1. tétel. Az n Osszetett szam legkisebb primosztdja nem lehet nagyobb
V/n -nél.
Bizonyitas. Legyen p az n legkisebb primosztéja, és n = pk. p valasztasa
miatt p < k. Ezért p? < pk, p? < n, amibsl p < /n. ]

Ha tehét egy szamrol el akarjuk donteni, hogy primszam-e, vagy 0sszetett,
elég a y/n -nél nem nagyobb primszamokkal valo oszthatosédgot vizsgalni. Ha
ezen primek egyike sem osztéja n-nek, akkor n prim.

Példa. Az n = 83 szam nem oszthato 2, 3, 5, 7 egyikével sem. Ezek a
v/83 -nal nem nagyobb primek. Ezért 83 maga is prim.

A kovetkez§ modszer segitségével adott N szamig elGallithatjuk az dsszes
primet.

Eratoszthenészi szita

Irjuk fel a szamokat 2-t6l N-ig. A sorban az elsé —a 2 — prim. A 2 tébbszoroseit
huzzuk ki a sorbél. A kdvetkezs legkisebb, amelyik megmaradt — a 3 — szintén
prim. Most htizzuk ki 3 tobbszoroseit. A megmarad6 legkisebb megint prim.
Es igy tovabb. Az eljaras végén a sorban megmaradt szamok valamennyien
primek.

Az eljarast elég addig folytatni, amig a megmaradé legkisebb szdm nem
nagyobb v/ N -nél.

A kovetkezd tétel bizonyitasa Euklidészt6l szarmazik.

2. tétel. A primszamok szama végtelen.
Bizonyitas. Tegyiik fel az allitdssal ellentétben, hogy p1, p2, ..., pr vala-
milyen k € N-re az 6sszes 1étezd primszam. Képezzik az

N=pipa...pr +1 (1)
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szamot. N > 1, mert példaul 2 a primszamok kozott szerepel. A szdmelmé-
let alaptételébsl kovetkezik, hogy N-nek létezik p primosztéja. Ennek a p
primnek az el6bb felsoroltak kozott kell lennie. De p|N és p|p; ... pg-bol (I)
alapjan p|1 kovetkezik, ami ellentmondas. Hibas volt tehat az a feltevésiink,
mely szerint véges sok prim van, tehét a primszamok szdma végtelen. [

Az (I) képzési modszerrel elgéllitott szamok nem mind primek.

2+1=3
2:3+1=7
2:3-5+1=31

2-3-5-7T+1=211
2:3-5-7-11+1=2311
2-3-5-7-11-13+1 = 30031 = 59 - 509

Az els6 6t esetben primet kapunk, az utolsdé azonban Gsszetett szam.

A kovetkez6 bizonyitas Vinogradovtol szarmazik, és felhasznalja az Euler-
fele ¢ fliggvény fogalmat. (Lasd 2.6. fejezet.)
Bizonyitas. (A 2. tétel 2. bizonyitasa.) Tegyiik fel allitasunkkal ellentét-
ben, hogy véges sok primszam van, p1, p2, ..., px. Legyen M = pipy ... pg.
M > 2, mert példaul 2 és 3 primek, és ezért (M) paros. Masrészt azonban
1 <t < M esetén t osztéi a fent emlitett primek koziil keriilnek ki — nem lévén
més prim a feltevésiink szerint —, tehat (M, t) > 1 teljesiil, vagyis p(M) = 1,
ami ellentmond annak, hogy péaros. |

A szomszédos primek kozott tetszélegesen nagy hézag talalhato.

3. tétel. Tetszbleges nagy N pozitiv egész szdmhoz meg lehet adni N
szamu szomszédos Osszetett szamot.
Bizonyitas. Legyen N adott, és p az N-nél nagyobb primek koziil a legkisebb.
Ilyen prim biztosan létezik az el6z6 tétel alapjan. Vizsgaljuk meg a kévetkezé
N egymdés utani szamot.

ag = 2:-3-5-7...p+2
ag 7...p+3
a3 = 2-3:-5-7...p+4

aNy_1 = 2-3-5-7...p+ N
ay = 2-3-5-7T...p+(N+1)

Ezek mindegyike 6sszetett. Nézziik ugyanis a;-t valamely 1 <17 < N esetén.
a; elgallitasaban a méasodik tagnak valamely py primosztdja szerepel az els6
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tagban is, hiszen p > N + 1, igy pi osztoja a;-nek. Masrészt py, valodi osztoja
a;-nek, hiszen a; > p > px, a; tehat valéban Osszetett szam. [ |

Ugyanakkor idénként eléfordulnak egymashoz igen kozeli primek, igyne-
vezett ikerprimek. q és p ikerprimek, ha ¢ = p + 2 teljesiil p, ¢ € N primekre.
Peéldaul 3, 5; 5, 7; 11, 13; 17, 19 ikerprimek. Méig megoldatlan az a probléma,
hogy vajon létezik-e végtelen sok ikerprim. Az 1996-ban ismert legnagyobb
ikerprimek 242206083 - 238830 4+ 1. Ezeket a 11713 jegyti szamokat Karl-Heinz
Indlekofer és Jarai Antal talalték.

Belathaté, hogy barmely természetes szam és a kétszerese kozé esik prim.
1937 6ta tudjuk, hogy két szomszédos kdbszam kozé is esik prim elég nagy
értéktsl kezdve. Az azonban maig megoldatlan kérdés, hogy két szomszédos
négyzetszam kozott van-e minden esetben prim.

4. tétel. (Dirichlet (1805 — 1859)) Legyenek a, b egészek, a? + b2 # 0. Ha
(a,b) # 1, akkor az ak + b (k € N) sorozatban legfeljebb véges sok prim van.
Ha (a,b) = 1, akkor az el6bbi sorozatban végtelen sok prim van.

5. tétel. A
>,
- b
p prim
végtelen sor divergens.
Ez a tétel ugy is megfogalmazhato, hogy a primek viszonylag strtin helyez-
kednek el a természetes szdmok sorozatdban.
Az alabbi tételt Hadamard és de la Vallée Poussin bizonyitotta 1896-ban.
6. tétel. (Nagy primszamtétel.) Legyen m(z) az z-nél nem nagyobb
primszdmok szdma. Ekkor
lm ) )

o (lozz)

azaz 7(x) és aszimptotikusan egyenlGek.

x
log z
Példak
2.3-1. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok 4k —1 alaki primszam van.
Megoldas.

El6szor belatjuk, hogy 4k —1 alak szdmnak van 4k —1 alakd primoszt6ja.

Nézziik két paratlan szam szorzatat 4-gyel valdé oszthatésig szempontjabol.
A kovetkezs esetek fordulhatnak el:

(4k+1)(4s+1)=4m+1

(4dk+1)(4s—1) =4m —1
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(4k —1)(4s—1)=4m +1
Ha csupa 4k+1 alakd prim szorzata lenne, a szorzat maga is ilyen alaku lenne.

Tegyiik fel most, hogy véges sok 4k — 1 alakt primszam van:

b1, b2, ---y Pr

Legyen
N =dp,...p, — 1. (1)

N-nek van 4k — 1 alaka primosztoja, ez legyen p. Ekkor p|N és p|pi...pr.

Ebbél (1) miatt p|1 kovetkezik, ami ellentmondés. [

2.3-2. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok 6k —1 alakti primszam van.
Megoldas.

El6szor belatjuk, hogy 6k — 1 alakin N szdmnak van 6k — 1 alakt prim-
osztoja. A primosztok 2,3,6k + 1 alaktak lehetnek. 2 1 N és 3 1 N. Két
6k + 1 alakn szam szorzata is ilyen, tehéat kell legyen legaldbb egy 6k — 1
alakd primtényezd is.

Tegyiik fel most, hogy véges sok 6k — 1 alaku primszam van:

pP1, P2, .-+, Dr

Legyen
N =6p1...pr — 1. (1)

N-nek van 6k —1 alakt primosztoja. Ekkor p|N és p|p; ... p,. Ebb6l (1) miatt

p|1 kovetkezik, ami ellentmondas. ]

2.3-3. Lassuk be, hogy végtelen sok 4k 4+ 1 alakti prim van.
Megoldas. A bizonyitashoz felhasznaljuk, hogy n € N esetén az n? + 1 szam
minden paratlan primosztoja 4k + 1 alaka. (Lasd a 2.7.1-1. példat.)

Tegyiik fel indirekt moédon, hogy véges sok 4k + 1 alaka prim van,
P1, P2, ..., Ds. Képezziik ezekbdl az A = 4(py -pa - ... ps)? + 1 szamot. Az
el6z6 példa szerint A-nak van 4k + 1 alaku primosztéja, amelyik az el6z6 s
primt6l mind kiilonbozik. Van tehat a feltételezett s primen kiviil még méas

4k 4+ 1 alakt prim is. Ez ellentmondas, s igy igaz az allitas. |
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2.3-4. Hatarozzuk meg azokat a p primszamokat (a negativakat is),
melyekre p + 10 és p + 14 is primszam.
Megoldas.

p—1, p és p+1 egyike oszthaté 3-mal. Ha 3|p— 1, akkor 3|p+ 14, ha pedig
3|p+ 1, akkor 3|p + 10 is. p,p + 10 és p + 14 egyike tehat oszthato 3-mal. Ez
a szam akkor lesz prim, ha +3.

Ha p =3, akkor p+ 10 =13, p+ 14 = 17.

Hap= -3, akkor p+10="7,p+ 14 =11.

Hap+10=3, akkorp=—-7,p+14 =T7.

Hap+10= -3, akkor p=—-13, p+ 14 = 1.

Ha p+ 14 = 3, akkor p = —11, p+ 10 = —1.

Hap+ 14 = -3, akkor p = —17, p+ 10 = —7.

Tehét a kovetkez§ szamharmasok maradnak.

[ p[p+10[p+14]

3 13 17
-3 7 11
-7 3 7

—17 —7 -3

2.3-5. A kapitanynak harom unokija van, életkoruk harom kiilén-
b6z6 primszam. Ezek négyzetének Osszege ismét primet ad. Hany
éves a kapitany legkisebb unokaja?

Megoldas. Legyen az unokak életkora x,y és z. Ekkor z2 + y? + 22 = p,
valamint z < y < z < p. ¢ # 2, mert kiillonben 2|p lenne. Ha = # 3, akkor
2?2 =3k +1, és y, 2 is ilyenek. Ekkor 3|p, ami ellentmondas. = 3 éves lehet
csak a legkisebb unoka.

Van megoldasa a feladatnak, mert példaul 32 + 52 4+ 72 = 83. [

2.4. Euklideszi algoritmus
Maradékos osztas

Haa,b € Z,b # 0, akkor egyértelmtien létezik olyan ¢, r € Z, melyre a = bg+r,
ahol 0 < r < |b].



2.4. Euklidesz algoritmus 25

Euklideszi algoritmus

Legyen a,b € Z,b # 0. A maradékos osztast végezziik el két rogzitett szamra.
Ha a maradék nem nulla, akkor az osztot és a maradékot Gjra osszuk el
maradékosan. Ezt mindaddig ismételjiik, amig nulla maradékot nem kapunk.
Igy az euklideszi algoritmushoz jutunk. (Euklidész Kr. e. 300 koriil élt gorog
matematikus.)

a = bgy + 1o, 0<rg<lb; ha rg # 0, akkor
b=roq1 + 11, 0 <ry <ro; ha r1 # 0, akkor

ro =T1G2 + T2, 0<ry <y ha rg # 0, akkor  (I)
Tn—2 = Tn—1qn + Tn, 0<r, <rp_i; ha r, # 0, akkor

n—1 = TnGn+1

Ez az eljards minden esetben véges lesz, mert 7o, 71, ..., Tp pozitiv
egészek szigortian csokkend sorozata.

1. tétel. Ha b|a, akkor (a,b) = |b|. Ha b 1 a, akkor az a,b szamokkal
végzett euklideszi algoritmus utols6 nem nulla maradéka az a és b legnagyobb
kozos osztoja. Ha (a,b) = d, akkor léteznek olyan x és y egészek, melyekkel
az+by = d. (Mas szoval d-t el6 lehet allitani a és b egész egyiitthatos linearis
kombinaciojaként.) .

A tételben szerepld linearis kombinaciot a kévetkezd modon készithetiink.
Sorban elgallitjuk rg, 71, ..., rp-et a és b linearis kombinaciojaként, felhasz-
nalva az euklideszi algoritmus szamitasait. ElGszor ro-at kifejezziik (I) els6
egyenletébdl,

ro = a — bqo.

Azutan a masodikbol kifejezziik ri-et, és rg elGallitasat beirjuk.
r1=b—roq1 =b— (a—bgo)q

Rendezés utan rq elgéllitasat kapjuk meg a és b linearis kombinaciojaként. Az
i-edik lépésben az i-edik egyenletbdl kifejezziik 7;-t, majd a benne szerepls
ri—1 és ri_2 helyére irjuk be a kordbban kapott linedris kombinaciot, stb.
(Lasd a 2. példat.)
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Megjegyzés. Végtelen sok z, y szampar van, amelyekkel el§ lehet allitani
a legnagyobb kozos osztot. (Lasd az 5. fejezetet.)

Példak

2.4-1. Legyenek a,b € Z,a? + b # 0. Tekintsiik az

ar+by (r,y €Z) (1)

szamokat. Lassuk be, hogy az ilyen alakt pozitiv egészek kéziil a
legkisebb szam legnagyobb k&z6s osztdja az a,b szamparnak.
Megoldas. A (1) alaku szamok kozott van pozitiv, ami kovetkezik az 1. tétel-
bél, amely szerint ebben a halmazban ott van a és b legnagyobb kézds osztdja.
Jeloljiik a legkisebb pozitiv szdmot m-mel, s legyen m = axg + byg. Méasrészt
d-vel jelolve a pozitiv legnagyobb kézos osztot, tudjuk, hogy

d = azx; + by alkalmas z1, y1 egész szamokkal. Vizsgaljuk meg m és d kap-
csolatat. El6szor tegyiik fel, hogy m t d. Ekkor 1étezik olyan ¢, 71 szampér,
amellyel

d=mqi+r1, 0<ri<m

teljesiil. Ebbasl

r1 =d—mq = ax1 + by — (axo + byo)q1 = a(r1 — xoq1) + b(y1 — Yoq1),

vagyis egy m-nél kisebb pozitiv szamot allitottunk el (1) alakban. Mivel
m a legkisebb ilyen volt, ellentmondasra jutottunk. Ezek szerint m|d. Ekkor
azonban, mivel d|a és d|b, (1)-b6l d|m is teljesiil, s igy m = d, 1évén mindkettd

pozitiv. -

2.4-2. Az euklideszi algoritmussal szamitsuk ki a = 86 és b = 31 leg-
nagyobb kézds osztdjat, valamint a d = az + by linearis kombinaciés
elgallitashoz az x és y egyiitthatokat. Szamitsuk ki a legkisebb kdz6s
t6bbszorsst is.
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Megoldas.

Tn = Tn+1Gqn+1 T Tn+t2 Th = QTn + byn

86 =312 24 24 =86-1+31-(—2)
31=24-1+7 7T=31-24-1=

—31—(86-1+31-(=2)) =
—=86-(—1)+31-3

24="7-3+3 3=24-7.3=
= (86-1+31-(—2)) — (86 (—1)+31-3)-3 =
—=86-4+31-(—11)

7=3.241 1=7-3-2=
= (86-(—1)+31-3) — (86-4+31-(—11))-2 =
—86-(—9) +31-25

3=1-3+0 0 =86-31+31-(—86)

Inko(86,31) = 1, a linearis kombinaciés egylitthatok: z = —9 és y = 25,

amit az utolso el6tti sorbol olvashatunk le. 1kkt(86,31) = % = 2666.

2.4-3. Az euklideszi algoritmussal szamitsuk ki a = 139 és b = 102 leg-
nagyobb kézds osztdjat, valamint a d = ax + by linearis kombinéacios
elgallitashoz az x és y egytiitthatokat.

Megoldas.
T'n = Tn41qn+1 + Tnq2 Tn = aTp + byn
139 =102 -1+ 37 37=139-1+102- (—1)
102 =37-2+ 28 28 =139-(—2)+102-3
37=28-149 9=139-3+4+102-(—4)
28=9-3+1 1=139-(—11)+102- 15
9=1-9+40 0=139-102+ 102 - (—139)

Inko(139,102) = 1, a linearis kombinécios egyiitthatok: x = —11 és y = 15.

2.4-4. Az euklideszi algoritmussal szamitsuk ki a = 255 és b = 111
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legnagyobb k6z6s osztéjat, valamint a d = ax + by linearis kombina-
cids eldallitashoz az z és y egyiitthatokat. Szamitsuk ki a legkisebb
k6z6s tobbszorost is.

Megoldas.
Tn = Tn+1qn+1 + Tn+2 Tn = aTy + byp
255 =111-2+ 33 33=255-1+111-(-2)
111=33-34+12 12=255-(=3)+111-7
33=12-2+49 9=255-7+111-(-16)
12=9-1+3 3=255-(—10) 4+ 111-23
9=3-34+0 0=255-374111-(—85)

Inko(255,111) = 3, a linearis kombinacios egyiitthatok: x = —10 és y = 23.

Lkt (255, 111) = 280y = 9435. .

2.4-5. Az euklideszi algoritmussal szamitsuk ki a = 332 és b = 88 leg-
nagyobb kdz6s osztdjat, valamint a d = ax + by linearis kombinacios
elgallitashoz az = és y egyiitthatokat.

Megoldas.
Tn = Tn41Gnt1 + Tng2 Tn = aTp + byn
332 =88-3+68 68 =332-1+88-(—3)
88 =68-1+20 20 =332 (—1)+88-4
68 =20-3+8 8=332-4+88-(—15)
20=8-2+4 4=1332-(—9) + 8834
8=4-240 0=332-22+88 (—83)

Inko(332, 88) = 4, a linearis kombinacios egyiitthatok: t = —9ésy=34. m

2.4-6. Az euklideszi algoritmussal szamitsuk ki a = 124 és b = 46 leg-
nagyobb kdz6s osztdjat, valamint a d = ax + by linearis kombinacios
elgallitashoz az = és y egyiitthatokat.
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Megoldas.
Tn = Tn+1qn+1 + Tn+2 rn = aTy + byy
124 =46 - 2 4 32 32=124-1446-(-2)
46 =32-1+14 14=124-(—1)+46-3
32=14-2+4 4=124-3+46-(—8)
14=4-3+2 2=124-(—10) 4+ 46 - 27
4=2-240 0=124-23+446-(—62)

Inko(124,46) = 2, a lineéaris kombindcios egyiitthatok: © = —10 és y = 27. =

2.5. Kétvaltozés linearis diofantikus egyenletek

Legyenek a, b, ¢ egész szamok, a # 0 és b # 0. Keressiink olyan z, y egészeket,
melyek kielégitik az
ar+by=c (1)

egyenletet.

1. tétel. Az (I) diofantikus egyenlet akkor és csak akkor oldhato meg,
ha (a,b)|c teljesiil. Ha megoldhat6 az egyenlet, akkor végtelen sok megoldasa
van. Ha g, yo megoldés, akkor az 6sszes megoldas

b a
T=Tokbo gy 6wt~ (IT)
alakban allithato el§ valamilyen ¢ € Z-vel, és (II) minden t € Z esetén meg-
oldast szolgaltat.
Bizonyitas.
1. A feltetel sziikséges. Legyen ugyanis xg, yo megoldasa (I)-nek, tehat

azg + byg = c. (I1I)

Mivel (a,b) oszt6ja a és b linearis kombinaciojanak, (ITI) miatt osztoja c-nek
is.

2. A feltétel elégséges is. Legyen ugyanis (a,b) = d és d|c. Az euklideszi
algoritmusra vonatkozo6 tétel szerint az ax + by = d egyenlet megoldhato.
Legyen 2/, vy egy megoldés, s igy

ar’ + by =d.
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Szorozzuk be az egyenletet a § egész szdmmal.
1€ 1€
S an/E =
ax d + o0y p c
Az xg = 2'§ és yo = y'§ szamok (I)-nek megoldasat szolgaltatjak.
3. Tegyiik fel most, hogy xo, yo megoldasa (I) -nek. Ekkor

xt:x0+t@,,bb) és yt:yo—t% teZ (IV)
szintén megoldast adnak, mert

ab_ ab_
(a,b) (a,b)
4. Megmutatjuk, hogy egy tetsz6leges o, yo megoldasparbol (IV) segit-

ségével minden megoldas elGallithato.
Tegyiik fel, hogy zg, yo €és ¢, y¢ megoldasparok. Ekkor

ary + by = axg +1 +byg —t = axg+ byy = c.

axg+byg=c és axi+ by, =c,

amibdl

azg + byo = axy + by, (V)

b(yo - yt) = a(fEt - $0)

bla(zy — xp).
Ebbél
b a (21— o)

(a,b) [(a,0) " 77

s mivel

wa%iw):L
b

(a,b)

amib6l z; = zo + tib valamilyen ¢ € Z szammal. (V) jobb oldaléan helyette-

(a,b)

sitsiik be z; kapott alakjat:

Tt — X0,

ab

(a,b)

axg + byg = axg +t + by

Ebbél yi-t kifejezve
a
= — ti
Yt = Yo (@,0)

lesz, amivel bebizonyitottuk az utolsd allitasunkat is. [ |



2.5. Kétvdltozds linedris diofantikus egyenletek 31

Linearis diofantikus egyenlet megoldasa

1. mddszer. Az euklideszi algoritmus alkalmazésa hatékony modszert kinal a
kétvaltozos linearis diofantikus egyenlet megoldasara.
Tekintsiik az
ar+by=c (VI)

egyenletet. a és b legnagyobb kozos osztdja legyen d. Az euklideszi algorit-
mussal szamitsuk ki d-t, és allitsuk el§ a és b linearis kombinéciojaként.

ax’ + by =d
Ha dlc, tehat § egész szam, akkor megoldhat6 a (VI) egyenlet, és az

_c —

szamok (VI)-nak egy megoldasat szolgaltatjak. Az Osszes megoldéas az el6z6
tétel szerint

a
Ty =20+ 1 és Y =1yo—t teZ
(a,b)

b
(a,b)
2. mddszer. A kétvaltozos linearis diofantikus egyenlet ekvivalens egy line-
aris kongruenciaval. A kongruencia megoldasara és ebbdl a diofantikus egyen-
let megoldasara lasd a Linedris kongruencidk cimd fejezetet.

Példak

Oldjuk meg az alabbi diofantikus egyenleteket

2.5-1. 172z 4+ 62y = 38

Megoldas. Az euklideszi algoritmussal szamitsuk ki 172 és 62 legnagyobb
kozds osztojat, valamint a d = ax 4 by linearis kombinacios elgallitashoz az x
és y egytitthatokat. (Lasd a 2.4. fejezetet és a 2.4-2. példat.)

T'n = Tn41qn+1 + Tni2 Tn = aTp + byn

172 =62 -2 + 48 48 =172-14+62-(—-2)
62=48-1+14 14=172-(-1)+62-3
48=14-3+6 6=172-4462-(—11)
14=6-2+2 2=172-(-9)+62-25

6=2-3+0 0=172-31+ 62 (—86)
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Inko(172,62) = 2, a linearis kombinacios egyiitthatok pedig 2’ = —9 és
y' = 25 — ami a tablazat utolso el6tti sorabol olvashato le. Mivel 2|38, meg-
oldhato az egyenlet, egy megoldaspar:

0 :xlg —(-9)-19=-17T1 1y :ylg — 2519 = 475

Az bsszes megoldas:

b a
= t—— = —171431¢ =yo—t—~=475-86t tcZ
STy T T T )

2.5-2. 82z + 22y = 34

Megoldas. Az euklideszi algoritmussal szamitsuk ki 82 és 22 legnagyobb
kozos osztdjat, valamint a d = ax 4 by linearis kombinacios elGéallitashoz az x
és y egylitthatokat.

Tn = Tn+1Qn+1 + Tni2 Tn = aTyn + byn

82 =22-3+4+16 16 =82-1+22-(-3)

22=16-14+6 6=82-(—-1)+22-4

16=6-2+4+4 4=82-3+4+22-(—11)
6=4-1+2 2=82-(-4)+22-15
4=2-240 0=282-11+422-(—-41)

Inko(82,22) = 2, a linearis kombinacios egyiitthatok: ' = —4 és y' = 15.
Mivel 2|34, megoldhat6 az egyenlet, egy megoldaspar:

xozx’gz(—4)-17:—68 yozy’§:15-17:255

Az Osszes megoldés:

b

(@) 0w
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2.5-3. 450z + 86y = 100

Megoldas. Az euklideszi algoritmussal szamitsuk ki 450 és 86 legnagyobb
k6z6s osztdjat, valamint a d = ax + by linedris kombinacids eléllitashoz az x
és y egyiitthatokat.

Tn = Tn41qn+1 + Tni2 Tn = aZpn + byn

450 =86 -5+ 20 20 =450-1+86 - (—5)
86 =20-446 6 =450 (—4) + 86 - 21
20=6-3+2 2 =450-13+ 86 - (—68)
6=2-34+0 0 =450-(—43) 4 86 - 225

Inko(450,86) = 2, a linearis kombinacios egyiitthatok: ' = 13 és y' = —68.
Mivel 2|100, megoldhat6 az egyenlet, egy megoldaspar:

,C

= a' o = 1350 = 650 ygzy’§:—68-50:—3400

Az Osszes megoldéas:

b
wr =10 bt = 650 + 43ty =yo — t—— = —3400 — 225t t € Z
(a,b) (a,b)

2.5-4. 1252 + 45y = —20

Megoldas. Az euklideszi algoritmussal szamitsuk ki 125 és 45 legnagyobb
kozbs osztojat, valamint a d = ax 4 by linearis kombinacios elgallitashoz az x
és y egyiitthatokat.

Tn = Tnt1Gnt1 + ng2 Tn = aTpn + byn

125 =45-2+ 35 35=125-1+445-(-2)
45=35-1+10 10=125-(-1)+45-3
35=10-345 5=125-4+45 (—11)
10=5-2+0 0=125-(—9) +45- 25

Inko(125,45) = 5, a linedris kombinacios egyiitthatok: ' =4 és ' = —11.
Mivel 5| — 20, megoldhat6 az egyenlet, egy megoldaspar:
,C

10 =a'5 =4-(~4) = ~16 y():y/g:(—ll)-(—4):44
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Az bsszes megoldas:

a

(a,b)

b
xp=x0+t—- =—-16+ (—-9)t Y =1yo—t

b — 44— (-25)t teZ

2.6. Euler-féle ¢ fiiggvény

Legyen n > 0 egész szém, és jelolje ¢(n) az n-hez relativ prim szamok szamét
az 1, 2, ..., n szamok kozott.

n | n-nél nem nagyobb, | ¢(n)
n-hez relativ prim
pozitiv egészek
1 1 1
2 1 1
3 1, 2 2
4 1, 3 2
5 1, 2, 3, 4 4
6 1, 5 2
7 1, 2,3, 4,5, 6 6
8 1, 3,5, 7 4

1. tétel. Ha n > 3 természetes szam, akkor ¢(n) péaros.
Bizonyitas. Ha n paratlan, 5 nem természetes szdm, ha pedig n péros és
n > 2, akkor § > 1 egész szam, és nem lesz n-hez relativ prim. Az n-hez
relativ primeket tehat a tobbi 1 és n kozotti szam kozott kell keresntink.

Legyen 1 < k < n. Ekkor (k,n) = (n — k,n). Ha ugyanis d = (k,n),
d|k és d|n, akkor d|n — k és d|n miatt d|(n — k,n) is teljesiil. Forditva, ha
d = (n — k,n) akkor d|(k,n) ugyanigy belathato.

Eszerint k pontosan akkor relativ prim n-hez, ha n — k az, tehat a relativ
primek § -hoz képest szimmetrikusan helyezkednek el, tehat parba allithatok,
ami igazolja az allitdsunkat. ]

2. tétel. Az Euler-féle ¢ fiiggvény multiplikativ, vagyis

p(ab) = p(a) - ¢(b), ha (a,b) = 1.

(A tételre adott mindkét bizonyitéas felhasznél olyan fogalmakat, amelyek
kongruencidkkal és maradékrendszerekkel kapcsolatosak, lasd a 2.7. fejezetet. )
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Bizonyitas. Legyen (a,b) = 1, és rendezziik az 1 és ab kozé es szamokat
tabldzatba az alabbi modon:

1 2 a
a+1 a+2 2a
ra+1 ra+2 oo (r+1)a

b—1a+1 (b—1)a+2 ... ba

Ebben a tablazatban ¢(ab) olyan szam van, amelyik ab-hez relativ prim.
Egy szém pontosan akkor relativ prim ab-hez, ha a-hoz és b-hez kiilon-kiilon
relativ prim. Keressiik meg a tdbldzatban azon elemek szamét, amelyek a-hoz
is és b-hez is relativ primek.

Mivel egy-egy oszlop modulo a ugyanabba a maradékosztalyba tartozik,
és minden sorban egy teljes maradékrendszer van modulo a, igy ¢(a) olyan
oszlop van a tablazatban, amelyiknek az elemei relativ primek a-hoz. Egy
ilyen oszlop legyen

s,a+s,2a+s,...,(b—1)a+s.

Belatjuk, hogy ez az oszlop modulo b teljes maradékrendszer. Val6ban, a

szamok teljes maradékrendszert alkotnak modulo b, és a b-hez relativ prim
a-val szorozva, majd mindegyik elemhez s-et adva, tovabbra is teljes mara-
déekrendszert kapunk. (Lasd az omnibusztételt 2.7.-ben.)

Ezért minden ilyen oszlopban ¢(b) olyan elem van, amelyik b-hez relativ
prim. Igy az a-hoz és b-hez egyszerre relativ primek szama o(a)-¢(b), masrésat
ez a szam elGzetes megjegyzésiink alapjan ¢(ab)-vel is egyenls, a ¢ fliggvény
tehat multiplikativ. [

Bizonyitas. (2. tétel. 2. bizonyitasa.)
Legyen (a,b) = 1, és tekintsiik az

ak+bt, 1<k<b 1<t<a 1)

szamokat, ahol k és t ezeket az értékeket egyméstol fiiggetleniil felveszik, igy
(I)-ben ab szam van.

1. Elgszor megmutatjuk azt, hogy az (I)-beli szamok modulo ab teljes
maradékrendszert alkotnak.
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Legyen (k,t) és (ki1,t1) két kiilonb6z6 szampar, ami azt jelenti, hogy a

k =k és t = t] egyenldségek koziil legalabb az egyik nem all fenn. Tegyiik
fel, hogy

ak + bt = aky + bty (mod ab). (IT)

Ebbél kovetkezik az, hogy modulo a tekintve is kongruensek a fenti szamok.

ak +bt = ak;+bt; (mod a)
bt = bt; (mod a),

és mivel (a,b) =1,
t = t1 (mod a),

s6t £ = t1, tekintettel ¢ és 1 lehetséges értékeire.
A (IT) kongruenciabdl hasonléan

ak +bt = ak; +0bt; (mod b)
ak = ak; (mod d)
k= ki (mod b)

k= k

is kovetkezik.

Ha tehat (II) teljesiil, akkor feltevésiinkkel ellentétben ¢ = ¢; és k = k.
Mivel igy az (I)-beli szamok inkogruensek és szamuk ab, valoban teljes mara-
dékrendszert alkotnak, s a koztiik levs ab-hez relativ primek széama o (ab).

2. Belatjuk, hogy (a,t) > 1 esetén (ak + bt,ab) > 1 is teljesiil. Legyen
d|(a,t) és d > 1. Ekkor egyrészt d|a miatt d|ab, masrészt d|a és d|t miatt
d|ak + bt, és igy d|(ak + bt,ab), tehat (ak + bt,ab) > 1. Hasonléan lathato be,
hogy (b, k) > 1 esetén (ak + bt,ab) > 1.

3. Végiil megmutatjuk, hogy (a,t) = 1 és (b, k) = 1 esetén (ak+bt,ab) = 1.
Tegyiik fel, hogy (a,t) = 1 és (b, k) = 1, valamint (ak +bt,ab) = d > 1. Ekkor
létezik olyan p prim, melyre p|d, s igy

plak + bt (III)

és
plab. (IV)
(IV) miatt p|a vagy p|b. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy
pla. (V)

(V) és (III) miatt p|bt, amibél
plb (VD)
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vagy
plt. (VII)

Az utobbi kettd ellentmondésra fog vezetni. (VI) és (V) miatt ugyanis
pl(a,b) = 1 lenne. (VII) és (V) miatt pedig p|(a,t) = 1 teljesiilne. Igy csak az
(ak + bt,ab) = 1 lehetdség marad.

2. és 3.-bol latszik, hogy pontosan akkor lesz ak + bt relativ prim ab-hez,
ha (a,t) = 1 és (b, k) = 1 egyszerre teljesiil. Ez éppen ¢(a)p(b) esetben fog
bekovetkezni, ami 1. miatt ¢(ab)-vel egyezik meg. ]

Mivel ¢ multiplikativ, elég értékeit primhatvany helyeken ismerni.

3. tétel. Legyen p prim, o € N. Ekkor o(p®) = p® — p®~L.

Bizonyitas. Keressiik az 1 és p® kozotti p®-hoz relativ primek szaméat. E p®
darab szam kézott csupén azok nem lesznek relativ primek p®-hoz, amelyek
p-nek tobbszorosei, tehat a

p,2p,3p,...,p" 'p.

Ezeknek a szama p®~t. Igy p® — p®~! olyan szam van a vizsgaltak kozott,

amelyik p®-hoz relativ prim. [ |
Az Euler-féle ¢ fiiggvény kiszamitasa

1. n =1 esetén p(n) = 1.
2. n > 1 esetén legyen n kanonikus alakja:

r
— (673
n= D;
i=1

Ekkor , -
p(n) = [Tew) =110 - = (VIID)

=1 =1
=l i —-1)) = (1X)

=1
d 1
_nll<y—m>. (X)
Példa.

p(20) = p(2%-5) = p(2)p(5) = (2 = 2)(5 - 1) =2-4 =38
Tehat 1 és 20 kozott 8 olyan szam van, amelyik a 20-hoz relativ prim.

Példak
2.6-1. Szamitsuk ki az értékiiket:
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a. »(9) b. ¢(540) c. ¢(900) d. ¢(6!) e. o(7)
Megoldas.
a. 4,0(9) =¢(3?)=32-3=6
©0(540) = (22 -33.5) =2-18 -4 = 144
©(900) = ( 2) . p(5%) - p(3%) =2-20-6 =240
©0(6!) = p(2) - (3%)-p(5) = (2* —23)-(32-3)- (5—1) =8-6-4 = 192
o( 4.

M =p(2-3-4-5-6-7)=p(2*-32.5-7)=8-6-4-6=1152
|
2.6-2. Melyek azok a természetes szamok, amelyekre ¢(n) = 17
Megoldas.
Az n = 1 megoldasa az egyenletnek.
Egyébként
T T
o) =[[e8 —pd ") =[]0 i — 1) =1
i=1 i=1
Ebb6l 7 =1és p—1=1, tehat p = 2. p*~! = 1 miatt pedig a = 1.
Tehat a megoldas n =1 ésn = 2. ]

2.6-3. Melyek azok a természetes szamok, amelyekre ¢(n) értéke
paratlan?
Megoldas.

1. megoldds. p(1) = 1 és p(2) = 1, kiilénben (n) értéke paros. Nézziik
(IX)-et. Ha n kanonikus alakjaban el6fordul p > 2 prim valamilyen « kitevé-
vel, akkor p® — p®~! paros, s igy a p(n) értéke paros. Ha pedig n kanonikus
alakjaban szerepel 2%, a > 1, akkor szintén (IX)-ben 2°~! értéke paros, s
emiatt ¢(n) értéke megint paros.

2. megoldds. p(1) = 1 és ¢(2) = 1. Legyen most m > 2. Ha (x,m) = 1,
akkor (m —x,m) = 1, és ha m > 2, akkor § nem egész, vagy (§,1) > 1.
Az m-hez relativ primek tehat parba allithatok, s igy ¢(n) értéke ezekre az

n-ekre paros. [

2.6-4. Bizonyitsuk be, hogy ha m > 2 egész szam, akkor az m-nél
kisebb, m-hez relativ prim szamok 8sszege 3me(m).
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Megoldéas. m = 2 esetén 3-2-¢(2) = 1, ami igazolja az allitést. Legyen most
m > 2. Az 1. tétel bizonyitasdban belattuk, hogy ekkor az m-nél kisebb, m-
hez relativ prim szdmok parba allithatok. Mivel k parja m — k, egy ilyen par

dsszege m, és ¢(m) par van, igy a parok dsszege mep(m). [

2.6-5. Bizonyitsuk be, hogy minden n természetes szamra

p(n®) = np(n).
Megoldas. Legyen n kanonikus alakja:

(X) alapjan

2.6-6. Oldjuk meg a p(2x) = ¢(3z) egyenletet.
Megoldas. Legyen

r=2%.3%.y,  ahol (y,6) = 1.
Ekkor az egyenlet igy alakul:
p(20F 392 y) = (271 392 y)
p(271-392) - o(y) = (271 - 3%2T1) - p(y)
©(y)-nal egyszertisitve, és beirva a ¢ fiiggvény értékeit:
(2a1+1 _ 20&1) . (3042 _ 30&2—1) — (20&1 _ 2051—1) . (30!2+1 _ 3052)

Ha as > 0, akkor a jobb oldalon eggyel tobb 3-as tényez6 szerepel, igy csak
az = 0 teljesiilhet.

(2011 = 201) = (27 =21 7) (3 1)

Ebbél leolvashatjuk, hogy o tetszsleges 0-nal nagyobb érték lehet. Az egyen-

let megoldasa © = 2% -y, ahol (y,6) = 1, « tetsz6leges pozitiv szam. [ |
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2.7. Kongruenciak, maradékrendszerek,
Euler—Fermat-tétel

Legyen m € N rogzitett érték, a,b € Z. a kongruens b-vel modulo m, ha
m|a — b. Ezt a tényt a = b (mod m)-mel jeldljiik. Ha ez az oszthatosag nem
teljesiil, akkor az a £ b (mod m) jelolést hasznaljuk. Példaul

21=3 (mod 6), mert 6]21 — 3.
19=-1 (mod 5), mert 5|19 + 1.
—11#2 (mod 10), mert 104 —11 —2.

Legyen m € N tetsz6leges rogzitett szam, és tekintsiik a kovetkez§ relaciot:
R ={(a,b)|a,b € Z,m|a — b}. R ekvivalenciarelécié. A kongruenciak segitsé-
gével tehat az egész szamok osztalyozasdhoz jutunk. A keletkezett osztalyokat
maradékosztdlyoknak nevezzik.

a = b (mod m) pontosan akkor teljesiil, ha a és b m-mel valé osztasi
maradéka azonos. Tehat azok az egészek keriilnek egy osztalyba, amelyek
m-mel osztva ugyanazt a maradékot szolgéaltatjak, és mivel a maradékok
1, 2, ..., m — 1 lehetnek, m kiilonb6z6 maradékosztaly van modulo m. A
modulo m a0,-val kongruens elemek halmazit az a elem altal reprezentalt
maradékosztalynak nevezziik, és @ (mod m)-mel jelsljiik.

Ha az m szerinti maradékosztalyok mindegyikébdl kiemeliink egy repre-
zenténs elemet, akkor m szerinti teljes maradékrendszert kapunk.

Modulo 8 teljes maradékrendszer példaul {8, —1, 10, 19, 4, 29, —10, 7}.
Altalaban modulo m teljes maradékrendszert alkotnak az m-mel valé maradeé-
kos osztasnal keletkez6 legkisebb nem negativ maradéekok, {0, 1, ..., m—1},
valamint a legkisebb abszolit értéki maradékok, paratlan modulus esetén

m—1

{0, £1, £2, .., £},

paros modulus esetén pedig
m m
0, +1, 42, ..., j:(——l), My
Az utébbi esetben % helyett —% is vilaszthato.

Az ay, ag, ..., as egészek akkor és csak akkor alkotnak teljes maradék-
rendszert modulo m, ha s = m, és a; # a; (mod m),i # j esetén.

Ha a = b (mod m), akkor (a,m) = (b,m). Az allitas forditva nem igaz.
Példaul (2,10) = 2,(4,10) = 2,de 2 # 4 (mod 10). Ha a = b (mod m) esetén
a és b egyike relativ prim m-hez, akkor a masik is az.

Az el6bbiek szerint ha az @ (mod m) maradékosztalyban van m-hez rela-

tiv prim, akkor ennek a maradékosztalynak minden eleme relativ prim m-hez.
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Ez indokolja a kovetkezs definiciot. Az @ (mod m) maradékosztaly redukalt
maradékoszidly, ha elemei az m-hez relativ primek. Ha minden m szerinti re-
dukalt maradékosztalybol vesziink egy reprezentins elemet, akkor m szerinti
redukdlt maradékrendszert kapunk. Mivel az 1, 2, ..., m szamok teljes ma-
radékrendszert alkotnak, a koztiik talalhatd, m-hez relativ primek redukalt
maradékrendszert képeznek. Ezek szama pedig ¢(m). Az m szerinti redukalt
maradékosztalyok szdma tehat ¢(m). Példaul modulo 8 redukilt maradék-
rendszer {—1, 19, 29, 7}.

Az ay, ag, ..., as egészek akkor és csak akkor alkotnak redukalt mara-
dékrendszert modulo m, ha s = ¢(m), a; # a; (mod m) (i # j), valamint
(ai,m)=1(1<1i<s).

Miiveletek kongruenciakkal

a=b (modm) _
1. R (modm)} — a+c=b+d (modm)
o, @=b (modm) L bi (mod m)
" c¢=d (mod m) -

3. ac=bc (modm) << a=b (mod 25)

(m.c)
4. (m,c)=1lesetén ac = bec (mod m)—a=b (mod m)
5. a=b (mod k) — ac=bc (mod kc)

Az elsd harom allitds bizonyitasa megtaldlhaté a feladatok megoldéasait
tartalmazoé fejezetben.

3. specialis esete 4. Ha m = kc, akkor 3. masodik része 5. szerint fogal-
mazhaté meg.

Fermat-szamok, Fermat-primek

Az F, = 22" +1 (n € Np) sorozattal kapcsolatban Pierre Fermat (1601
1665) azt vizsgalta, hogy az elemei primek-e. Nézziik az els§ hat elemet.
Fy=3,F =5, F, =17, F; = 257, F, = 65 537, Fy = 2% +1 =
=4 294 967 297. Az els§ 6t szam valdéban prim, F5 azonban nem az, ami
— a szam nagysagat tekintve — kézi szdmoléssal igen hosszadalmasan lenne
igazolhaté. Fermat egyetlen utébb hamisnak bizonyult sejtése az volt, hogy
ez is prim. Leonhard Euler (1707-1783) kongruencidk segitségével latta be,
hogy 641|232 4+ 1. Ez a megoldas megtaldlhato a feladatok megoldésait tartal-
maz6 fejezetben.
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Teljes maradékrendszer, illetve redukalt maradékrendszer linearis
transzformacioi

Ommnibusztétel.
Legyen a1, ag, ..., am teljes maradékrendszer, b1, bz, ..., by(y,) redukalt
maradékrendszer modulo m, és a,c € Z.
1. (a,m)=1 — aal1 +c, aas +c¢, ..., aqy, +c

teljes maradékrendszer modulo m

2. (a,m)=1 — aby, abz, ..., aby(m)
redukalt maradékrendszer modulo m

Ezeknek az allitasoknak a bizonyitasa megtalalhaté a feladatok megoldasait
tartalmazo fejezetben.

Euler-féle kongruenciatétel

Legyen a € Z. Ha (a,m) = 1, akkor a¥™ =1 (mod m).

Megjegyzés.

A tételben szerepld (a,m) = 1 feltétel sziikséges. Ha ez nem teljesiil, nem
igaz az allitds sem. Tegyiik fel ugyanis, hogy (a,m) = d > 1, és igy d|a és
d|lm. Ekkor azonban d|(a¥™,m). Ha a®™ = 1 (mod m) fennallna, akkor
(a®™ m) = (1,m) = 1 lenne, ami szerint d > 1 nem fordulhatna, el§.
Bizonyitas.

Legyen b1, ba, ..., bw(m) redukélt maradékrendszer modulo m.
aby, aba, ..., aby(y) is redukalt maradékrendszer, hiszen (a,m) = 1. Ez azt
jelenti, hogy mindkét halmazban ott van minden egyes redukélt maradékosz-
talynak egy-egy képviselGje, esetleg mas sorrendben. Igy parba éllithatok a
reprezentansok. Minden egyes b;-hez egyértelmtien megtaldlhaté az az abj,
szam, amelyikkel

b; = abj (modm) (1<1i<p(m)).

Szorozzuk Gssze ezeket a kongruencidkat.

H b, = H abj, (mod m)

i

1<i<p(m) 1<i<p(m)

Amibél
H bi = a¥™ H bj, (mod m)
1<i<ep(m) 1<i<g(m)

és (bi,m) =1 (1 < i < p(m)) miatt 1 = a?™) (mod m), ami igazolja az
allitasunkat. ]



2.7. Kongruencidk, maradékrendszerek, Fuler—Fermat-tétel 43

Ha m = p prim, akkor ¢(p) = p — 1. Az Euler-tétel ekkor a kovetkezs
alakot olti.

A Fermat-tétel 1. alakja.

Legyen p prim, a € Z.

Ha pta, akkor a? ' =1 (mod p). (I)

A Fermat-tétel 2. alakja.

Legyen p prim, a € Z. Ekkor a? = a (mod p).
Bizonyitas. Ha p 1 a, akkor (I)-et a-val megszorozva megkapjuk egyenletiin-
ket. Ha pedig pl|a, akkor a = 0 (mod p) és a? = 0 (mod p), amib6l a? = a
(mod p) szintén teljesiil. [ |

Hatvanyozas ismételt négyzetre emeléssel (Gyorshatvanyozas)

Az alabbi modszer alkalmazésaval viszonylag kevés mivelet elvégzésével meg-
kapjuk ab-t vagy a® maradékat modulo m, ahol a egész szam, b 1-nél nagyobb
egész, m pozitiv egész.

Legyen ¢ = |logy b]. Fejtsiik b-t kettes alapu szamrendszerbe.

b=2 422 4 42 ahol 0<b <by<...<b. <c.

Ezutan ismételt négyzetre emeléssel (és modulo m minden lépésben redu-
kalva) szamoljuk ki az

c
a?, a*, d®, ..., d®

értékeket (illetve az értékek maradékat modulo m). Végiil

by obo b
ab:a2 Cl2 ...CLQT

alapjan megkapjuk a keresett hatvanyt (illetve a maradékot). Ezzel a mod-
szerrel legfeljebb 5log, b 1épésben megkapjuk a kivant eredményt, ahol egy
lépés két egész szam Osszeadasat, kivonasat, szorzasat, illetve maradékos osz-
tasat jelenti.

Példa. a?? kiszamitasa a kovetkezs lépések szerint torténhet.

23=244+9224+2+1

Elvégezziik a megfelel6 négyzetre emeléseket.

s ebbdl
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Ha a feladat a3 kiszamitasa valamilyen m modulus szerint, akkor minden
lépésben érdemes a modulo m szerinti maradékot venni, és a tovabbiakban
mindig azzal szamolni.

Példak
2.7.1. Kongruenciak, maradékrendszerek

2.7-1. Bizonyitsuk be kongruencidkkal az alabbi allitasokat. Legyen
a,b e Z,k,n € N. Ekkor:

a. a—bla" —b"

b. a + bla® — b

c. a+ bla?k—1 4 p2-1
Megoldas.

a. Mivel a — bla — b, ezért a = b (mod a — b). A kongruencidk szorzési
tulajdonsagat felhasznalva a™ = b™ (mod a—b), ami az a—b|a™ —b" allitassal
ekvivalens.

A b. és c. allitas bizonyitasahoz felhasznaljuk, hogy a — bla™ — b™. Ebbdl
a+b = a—(=b)a" — (=b)" alapjan az n = 2k, illetve az n = 2k — 1

helyettesitéssel kovetkeznek az allitasok. ]

2.7-2. Lassuk be, hogy
25, —20, 16, 46, —21, 18, 37, —17

teljes maradékrendszert alkot modulo 8.
Megoldas.

Nézziik azokat a maradékokat, amelyek a szdmok 8-cal valé maradékos
osztasa soran keletkeznek.

25 —-20 16 46 -—-21 18 37 -—17
1 4 0 6 3 2 5 7

A porzitiv legkisebb maradékok mindegyike pontosan egyszer szerepel, igy

modulo 8 teljes maradékrendszerrdl van szé.
|

2.7-3. Teljes maradékrendszer-e

1, 11, 21, 31, 41, ..., 751, 761 (mod 77)?
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Megoldas. Az adott szamok k10 + 1 alaktuak, ahol 0 < k < 76. A (mod 77)
legkisebb pozitiv maradékokbdl &llé teljes maradékrendszerbél 10-zel valéd
szorzassal és 1 hozzdadasaval keletkeznek. Mivel (10,77) = 1, az "omnibusz-

tétel" szerint ez a halmaz is teljes maradékrendszert alkot. [ |

2.7-4. Teljes maradékrendszer-e
7, 22, 37, 52, 67, ..., 11632, 11647 (mod 777)?

Megoldas.

Az adott szamok 15s + 7 alakuak, ahol 0 < s < 776. Azonban
3 = (15,777) # 1, és igy az "omnibusztétel" nem alkalmazhato. Legyen 15s+7
és 15k + 7 az adott halmazbdl, és vizsgaljuk meg, mikor lesznek egymassal
kongruensek (mod 777).

15s+7=15k+7 (mod 777)

A kongruencia mindkét oldalabol kivonunk 7-et.
15s = 15k (mod 777)

Alkalmazzuk a 3. miveleti tulajdonsagot, a kongruencia mindkét oldalat el-
osztjuk 15-tel, a modulust pedig (15,777) = 3-mal.

s=k (mod 259)

Az adott halmazbol lehet egymassal kongruens két kiilénb6z6 szém. Példaul

7 és 15 - 259 + 7 ugyanabba a maradékosztalyba esnek. ]

2.7-5. Hatarozzuk meg 3, 8, 17, —17, 120, 54, —40, 236, 237

a. legkisebb nemnegativ maradékait (mod 11),

b. abszolat legkisebb maradékait (mod 11).

c. A fenti szamok koziil melyek kongruensek egymaéssal (mod 11)?
Megoldas.

| [3 8 17 —17 120 54 —40 236 237 |

3 8 6 5 10 10 4 ) 6
3 =3 =5 5 -1 -1 4 5 =95

o
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Ezek alapjan kénnyen megallapithato, hogy a kévetkez6 parok tagjai kongru-
ensek egymassal: (17,237), (—17,236), (120, 54). [ |

2.7-6. Redukalt maradékrendszer-e
5,15,25,35,45,55,...,155 (mod 32)? (1)

Megoldas.

1. megoldds.

Az adott halmaz elemei 10k + 5 alaktak, ahol 0 < k < 15.

a. Egy redukalt maradékrendszer elemeinek a szama ¢(32) = (2% —2%) =
=16. A megadott halmaznak éppen ennyi eleme van.

b. Belatjuk, hogy az adott szdmok paronként inkongruensek. Tegyiik fel,

hogy
10k +5=10s+5 (mod 32)

Mindkét oldalbél kivonjuk az 5-6t.
10k = 10s (mod 32)

Alkalmazzuk a 3. miveleti tulajdonsagot, a kongruencia mindkét oldalat el-
osztjuk 10-zel, a modulust pedig (10,32) = 2-vel.

k=s (mod 16)

Ha k = s (mod 16), akkor k = s, mert 0 < k, s < 16.
c. Az adott szamok relativ primek a modulushoz.
Ezek alapjan (1) redukalt maradékrendszer.

2. megoldds.

Az 1, 3, 5, ..., 31 redukalt maradékrendszerbdl 5-tel szorozva kapjuk
(1)-et. (5,32) = 1 s igy az ,omnibusztétel” alapjan, (1) is redukalt maradék-

rendszer. [}

2.7.2. Euler—Fermat-tétel

2.7-7. Lassuk be, hogy n € N esetén az n? + 1 szaAm minden paratlan
primosztoja 4k + 1 alaka.
Megoldas. Legyen p|n? + 1 és paratlan prim, tehat p # 2. Ekkor

n?= -1 (mod p).
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Mivel pT_l egész, vehetjiik az el6bbi egyenlet 2 ;1 -dik hatvanyat.

()7 = (-1 (mod p),
vagyis
nP~1l = (—1)1%1 (mod p).
A feltételbsl kovetkezik, hogy p t n, s igy a Fermat-tétel 1. alakjabol
nP~' =1 (mod p),

tehéat

amibdl

is kovetkezik, tehat % = 2k valamilyen k € N-re, vagyis p = 4k + 1, ami az
allitasunk volt. n
2.7-8. Bizonyitsuk be, hogy ha valamely n egész szadm nem oszthato

17-tel, akkor n® — 1 vagy n® + 1 oszthat6 17-tel.
Megoldas.

17 1 n, igy a Fermat-tétel els6 alakja szerint n'® =1 (mod 17). Irjuk ezt
4t oszthatosdgga: 17|n'% —1 = (n® —1)(n8+1). 17 primszam, a primtulajdon-
sag szerint ha osztdja egy szorzatnak, akkor valamelyik tényezének biztosan

osztéja. Ez pedig éppen az allités. [ |
2.7-9. Hatarozzuk meg 109%%° 14-gyel valé osztasi maradékat.
Megoldas. Olyan z értéket keresiink, amelyre z = 1093%° (mod 14).
109 =11 (mod 14)
Mindkét oldalt 355-dik hatvanyra emelve
109%% = 11%%  (mod 14).

(11,14) = 1 és ¢(14) = (2 - 7) = 6, igy alkalmazhatjuk az Euler-tételt:
1 (mod 14). 355 = 6 - 59 + 1 miatt

1139 = 11959 = (119)® .11 = 11 (mod 14).
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Tehét az osztési maradék 11. ]

2.7-10. Hatarozzuk meg 293%7 48-cal valé osztasi maradékat.
Megoldas. Olyan x értéket keresiink, amelyre z = 2932 (mod 48). Mivel
293 = 6-48 + 5 és 293 = 5 (mod 48), ezért x = 527° (mod 48). Kiszamitjuk
©(48) értéket.

©(48) = p(21-3) =8-2=16
Felhasznalva, hogy 275 = 16-1743 és 5P(48) — 516 = 1 (mod 48), azt kapjuk,

hogy
g = 510173 = (516)17. 53 — 53 — 195 =29  (mod 48).

Eszerint az osztasi maradék 29. []

2.7-11. Mi a 393" szam utolsé két szamjegye a tizes szamrendszer-
ben?

Megoldas. Olyan  értéket keresiink, amelyre 2 = 3939°" (mod 100). Mivel
(39,100) = 1, alkalmazhat6 az Euler-tétel: 399(100) = 1.

©(100) = (22 -5%) = 2-20 = 40 miatt a kitevé 40-nel valé osztasi
maradékat kell megkeresniink, vagyis az y = 393 (mod 40) kongruenciat

kell megoldanunk. 39 = —1 (mod 40), ezért 393 = (—1)3% = 1 (mod 40),

9390

és igy 3997 =39 (mod 100). ]

2.7-12. Lassuk be, hogy ha (a,10) = 1, akkor
a1 =4 (mod 1000),

ahol n természetes szam.
Megoldas.
Mivel ©(1000) = ¢(23-53) = ¢(23)-¢(5%) = 4-100 = 400, az Euler-tételbsl

csupan

a’® = 1 (mod 1000),
illetve n-edik hatvanyra emelve és a-val szorozva
a0l = 4 (mod 1000)

kovetkezik. Mas modon kell megtaldlnunk a megoldast. Be fogjuk latni, hogy a
kongruencia fennall modulo 8 és modulo 125, igy fennall modulo 8-125 = 1000
is. Egyrészt

a?® =¢*=1 (mod 8),
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ebbsl a'® =1 (mod 8), s igy
a1 =4 (mod 8). (1)

Maésrészt
a?12) = ¢'%0 =1 (mod 125),

amibdl
a1 = ¢ (mod 125). (2)

Mivel 8 és 25 relativ primek, ezért (1)-bél és (2)-bdl kovetkezik az allitds. m

2.7-13. Bizonyitsuk be, hogy
21971 = 1 (mod 19 - 73).

Megoldas. 19 és 73 primek, igy a megoldés sordn alkalmazhatjuk a Fermat-
tételt. Egyrészt:

9l973—1 _ 91873 T2 _ (218)73 972 — 972 _ (218)4 =1 (mod 19)
Masrészt:

91973-1 _ 91072418 _ (972)19 918 — 918 _ 643 = (_g)3 =

=-81-9=-72=1 (mod 73)
Mivel (19,73) = 1, a kongruencia modulo 19 - 73 is fennall. |

2.7-14. Melyek azok a p primek, amelyekre
5 +1=0 (mod p?)? (1)

Megoldas. p # 5, mert (1)-b6l 5|1 kovetkezne, ami nem lehetséges. Végezziik
el a kovetkezd atalakitast.

577 41 = 5(5102—1) —54+6=5((5""1HP1 —1)+6=0 (mod p? (2)

(2) modulo p is fennall, a Fermat-tétel szerint pedig 5! = 1 (mod p), igy
(2)-b8l 6 = 0 (mod p) kovetkezik. Fz p = 2 vagy p = 3 esetén lehetséges.
p = 2 nem lehet, mert 5*+1 # 0 (mod 4), vagyis 626 #Z 0 (mod 4). Vizsgaljuk
meg a p = 3 esetet.

59 41=5-62541=5-424+1=5-16+1=81=0 (mod 9)
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Tehat p = 3 az egyetlen megoldésa a kongruencianak. ]

2.7-15. Hatarozzuk meg a 439%°! szam osztasi maradékat 60-nal.
Megoldas. Olyan = értéket keresiink, amelyre = = 439%°! (mod 60).

439 =19 (mod 60)

43971 = 19%!  (mod 60)

Mivel p(60) = ¢(22-3-5) =2-2-4 = 16 és (19,60) = 1, az Euler-tétel szerint
191 =1 (mod 60). Ezt felhasznalva:

19291 = 19161843 — (1916)18 1193 = 193 = 19.361 =19 (mod 60)
Az osztési maradék 19. [ |

2.7-16. Lassuk be, hogy ha p és ¢ kiilénb6z8 primszamok, akkor
p 4¢P =1 (modp-q).

Megoldas. A Fermat-tétel szerint ¢! = 1 (mod p). Nyilvan p?~! = 0
(mod p) is fennéll. A két kongruenciat 6sszeadva kapjuk, hogy

P+ =1 (mod p). (1)
Hasonléan juthatunk el a

P+ =1 (mod g) (2)
kongruencidhoz. Mivel (p,q) =1, (1)-bdl és (2)-bol kovetkezik, hogy

Pl +¢'=1 (modp-q),

ami maga az allitas. ]

2.8. Linearis kongruenciak

Legyenek a, b egész szamok. Az
ar =b (mod m) (I)

alakd kongruenciat egyismeretlenes linedris kongruencidnak nevezziik, és olyan
x egész értékeket keresiink, melyek kielégitik. Ha x; egész szam kielégiti (I)-
et, és vo = x1 (mod m), akkor xs is kielégiti (I)-et. Tehat ha van megoldasa



2.8. Linedris kongruencidk 51

(I)-nek, akkor végtelen sok egész szam van, amelyek szintén megoldast ad-
nak, tudniillik a vele egy maradékosztalyban levk. Ez indokolja azt, hogy a
megoldasok szamanal a maradékosztalyokat vegytk figyelembe. Az (I) kong-
ruencia megolddsszama a kongruenciat kielégits elemek maradékosztalyainak
a szama.

1. tétel. Az ax = b (mod m) kongruencia megoldhatésaganak sziikséges
és elégséges feltétele az, hogy (a,m)|b teljesiiljon. Ha a kongruencia megold-
hato, akkor megoldéasainak a szama (a,m).

Bizonyitas.

I. A feltétel sziikséges. Ha ugyanis xo megoldasa az (I) kongruencianak,
akkor axg = b (mod m) miatt m|azg — b, s igy létezik olyan ¢ egész szém,
amellyel mq = axg — b. Igy b = axg — mq, amibél leolvashato, hogy (a,m)|b.

II. Tegyiik fel, hogy (a, m)|b.

1. Nézziik elGszor az (a, m) = 1 esetet. Legyen ag, ai, ..., am—1 modulo
m teljes maradékrendszer. Az omnibusztétel szerint (lasd az eléz6 fejezetet)
aag, aai, ..., aa,—1 modulo m is teljes maradékrendszer, kdvetkezésképpen
pontosan egy olyan elem van kozottiik, amelyik kongruens b-vel. Legyen ez az
aa;, ami aa; = b (mod m) miatt megoldasa (I)-nek, s ez az egyetlen megoldas.

2. Nézziik most az (a,m) > 1 esetet. Az

ar =b (mod m) (IT)

és az )
a m

= d

@)= m) ™

) (III)

(a,m)

kongruencidkat pontosan ugyanazok az egész szamok elégitik ki.

Ezek utan csupan azt kell megvizsgalnunk, hogy a modulo @) ) egyetlen
maradékosztalyt alkoté megoldasok hany kiilonb6z6 maradekosztalyt jelente-
nek modulo m.

Legyen xg megoldasa (III)-nak, s igy (II)-nek is. Ekkor

m

xo, o+ xo + 2 zo + ((a,m) — 1)

_m _m

(a,m)’ (a,m)”
mind kiilonb6z6 maradékosztalyba esnek modulo m, a tobbi g (mod ﬁ)—
beli elem azonban az elgbb felsoroltak valamelyikével kongruens lesz modulo

m.
Ezek szerint (IT)-nek (a,m) darab olyan megoldasat kapjuk, melyek in-

kongruensek modulo m, tehét (a,m) kiillonb6zé megoldasa van. |

(a,m)

2. tétel. Ha (a,m) = 1, akkor az ax = b (mod m) kongruencianak az
egyetlen megoldésa az 2o = a®"™~1b (mod m) szamnak megfelels maradé-
kosztaly.



52 2. Elméleti dsszefoglaldk, példdk

Bizonyitas. Azt az allitdst, mely szerint a fenti kongruencidnak pontosan egy
megoldasa van, mar belattuk az el6z6 tételben. Tegyiik fel, hogy g megoldés.
Ekkor

arg=b (mod m).

Beszorozva a?(™~1nel
a?™zo = a?™"1p  (mod m)

Mivel (a,m) = 1, ezért az Euler-féle kongruenciatétel szerint m|a®(™ — 1, igy
kongruenciank bal oldala az alabbiak szerint alakul:

a? Mz = 2o + (a@(m) — 1) xg =x9 (mod m),
s igy zo = a®(™~1b a megoldas. ]

Kongruencidk megoldasanak menete

Az

ar =b (mod m)
kongruencia akkor és csak akkor oldhaté meg, ha d = (a, m)|b. Attériink az

b
%x == (mod %)
kongruencidra. Az egyetlen megoldast jeldlje xg. Az eredeti kongruencia meg-
oldasai:
m
xtzxo—i—tg, 0<t<d-1

Megoldas soran a kongruencia mindkét oldalat oszthatjuk a modulushoz
relativ prim szdmmal, barmelyik egyiitthatot helyettesithetjiik egy vele kong-
ruens szammal, példaul a modulus konstansszorosat hozzdadhatjuk az egyik
oldalhoz (a modulus a 0 maradékosztalyt képviseli). Lasd a kongruenciak mii-
veleti tulajdonsagait az el6z6 fejezetben.

Linearis diofantikus egyenletek és linearis kongruencidk kapcsolata

A korabban targyalt linearis diofantikus egyenletek és a lineéris kongruenciak
kozott szoros kapcesolat van. Legyen ugyanis xg az ax = b (mod m) kong-
ruencia megoldasa. Ekkor m|b — ax, vagyis létezik olyan yo egész, melyre
myo = b — axg, igy

azxg + myog = b, (IV)
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tehat xg, yo az a, m, b egyiitthatés linearis diofantikus egyenlet egyik meg-
oldasa.

Okoskodésunkat visszafelé alkalmazva lathato, hogy a (IV) alaka diofan-
tikus egyenlet megoldasa az ax = b (mod m) kongruencia megoldésat is szol-
galtatja.

Ezek szerint a diofantikus egyenletek megoldhatok a kongruencidk segit-
ségével, és forditva, a linearis kongruencidkat meg lehet oldani a diofantikus
egyenletek megoldaséira alkalmas moédszerekkel is.

Példak

Oldjuk meg az alabbi kongruencidkat

2.8-1. 21z = 14 (mod 35)

Megoldas. Mivel (21, 35) = 7|14, ezért megoldhato a kongruencia, és 7 kiilon-
b6z6 megoldasa van. Ezek egyikét — miutan a kongruenciat 7-tel elosztottuk
- a

3z = 2 (mod5)
kongruenciabol kapjuk.

o = 390712 (mod 5)

zo = 3%-2 (mod5)

g = 54 (mod )

rg = 4 (modb)
Tehat a 4 (mod 5) maradékosztaly lesz a megolddsa 3z =2 (mod 5)-nek.
Egy masik lehetdség ennek az egyszertsitett kongruencianak a megoldéséra

a kovetkez6.
3r = 2 (modb)

A jobb oldalbdl 5-6t kivonunk.
3r = 2—-5=-3 (mod5)
Mindkét oldalt 3-mal osztjuk. (3,5) = 1, igy a modulus valtozatlan marad.
x = —1 (mod5)
zg = 4 (modb)

Az eredeti kongruencia megoldésa a kévetkezd hét maradékosztaly lesz:

1, 9, 14, 19, 24, 29, 34 (mod 35)
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2.8-2. 1722z = 6 (mod 62)

Megoldas. Inko(172,62) = 2|6, igy a kongruencia megoldhato, és két mara-
dékosztaly elemei adjdk a megoldast. Osszuk el az egyenletet — a modulust is
— a legnagyobb kdzos osztoval, ekkor a kévetkezdt kapjuk:

86x = 3 (mod 31)
86-ot a vele kongruens 24-gyel helyettesitjiik.
24r = 3 (mod 31)
3-mal osztunk. (3,31) = 1, igy a modulus véaltozatlan marad.
8 = 1 (mod 31)
A jobb oldalhoz 31-et adunk hozz.
8r = 32 (mod 31)

8-cal osztunk.
r = 4 (mod 31)

A megoldést a 4 (mod 62) és a 35 (mod 62) maradékosztalyokban 1évé szé-
mok adjak. [
2.8-3. 3z = 8 (mod 13)

Megoldas. (3,13) = 1, igy a kongruencia megoldhato, és egyetlen maradék-
osztaly elemei adjak a megoldést.

3xr =8 (mod 13)
A jobb oldalhoz adjunk 13-mat.
3z =21 (mod 13)

3-mal osztunk.
x=7 (mod 13)

2.8-4. 122 =9 (mod 15)
Megoldas. (12,15) = 3|9, a kongruencia megoldhato, 3-mal osztjuk a kong-
ruenciat, a modulust is.

4r =3 (mod 5)
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A jobb oldalhoz hozzéadjuk a modulus értékét, 5-6t.
4dr =8 (mod 5)

x=2 (mod5)

Ebbél 29 = 2 (mod 5) és 2y = 245+t (mod 5), 0 <t < 3.A2,7,12 (mod 15)

maradékosztalyok elemei adjak a megoldést. ]

2.8-5. 122 =9 (mod 18)

Megoldas. (12,18) =619, s igy a kongruencianak nincs megoldasa. [ |

2.8-6. 20z = 10 (mod 25)
Megoldas. (20,25) = 5|10, a kongruencia megoldhato, 5-tel osztjuk a kong-
ruenciat, a modulust is.

4r =2 (mod 5)
2 - 5-6t hozzdadunk a jobb oldalhoz.

4x =12 (mod 5)

4-gyel osztunk.
x=3 (mod5)

A 3,8,13,18,23 (mod 25) maradékosztalyok elemei adjak a megoldast. m

2.8-7. 10z = 25 (mod 35)
Megoldas. (10,35) = 5|25, a kongruencia megoldhato, 5-tel osztjuk a kong-
ruenciat, a modulust is.

20 =5 (mod 7)
A jobb oldalhoz 7-et adunk.

2 =12 (mod 7)

2-vel osztunk.
x=6 (mod7)

Az eredeti kongruencia megoldasa x = 6, 13, 20, 27, 34 (mod 35), tehat a

6,13,20,27,34 (mod 35) maradékosztalyok elemei adjak a megoldést. |
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2.8-8. 90z + 18 = 0 (mod 138)
Megoldas. 90 = 2-32-5, 138 = 2-3-23, (90,138) = 6|18, a kongruencia
megoldhaté.

90x = —18 (mod 138)
6-tal osztjuk a kongruenciat, a modulust is.
15z = —=3 (mod 23)
3-mal osztjuk mindkét oldalt.
5¢ = —1 (mod 23)
br = —1+4+46=45 (mod 23)

r = 9 (mod 23)

oldéast. [}

2.8-9. Tegyiik fel, hogy a'°" = 2 (mod 73) és a'®! = 69 (mod 73). Ha-
tarozzuk meg a-nak a 73-mal torténd osztaskor keletkezé legkisebb
nemnegativ osztasi maradékat.

Megoldas. Keressiik az = a (mod 73) kongruencia megoldasat.

a'® = 2 (mod 73)

a-val szorozva mindkét oldalt:

'™ = 2a=69 (mod 73)
2 = 69 (mod 73)
20 = 69+ 73=142 (mod 73)
a = 71 (mod 73)

Keressiik meg a kévetkezs egyenletek egész megoldasait kongruen-
cidk felhasznalasaval

2.8-10. 84z + 37y = 2
Megoldas. (84,37) = 1|2, ezért a diofantikus egyenlet megoldhato. Attériink
a kovetkez6 kongruenciara. (Ugyanigy dolgozhatnank a 37y = 2 (mod 84)
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kongruenciaval is, a kovetkez§ — kisebb modulust — kénnyebben kezelhetd,
esetiinkben ez a jobb vélasztas.)

84xr = 2 (mod 37)
84-et a vele kongruens 10-zel helyettesitjiik.
10z = 2 (mod 37)

2-vel osztunk.
S5

A jobb oldalhoz 2 - 37-et adunk.
5 = 75 (mod 37)

1 (mod 37)

5-tel osztunk.
x = 15 (mod 37)

r=15+37t, teZ, y=28e =20 34 gy,

Az x = 15437ty = —34—84t, t € Z szampérok adjak a diofantikus egyenlet

megoldasait. ]

2.8-11. 412+ 30y = 3
Megoldas. (41,30) = 1|3, ezért a diofantikus egyenlet megoldhaté. Attériink
a kovetkez6 kongruenciéra.

41z = 3 (mod 30)
41-et a vele kongruens 11-gyel helyettesitjiik.

11z = 3 (mod 30)
A jobb oldalhoz 30-at adunk.

11z = 33 (mod 30)

11-gyel osztunk.
x = 3 (mod 30)

v =3+430t, teZ, y=~>34e =300 4 43y

Az x = 3+30t, y = —4—41t, t € Z szampérok alkotjak a diofantikus egyenlet

megoldasait. ]

2.8-12. Pajkos szazlabtiak futkiroznak a lddaban. Az egyik fajtanak



58 2. Elméleti dsszefoglaldk, példdk

14 laba van, a masiknak 20. K6ly6k (alias Gorcesev Ivan) Gsszesen
232 labat szamolt meg. Hany szazlabt van a ladaban?

Megoldas. Legyen x 14 labu és y 20 1abu. A kévetkezo diofantikus egyenletet
kell megoldanunk.

14z + 20y = 232

Alakitsuk kongruenciava az egyenletet.

20y = 232 (mod 14)
(20,14) = 2|232, tehat megoldhato6 a kongruencia. Osszuk el 2-vel.
10y = 116 (mod 7)
Jy = =-3 (mod7)
y = —1=6 (mod7)

A kongruenciat az y = 6 + Tt, t € Z szamok elégitik ki. Ezt irjuk vissza az
eredeti egyenletbe.

L 23220y 232 - 20(6 +71)

—8—1
14 14 8~ 10t

A diofantikus egyenlet megolddsa z = 8 — 10t, y = 6 + 7t, t € Z. Csak
t = 0 esetén lesz mindkét érték porzitiv, igy a feladat megoldasa x = 8,y = 6

felhasznélasaval 8 + 6 = 14. 14 szazlabu szaladgal a ladaban. ]

2.8-13. Bontsuk fel 463-at két természetes szam Osszegére 1igy, hogy
az egyik szam oszthato legyen 14-gyel, a masik 23-mal. Oldjuk meg
a feladatot kongruenciak segitségével.

Megoldas. A kovetkezs egyenletet kell megoldanunk:

142 + 23y = 463
Attériink kongruenciara.

23y = 463 (mod 14)
99 = 1 (mod 14)
A jobb oldalbdl kivonunk 2 - 14-et.
9y = —27 (mod 14)

9-cel osztunk.
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y = —3 (mod 14)
y = 11 (mod 14)

A diofantikus egyenlet megoldasa:

463 — 23(11 + 14k
y=11+14k, k€ Z, z= 03 3§4+ ) _ 15— 23k

x és y egyszerre csak k = 0 esetén lesz pozitiv. A feladat megoldasa:

14z =14 -15 =210 és 23y = 23 - 11 = 253.

2.9. Linearis kongruencia-rendszerek, a kinai
maradéktétel

Ebben a fejezetben linearis kongruencidk k6zos megoldasat keressiik. Legyen
neN, my, mo, ..., myp €N, a;,b; €Z (1<1i<n).
Az

arx =b;  (mod my)

asxr = by (mod my) (I)

anz = b, (mod my,)

kongruencia-rendszer szimultdn megolddsa az o egész szam, ha egyszerre ki-
elégiti az (I)-beli Osszes kongruenciat.

Egy szimultan kongruencia-rendszer nyilvan csak akkor oldhaté meg, ha
minden egyes kongruencia kiilén-kiilén megoldhat6. Legyen c1, c2, ..., ¢y
rendre a kongruencidk megoldasa. Elegendd tehat az aldbbi kongruencia-
rendszert vizsgélni:

ca  (mod ma) (II)
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Ha kiilon-kiilon van is az (I)-beli kongruencidknak megoldasa, ez nem feltét-
leniil jar azzal, hogy létezik szimultian megoldés.
Példaul az

r=1 (mod 4)
=3 (mod4)

kongruenciék kiilon-kiilon megoldhatéak (a feliras maga mar szolgaltatja is a
megoldast), szimultin megoldésa a rendszernek nyilvan nincs.

Vizsgaljuk el&szor a két kongruenciabél allé rendszereket.

1. tétel.

I. Az

¢1 (mod my)
xr=cy (mod my) (IIT)

8
Il

szimultdn kongruencia-rendszer akkor és csak akkor oldhaté meg, ha
(m1,ma)|c1 — ca.

II. Ha megoldhaté a rendszer, akkor a megoldés egy maradékosztalyt alkot
modulo [m1, ms).
Bizonyitas. 1. (III) atirhato az

r=c +21m1, T=co+29Mmo, 21, 22 €L
alakba, amibdl

C1 + z21mq = co + zama,
illetve

Cl — Cg = 291 — Z11M7. (IV)

A (I1I) kongruencia-rendszer a (IV) linearis diofantikus egyenlettel ekvivalens.
Ez utobbi megoldhatosiganak sziikséges és elégséges feltétele

(m1, ma)ler — ca.

(Lasd a 2.5. fejezetet.)
II. bizonyitasdhoz gondoljuk meg a kivetkezdSket. Legyen r egy megoldés,
vagyis
r=c; (modmy) és r=cy (mod ma).

Valamely s egész szam akkor és csak akkor megoldés, ha

s=c1 (modmi) és s=co (mod my),
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vagyis
r=s (modm;) és r=s (modms).

Ebbél
milr —s és malr —s.

Ez utobbi pedig azzal ekvivalens, hogy [mq, ma]|r — s, tehat

r=s (mod [my,ms]).

|
2. tétel. Az
r=c (modmy)
=cy (mod my)
r=c¢, (modmy)
szimultan kongruencia-rendszer akkor és csak akkor oldhaté meg, ha
minden 1 <i < j <k esetén (m;,mj)|c; —c¢;
teljesiil. °

A kérdést nem fogjuk teljes egészében targyalni, csupan egy specidlis ese-
tet néziink. Az alabbi tétel azért kapta a kinai maradéktétel nevet, mert Sun
Tsu, a Kr. u. I. szdzadban élt kinai matematikus munkaiban mér megtalal-
hato.

3. tétel. (Kinai maradéktétel) Tekintsiik az (I) kongruencia-rendszert,
és legyen
(aj,m;) =1 (i=1,...,n),

valamint

Ekkor az (I) kongruencia-rendszernek van megoldéasa, s a megoldésok egyetlen
maradékosztalyba esnek modulo m, ahol m =m; - mo - - - my.
Bizonyitas. A feltétel szerint az a;x = b; (mod m;) kongruencia mindegyik
i-re megoldhato, hiszen (a;,m;) = 1|b;. Tudjuk, hogy egy megoldast ad a
c = af(mi)_lbi.

Ezekkel a ¢; értékekkel a (1) egyenletrendszerhez jutunk, amelyik ekviva-
lens az (I) alattival.
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A tovabbiakban (IT) megoldéasat keressiik. Vezessiik be az

m .
J

jelolést, és nézziik az

Miy=1 (mod my)
My =1 (mod mg) (V)

M,y =1 (mod m,)

kongruencidkat.
Ezek kiilon-kiilon megoldhatoak, mert (M;,m;) =1 (1 < j < n). Jelol-
jiik a kongruencidk megoldasat sorban y1, y2, ..., yn-nel, és a segitségiikkel

fogjuk elsallitani (IT) megoldasat. Legyen ugyanis
xg = Myyic1 + Maysca + ... + Mpyncy.

1. El8szor azt mutatjuk meg, hogy xo megoldasa (IT)-nek. Helyettesitsiik
be xg-at az i-edik egyenletbe (1 < j < n). Ekkor

xo = Myyic1r + Mayaca + ... + Mpyncn, = Myyic;  (mod m;),

hiszen M; kivételével a tobbi M; oszthato my-vel, tehdt a megfeleld tagok
0-val lesznek kongruensek modulo m;. De M;y;c; = ¢; (mod m;), mivel y; az
(V)-beli i-edik egyenlet megoldésa volt. Ezért

zo=¢ (modm;) (1<i<n);

xo tehat sorban kielégiti a (IT)-beli egyenleteket, és igy szimultan megoldas.
2. Most lassuk be azt, hogy az Ty (mod m) maradékosztalyban 1évé ele-
mek mind megoldasai (IT)-nek. Legyen

x1 =29 (mod m),

vagyis
m|xy — xo.
De ekkor
milxy —xo (1 <i<n),
s {gy

x1 =x9 (modm;) (1<i<n),
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tehat x; is kielégiti (II) mindegyik egyenletét.

3. Hatra van még annak a belatasa, hogy minden megoldas ugyanabba az
egyetlen maradékosztilyba esik modulo m.

Tegyiik fel, hogy z¢ és z1 megoldasai (IT)-nek, s igy

r1 =z (modm;) minden i-re (1 <i<mn).

Ebbél
m;i|z1 —xo  minden i-re (1 <i < n).
De
miatt
m|xy — o,
s igy
x1 =x9 (mod m)
is teljesiil. [

Osszetett modulusii kongruenciak megoldasa

A kinai maradéktételbsl kovetkezik, hogy tetszéleges dsszetett szam modulusta
kongruencia visszavezethet§ primhatvany modulust kongruencidkra.
Legyen ugyanis m = p{'p5? ... p}.* az m szdm kanonikus alakja, és keres-

siikk az

f(x)=0 (mod m) (VI)
kongruencia megoldasat. Ez ekvivalens az

f(x) =0 (mod p{*)

f(x) =0 (mod p5?) (VII)

f(z) =0 (mod p;*)
szimultdn kongruencia-rendszerrel. A (VII) rendszerben minden kongruenciat
kiilon-kiilon megoldunk. Ha valamelyiknek nincs megoldasa, akkor (VI) sem
oldhat6 meg. Ha mindegyik megoldhaté, és c1, co ... cg egy-egy megoldés,
akkor az

z=c (mod pi?)

=cy (mod p5?)

r=c¢, (mod pp*)
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szimultan kongruencia-rendszert kell megoldanunk, igy megkapjuk (VI) egyik
megoldasat. Az 6sszes megoldast megkapjuk, ha c1, ca ... ¢ végigfut (VII)
minden lehetséges megoldasrendszerén.

Maradékszamrendszerek

A kinai maradéktétel szamitastechnikai alkalmazésa az ugynevezett mara-
dékszimrendszerekkel torténd miiveletvégzés. Sok olyan miivelet van, amelyet
egész szamok Osszeaddsénak, szorzasdnak sorozatabdl épit fel a szamitdgép.
Fontos, hogy ezeket a miveleteket lehet6leg gyorsan el lehessen végezni.

Tegyiik fel, hogy a szamolas sordn egy bizonyos A értéknél kisebb ab-
szolut értékd egészek fordulnak csak el§. Ez nem jelent megszoritast, hiszen
minden szadmitoégép csak egy bizonyos korlatig képes a szdmokat &brézolni.
Legyen m = pi1pa...px az els6 k darab pozitiv primszam szorzata, ahol k-t
tgy valasztjuk meg, hogy m > 2A teljesiiljon. Ezzel elérjiik, hogy egy A-nal
kisebb abszolut értékd egész szam megegyezzen a modulo m legkisebb ab-
szolut értékd maradékaval. Tekintsiik az illet6 szam modulo p; maradékainak
rendszerét, ezek lesznek a szam szdmjegyei maradékszamrendszerben.

A szémjegyek lényegében egy szimultan kongruencia-rendszert jelentenek,
ahol a p; modulusok péaronként relativ primek, s ezért ezekbdl a szdm mo-
dulo m maradéka egyértelmiien elGallithatd, ami jelen esetben maga a szam.
Két szam osszeadasakor vagy szorzasakor a megfelels maradékokat, vagyis
a szamjegyeket kell Gsszeadni, illetve szorozni, majd az igy kapott modulo
p; maradékok rendszerébdl kell a modulo m maradékot meghatarozni. T6bb
miivelet esetén csak a végén érdemes visszavaltani.

Lényeges elénye a modszernek, hogy a miveletek szamjegyenként kiilon
végezhet6k, ami egy n pozitiv egész szam alapd szamrendszer esetében nem
tehetd meg az atvitelek miatt. Ha tobb parhuzamos processzor 4ll rendelke-
zésre, akkor ez a modszer j6l hasznalhato.

Példak

2.9-1. Oldjuk meg a kévetkezd kongruencia-rendszert:
5z =3 (mod7)
3r =7 (mod 8)
Megoldas. Az els6 kongruencia a kévetkezd alakban irhato:
5¢=3 (mod 7)
52 =10 (mod 7)
r=2 (mod7)
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Tehét az
r=24Tt teZ (1)

szamok alkotjak a megoldast. Fzt helyettesitsiik be a méasodik kongruenciaba,
és rendezziik, majd oldjuk meg.

3(2+7t) =7 (mod 8)
21t =1 (mod 8)
—3t=9 (mod 8)
= -3 (mod 8)
t=5 (mod 8)
At=5+8s s € Zszamok alkotjik ennek a megoldasat. Ezt visszahelyet-

tesitve (1)-be:
r=2+T7(b5+8s)=37+56s scZ

Az 6sszes megoldas tehat 37 (mod 56). Figyeljiik meg, hogy 56 = 1kkt(7,8).

2.9-2. Oldjuk meg az

2 (mod 3)
3 (mod 4)
1 (mod 5)

x
r =
r =

kongruencia-rendszert a kinai maradéktétel segitségével.
Megoldas. A kinai maradéktétel feltételei teljesiilnek, igy alkalmazhatjuk a
modszert. A tétel jeloléseit hasznélva

m=3-4-5=60, My = 20, My = 15, M3y =12,

ami az aldbbi kongruencidk egyenkénti megoldasahoz vezet:

20y = 1 (mod 3) 15y = 1 (mod 4)
20y = 1-21 (mod 3) 15y = 1—16 (mod 4)
20y = —20 (mod 3) 15y = —15 (mod 4)

y = —1 (mod 3) y = -1 (mod4)

y = 2 (mod 3) y = 3 (mod4)

o= 2 Y2 = 3
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12y = 1 (mod 5)
12y = 1-21 (mod 5)
12y = —24 (mod 5)
y = —2 (mod5)
y = 3 (mod?5)
y3 = 3

A kapott y; értékek segitségével elGallitandé xg megoldast modulo 60 vessziik.
xo = Myyicr + Moysco + Msysc3 =20-2-2+15-3-3+12-3-1=
=80+1354+36=20+15+36=71=11 (mod 60)
Visszahelyettesitve, valoban 11 = 2 (mod 3), 11 = 3 (mod4) és 11 =1

(mod 5). A szimultédn rendszer megoldasa 11 (mod 60). |

2.9-3. Oldjuk meg a kivetkez6 kongruencia-rendszert a kinai mara-
déktétel segitségével:

4r =2 (mod 3)
3xr=2 (mod7)
92 =7 (mod 11)

Megoldas. A kinai maradéktétel feltételei teljesiilnek, igy alkalmazhatjuk a
modszert. Elgszor megoldjuk kiilon-kiilon a kongruencidkat.

4r = 2 (mod 3) 3z = 2 (modT7) 9z = 7 (mod 11)
2r = 1 (mod 3) 3z = 9 (mod?7) 9z = 18 (mod 11)
2 = 4 (mod 3) r = 3 (mod?7) xr = 2 (modl11)
x = 2 (mod 3)

m=3-7-11=231, M =77, My=33,  M=21,

ami az aldbbi kongruencidk egyenkénti megoldasihoz vezet:

7y = 1 (mod 3) 33y = 1 (mod?7)
2y = 1 (mod 3) 59 = 1 (mod7)
2y = 4 (mod 3) 5y = —20 (mod 7)
y = 2 (mod 3) y = —4 (mod?7)
y = 3 (mod?7)

y = 2 y2 = 3
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2ly = 1 (mod 11)
10y = 1 (mod 11)
10y = —10 (mod 11)
y = -1 (mod11)
y = 10 (mod 11)
ys = 10

A kapott y; értékek segitségével elGallitandé zg megoldast modulo 231 vessziik.
xg = Myyicr + Mayaco + Msyscs =77-2-2433-3-34+21-10-2 =
=308 4297+ 420 =77+ 66 + 189 = 332 =101 (mod 231)

A szimultén rendszer megoldasa 101 (mod 231). [

2.9-4. Legyen k € N. Bizonyitsuk be, hogy van £k szamu egymasutani
egész gy, hogy barmelyiknek van egynél nagyobb négyzetszam osz-
toja.

Megoldas. Vegyiink k kiilonbozs primet (2,3, ..., pg), és nézziik a kovetkezs
kongruencia-rendszert:

=1 (mod 2?)

=2 (mod 3?)

r=Fk (mod p})

A kinai maradéktétel szerint ez a szimultéan kongruencia-rendszer megoldhato.
Legyen egy megoldas A. Ekkor

2A-1  32A-2 ... plA—k
Tehat az A el6tti k szamu egész eleget tesz a feltételnek. ]
2.9-5. Oldjuk meg a a kévetkezd kongruencia-rendszert a kinai ma-

radéktétel segitségével:

3z =2 (mod 5)
2r =2 (mod 7)
5z =2 (mod 11)
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Megoldas. A kinai maradéktétel feltételei teljesiilnek, igy alkalmazhatjuk a
modszert. Elgszor megoldjuk kiilon-kiilon a kongruencidkat.

3r = 2 (mod5) 2r = 2 (mod 7) 5t = 2 (mod 11)
3r = —3 (modb) r = 1 (mod?7) 5z = 35 (mod 11)
x = -1 (mod5) xr = 7 (mod11)
x = 4 (mod5)

m=5-7-11 =385 My =77 My =55 Mz =35

Az alabbi kongruencidkat egyenként oldjuk meg:

77y = 1 (mod 5) 55y = 1 (mod 7) 35y = 1 (mod 11)
2y = 6 (modb) —y = 1 (modT7) 2y = 12 (mod 11)
y = 3 (mod?5) y = 6 (mod?7) y = 6 (mod11)
yo= 3 y2. = 6 y3 = 6

A kapott y; értékek segitségével elGallitandé xg megoldast modulo 385 vessziik.
xOEM1y101+M2y202+M3y303 =77-3-4455-6-14+35-6-7=

=024 1 330 4+ 1470 = 2724 = 29 (mod 385)
A szimultan rendszer megoldasa 29 (mod 385). [

2.9-6. Keressiik meg a kinai maradéktétel alkalmazasaval az alabbi
kongruencidk szimultan megoldasat:

5c¢=1 (mod 7)
4r =1 (mod9)
8z =1 (mod 13)

Megoldas. A kinai maradéktétel feltételei teljesiilnek, igy alkalmazhatjuk a
modszert. Elgszor megoldjuk kiilon-kiilon a kongruencidkat.

5¢ = 1 (mod?7) 4r = 1 (mod9) 8 = 1 (mod 13)
5z = =20 (mod7) 4r = 28 (mod9) 8 = 40 (mod 13)
x = —4 (mod7) xr = 7 (mod9) r = 5 (mod 13)
xr = 3 (mod7)
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m=7-9-13 =819 My =117 My =91 M3 =63
Az alabbi kongruencidkat egyenként oldjuk meg:

117y = 1 (mod 7) 9y = 1 (mod9)
59 = 1 (mod7) y = 1 (mod?9)
5y = 15 (mod 7)
y = 3 (modT7)
voo= 3 y2 = 1

63y = 1 (mod 13)

—2y = 1 (mod 13)

—2y = —12 (mod 13)

y = 6 (mod 13)

y3 = 6

A kapott y; értékek segitségével elgallitandd zp megoldast modulo 819 vessziik.
xog = Myyic1 + Maysco + Msyscs =117-3-3491-1-7463-6-5 =

= 3580 =304 (mod 819)

A szimultan rendszer megoldasa 304 (mod 819). [

2.9-7. Legyen A = 1000, és végezziik el a 23 - 37 szorzast maradék-
szamrendszerben.

Megoldas. m =2-3-5-7-11 = 2310. Keressiik meg 23 és 37 szamjegyeit
maradékszamrendszerben, tehat a modulo p; maradékokat.

23=(1, 2, 3, 2, 1) 37=(1, 1, 2, 2, 4)
Végezziik el a szorzast a maradékokkal.
23-37=(1-1,2-1,3-2,2-2,1-4)=(1, 2, 1, 4, 4)

Oldjuk meg a kévetkezd szimultan kongruencia-rendszert:

=1 (mod 2)
=2 (mod 3)
=1 (mod 5)
=4 (mod 7)
=4 (mod 11)
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Megoldjuk az M;y = 1 (mod p;) kongruencidkat, ahol az M; értékek sorban
1155, 770, 462, 330 és 210. A megoldasok
n=1 1=2 y3=3, pu=1, ys =1
Ennek felhasznalasaval
zo = Miyicr + Mayacs + Mzysces + Mayacy + Msyscs =

=1155-1-14770-2-2+462-3-14+330-1-44+210-1-4 =851 (mod 2310)

A szamolas eredménye 23 - 37 = 851. [ ]

2.9-8. Legyen A = 1000, és végezziik el a 24 - 33 szorzast maradék-
szamrendszerben.

Megoldas. m =2-3-5-7-11 = 2310. Keressiik meg 24 és 33 szamjegyeit
maradékszamrendszerben, tehat a modulo p; maradékokat.

24 =(0, 0, 4, 3, 2) 33=(1, 0, 3, 5, 0)
Végezziik el a szorzast a maradékokkal.
24-33=(0-1,0-0,4-3,3-5,2-0)=(0, 0, 2, 1, 0)

Oldjuk meg a kovetkezd szimultdn kongruencia-rendszert:

=0 (mod 2)
z=0 (mod 3)
x=2 (mod 5)
x=1 (mod7)

=0 (mod 11)

Az M; értékek sorban 1155, 770, 462, 330 és 210. Az M;y = 1 (mod p;)
kongruenciak koziil csak a modulo 5 és a modulo 7 kongruencidk megoldasara
van szilikség, mert a t6bbi értéke zo-ban 0-val szorzodik. A megoldésok

ys =3, ys=1.
Ennek felhasznéalasaval
xo = Myyicr + Maysca + M3yses + Myyscy + Msyscs =

=1155-y1-0+770-y2-04+462-3-2+330-1-14+210-y5-0 = 792 (mod 2310)

A szamolas eredménye 24 - 33 = 792. [ ]
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2.10. Lanctortek, diofantikus approximaciéelmélet

Lanctorton altalaban a kévetkezd alaku kifejezést értjiik:

1
T+ 1, D

ahol x1 valos, x; (2 < 1) pedig pozitiv valos szam.

t € N futhat egy rogzitett n-ig vagy végtelenig. Az els6 esetben véges, a
méasodikban wvégtelen ldnctértrél beszéliink.

Az (I) lanctortet a tovabbiakban jelolje //x1, xo, 3, ..., x,//, ha véges
és az i index legnagyobb értéke n, ha pedig végtelen, akkor //x1, x2, x3, ... //.
1, T2, T3, ...a ldnctirt jegyer. Minden véges lanctortet kiszamithatunk oly
moédon, hogy elemeivel véges sok racionélis miveletet végziink. Tehat minden
véges lanctort egy valos szam, s6t — ha a jegyek racionélisak — raciondlis szam.
Ezzel szemben egy végtelen lanctértnek nem tudunk minden tovabbi nélkiil
szamértéket tulajdonitani. Egyszerd ldnctértrdl beszéliink, ha a jegyek egész
szamok. Tetszbleges o valds szambél kiindulva eljuthatunk egy véges vagy
végtelen egyszert lanctérthoz, amint azt az aldbbi eljarasbol lathatjuk.

Lanctortbe fejtési eljaras
Tekintsiink egy v € R szdmot, legyen v; = 7, és bontsuk egész és tort részére:

7 =Mml+{nk 0<{n}<1

Ha {71} > 0, akkor {Tll} nagyobb, mint 1, s a 72 = {Tll} szamot jra egeész és

tort részére bonthatjuk. A kapott egész részeket jeldlje sorban aq, ag, ..., és
1
Vi T Ty )
Az s — 1-edik 1épésben, ha vs_1 nem egész, akkor
1 1 1
VYs—1 = As—1 + —, ahol as_1 = [’Ys—l] és vs = = .
Vs {’7571} Vs—1 — As—1

Ezt mindaddig ismételjiik, amig a kapott tort rész nem 0.
Ha ~;-t i = 2, ..., s — 1 esetén sorban visszahelyettesitjiik a megel6z6 kife-
jezésekbe, akkor -t elGéllité emeletes tértekhez jutunk.

1 1
/7:0/1—’—7:&1—1_ 1:...:a1+ 1 (II)
Y2 a2+7—3 ag+ —m—

az+ o——1
“'571'*'%
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Az eljaras akkor ér véget, ha 5 egész szdm. Ha ez véges sok 1épésben
bekovetkezik, akkor a v szamot véges egyszerd ldnctortbe fejtettiik, ellenkezd
esetben a 7y szam végtelen egyszerd lanctortbe fejtett alakjahoz jutunk. Az els6
esetben kapott tort értéke nyilvan ~.

Az //ay, a9, as, ..., a,// lanctort s-edik szelete / /a1, ag, as, ..., as//
(1 < s <n), amit ds-sel fogunk jel5lni.
Példaul
1 araz +1
(51:0/17 (Szzal—i——:L’ (53:@14—71’
a2 az az + a5

Lathaté a definiciobol, hogy ds-b6l ds41-et gy szarmaztathatjuk, hogy as
helyébe ag 4 — --et frunk. Az aldbbi rekurzids képletek segitségével a lanctort

as
szeleteit allithatjuk eld.

1. tétel. Tekintsiik az //a1, ag, as,..., a,// lanctortet. Legyen
Py=1 Qo=0

P =a Q=1

és 2 < s < n esetén

Ps=asPs_1+ Ps_o Qs = astfl + Q572- (IH)

Ekkor % = §,, ahol 5 a lanctort s-edik szelete.
Bizonyitas.

s = 0-ra Ps-et és Qs-et értelmeztiik, ds-et azonban nem.

s = 1 esetén P, = a1, Q1 = 1, s mint elébb lattuk, d; = a1, ami meg-
egyezik %—gyel.

s =2esetén P, = aga1 + 1, Q2 = a2- 140, do = %, ami %—vel
egyezik meg.

Tegyiik fel, hogy s > 2, és s — 1-ig igaz az allitasunk. Ekkor az indukciés

feltevés miatt:
(55_1 _ P4 _ as—1Ps_2 + Ps_3
Qs—l as—le—Q + QS—S
0s—1-b6l ds-et megkapjuk, ha as—1 helyébe as—1 + a—ls -et irjuk. Mivel 651
el6z6 alakjaban Ps_o, Ps_3 és QQs—2, Qs—3 burkolt formaban sem tartalmazza
as—1-et, ezért ebbdl

1
5 (a571 + cTs) P o+ Ps_3 _as(as1Ps_o+ Ps_3) + Ps_o
= = =

(as—l + ai> Qoo+ Quy  s(0s-1Qu—2 + Qos) + Qo2
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asPs_1+ Ps_2 P

B astfl + Q372 B @’

ami minden megfelel§ s esetén igazolja az allitasunkat. ]
Az /a1, a9, as, ..., a,//lanctort s-edik kozelitd tortje & (1 <s<n),

ahol Ps és Qs a (ITT)-ban megadott modon keletkeznek.

Az el6z6 tétel szerint egy lanctort s-edik kozelits tortje az s-edik szelet
egyik elgallitasat adja.

Legyen a tovabbiakban //a1, ag, as, ..., a,// egyszerd lanctort. Ekkor
Ps és Qs egész szamok. A Qs (s =0, 1, 2, ...) sorozat névekvs, s6t s > 2-t61
szigordan monoton névekva.

Szoros kapcsolat van egy raciondlis szam lanctortbe fejtése és az euk-
lideszi algoritmus kozott. Neézziik ugyanis a,b € Z, b > 0 esetén az a, b
parra vonatkozé euklideszi algoritmust, és az egyenleteket osszuk végig sor-

ban b, r1, T9, ...-vel, a mindenkori oszt6val.

a = bg +nr 0<r; <b 7 @+ 0< <1
b = rgptry 0<ry<nr % = @+ 0< <1
rn = Toq3+13 0<r3<re % = q;;—l—% 0<%’<1
Mint latjuk, a q1, q2, g3, ... szdmok a bal oldalon all6 szdm egész részei,

rﬁl pedig a tort részeket szolgaltatjik, vagyis a g; értékek a lanctortbe fejtés

jegyei, és go-t6] kezdve természetes szamok.

Emlitettiik, hogy egy véges egyszert lanctort racionalis szamot 4llit eld.
Forditva is igaz, raciondlis szdm véges egyszerd lanctortbe fejthetd, hiszen
a megfelel§ euklideszi algoritmus véges sok 1épés utan véget ér. Irracionilis
szamok egyszerd lanctort alakja nyilvanvaléan csak végtelen lehet.

Legyenek 91, d2, ..., 0, az //a1, az, as, ..., an// egyszerd lanctort
szeletei. Vizsgaljuk meg két szelet kiilonbségét:

P Py _ PSQs—l - Ps—le

g — 051 = — — = ,
° * Qs Qs—l Qst—l
s nézziik ebben az elGallitdsban a szamlalot.
2. tétel. Legyenek az //a1, as, as, ..., a,// egyszerd lanctort kozelitd
tortjei 5= (1 <s <n). Ekkor
Pstfl - Psles = (_1)9 (IV)

Bizonyitas. A bal oldalon szerepld kifejezést jeldljiik hs-sel, és alkalmazzuk
az el6zd tételben szerepld rekurzids kifejezéseket Ps és Qs elGéllitasara.

hs = Pstfl - Psles = (asPsfl + Psf2)stl - Psfl(astfl + Q372) =
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= S—QQs—l - Ps—le—Q - _hs—la

vagyis a hs értékek ugyanannak a szamnak a *1-szeresei. hi egyszertien ki-
szamithato.

hi=PQo—PQi=a;-0—-1-1=—-1= (-1},

s igy hs = (—1)%, ami igazolja az allitdsunkat. |
I. K6évetkezmény.
A (IV) formulabol kozvetleniil leolvashato, hogy

(P&Qs)zl (1§s§n),

tehat egyszerti lanctort kozelits tértjének szamliloja és nevezdje relativ pri-
mek.

I1. Kovetkezmény.

Az el6z6 tétel kovetkezményeként

(=1)°
0 — 0s_1 = ——— 2 < s <n esetén. A%
ST 0,000 )
Nézziik most a mésodik szomszédok eltérését s > 2 esetén:
(—1)5_1(13
0g —0g_p = ~—2—"
° i QstfQ
Tehat
O e v
Qs QS—Q Q5Q5—2
ami a

Pst—Q - PS—QQS = (_1)5_103

alakban is felirhaté.

I11. K6vetkezmény.

Vizsgaljuk a (VI) alakot. Mivel s > 2 esetén a, pozitiv, ezért a paratlan
indext kozelits tortek névekvs, a parosak csokkend sorozatot alkotnak, és —
(V)-6t is figyelembe véve — barmely péros indexii nagyobb barmely paratlan
indextinél. Ha v racionalis, tehat egyszert lanctort alakja véges, akkor, mivel
valamilyen n-re vy = %, az is igaz, hogy a tobbi kozelits tort kozrefogja ~y-t,
vagyis

i < B < ki <...</]ai, ag, ag, ..., ap// < ... < — < —.

Q1 Qs Qs
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3. tétel. Legyen v € Q, % (1 < s < n) pedig v egyszerd lanctort-
elsallitasanak a kozelits tortjei. Ekkor

EgyenlGség pontosan akkor &ll fenn, ha s = n.

Legyen most v € R irracionalis szam, //a1, ag, as, ...// az egyszerd lanc-
tortbe fejtett alakja, % (1 < s) pedig a kozelits tortjei. Ezekre a tortekre
is igaz, hogy

Pl P3 P5 P4 P2

— ] < —< ... <7< ... < =< = VII

Q1 Q3 Qs 7 Qs Q2 (VID
A lim, % létezik, és ezt a hatarértéket tekintjiik az //a1, ag, as, ...//

végtelen egyszerd lanctort értékének. Ez az érték (VII) szerint éppen 7.
4. tétel. Ha v € R irracionalis szam, % (1 < s) pedig 7y egyszerii lanctort-
elsallitasanak a kozelits tortjei, akkor

P4 1
— < §=2,3,...).
"7 stl Qstfl ( )
[ ]
Legyen //a1, as, as, ..., an// tetszbleges véges egyszerd lanctort, és
a, > 2. Ekkor
//a1, a2, as, ..., an// =//a1, ag, ag, ..., apn—1, an—1, 1//,

vagyis ugyanannak a racionalis szamnak két kiilonbdz6 lanctort-elsallitasat
kaptuk. Belathato, hogy ett6l a kivételtdl eltekintve a valds szamok egyszerd
lanctort-elGallitasa 1ényegében egyértelmd.

Erdekes az a tény, hogy racionalis szam lanctortbe fejtett alakja véges,
irracionélisé végtelen, szemben példaul a tizedes tortekkel, melyek bizonyos
racionalis szamokat végtelen, jollehet szakaszos torttel allitanak eld.

Diofantikus approximaciéelmeélet.

A lanctortek igen jo szolgdlatot tesznek az dgynevezett diofantikus approxi-
mdcioelméletben, mely elmélet olyan kérdésekkel foglalkozik, hogy egy fiigg-
vénybe egész vagy raciondlis szamokat helyettesitve a megfelels fiiggvényér-
tékek milyen kozel keriilhetnek valamilyen elére adott szamhoz.
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Legyen v € R. Vizsgaljuk meg, hogy alkalmas £ (p € Z,q € N) racionalis

szdmokra milyen kicsivé tehetd a Lv e ) kifejezés. Az olyan € Q szamokat,
melyekre ez példaul ¢ fliggvényében k1051 v-t jol appmmmalo szamoknak,
ilyen £ p szamok keresését pedig v raciondlis szdmokkal vald approximdcidjinak
mondjuk.

Legyen a tovabbiakban ~ irracionalis szam, bar az allitasokat megfelelen
modositva raciondlis v esetére is alkalmazhatjuk.

Barmely v € R és (¢ € N) szamokhoz talalhato olyan p € Z, melyre
lgy —p| < %, mert a ¢y-t kozrefogod ket egész szam koziil a kozelebbi megfelel
p-nek. Ebbél azt kapjuk, hogy

< (VIII)

P 1
7 2
Amint azt a 2’”1 (k € N) alakua raciondlis szamokhoz kozeli «y irracionalis
szamok mutatjak ez a becslés rogzitett g mellett altalaban nem javithaté.
Igaz azonban a kovetkezd, P. G. L. Dirichlet altal bizonyitott tétel.
5. tétel. Dirichlet tétele. v rogzitett irracionélis szamhoz taldlhato vég-
telen sok olyan g € N, hogy alkalmas p € Z szdmokra
P 1
T== < . IX
' q‘ q° (IX)

Bizonyitas. Ezt az allitast 1ényegében mar megtargyaltuk, s6t konstruktiv
modszeriink van az ilyen szdmok elGallitasara. Fejtslik ugyanis v-t egyszerd
lanctortbe. Irracionalis 1évén, végtelen sok % alakt kozelitd tortet kapunk,
melyekre

ol <o
i
Qn QnQn+1
Ez pedig n > 2 esetén
1
< =
Q7

A (IX)-ben lévé allitas sokkalta élesebb a (VIII)-ban lévénél. Ha azonban
még ezt a becslést is 1ényegesen javitani szeretnénk, akadalyba iitkoziink. Igaz
ugyanis, hogy barmely ¢ € N, p € Z esetén

-1

4¢%°
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vagyis a 4 konstans a jobb oldal nevez§jében mar tal nagy. Geometriai szdmel-
mélettel vagy lanctortekkel igazolhato, hogy % még irhato, vagyis tetszéleges
v irraciondlis szdmhoz végtelen sok ¢ € N 1étezik, melyekre alkalmas p € Z-vel

P 1
v < —. (X)
CI' V5¢?
Ha a v = HT\/E esetet vizsgaljuk, azt tapasztaljuk, hogy az %5 konstans
tovabb nem cstkkenthets, s igy ez a becslés tetszéleges y-ra tovabb nem

javithato.

Ha a « irracionalis szamot egyszert lanctortbe fejtjiikk, nemcsak az igaz,
hogy a kozelits tortek kielégitik (IX)-et, hanem az is, hogy barmely két egy-
mast kdvetd kozelits tort koziil az egyik kielégiti a

(XI)

‘7 T4l T2

Osszefiiggést, és barmely harom egymast kovets koziil az egyik (X)-et.
Masrészt az is igaz, hogy ilyen jol approximéalé tortek csak a kozelité

tortek korében fordulhatnak els. Nevezetesen, ha g € Q kielégiti (XI)-et és

(p,q) = 1, akkor g kozelits tortje y-nak.

Példak

2.10-1.

a. Fejtsiik egyszert lanctortbe a % szamot.

b. Szamitsuk ki a P,, @, értékeket, és allitsuk el a kozelitso
torteket.

c. Oldjuk meg a kévetkezs diofantoszi egyenletet:

1392 + 102y = 1

Hasonlitsuk 6ssze ezeket az adatokat azokkal, amelyek az Fukli-
deszi algoritmus fejezetben Inko(139,102) kiszamitasa kézben kelet-
keztek.

Megoldas.
a.
139 37 1 1 1 1
102 102 +13L72 +2+% R W A S W
28 I+
%
1
= //1,2,1,3,9//
1+ 1

3+35
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Py=1 Qo =0

P=1 Q=1
P,=2-14+1=3 Q=2-1+0=2
Py=1-3+1=4 Qs=1-2+1=3
Pi=3-4+43=15 Q,=3-3+2=11
Ps=9-15+4=139 Qs=9-11+3= 102

Py P, 3 P 4 Py 15 P 139

Qs 11 Qs 102

Q@ 2 Q3
Az utolso kozelits tort maga a lanctortbe fejtett szam.
c. Az egyenlet megoldhato, mert (139,102) = 1, és ha % lanctortbe
fejtett alakjanak segitségével a (IV) képletben a P, = 139, @, = 102 és
P,_1 =15,Qn—1 = 11 helyettesitést alkalmazzuk, akkor

13911 —102-15 = (—1)%,

s ebbdl
139 - (—11) +102- (15) =1
miatt az egyik megoldas kozvetleniil leolvashat6: xg = —11,yg = 15. Az Gsszes
megoldas
xe=—114+102t ¢és y=15—-139%, teZ
alakban allithato elé. ]
2.10-2.

a. Fejtsiik egyszerti lanctértbe a % szamot. Irjuk fel a szeleteit.

b. Szamitsuk ki a P,, (), értékeket, valamint a kozelits torteket.
c. Oldjuk meg a kdvetkezs diofantoszi egyenletet:

172z 4+ 62y = 38

Hasonlitsuk Gssze ezeket az adatokat azokkal, amelyek a Diofan-
tikus egyenletek fejezetben Inko(172,62) kiszamitasa kézben keletkez-
tek.
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Megoldas.
a.
ni M=% Yatl = %iqn Gn = [l
1 12 (5] =2
2 o = = [f3]=1
3 %1—1 }lilg % [%] =3
4 %1_3 = é - % [%] =2
5 %‘1—2_%:% [5]=3

A % =//2, 1, 3, 2, 3//. A szeletek ennek alapjan:

1 1 1
2, 2+1:3, 2+1+1, 2+1+71, 2+1+71
3 3+1 3+ﬁ
Az utolsé szelet éppen a %2 lanctort alakban megadva.
b.
ol o Py=1, P =q Qo=0, @ =1 5. — Po
Py =qPr1+ Pr2 | Qr = qxQr-1+ Qr—2 " Qn
0| — 1 0 —
1| 2 2 1 2
211 1-241=3 1-140=1 3
313 3-34+2=11 3-1+1=4 i
412 2-11+3=25 2-44+1=9 s
5|3 325+ 11 =86 3-9+4=31 %

Az utolso kozelit6 érték, % a % szam redukalt alakja.
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c. Az egyenlet megoldhato, mert (172,62) = 2|38, és ha %2 lanctortbe
fejtett alakjanak segitségével a (IV) képletben a P, = 86, @, = 31 és
P,_1=25,Q,-1 =9 helyettesitést alkalmazzuk, akkor

86-9 —31-25=(—1)°.
Ezt szorozzuk 2-vel:
172-9 - 62-25 = (—1)°- 2,

s ebbdl
172 (=9) + 62 - (25) = 2.

Szorozzunk 378 = 19-cel:
172 (=171) + 62 - (475) = 38

miatt az egyik megoldas kdzvetleniil leolvashatd: xg = —171, yo = 475. Az
Osszes megoldas

e =—1714+31t és 1y =475—86t, t€Z
alakban allithato eld. []

2.10-3. Fejtsiik lanctoértbe V2-t.
Megoldas.

1 1 1
V2=1+(V2-1)=1+—F—=14+——=1+—
( ) T V2+1 2+ (vV2-1)

Mivel a v/2—1 felbontésa egyszer mar el6keriilt szamitasaink soran, lathatjuk,
hogy a v/2 elsallitasa periodikus, és

1

24 51—

V2=1+

2.10-4. Melyik v szamnak a lanctortbe fejtett alakja az alabbi? Al-
litsuk el6 v kozelits tortjeit.
1

1+ .
1+
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Megoldas. Mivel vy =1+ %, vagyis 2 —v — 1 =0, igy Y2 = %‘/5 Ebbél

v > 0 miatt v = 1+72\/5 kovetkezik. Allitsuk els a kozelits torteket.

Py=1 Qo =0
P =1 Q=1
Py =2 Q=1
Py =3 Qs =2
P =5 Qi=3

Ps =38 Qs =5

Altaldban P, = P,_1 + P2 és Q, = Qn_1 + Qn_2, valamint a megfelels

Fn+1

induld értékek miatt éppen a Fibonacci-szdmokhoz jutunk, s igy o= Eo

ahol F}, az n-edik Fibonacci-szam. [ |

2.10-5. Fejtsiik lanctortbe a 7 = 3,1415926. . .-t.

Megoldas.
alz[w]:?),
S SR SRS SR §
T e T m—3  0,14159... ' T,
1 1 15,9
’Yg: 1 = 1 = P>
o A s vv:
Ebbal:
1
=34
T+ 155
Py=1 Qo =0
P=3 Q1 =1
Py=7-34+1=22 Qo =7

P3;=15-2243 =333 Q3=15-7+1=106
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Igy a kozelits tortek:

3 22 333
17 77 106" "

a nevez6 négyzeténél jobban kozelitik m-t. Két szomszédos kozelits tort egyi-
kére pedig igaz, hogy a legfeljebb ekkora nevezGjd tortek kézott nincs més
22

ilyen jol kozelits tort. Emiatt gyakran alkalmazzak a = = 3% kozelitést a

T-Tre.
|



3. Feladatok

3.1. Oszthatésag

3.1-1. Bizonyitsuk be, hogy 6 osztdja az n(n + 1)(2n + 1)-nek, ahol n egész
szam.

3.1-2. Jel6ljon m egész szamot. Bizonyitsuk be, hogy m® — m oszthaté 6-tal.

3.1-3. Bizonyitsuk be, hogy ha a 4-gyel nem oszthaté paros szdm, akkor
a(a? —1)(a® — 4) oszthato 960-nal.

3.1-4. Bizonyitsuk be, hogy harom egymas utdn kovetkezs egész szdm kobé-
nek Osszege oszthato
a. a kozépss szam 3-szorosaval;

b. 9-cel.

3.1-5. Bizonyitsuk be, hogy ha a tizes szdmrendszerben abrazolt barmelyik
hiromjegyl természetes szdmot kétszer egymés mellé irjuk, akkor az igy ka-
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pott hatjegy( szdm oszthaté 7-tel, 11-gvel és 13-mal.
3.1-6. Bizonyitsuk be, hogy 4 { n? + 2 minden egész n-re teljesiil.

3.1-7. Bizonyitsuk be, hogy minden n egész szdm esetén:
a. n? — n oszthato 2-vel,
b. n® — n oszthato 6-tal,

c. n° — n oszthato 30-cal.

3.1-8. Bizonyitsuk be, hogy ha n paratlan, akkor n? — 1 oszthat6 8-cal.

3.1-9. Bizonyitsuk be, hogy ha z és y paratlan, akkor z? + 32 paros, de nem
oszthatd 4-gyel.

3.1-10. Bizonyitsuk be, hogy négy egymaést kévets természetes szam kozott
van olyan, amelyik az 6sszes t6bbihez relativ prim.

3.1-11. Bizonyitsuk be, hogy hat egymast kiévets természetes szam koziil
mindig kivalaszthaté egy tgy, hogy az 6sszes tébbihez relativ prim legyen.

3.1-12. Bizonyitsuk be, hogy 4% 4 1 oszthato 17-tel.

3.1-13. Bizonyitsuk be, hogy ha n tetszéleges egész szam, akkor n® és n

ugyanarra a szamjegyre végzdik.

3.1-14. Bizonyitsuk be, hogy ha m? —m +1 és 2n? +n — 1 oszthatok 3-mal,
akkor m — n is oszthaté 3-mal.

3.1-15. Bizonyitsuk be, hogy ha n pératlan szam, akkor n* — 18n? + 17
oszthaté 64-gyel.

3.1-16.

a. Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan z és y egész szam, amelyekre
x4y =100 és (z,y) = 3.

b. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok x, y egész szdmpar 1étezik, amelyre
x4y =100 és (z,y) = 5.

3.1-17.
a. Legfeljebb hany egymés utani négyzetmentes szam lehet? (Az n egész
szdmot négyzetmentes szamnak nevezziik, ha nem oszthaté egynél nagyobb
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szam négyzetével.)

b. Legfeljebb hény egyméas uténi kobmentes szam lehet? (Az n egész sza-
mot kébmentes szamnak nevezziik, ha nem oszthatd egynél nagyobb szam
kobével.)

3.1-18. Bizonyitsuk be, hogy ha x és y is relativ prim 3-hoz, akkor x? + /2
nem lehet négyzetszam.

3.1-19. Mi 2490 utolsé szdmjegye a tizes szamrendszerben?

3.1-20. Mutassuk meg, hogy minden n természetes szamra 49 osztdja a
2373 Tn + 41 6sszegnek.

3.1-21. Hatarozzuk meg azt a két pozitiv egész szamot, amelynek szorzatdhoz
az Osszegiiket hozzdadva 34-et kapunk.

3.1-22, Melyik az a négyjegyti szdm, amellyel 25 855-6t elosztva 37-et, 33 835-
0t elosztva pedig 73-at kapunk maradékul?

3.1-23. Bizonyitsuk be, hogy barmely n természetes szdmra a 35n 4 57 és a
45n + 76 szamok legnagyobb kozos osztdja 1 vagy 19.

3.1-24. Bizonyitsuk be, hogy ha egy négyzetszamot elosztunk 16-tal, akkor
maradékul is négyzetszdmot kapunk.

3.1-25. Bizonyitsuk be, hogy ha a,b és ¢ olyan természetes szam, hogy az
a3+ b + 3 sszeg oszthato 9-cel, akkor az a, b és ¢ koziil valamelyik oszthato

3-mal.

3.1-26. Igazoljuk, hogy minden 6-nal nagyobb természetes szam felirhato két,
egynél nagyobb relativ prim szam Gsszegeként.

3.1-27. Bizonyitsuk be, hogy barmely n pozitiv egészre 77|22™ — 15" + 70™.

3.2. Oszték szama, a 7 fiiggvény

3.2-1. Szamitsuk ki a kovetkezs értékeket. a. 7(900) b. 7(6!)
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3.2-2. Hany pozitiv osztdja van az alabbi szamoknak?
a. 27 000 b. 2 100 c. 55 125 d. 41 250

3.2-3. Milyen n természetes szadm esetén van 8n-nek és 9n-nek ugyanannyi
pozitiv osztoja?

3.2-4. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok természetes szamra 7(n+1) > 27(n).
3.2-5. Bizonyitsuk be, hogy minden n természetes szam esetén 7(n) < 2,/n.

3.2-6. Allapitsuk meg, hogy az n = 249 072 255 432 szamnak hany olyan
pozitiv osztéja van, amely nem oszthato 42-vel?

3.3. Primszamok

3.3-1. Bizonyitsuk be, hogy ha egy primszamot 30-cal osztunk, akkor mara-
déknak 1-et vagy ismét primszamot kapunk.

3.3-2. Melyek azok a primszamok, amelyekre 2p + 1 teljes kobszam?

3.3-3. p? + 2 milyen p prim esetén primszam?

3.3-4. Milyen n egész szamokra lesz n* + 4 primszam?

3.3-5.
a. Lassuk be, hogy ha 2¥ — 1 prim, akkor k prim. (Mersenne-féle prim.)
b. Keressiink 2P — 1 alakt 6sszetett szamot, ha p prim.

3.3-6. Lassuk be, hogy ha 2¥ +1 primszam, akkor k = 2". (Fermat-féle prim.)

3.3-7. Hatarozzuk meg mindazon p primszamokat (a negativakat is), melyekre
2p — 1 és 2p+ 1 is primszam!

3.3-8. Adjuk meg az Gsszes olyan 5-tel nem oszthatd n természetes szamot,
amelyre n? 4 4 és n? + 16 mindketten primszamok.
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3.4. Euklideszi algoritmus

Az alabbi feladatokban az euklideszi algoritmussal szamitsuk ki a
és b legnagyobb k6z6s osztdjat, valamint a d = az + by linearis
kombinacids eldallitashoz az x és y egyiitthatokat.

3.4-1. a = 675, b = 471.
3.4-2. a = 432, b = 300.
3.4-3. a = 756, b = 333.
3.4-4. a = 504, b = 150.
3.4-5. a = 420, b = 154.
3.4-6. a = 1080, b = 285.
3.4-7. a = 2016, b = 880.
3.4-8. a = 30, b = 22.
3.4-9. a = 430, b = 300.
3.4-10. a = 2355, b = 450.
3.4-11. a = 300, b = 132.
3.4-12. a = 518, b = 154.
3.4-13. a = 198, b = 72.

3.4-14. a = 1100, b = 480.
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3.5. Kétvaltozés linearis diofantikus egyenletek

Oldjuk meg az alabbi diofantikus egyenleteket.

3.5-1. 60z + 16y = 60
3.5-2. 115z + 50y = 1100
3.5-3. 374z + 99y = 297
3.5-4. 432z + 160y = 208
3.5-5. 117z + 81y = 891

3.5-6. 323z + 85y = 323

3.6. Euler-féle ¢ fiiggvény

3.6-1. Lassuk be, hogy ha m és n természetes szamok, és m|n, akkor p(m)|p(n).
3.6-2. Oldjuk meg a 2¢(z) = x egyenletet.
3.6-3. Milyen n természetes szamok elégitik ki a ¢(5n) = p(7n) egyenletet?

3.6-4. Hany olyan 105-nél nem nagyobb paros ¢ természetes szam van, melyre
(7,105) = 17

3.6-5. Hany olyan 385-nél nem nagyobb péros ¢ természetes szam van, melyre
(7,385) = 17

3.6-6. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges m természetes szdmhoz létezik vég-
telen sok olyan n, amelyre m|p(n).

3.6-7. Hatarozzuk meg a 3600-nal nem nagyobb, 3600-hoz nem relativ prim
pozitiv egészek szamét.
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3.6-8. Hatarozzuk meg a 7200-nal nem nagyobb, 3600-hoz relativ prim pozitiv
egészeknek a szamat.

3.6-9. Hatarozzuk meg a 25 200-nal nem nagyobb, 3600-hoz relativ prim
pozitiv egészeknek a szdmat.

3.6-10.
a. Jellemezziik az olyan pozitiv egészek halmazat, amelyekre
p(2n) = @(n).

b. Jellemezziik az olyan pozitiv egészek halmazit, amelyekre
p(2n) > ¢(n).

3.6-11. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok olyan n egész szadm van, amelyre

31 ¢(n).
3.6-12. Oldjuk meg a ¢(3%) = 486 egyenletet.

3.6-13. Tudjuk, hogy o(x) = 17 160 és = = p?q?, ahol p, ¢ kiilénboz6 prim-
szamok. Hatarozzuk meg z-et.

3.6-14. Tudjuk, hogy p(x) = 2200 és x = p?q?, ahol p, ¢ kiilonboz6 primszé-
mok. Hatarozzuk meg z-et.

3.6-15. Tudjuk, hogy ¢(x) = 120 és = = p?¢?, ahol p, q kiilénb6z6 primszé-
mok. Hatarozzuk meg z-et.

3.6-16. Tudjuk, hogy ¢(x) = 840 és x = p%q?, ahol p, q kiilonb6z8 primszé-
mok. Hatarozzuk meg x-et.

3.6-17. Bizonyftsuk be, hogy tetsz6leges m,n természetes szdmokra
p(mn) = (m)e(n).

3.6-18. Hany 2005-nél nem nagyobb és 150-hez relativ prim természetes szam
létezik?
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3.7. Kongruenciak, maradékrendszerek,
Euler—Fermat-tétel

3.7.1. Kongruenciak, maradékrendszerek

3.7-1. Bizonyitsuk be, hogy érvényesek az aldbbi, a kongruencidkkal vald
miiveletvégzésre vonatkozo6 allitasok.

a=b (modm) _
L2y (modm)} — a+c =b+d (modm)
5 a=b (modm) _ ac =bd (mod m)
" c=d (modm) B
3 ac=bc (modm) <& a =b (mod (r:an))

3.7-2. Bizonyitsuk be az alabbi, ugynevezett omnibusztételt. Legyen
ai, az, ..., ap teljes maradékrendszer, by, ba, ..., by(my) redukalt maradék-
rendszer modulo m, és a,c € Z.

1. (a,m)=1 — aay +c, aas +c, ..., aam, +c
teljes maradékrendszer modulo m

2. (a,m)=1 — aby, aba, ..., aby(m)
redukalt maradékrendszer modulo m
‘232

3.7-3. Lassuk be kongruencidk segitségével, hogy 641 + 1, s igy az Fjs

Fermat-szam nem prim.

3.7-4. Mutassuk meg, hogy 2,4, 6, ..., 2m teljes maradékrendszer modulo m,
ha m pératlan.

3.7-5. Mutassuk meg, hogy 12,22,...,m? nem teljes maradékrendszer mo-
dulo m, ha m > 2.

3.7-6. Milyen m esetén igaz, hogy egy teljes maradékrendszer elemeinek
Osszege kongruens nulldval modulo m?

3.7-7. Keressiink redukalt maradékrendszert
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a. modulo 6, b. modulo 7, c. modulo 12,
d. modulo 18, e. modulo 20.

3.7-8. Bizonyitsuk be, hogy egy modulo p redukalt maradékrendszer elemei-
nek Osszege oszthato p-vel, ha p > 2 prim.

3.7-9. Bizonyitsuk be, hogy egy modulo m redukalt maradékrendszer eleme-
inek Osszege kongruens nullaval modulo m, ha m > 2.

3.7-10.

a. Vegyiink egy modulo 2004 teljes maradékrendszert, amelynek elemei a
legkisebb pozitiv reprezentansok. Mennyi az elemek Gsszege?

b. Vegyiink egy modulo 2004 redukalt maradékrendszert, amelynek elemei
a legkisebb pozitiv reprezentansok. Mennyi az elemek Gsszege?

3.7-11.

a. Vegyiink egy modulo 2005 teljes maradékrendszert, amelynek elemei a
legkisebb pozitiv reprezentansok. Mennyi az elemek Gsszege?

b. Vegyiink egy modulo 2005 redukilt maradékrendszert, amelynek elemei
a legkisebb pozitiv reprezentansok. Mennyi az elemek Gsszege?

3.7-12. Legyen p > 2 primszam. Allapitsuk meg, hogy az

szamok teljes maradékrendszert alkotnak-e modulo p.

3.7-13. Legyen a1, az, ..., a, teljes maradékrendszer modulo n, valamint
bi, b2, ..., by teljes maradékrendszer modulo k. Lassuk be, hogy az a; + nb;,
1=1,...,n, g =1,...,k szamok teljes maradékrendszert alkotnak modulo
nk.

3.7-14. Tegyiik fel, hogy a ¢(m) szam 3k + 2 alaka. Lassuk be, hogy

a?aagv"'aai(m) (1)

akkor és csak akkor alkot redukalt maradékrendszert modulo m, ha az

ar, a2, ..., acp(m) (2)
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szamok is redukalt maradékrendszert alkotnak modulo m.

3.7-15. Legyen a1, az, ..., ap és by, b, ..., b, két tetszéleges teljes mara-
dékrendszer modulo p, ahol p > 2 prim. Bizonyitsuk be, hogy

al-bl, az-bg, ey ap-bp

nem lehet teljes maradékrendszer modulo p.

3.7-16. Bizonyitsuk be, hogy ha p prim és 1, r2, ..., rp—1 redukalt mara-
dékrendszer modulo p, akkor

p—1

Hrj =—-1 (mod p).

j=1

3.7.2. Euler—Fermat-tétel

3.7-17.

a. Bizonyitsuk be, hogy n% — 1 oszthato 7-tel, ha (n,7) = 1.

b. Bizonyitsuk be, hogy n'? — 1 oszthato 7-tel, ha (n,7) = 1.

c. Bizonyitsuk be, hogy minden egész k-ra n®* — 1 oszthaté 7-tel, ha
(n,7) = 1.

3.7-18. Bizonyitsuk be, hogy barmely egész x-re 7 = z (mod 42).
3.7-19. Hatarozzuk meg 3'9°3 utolsé harom szamjegyét.
3.7-20. Allapitsuk meg, hogy 17363 milyen maradékot ad 17-tel osztva.

3143

3.7-21. Hatérozzuk meg (a tizes szdmrendszerben felirt) 14 utolsé harom

jegyét harmas alapd szamrendszerben.
3.7-22. Milyen maradékot ad 103-mal osztva a kovetkezs szdm: 205206*"" 7
3.7-23. Hatarozzuk meg a 3739" szam utolso ket szamjegyét.

3.7-24. Hatarozzuk meg 403402 utols6 harom szamjegyét tizes szamrendszer-
ben.

3.7-25. Hatarozzuk meg a kovetkez6 szam utolséd két szdmjegyét tizes szam-
rendszerben: 5196803,
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3.7-26. Mi 3%%° utolsé szamjegye a tizes szamrendszerben?
3.7-27. Mi 3% utolsé két szamjegye a tizes szamrendszerben?
3.7-28. Mi a 173" utols6 két szamjegye nyolcas szamrendszerben?

3.7-29. Mi a legkisebb nemnegativ maradéka
a. 3239-nek a 63-mal
b. 4231™-nak az 52-vel
c. 49513 nak a 98-cal
d. 4579 nek a 90-nel
val6 osztaskor?

3.7-30. Mi a 111999 ytols6 ket jegye 10-es szamrendszerben?

3.7-31. Bizonyitsuk be, hogy n'® — n minden n egészre oszthaté a 2, 3, 5, 7
és 13 szamokkal.

3.7-32. Bizonyitsuk be, hogy m,n € N esetén 13 - 31 - 61|m - n(m5 — nb9),

3.7-33. Melyek azok a p primek, amelyek szorzata osztoja az m-n(mS —n90)

szorzatnak minden m,n € N esetén?
3.7-34. Lassuk be, hogy 2341 =2 (mod 341).

3.7-35. Lassuk be, hogy a € Z esetén '™ = a (mod 1729). Megjegyzés:
1729 nem prim, mégis teljesiil r4 a Fermat-tétel mésodik alakja. Az ilyen
szdmokat dlprimeknek (abszolut pszeudoprimeknek) nevezzik.

3.7-36. Lassuk be, hogy minden a € Z szdmra
a. a’! = a (mod 561),
b. a''% =@ (mod 1105),
c. a?1% =g (mod 2465).
Megjegyzés: Ezek a szamok dlprimeknek. (Lasd az el6z6 feladatot.)

3.7-37. Bizonyitsuk be, hogy 1997 végtelen sok hatvanya végzsdik 1997-re.

3.7-38. Bizonyitsuk be, hogy a 2 és 5 szamokt6l kiilonb6z6 p prim a 9,99, 999, 9999, . ..
szamok koziil végtelen soknak oszt6ja. Bizonyitsuk be, hogy a 2, 3 és 5 sz4-
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moktol kiillénboz6 p prim az 1, 11, 111, 1111, ... szdmok koziil végtelen
soknak osztoéja.

3.8. Linearis kongruenciak

3.8-1. Hany megoldasa van az a., b., ill. c. kongruencianak?
a. 15z = 25 (mod 35) b. 152 =24 (mod 35) c. 15z =0 (mod 35)

Oldjuk meg az alabbi kongruenciakat.

3.8-2. 21z = 57 (mod 78)

3.8-3. a. 26z = 12 (mod 22) b. 20z = 19 (mod 22)
3.8-4. 162 = 36 (mod 28)

3.8-5. 126z = 45 (mod 99)

3.8-6. 126z = 46 (mod 99)

3.8-7. 35z = —15 (mod 30)

3.8-8.
a. 20r =4 (mod 30) b. 20x =30 (mod 4) c¢. 353z = 254 (mod 40)

3.8-9. a. 30x =40 (mod 15) b. 40z =25 (mod 15)

Keressiik meg a kévetkezd egyenletek egész megoldasait kongruen-
ciak felhasznalasaval.

3.8-10. 27z + 49y = 3
3.8-11. 33z + 23y = 2

3.8-12. 33z + 23y = 3
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3.8-13. Adjuk meg azt a legkisebb természetes szamot, amely 28-as alaput
szamrendszerben felirva 3-ra, 19-es alapi szamrendszerben felirva pedig 4-re
végzddik. Oldjuk meg a feladatot kongruencidk segitségével.

3.8-14. Melyek azok a szaznal kisebb természetes szamok, amelyek huszon-
haromszorosat hetes alapi szamrendszerben felirva az utolsé jegy 5, az utolsd
el6tti jegy pedig 27 Oldjuk meg a feladatot kongruencidk segitségével.

3.8-15. Bizonyitsuk be, hogy ha

a = b (modp"),
akkor
a® = b (mod p"t),

ahol p primszam.

3.9. Linearis kongruencia-rendszerek, a kinai
maradéktétel

3.9-1. Oldjuk meg a kdvetkezd kongruencia-rendszert;:

7r=11 (mod 12)
13z =17 (mod 21)

3.9-2. Egy négyjegyl természetes szam 72-vel osztva 46, 127-tel osztva 97
maradékot ad. Melyik ez a szam?

3.9-3. Keressiik meg a kinai maradéktétel alkalmazasaval azt az egytél kii-
16nb&z6, legkisebb pozitiv egész x szamot, amely egyidejileg kielégiti az

x=1 (mod 3)
x=1 (mod5)
x=1 (mod7)

kongruencidkat.
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3.9-4. Keressiikk meg a kinai maradéktétel alkalmazasaval az Osszes egész
szamot, amely egyidejtleg kielégiti az

r=2 (mod 3)
r=3 (mod5)
z=5 (mod 2)

kongruencidkat.

3.9-5. Oldjuk meg a kinai maradéktétel alkalmazasaval az alabbi kongruencia-
rendszert:

r=1 (mod 4)
z=0 (mod 3)
r=5 (mod7)

3.9-6. Keressiik meg a kinai maradéktétel alkalmazésaval azokat az egész
szamokat, amelyek 3-mal osztva 1-et, 4-gyel osztva 2-t, 5-tel osztva 3-at adnak
maradékul.

3.9-7. Legyen A = 1100, és végezziik el a 29 - 36 szorzast maradékszamrend-
szerben.

3.9-8. Legyen A = 1000, és végezziik el a 19 - 48 szorzast maradékszamrend-
szerben.

3.9-9. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges k természetes szimhoz talélhatod k
szdmu, egymast kovetd természetes szdm, melyek egyike sem teljes hatvany
(azaz egyikiik sem természetes szam 1-nél nagyobb egész kitevdji hatvanya).
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3.10. Lanctortek, diofantikus approximaciéelmélet

Fejtsiik egyszerii lanctértbe az alabbi szamokat. Szamitsuk ki a
P,, @, értékeket, és allitsuk eld a kizelitd torteket.

3.10-1. 31
3.10-2. £

3.10-3. 5

3.10-4. 2

Adjuk meg az alabbi lanctorteket g alakban a P,,, @), értékek kisza-
mitasaval.

3.10-5. //1, 2, 3, 4, 5//

3.10-6. //5, 4, 3, 2, 1//

3.10-7. //1, 2, 3, 1, 2//

3.10-8. //2, 3, 1, 2, 3//

3.10-9. //3, 2, 1, 3, 2//

3.10-10. //2, 1, 2, 1, 2//

3.10-11. //3, 1, 3, 1, 3//

3.10-12. //2, 3, 2, 3, 2//






4. Megoldasok

4.1. Oszthatésag

4.1-1.

nn+1)2n+1)=nn+1)2n—-24+3)=n(n+1)2(n—1)+3) =
=nn+1)2n—-1)+n(n+1)3 (1)
Ez a kifejezés oszthaté 2-vel, mert n vagy n + 1 paros, és oszthaté 3-mal,
mert n—1, n, n+1 hirom egymas utani szdm koziil az egyik oszthat6 3-mal,

és (1)-ben a masodik tagban szerepel a 3. Mivel a kifejezés oszthato 2-vel és

3-mal, melyek relativ primek, oszthat6 6-tal is. [
4.1-2.
5 _ 4 _ 2 2 _ 2
m’ —m=m(m" —1)=m(m*—1)(m“+1)=m(m—1)(m+1)(m° +1)

Ebbél az atalakitasbol latszik, hogy a kifejezés oszthato 2-vel és 3-mal, tehat

6-tal is. [}
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4.1-3.

960 =2°-3-5
a(a®> —1)(a®> —4) = ala—1)(a+ 1)(a —2)(a +2) (1)

3 és 5 osztoja (1)-nek, mert 6t egymas utani szam szorzata oszthato 3-mal és
5-tel is. Tudjuk, hogy a 4-gyel nem oszthaté paros szam, ezért a —2 és a + 2
4-gyel oszthato paros szamok, s6t egyikiik 8-cal is oszthato. Ezek szerint (1)

oszthaté 26-nal. Mivel az oszt6k mind relativ primek, a szorzatuk is osztoja

(1)-nek. [ ]
4.1-4.

(a—1P+a®+ (a+1)3 =
=a®>—3a*+3a—1+a®+a®+3a* +3a+1=3a%+6a=3a(a®* +2) (1)
a. Az atalakitasbol latszik, hogy 3a osztoja (1)-nek.
b. Ha 3|a, akkor 9|3a. Ha 3 { a, akkor a? 3-mal osztva l-et ad maradékul,
igy 3|a? + 2 és 9/3(a® + 2), tehat 9 mindkét esetben osztoja (1)-nek. |

4.1-5.
Legyen a haromjegyd szam abc. A kapott 4j szam:
abcabe = al0® + b10* + 103 + a10% + 510 + ¢ = 1001(a10? + b10 + ¢),
és 1001 = 7- 11 - 13, ami bizonyitja az allitdsunkat. |

4.1-6.

Ha n paros, akkor 4|n?, s igy 41 n? + 2. Ha n péaratlan, akkor n = 2k + 1,

n? = (2k +1)% = 4k? + 4k + 1,
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és gy szintén 41 n? + 2 = 4k + 4k + 3. [ ]

4.1-7.
a.n?> —n =n(n—1), n é n — 1 koziil az egyik paros, igy a szorzatuk
oszthaté 2-vel.
b. n? —n =nm%—1) = n(n — 1)(n + 1). A harom egyméas utani szam
szorzata oszthatd 2-vel és 3-mal, igy oszthatd 6-tal is.
c.
A=nd—n=nn*-1)=nn?-1)n*+1) = (1)

=n(n—1)(n+1)(n* +1) (2)

(2)-bdl lathato, hogy A felbontasdban harom egymaéas uténi szdm szerepel,
emiatt 2| A és 3|A. Négyzetszam 5-tel osztva 0, 1 vagy —1 maradékot ad (2.1-
1. példa), ezért 5|n vagy 5|n? — 1 vagy 5|n? + 1, amibél (1) alapjan 5|A. 2, 3
és b relativ primek, igy a szorzatuk, 30 is osztdja A-nak.

]
4.1-8.
n=2k+1, n?—1=4k*+ 4k =4k(k+1)
Mivel k vagy k + 1 péros, a kifejezés oszthat6 4 - 2 = 8-cal. [ |
4.1-9.
r=2k+1, y=20+1
2?4y = AR AR LA A1 = AR A R+ P D) 2.
]
4.1-10.

Legyen a négy szam a, a+1, a+2, a+3. Ha barmelyik kettének van k6zos
oszt0ja, az csak 2 vagy 3 lehet, mert a kézos 0szt6 a kiilénbséget is osztja. A
két péaratlan koziil legfeljebb az egyik oszthaté 3-mal. A méasik paratlan sem

2-vel, sem 3-mal nem oszthato, igy a tébbi szamhoz relat{v prim. ]
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4.1-11.

A hat egymast kivetd természetes szam koziil harom paratlan. Ezek koziil
csak az egyik oszthatd 3-mal, és legfeljebb az egyik oszthaté 5-tel. Marad
egy, amelyik sem 3-mal, sem 5-tel nem oszthat6. Ez relativ prim a tébbi
0t szdmhoz. Ha ugyanis nem lenne valamelyikhez relativ prim, akkor a két
szam kozos osztoja 2, 3, 4, 5 koziil keriilne ki, hiszen a kozos oszté két szam

kiilonbségét is osztja. ]
4.1-12.

40 41 = 4HP 41 =16 +1 (1)

a1 4 p?k+1 oszthato a + b-vel, hiszen

a2k+1 + b?k+1 — (a + b)(CLQk o a2k’flb 4= ab2k71 + ka)’

ezért (1) oszthato 16 + 1 = 17-tel. |

4.1-13.
Belatjuk, hogy 10|n® — n. Neézziik a kovetkezs atalakitast.
nd—n=nnt—1)=nn?-1)(n>+1) (1)

2 osztoja az (1) kifejezésnek, mert n és n* —1 koziil az egyik paros. 5 is osztoja
az (1) kifejezésnek, mert vagy 5|n, vagy pedig n? — 1, illetve n? + 1 oszthat6
5-tel, hiszen négyzetszamok 5-tel osztva 0, 1, illetve —1 maradékot adhatnak.
(Lasd 2.1-1. példa.) Mivel 2 és 5 relativ primek, ezért a szorzatuk is osztoja
(1)-nek.

4.1-14.

3 1 m, mert 3|m? —m+ 1. Hasonléan 3 { n, mert 3|2n? +n — 1. Hasznéljuk
a kovetkez6 jelolést: a = m? —m +1, b= 2n? +n — 1, és nézziik a + b-t.
a + b szintén oszthaté 3-mal. Masrészt a +b = m? + 2n% — (m —n). m? és
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n? 3-mal valo osztési maradéka 1, igy m? 4 2n? oszthaté 3-mal, tehat m —n

is oszthato6 vele.
| ]

4.1-15.

nt —18n% + 17 =0 (n*> —17) = (> = 17) = (N> = 17)(n — D(n+1) (1)
n?—17=n>-1-16=(n—1)(n+1) — 16 (2)

(n—1) és (n+ 1) két egymas utani paros szam, az egyikiik 4-gyel is oszt-
hato, a szorzatuk oszthaté 8-cal, emiatt (2) is oszthaté 8-cal. Ezekbdl pedig
kovetkezik, hogy (1) oszthaté 8 - 8 = 64-gyel. [ ]

4.1-16.
a. (z,y) = (x,100 — z) = (x,100), de 31 100.

b. Legyen példaul z =100n+5, y=95—-100n, n=1, 2 3, ... =m
4.1-17.

a. A 4-gyel oszthatd szamok nem négyzetmentesek. Két szomszédos 4-gyel
oszthat6é szdm kozott harom masik helyezkedik el. Fzek lehetnek négyzet-
mentesek (pl. 5,6,7), lehetnek nem négyzetmentesek. A véilasz tehat az, hogy
legfeljebb hidrom egymas utani négyzetmentes szam lehet.

b. A 8-cal oszthato szamok nem kébmentesek. Két szomszédos 8-cal oszt-
haté szam kozott hét masik helyezkedik el. Ezek lehetnek kobmentesek (pl.
9, 10, 11, 12, 13, 14, 15), lehetnek nem kébmentesek. A valasz tehat az, hogy

legfeljebb hét egymads utani k6bmentes szam lehet.
|

4.1-18.
Tudjuk, hogy négyzetszam 3-mal osztva csak 0 vagy 1 maradékot adhat
(2.1-1. példa). Mivel = és ¥ is relativ prim 3-hoz, 2 és y? 3-mal val6 osztasi

maradéka 1, 22 4 y2-¢ 2, tehat 22 + y? nem lehet négyzetszam. [
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4.1-19.
Nézziik, milyen szamra végzddnek a 2 hatvanyai:

n

123 45 6 7 8
2 n-edik hatvanyanak utolsé jegye 2 4 8 6 2 4 8 6

2400 — (24)100 " g Jathato, hogy a negyedik hatvany és annak hatvanyai
6-ra végzédnek, igy 2190 utolsd szamjegye 6. ]
4.1-20.

1. megoldds.
Teljes indukcidéval bizonyitunk.
I. n =1 esetén
233 _Tn 4+ 41 = 98 = 2 - 49,

s gy igaz az allitas.
II. Legyen most n > 1, és tegyiik fel, hogy 49(23"3 — 7n + 41.
n + 1 esetén:

23+ D+3 _ 7 4 1) 441 = 2575 7 41 4 7(2%F8 — 1) =

=233 _ 7 441  7(8"T — 1)

7|87 — 1 és igy 49 osztoja a kifejezésnek.
Mivel n = 1 esetén teljesiil az 4llitas, és I1.-ben belattuk az oroklgdést is,
ezért az allitds minden n természetes szam esetén igaz.

2. megoldds.
Felhasznaljuk, hogy 8" —1 = 7(8" "1 4872 ... 4+ 1).

233 _Tn 4+ 41 =8(8" — 1) — Tn +49 =
=8 7(8" 148" 24 . +1)—Tn+49 =
=7(8" + 8" ... +8—n)+49 =

=7(8" =1+ @ —1)+...+(8—-1))+49
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4.1-21.

Legyen a két természetes szam m és n. Ekkor
m-n+m+n = 34
(m+1)(n+1) = 35

m, n>1igym+1=5é n+1=7 vagy forditva. A két szam tehat 4 és

6. []
4.1-22.
A keresett szam legyen a. Ekkor 1000 < a < 9999.

25855 =a-q; +37 és 3383b=a-qgs+73

25818 =a-q és 33762 =a-q

25818 =2-3-13-331 és 33762=2-3-17-331

Az egyetlen négyjegyt kidzos oszto 2 -3 - 331 = 1 968, s igy ez az egyetlen

megoldas. ]

4.1-23.

A szamok minden k k6zds osztoja osztja a szamok linedris kombinaciojat is,
igy k|7(45n + 76) — 9(35n + 57) = 19. Igy k = 1 vagy k = 19. A legnagyobb
k&z0s oszt6 is az 1, illetve a 19 lehet. Péld4ul n = 0 esetén a legnagyobb kozds

oszt6 19, n = 1 esetén pedig 1. ]

4.1-24.
Legyen n =8k £ r,ahol k€ Z és r =0, 1, 2, 3 vagy 4. Ekkor

n? = 64k% 4+ 16kr + r>

r? lehetséges értekei 0, 1, 4, 9 vagy 16, s igy a maradék valoban négyzetszén;

4.1-25.
Ha egy m szam nem oszthatd 3-mal, akkor m = 3k £ 1 alaka. Ekkor a kdbe

m® = 27k + 27k% + 9k + 1,
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9-cel osztva a maradék £1. Ha egyik szdm sem lenne oszthaté 3-mal, akkor
a harom kobszam maradékinak Osszege 1, —1, 3, illetve —3 lehetne, tehét

semmiképpen nem lenne a 9-cel térténd osztas maradéka 0. [

4.1-26.

Jelgljiik a szamot n-nel. Ha n paratlan szam, n = 2k + 1, akkor k és k + 1
a két relativ prim oOsszetevs. Ha n paros szam, n = 2k, akkor két esetet kell
megkiilonboztetniink. Legyen elGszor k paros szam. Ekkor a két relativ prim
Osszetevs k — 1 és k + 1. Fzek valoban relativ primek, mert kézos osztdjuk
legfeljebb akkora lehet, mint a kiilonbségiik, ami 2. Ez azonban nem k6zos
0szt0, mert a szamok paratlanok. Legyen most k paratlan szadm. A megfeleld
relativ prim Gsszetevék k — 2 és k+ 2. Az el§z6h6z hasonléan belathatd, hogy

valéban relativ primek. [

4.1-27.
77 =T7-11. Egyrészt

7)22" — 15" + 70",
mert 7|70 és

722" — 15" = (22— 15)(22" 1 + 22" 72 15+ ... + 15" =

=7(22" 1 22772 15 4. 4157,

Masrészt
11]22" — 15™ + 70",

mert 11|22" és
11]70" — 15" = (70 — 15)(70" L + 70" 2. 15+ ... + 15" 1) =
=55(70" L+ 70" 2 15+ ...+ 15",
7 és 11 relativ primek, igy
77/22" — 15" + 70"

is teljesiil. [
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4.2. Oszték szama, a 7 fiiggvény

4.2-1.

a. 7(900) = 7(2%2-52-3%)=3.3-3=27

b. 7(6)) =7(2*-32-5)=5-3-2=30 n
4.2-2.
a 27 000 = 23 .33 .53 7(27000) =4 -4 -4 = 64
b. 2100=2%-3-52.7 7(2100) =3-2-3-2=36
c 55 125 = 32 . 53 . 72 7(55 125) =3-4-3 = 36
b 41250 =12-3-5%-11  7(41250)=2-2-5-2 =40
|
4.2-3.
A kovetkezd egyenletet kell megoldanunk:
7(8n) = 7(9n) (1)
Legyen
n=2%-3%.y, ahol (y,6) = 1. (2)
Ekkor
7(8n) = 7(2°7%) -7 (37) - 7(y)
7(9n) = 7(2%) - 7(37%?) - 7(y)
Ezeket (1)-be behelyettesitjiik, 7(y)-nal egyszeriisitiink és kifejtjiik.
(a+4)(B+1)=(a+1)(6+3)
Ebbél
38 = 20 — 1. (3)

Ezt az egyszerti diofantoszi egyenletet oldjuk meg a kovetkez6 modon. (Mas
megoldasi lehetségeket lathatunk a diofantikus egyenletek, valamint a kong-
ruencidk megoldasaval foglalkozo fejezetekben.)

20 =30 +1
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3Bl
=

5+—ﬂ;1 (4)

% egész szam kell legyen, jeloljiik k-val. Ekkor 8 = 2k—1. Ezt helyettesitsiik

(4)-be. o = 3k — 1-et kapunk. « és § nem negativ egész szamok, igy k pozitiv
egész kell legyen.

Tehat az « = 3k — 1, [ =2k—1 £k € N kitevSparokkal képezett (2)
alaku n szamok alkotjak a feladat megoldasat. A 2-vel és 3-mal nem oszthaté

Y tényez6 tetszélegesen valaszthato. ]

4.2-4.
Legyen n = 4k + 1 alaka prim. Ilyen végtelen sok van. (Léasd a 2.3-3. példat)

Ekkor 7(n) =2 és
Tn+1)=7(dk+2) =722k +1)) = 7(2)7(2k +1) > 2-2 = 4. n

4.2-5.

Allitsuk rendezett parba az n osztéit a kovetkezd modon. Az n olyan d osz-
tojahoz, amelyikre 1 < d < \/n, rendeljiik hozza az 4 komplementer osztot.
Igy az Gsszes osztot parba rendeztiik, és legfeljebb \/n péart kaptunk. A parok
elemei kiilonboz6ek, kiveve azt az esetet, amikor v/n is 0szt6. Ekkor ugyanis

Ze= Vi,

tehat \/n sajat maga parja. Az osztok szama kevesebb, mint 24/n, mert vagy
Vv/n kimarad az osztok koziil, és a parok szama kevesebb /n-nél, vagy /n is
szerepel az osztok kozott, de mivel dnmagéaval van parban, az oszték szdma
kisebb, mint a parok szaméanak a kétszerese, vagyis mint 2/n.

4.2-6.
Keressiik meg a szam kanonikus alakjat.

n =249 072 255 432 =23.32.7.11%.13°
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A 42-vel nem oszthat6 osztok szamat megkaphatjuk, ha az 6sszes osztok szé-

mabol kivonjuk a 42-vel oszthat6 osztok szamat, azaz ;5 osztéinak a szdmét:

r(n) -7 (%) = 7(23.32.7.113.13%) — 7(22.3.11% . 13%) =

=4-3-2.4-6-3-2-4.-6=576—144 =432

[ ]
4.3. Primszamok
4.3-1.
Osszuk el p-t maradékosan 30-cal.
p=30n+r, 1<r<30 (1)

Belatjuk, hogy » = 1 vagy r prim. 30 = 2-3-5 és (2-3-5,7) = 1, mert p prim.
Az 1 és 30 kozotti szamok mindegyike vagy oszthato 2, 3, 5 valamelyikével,
vagy az

1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29

szamok koziil keriil ki, amelyek azonban mind primek. [ |

4.3-2.

2p+1 =a3 amib6l 2p = a®> —1 = (a—1)(a®>+a+1). Haa—1 = 2 és
a’?+a+1=p, akkora=3ésp=13 Hapediga’?+a+1=2éa—1=np,
akkor a? + a — 1 = 0. Ebbél

_ —1+V5

a1,2
2

vagyis a nem egész szam, ami esetiinkben nem megoldas. Az egyetlen megol-

das p = 13. [ |
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4.3-3.
Csak p = 3 esetén. Ugyanis ha p # 3, akkor p? 3-mal osztva 1 maradékot

ad (lasd a 2.1-1. példat), tehat p? + 2 oszthaté 3-mal, ugyanakkor nagyobb

3-nal, igy nem lehet prim. Ha azonban p = 3, akkor p? +2 = 11, ami prim. m

4.3-4.

ntrd = (n?42)2—(2n)? = (n*4+2n+2)(n®—2n+2) = ((n+1)2+1)((n—1)>+1)

Ebbél leolvashatjuk, hogy legfeljebb n = 1, illetve n = —1 lehet a megoldés.
Behelyettesitéssel meggysz&dhetiink réla, hogy mindkét esetben 5 a kifejezés

értéke, ami primszam. [ |

4.3-5.

a. Tegyiik fel, hogy k Osszetett szam, tehat k = a - b, ahol 1 < a < k és
1 <b <k Ekkor 2% — 1|2 — 1 = (29)® — 1 651 < 29 — 1 < 2¥ — 1, tehat
2% — 1 nem prim.

b. 23|21 —1 n

4.3-6.

Tegyiik fel, hogy k = 2™ - b, ahol b > 1 paratlan szdm, n nem negativ
egész. Ekkor 22" + 1](22")0 + 10 = 2F 4+ 1. Masrészt 22" +1 > 22 41 =3
miatt 1 < 22" 41 < 28 + 1, 22" 4 1 valodi osztoja 2F 4 1-nek, tehat 2% + 1

nem prim. [ |

4.3-7.
2p — 1, 2p és 2p + 1 egyike oszthaté 3-mal. 2p pontosan akkor oszthaté 3-
mal, ha p. A 3-mal oszthat6 szam akkor lesz prim, ha értéke 3. A kovetkezd
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lehetGségeket kell megvizsgalnunk:

[2p—1] p[2p+1]

5|1 3 7
—-71-3 -5
1 1 3
—5| =2 -3
3| 2 5
-3 -1 -1
p= -3, —2, 2, 3 esetén lesz mindharom szam prim. [
4.3-8.
n2+4 = n?—1+5
n*+16 = n?+14+15

Ha 5t n, akkor n? = 5k £ 1. A fenti két szam koziil az egyik oszthato 5-tel,
s mivel primszam kell legyen, csak 5 lehet az értéke. Ha n? +4 = 5, akkor

n=1¢é n?+16 = 17. n®> + 16 = 5 nem lehet. Az egyetlen megoldaspar az 5,

17.
|

4.4. Euklideszi algoritmus

4.4-1. a = 675, b = 471.

Tn = Tn+1qn+1 + Tn+2 rn = aTy + byp

675 =471-1+ 204 204 =675-14471-(-1)
471 =204 -2+ 63 63 =675 (—2) +471-3
204 =63-3+15 15 =675-7+471-(—10)
63=15-4+43 3=0675-(—30)+471-43

15=3-5+0 0 =675 - 157 + 471 - (—225)
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Inko(675,471) = 3, a linearis kombinacios egyiitthatok: x = —30 és y = 43.
|

4.4-2. a = 432, b = 300.

Tn = Tn+1Gqn+1 + Tn+2 rn = aTy + byp

432 =300-1+ 132 132 =432-1+300-(—1)
300 =132-2+ 36 36 =432-(—2)+300-3
132=36-3+24 24 =432 -7+ 300 - (—10)
36=24-1+12 12 =432-(—9) +300- 13
24=12-240 0 =432-254 300 (—36)

Inko(432,300) = 12, a lineéaris kombinacios egyiitthatok: x = —9 és y = 13.
[ ]

4.4-3. a = 756, b = 333.

Tn = "nt1Qn+1 + T2 Ty = aXy + byn

756 = 333 -2+ 90 90 =756 -1+ 333 (—2)
333=90-3+63 63 ="756-(—3)+333-7
90 =63 -1+ 27 27 =756 -4 4 333 - (—9)
63=27-249 9="756-(—11)+333-25
27=9-3+0 0="756-374 333 (—84)

Inko(756,333) = 9, a linearis kombindacios egyiitthatok: x = —11 és y = 25.
|
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4.4-4. a = 504, b = 150.

Tn = Tm4+1Gqn+1 + Tn+2

113

T = axn + by,

504 =150-3 + 54
150 =54 -2 442

04 =42-1412
42=12-34+6
12=6-24+0

54 =504 -1+ 150 - (=3)

42 =504 - (=2) + 150 - 7

12 =504 - 3 + 150 - (—10)
6 =504 - (—11) + 150 - 37
0 =504 - 25+ 150 - (—84)

Inko(504, 150) = 6, a linearis kombinacios egyiitthatok: x = —11 és y = 37.

4.4-5. a = 420, b = 154.

Tn = Tn+1Gqn+1 + Tn+2

rn = axy + by,

420 =154 -2 4+ 112
1564 =112 1+ 42
112 =42 -2 4 28
42 =28 -1+ 14
28=14-240

112 = 420 - 1+ 154 - (—2)

42 =420 - (—1) + 154 - 3

28 = 420 - 3+ 154 - (—8)

14 =420 - (—4) 4+ 154 - 11
0=420-11+ 154 - (—30)

Inko(420,154) = 14, a linearis kombinécios egyiitthatok: x = —4 és y = 11.

4.4-6. a = 1080, b = 285.

Tn = Tn4+1Gqn+1 + Tn+2

T = axn + by,

1080 = 285 - 3 + 225
285 =1225-1460
225 =60-3+45
60=45-1415
45=15-34+0

225 = 1080 - 1 + 285 - (—3)

60 = 1080 - (—1) + 285 - 4

45 = 1080 - 4 + 285 - (—15)

15 = 1080 - (—5) + 285 - 19
0=1080-19 + 285 - (—72)
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Inko (1080, 285) = 15, a linearis kombinacios egyiitthatok: z = —5 és y = 19.

4.4-7. a = 2016, b = 880.

Tn = "nti1Qnt1 + Tnt2 Ty = axy + by,

2016 = 880 - 2 4 256 256 = 2016 - 1 4 880 - (—2)
880 = 256 -3 + 112 112 =2016 - (—3) +880 - 7
256 = 112-2 + 32 32 =2016 -7+ 880 - (—16)
112=32-3+ 16 16 = 2016 - (—24) 4 880 - 55

32=16-2+4+0 0 =2016- 55+ 880 - (—126)

Inko (2016, 880) = 16, a linearis kombinacios egylitthatok: z = —24 és y = 55.

4.4-8. a = 30, b = 22.

Tn = Tnt1Gnt1 + Tn42 Tn = aTp + byn
30=22-1+8 8=130-1+22 (1)
22=8.246 6=30-(-2)+22-3
8=6-1+2 2=30-3+22 (—4)
6=2-3+0 0=30-(~11) +22-15

Inko(30,22) = 2, a linearis kombinacios egyiitthatok: x = 3 és y = —4. [ |

4.4-9. a = 430, b = 300.

Tn = Tnt1QGn+1 + Tt Ty = Xy + byn

430 =300-1+ 130 130 =430-1+300- (—1)
300 =130-2 440 40 = 430 - (—2) + 300 - 3
130 =40-3+ 10 10 =430-7 + 300 - (—10)

40=10-4+0 0 =430 - (—30) + 300 - 43
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Inko(430,300) = 10, a lineéris kombinacios egyiitthatok: x = 7 és y = —10.

4.4-10. a = 2355, b = 450.

Tn = Int1Qnt1 + 42 Tn = QTn + byn
2355 =450-54 105 105 = 235514 450 - (—5)
450 = 105 - 4 + 30 30 = 2355 - (—4) + 450 - 21
105=30-3+15 15 = 235513 + 450 - (—68)
30=15-240 0 =2355-(—30) + 450 - 157

Inko(2355,450) = 15, a linearis kombinacios egyiitthatok: z = 13 és y = —68.

4.4-11. a = 300, b = 132.

Tn = Tnt1Gn+1 + g2 Tn = aTp + byn

300 =132-2+ 36 36 =300-14132-(-2)
132 = 36 - 3 + 24 24 =300 (—3) + 1327
36=24-1+12 12=300-4+132-(-9)
24— 12.2+0 0=300-(—11) + 132 - 25

Inko(300, 132) = 12, a linearis kombinacios egyiitthatok: x =4 ésy=—9. m

4.4-12. a = 518, b = 154.

Tn = Tnt1Gn+1 + g2 Tn = aTpn + byn

518 = 154 -3 + 56 56 =518 -1+ 154 - (—3)

154 = 56 - 2 + 42 42 =518 (=2) + 154 -7

56 =421+ 14 14 = 518 -3 + 154 - (~10)
42 =14-3+0 0 =518 (—11) + 154 - 37

Inko(518,154) = 14, a linearis kombinécios egyiitthatok: x = 3 és y = —10.
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4.4-13. a =198, b = 72.

Tn = Tn+1Qqn+1 + Tn+2 rn = aZy + byn

198 =72-2+ 54 54 =198 -1+ 72-(-2)
72=>54-1418 18=198-(—1)+72-3
54=18-340 0=198-4+4+72-(—11)

Inko(198,72) = 18, a linearis kombinacios egyiitthatok: z = —-1ésy=3. =

4.4-14. a = 1100, b = 480.

Tn = Tn+1qn+1 + Tn+2 rn = aTy + byp
1100 = 480 - 2 4 140 140 = 1100 - 1 + 480 - (—2)
480 =140 - 3 + 60 60 = 1100 - (—3) +480-7
140 = 60 - 2 4 20 20 = 1100 -7+ 480 - (—16)
60=20-3+4+0 0 =1100- (—24) + 480 - 55

Inko(1100,480) = 20, a linearis kombinacios egyiitthatok: © = 7 és y = —16.

4.5. Kétvaltozés linearis diofantikus egyenletek

4.5-1. 60z + 16y = 60

Az euklideszi algoritmussal szamitsuk ki 60 és 16 legnagyobb kézis osztojat,
valamint a d = ax + by linedris kombinacios elGallitashoz az x és y egylittha-
tokat.

Tn = Tn+1Qqn+1 + Tn+2 n = a$n+byn
60=16-3+12 12=60-1+16-(-3)
16=12-1+14 4=60-(-1)+16-4

12=4-340 0=60-4+16-(—15)
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Inko(60, 16) = 4, a linearis kombinacios egyiitthatok: 2’ = —1 és 3/ = 4.
Mivel 4|60, megoldhato az egyenlet, egy megoldaspar:

€ €

=2/ =(-1)-15=—15 =y~ =4-15=60
zo l‘d ( ) Yo yd
Az Osszes megoldéas:
P 15 + 4t -2 60— 15t teZ
T+ = X —_— = — = — _— = J—
t 0 (a,b) Yt = Yo (a,b)

4.5-2. 115z + 50y = 1100

Az euklideszi algoritmussal szamitsuk ki 115 és 50 legnagyobb kozos osz-
tojat, valamint a d = ax + by linedris kombinacios elgallitdshoz az x és y
egyiitthatokat.

Tn = Tn+1qn+1 + Tn+2 rn = aTy + byy
115=50-2+15 15=115-1+50-(-2)
50=15-34+5 5=115-(=3)+50-7
15=5-340 0=115-10450- (—23)

Inko(115,50) = 5, a linearis kombinacios egyiitthatok: 2’ = =3 és 3/ = 7.
Mivel 5/1100, megoldhat6 az egyenlet, egy megoldaspar:

w0 = xlg —(-3)-220 = —660 o = y’g — 7220 = 1540
Az b6sszes megoldas:

b
B = 20+ t—— = —660 + 10t Y —yo—t—— = 1540 — 23t L€ Z
(a,b) (a,b)

4.5-3. 374x 4+ 99y = 297
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Az euklideszi algoritmussal szamitsuk ki 374 és 99 legnagyobb kézos osz-
tojat, valamint a d = ax + by linearis kombinécios elgallitashoz az x és y
egyiitthatokat.

Tn = Tnt1Gn+1 + g2 Tn = aTpn + byn

374 =993 477 77 =374-1+99 - (~3)
99 = 771+ 22 22 = 374 (—1) +99 - 4
77=22.3411 11=374-4+99 - (—15)
22— 11-240 0=374-(—9) +99-34

Inko(374,99) = 11, a linearis kombinacios egyiitthatok: #’ = 4 és y' = —15.
Mivel 11]297, megoldhaté az egyenlet, egy megoldéaspar:

, C

zo =25 =4-27=108 y():y’g:(—15)-27=—405

Az Osszes megoldéas:

b a
= t——=1 t = —t——=-405—-34t te€Z
Ty = x0 + (@.b) 0849 Yt = Yo (a.b) 05—3 c

4.5-4. 4322 + 160y = 208

Az euklideszi algoritmussal szamitsuk ki 432 és 160 legnagyobb kozds osz-
tojat, valamint a d = ax + by linearis kombinaciés elallitishoz az = és y
egyiitthatokat.

Tn = T'nt1Gn+1 + T'n42 Tn = aTp + byn

432 = 1602 + 112 112 = 432 -1 + 160 - (—2)
160 =112 -1+ 48 48 =432 - (—1) + 160 -3
112 = 48 -2 + 16 16 = 432 - 3 4+ 160 - (—8)
48=16-3+0 0= 432 - (—10) + 160 - 27

Inko(432,160) = 16, a linearis kombinacios egyiitthatok: 2’ = 3 és 3y’ = —8.
Mivel 16]208, megoldhaté az egyenlet, egy megoldéaspar:

, C

To =2 —
d

=313 =239 yozy’gz(—g).l?):—mzl
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Az bsszes megoldas:

b
Ty =20 +t——= =39+ 10¢ Yt = =—-104-27t teZ

(@, b) Tt

4.5-5. 117z + 81y = 891

Az euklideszi algoritmussal szamitsuk ki 117 és 81 legnagyobb kézos osz-
tojat, valamint a d = ax + by linedris kombinacios elGallitishoz az x és y
egyiitthatokat.

Tn = "n41dnt1 + T2 rn = axy + by,

117=81-1+ 36 36 =117-1+4+81-(-1)
81=36-2+9 9=117-(-2)+81-3
36=9-4+0 0=117-9+81-(—13)

Inko(117,81) = 9, a linearis kombinacios egyiitthatok: 2’ = —2 és 3/ = 3.
Mivel 9|891, megoldhat6 az egyenlet, egy megoldaspar:

,C c

xozxgz(—2)~99:—198 ?JO:Z//E:3'99=297
Az Osszes megoldéas:
b a
Ty =20 +t— = —198 + 9¢ Y=y —t—==297—13t teZ

(a,b) (a,b)

4.5-6. 323x + 85y = 323

Az euklideszi algoritmussal szamitsuk ki 323 és 85 legnagyobb kozis osz-
tojat, valamint a d = ax + by linedris kombinacios elallitdshoz az x és y
egyiitthatokat.

Tn = Tn+10n+1 T Tnt2 T = ATp + byn
323 =85-3 468 68 =323-1+85-(—3)
8 =68-14+17 17=323-(-1)+85-4

68=17-4+0 0=2323-5+85-(—19)
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Inko(323,85) = 17, a linearis kombinacios egyiitthatok: 2’ = —1 és ¢y = 4.
Mivel 17]323, megoldhat6 az egyenlet, egy megoldéaspar:

wo=a'S = (~1)-19 = —19 yozy’§:4-19:76
Az 6sszes megoldas:

b a
= t—— = —19 + 5t = —t——=T76—-19t teZ
Ty =X + (@) + Yt = Yo (@)

4.6. Euler-féle ¢ fiiggvény

4.6-1.
m|n miatt n =m - s. Ugyanakkor (X) alapjan

=l (e

o =nJL(1-7) =mee IT (1-3) -

plm-s

“redI() 105
L) I 05

ami igazolja az allitast. ]
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4.6-2.
Felhasznaljuk, hogy

Ez alapjan:

plz
1
2 1——| =

()

plz
Ez csak akkor lehetséges, ha x-nek egyetlen primosztéja van, és ez a 2. Az
eredeti egyenletet az x = 2%, o € N szdmok elégitik ki. ]
4.6-3.

Tegyiik fel, hogy n = 5% - 7% - ~, ahol (7,5 -7) = 1. Legyen el6szér o > 1 és
6 > 1. Ekkor:

)
)

P(5*F) - p(T%) - o(7) = p(5%) - o(T°F1) - ()
)

5. (5% — 5271 (7P — 707y = (3¢ — 5oy L7 (70 — 7P

Az egyenletbdl egyszertisités utan azt kapjuk, hogy 5 = 7, ami ellentmondés.

Ha a > 1 és 8 = 0, akkor az egyenlet a kivetkezSképpen alakul: 5 =7—1,
ez megint csak ellentmondas. Ha o = 0 és 8 > 1, akkor is ellentmondést
kapunk, 5 —1 = 7. Végiill ha o = 0és § = 0, akkor az 5 —1 = 7—-1
ellentmondéasra jutunk.

Az egyenletnek nincs megoldésa. ]

4.6-4.
1. megoldas.
105=3-5-7
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A 105-nél nem nagyobb, 105-héz relativ primek szama:

©(105) = ¢(3) - @(5) - p(7) =2-4-6 =48

A 210-nél nem nagyobb, 210-hez relativ primek szama:

©(210) = ©(2) - @(3) - p(5) - p(7) = 48 (1)

Ez ut6bbi szamok fele esik az (1..105) tartomanyba, mert az 1. tételben be-
lattuk, hogy k és m — k egyszerre relativ primek m-hez. Tehat (1) alapjan
478 = 24 olyan paratlan szdm van 1 és 105 kozott, amelyek 105-hoz relativ

primek. A 105-nél nem nagyobb, paros, 105-h6z relativ primek szdma tehat

48 — — = 24.
2

2. megoldds. Az 1. tételben belattuk, hogy k és m —k egyszerre relativ primek
m-hez. Mivel m = 105 paratlan, ezért k és 105 — k egyike paros, a masika

pedig paratlan.( Te)zhat a 105-nél nem nagyobb péros ¢ természetes szamok
©(105

szdma éppen —5— = 24.
|
4.6-5.
1. megoldds.
385=5-7-11
A 385-nél nem nagyobb, 385-hoz relativ primek szama:
©(385) = p(5) - @(7) - (11) =4 -6 - 10 = 240

A 770-nél nem nagyobb, 770-hez relativ primek szama:

@(770) = ¢(2) - ¢(5) - (7) - p(11) = 240 (1)

Ez utobbi szamok fele esik az (1..385) tartomanyba, mert az 1. tételben be-
lattuk, hogy k és m — k egyszerre relativ primek m-hez. Tehat (1) alapjan
% = 120 olyan paratlan szd&m van 1 és 385 kozott, amelyek 385-hoz relativ

primek. A 385-nél nem nagyobb, péaros, 385-h6z relativ primek szdma tehat

240 — 2;;0 = 120.
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2. megoldds. Az 1. tételben belattuk, hogy k és m —k egyszerre relativ primek
m-hez. Mivel m = 385 paratlan, ezért k és 385 — k egyike paros, a masika
pedig paratlan. Tehédt a 385-nél nem nagyobb paros ¢ természetes szdmok

o(385)

szama éppen —5— = 120. [
4.6-6.
Példaul n = m*, k € N,k > 2 esetén m|p(n). [ |
4.6-7.

3600 = 2% . 3% . 52
A 3600-nal nem nagyobb, 3600-hoz relativ prim pozitiv egészek szama:
©(3600) = (2 —23) - (32 = 3) - (52 —=5) = 8- 6 - 20 = 960
A 3600-n4al nem nagyobb, 3600-hoz nem relativ prim pozitiv egészek szama:

3600 — ¢(3600) = 3600 — 960 = 2640

4.6-8.

A 3600 és 7200 kozotti, 3600-hoz relativ primek szama megegyezik az 1
és 3600 kozottiek szaméaval, ugyanis (x,3600) = 1 pontosan akkor teljesiil,
amikor (z + 3600, 3600) = 1.

©(3600) = 960. Mivel 7200 = 2 - 3600, ezért a megoldas 2-960 = 1920. =

4.6-9.

25 200 = 7- 3600 ©(3600) = 960 7-960 =6 720

4.6-10.

Legyen n =2y, (2,y) =1.
Ha a > 0, akkor

e(2n) = (2°T" = 2%)p(y) = 2(2* — 2 Ne(y)
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amibdl p(2n) > p(n).
Ha pedig a = 0, akkor

©(2n) = (2 —-1)p(y)

p(n) = ¢(y)
ebbdl p(2n) = p(n).
Igy a megoldas a kovetkez6: a. n paratlan; b. n péaros. [ |
4.6-11.
Peldaul n = 5% k=1, 2, ... esetén o(n) = 5871 . 4. ]
4.6-12.

Az egyenlet az aldbbi alakban irhato:

1
3°(1— =) =486
(1-3)

Ebbsl 2.-3*1=2.3°, 2—1=5z=6. N

4.6-13.

p) =l - 1= )= L2 T -1 -1) ()

o(r) =17160=12%-3-5-11-13

Tegyiik fel, hogy p < ¢q. Ekkor (1)-ben a p, p—1, ¢ — 1 tényezk mindegyike,
s igy a primosztoi is kisebbek g-nal. ¢(z) legnagyobb primtényez6je 13, tehat
q = 13. Mésreszt (1)-bdl

o(z) 23.3-5-11-13
pp=1) =0 13- 12

A bal oldalon a legnagyobb primoszt6 p, a jobb oldalon 11, amibél p = 11. A
megoldas: x = p?¢® = 112 - 132 = 121 - 169 = 20 449 n
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4.6-14.

plo) =2l - )1 - ) =p Pt T - D) (1)

o(x) = 2200 = 2% . 5% . 11

Tegyiik fel, hogy p < ¢q. Ekkor (1)-ben a p, p—1, ¢ —1 tényez6k mindegyike,
s igy a primosztoi is kisebbek g-nal. p(z) legnagyobb primtényezsje 11, tehat
q = 11. Mésrészt (1)-bol

o(z) 23.52. 11,
j— 1 = = = 2 '5-
pe=1 = T 10

A bal oldalon a legnagyobb primosztdé p, a jobb oldalon 5, amibsl p = 5. A
megoldas:
z=p?¢®> =5%-112 = 25-121 = 3025

plo) =2l = )1 =) =p Pt T - D) (1)

o(r) =120=2%-3-5

Tegyiik fel, hogy p < ¢q. Ekkor (1)-ben a p, p—1, ¢ — 1 tényez6k mindegyike,
s igy a primosztoi is kisebbek ¢g-nal. p(z) legnagyobb primtényezGje 5, tehat
q = 5. Mésrészt (1)-bsl

. 3.3.
p(p—l)zq((g(_)l) 225?45:3-2.

A bal oldalon a legnagyobb primoszté p, a jobb oldalon 3, amibdl p = 3. A
megoldas: © = p?¢? =32 .52 =9.25 = 225 N
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4.6-16.

o(z) =z(1 - ;)(1 - 611) =p’¢- p; - q;l =pglp—D(g—1) (1)

o(r) =840=12%.3.5-7

Tegyiik fel, hogy p < ¢q. Ekkor (1)-ben a p, p—1, ¢ — 1 tényezk mindegyike,
s igy a primosztoi is kisebbek ¢g-nal. p(z) legnagyobb primtényezGje 7, tehat
q = 7. Méasrészt (1)-bol

23.3.5.7
pp—1) = o) =22.5.
q(g—1) 7-6

A bal oldalon a legnagyobb primoszté p, a jobb oldalon 5, amibdl p = 5. A
megoldas:
r=p’¢®? =527 =25-49 = 1225

4.6-17.

empen) =m T (1= )T (1) @)

plm pln
(1) tényez6i megtalalhatok (2)-ben, (2)-ben ezen kiviil még elgfordul a

()

plmAp|n

tényez6. Ez utobbi kisebb 1-nél; és igy (1) értéke nagyobb vagy egyenld, mint
(2) értéke. Ebbdl az is kovetkezik, hogy egyenlGség akkor és csak akkor all

fenn, ha m és n relativ primek. [ ]
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4.6-18.

150 kanonikus alakja 150 = 2-3-52. Azokat a 2005-nél nem nagyobb szamokat
keressiik, amelyek 2, 3,5 egyikével sem oszthatok. A logikai szita formulat al-
kalmazzuk. A szoba johets 2005 egész szam koziil el kell venni azokat, amelyek
2, 3, illetve 5 valamelyikével oszthatoak.

A 2-vel oszthaté szamok szama [22%3] = 1002, hiszen minden mésodik
szdm ilyen. A 3-mal oszthatoak széma [292] = 668, 5-tel oszthato pedig
[%] = 401 van. Ha ezeket az értékeket kivonjuk 2005-bél, lesznek olyan szé-
mok, amelyeket kétszer vettiink el, mégpedig a 2-vel és 3-mal is oszthatéakat
(ezek szama [39°] ), a 2-vel és 5-tel, valamint a 3-mal és 5-tel oszthatoakat.
Ezek szamat tehat vissza kell adni az eddig kapott értékhez. A 2, 3 és 5-tel
is oszthatok szama viszont 3-szor lett kivonva, 3-szor visszaadtuk, tehat Gjra

le kell vonnunk. Igy a kovetkez képlethez jutunk:

o [ [5) [2) [ [55)-a -

2 3 ) 2-3 2-5 3-5 2-3-5

= 2005 — 1002 — 668 — 401 + 334 + 133 + 200 — 66 = 535

4.7. Kongruenciak, maradékrendszerek,
Euler—Fermat-tétel

4.7.1. Kongruenciak, maradékrendszerek

4.7-1.
1. Zis EEZEZ; } — a+c¢ =b+d (modm)
2. Zis Eigg :21; } — ac =bd (mod m)
3. ac=bc (modm) <« a =b (mod %)
I. Ha

a=b (modm)ésc=d (modm) (1)
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teljesiil, akkor
ml|a — b és m|c —d, (2)

de akkor mla —b+c—d = (a+c¢) — (b+ d) is igaz, ami azt jelenti, hogy
a+c=0b+d (mod m), tehat 1.-et belattuk.

Masrészt (1)-b6l az is kovetkezik, hogy m|c(a — b) + b(c — d) = ac — bd,
vagyls ac = bd (mod m), tehat 2. is teljesiil.

II. a. Legyen el6szor ac = be (mod m), vagyis m|c(a — b). Létezik tehat
olyan ¢ egész, amellyel mq = c¢(a — b). Ebbdl:

m ¢ m c
- b b
0!~ mo Y o e
Mivel nyilvanvaléan
m c m
) =1 (CL — b)
((maC) (m, 6)) (m, )
is igaz, ez pedig az a = b (mod %) kongruencia tejesiilését jelenti.
b. Tegyiik fel most, hogy
a=b (mod ), ami azt jelenti, ho UL, P
= o) mi azt jelenti, hogy .0 .

Létezik tehat g egész, melyre %q = a — b. c-vel beszorozva az egyenletet

m@q = ac— bc, és mivel ﬁ is egész, m|ac — be, vagyis ac = bc (mod m).
|
4.7-2. a1, ag, ..., ap, teljes maradékrendszer, b1, b2, ..., by(y) redukalt
maradékrendszer modulo m
1. (a,m)=1 — aal +c, aas +c, ..., aam, +c

teljes maradékrendszer modulo m

2. (a,m)=1 — aby, abz, ..., aby(m)
redukalt maradékrendszer modulo m

Az 1. sorozat elemszama nyilvan m, masrészt inkongruensek az elemek, hiszen
ha aa; + ¢ = aaj + ¢ (mod m), akkor aa; = aa; (mod m) és (a, m) = 1 miatt
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a; = aj (mod m) teljesiil. Igy az elsé sorozat elemei teljes maradékrendszert
alkotnak.
Most igazoljuk a 2. allitast. Az elméleti Gsszefoglaloban felsorolt harom

ismérv kozil az els6, tudniillik az, hogy az elemszam (m), nyilvan teljesiil.
Béarmely két kiil6nboz6 elem inkongruens is, hiszen ha ab; = ab; (mod m),
akkor (a,m) = 1 miatt megint b; = b; (mod m). Az is igaz, hogy az elemek

m-hez relativ primek, tehat 2. elemei redukalt maradékrendszert alkotnak. m

4.7-3.
Egyrészt

641 = 625 + 16 = 5* + 2*,

masrészt
641 =640+1=5-128+1=5-27 +1,

amibdl

5-2"=—1 (mod 641),
s igy

51.228 =1 (mod 641).
Ehhez hozzdadva a
232 =232 (mod 641)
kongruenciat a
28054 +2Y) =142 (mod 641)
kongruenciat kapjuk, amibdl
2%.641=224+1=0 (mod 641),

s igy valoban 641|232 + 1, tehat az F5 Fermat-szam nem prim. [

4.7-4.
A halmaz elemeinek szama m és paronként inkongruensek. Ez utébbi ab-
bol kiovetkezik, hogy 2i = 2j (mod m) esetén i = j (mod m), tehat i = j.
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4.7-5.

4. Megolddsok

Nézziik meg, hogy vannak-e kozottiik kongruensek. 22 = y? (mod m) esetén
ml|z? —y? = (x—y)(x+y). Ham = o +y és & # y, akkor 22 és y? kongruensek
egymaéssal. Lassuk példaul modulo 5 és modulo 6 ezeket a szamokat:

x
r?  (mod 5)
x

22 (mod 6)

4.7-6.

Legyen a teljes maradékrendszer aq, ag, ...

1 2 3 45
1 4410
1 2 3 45 6
143 410
|
, am. Ekkor

Ez az érték pontosan akkor kongruens nulldval modulo m, ha m 4+ 1 oszthaté

2-vel, tehat ha m paratlan.

4.7-7.

a. modulo 6: {1, 5}

b. modulo 7: {1, 2, 3, 4, 5, 6}
c. modulo 12: {1, 5, 7, 11}

d. modulo 18: {1, 5, 7, 11, 13, 17}

. modulo 20: {1, 3, 7, 9, 11, 13, 17, 19}
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4.7-8.
Legyen p > 2 prim, valamint a modulo p redukalt maradékrendszer

ai, ag, ..., aso(p).
p(p) =p—1, e igy
p—1 p—1
Zai = Z’L (mod p),
i=1 i=1
-1
pzi _r=t,
; 2
i=1
% egész szam, tehat a redukalt maradékrendszer elemeinek 6sszege oszthato
p-vel. [ ]
4.7-9.
Legyen a redukalt maradékrendszer a1, az, ..., Gu(m), € m > 2. Ekkor

p(m)
a; = Z i (mod m).
=1 1 <i<p(m)
(i,m)=1

Az utoébbi szummaéban szerepl6 szamok olyan parokka alakithatok, amelyek

Osszege m — lasd az Kuler-féle ¢ fliggvényre vonatkoz6 2.6.1 tételt — igy a

teljes 6sszeg kongruens nullaval modulo m. ]
4.7-10.
a.

2004

2004 - 2005

d i= 5 =2009010

=1
b.

2004 = 2% 3 167 65 ©(2004) = 2- 2 - 166 = 664
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Igy a keresett sszeg — felhasznalva a 2.6-4. példa eredményét —

2004
©(2004) - % = 664 - 1002 = 665 328
|
4.7-11.
a.
2005
»i= 20052006 _ 5 11 015
; 2
=1
b.
2005 = 5 - 401 és ¢(2005) = 4 - 400 = 1600
Igy a keresett sszeg — a 2.6-4. példa eredményét felhasznalva —:
©(2005) - 2005 _ 1600 - 2005 1604000
2 2
|
4.7-12.
Nem, mert nem mindegyik par inkongruens. Példaul:
1-2=(p-2)-(p—1) (modp)
|

4.7-13.
Vizsgaljuk meg, hogy két szdm mikor lesz kongruens modulo nk.

a; +nb; = ar+ nbs (mod nk)
a; +nb; = a, +nbs (mod n)
a; = ar (mod n)
1 = T
Masrészt:
a; +nb; = a;+ nbs (mod nk)
nb; = nbs (mod nk)
b; = bs (mod k)

J = S
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Tehéat a két szdm csak akkor lehet kongruens modulo nk, ha megegyeznek.

Mivel szamuk nk, igy teljes maradékrendszert alkotnak modulo nk. [ |
4.7-14.
a. Tegyiik fel, hogy (1) redukélt maradékrendszer. Mivel (2) elemszama ¢(m),

és (a3, m) = 1-b6l kovetkezik (a;,m) = 1, csak azt kell megvizsgdlnunk, hogy

(2) elemei inkongruensek-e egymassal. Ha a; = a; (mod m), akkor aj = a?
(mod m), tehat (2) elemei inkongruensek, és igy ha (1) redukalt maradék-
rendszer, akkor (2) is az.

b. Tegytik fel most, hogy (2) redukalt maradékrendszer. (1) elemeinek a szama
@(m), és ha (a;,m) = 1, akkor (a3, m) = 1. Elég tehdt megnézni, hogy (1)
elemei inkongruensek-e egymassal. Tegyiik fel, hogy

al = a? (mod m). (3)
Ekkor

ak = a?k (mod m). (4)
Mésrészt

af(m) = a}p(m) =1 (mod m),
és igy
a2 = @32 (mod m). (5)

(4) és (5)-bol pedig, mivel (a;,m) =1,

a? = a? (mod m), (6)

majd (3) és (6) alapjan, tamaszkodva arra, hogy (a;,m) = 1,

a; =aj (mod m)

kovetkezik. Belattuk, hogy ha (2) redukalt maradékrendszer, akkor (1) is az.

4.7-15.

Az a; és bj, valamint az a; - b; szamok helyett tekinthetjiik a velilk modulo
p kongruens 1 és p — 1 kozé esé szamokat. Nézziik a szorzétablat modulo p.
Minden sorban és minden oszlopban minden elem pontosan egyszer fordul
el6. Menjiink végig az 1, ..., p— 1 elemeken, és valasszunk nekik szorzépért
lehetéleg Ggy, hogy a szorzat ne szerepeljen az eddig kapottak kozott.

Megmutatjuk, hogy el6bb-utébb elakadunk. Ha soronként haladunk, és
egy part méar lerdgzitettiink, akkor a tovabbiakban nem valaszthatunk ebbél
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az oszlopbdl, valamint nem valaszthatjuk ezt az értéket sem, ami a t&bbi osz-
lopban més-més sorban fordul el6. Legkésébb az utols6 valasztasunknal olyan
érték marad az egyetlen lehetséges oszlopban, ami korabban mar elgfordult.
Nézziik példaul a modulo 7 tekintett szorzdétablat:

modulo 7 [1[2[3]4]5]6 |
1 1[2]3[4]5]6
2 2[4]6]1]3]5
3 3[6/2[5]1]4
4 4]1[5]2[6]3
5 5[3[1]6[4]2
6 6]/5[4]3[2]1

Egy lehetséges valasztas az alabbi, amely az a; = b esetén akadt el:

a; |1]2]3]4]5]6
b |[6]5]4]2]1]3
ai-b; [[6[3[5]1]5][4]

4.7-16.

Mindegyik szamhoz taldlhat6 egy mésik, amellyel valé szorzatuk 1-gyel kong-
ruens modulo p, hiszen az az = 1 (mod p) egyenletnek pontosan akkor van
megoldasa, ha a 1 p (lasd a linearis kongruencidk megoldasat a 2.8. fejezet-
ben). Masrészt csak az 1 és —1 maradékosztélyokhoz tartozé elemek inverze
onmaga. Ha ugyanis

a>=1 (mod p),
akkor

a>~1=0 (mod p),

amibél (a —1)(a+1) =0 (mod p), tehat p|(a —1)(a+1). Mivel p prim, csak
pla — 1, illetve pla + 1 lehet, tehat a =1 (mod p) vagy a = —1 (mod p).

Parositsuk 6ssze tehat a szamokat tigy, hogy szorzatuk 1-et adjon. A pé-
rositéasbol csak az 1 és —1 marad ki, amivel az eddigi szorzatot — az 1-et —

még meg kell szoroznunk. A végeredmény tehat —1. |
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4.7.2. Euler-Fermat-tétel

4.7-17.

a. (n,7) = 1 miatt a Fermat-tétel elsg alakja alkalmazhaté. n® =1 (mod 7),
ez pedig éppen az allitas.

b. (n,7) = 1 miatt a Fermat-tétel elss alakja alkalmazhat6. n® =1 (mod 7),

amibél négyzetre emeléssel n'2 =1 (mod 7), s ez éppen az allités.

c. (n,7) = 1 miatt a Fermat-tétel els§ alakja alkalmazhaté. n® =1 (mod 7),
amit k-adik hatvanyra emelve n% =1 (mod 7). Ez éppen az allitas. ]
4.7-18.

Mivel 42 = 2-3 -7, nézziik meg, hogy a kongruencia fennall-e modulo 2, 3 és
7.
"=z (mod 7) (1)

a Fermat-tétel masodik alakjéanak felirasa.
z2=1 (mod 3)
a Fermat-tétel elsé alakjanak alkalmazéasa, amibdl
=1 (mod 3)
kovetkezik. Ha pedig beszorozzuk a kongruenciat x-szel, akkor
"=z (mod 3). (2)

Nyilvan fennll
z'=z (mod 2), (3)

hiszen 27 pontosan akkor paros, amikor x. Mivel 2, 3 és 7 paronként relativ
primek, igy (1), (2) és (3) alapjan

"=z (mod 42)

is fennall. n
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4.7-19.
Olyan z értéket keresiink, amelyre 2 = 3193 (mod 1000). Mivel
1000 = 8-125, megoldjuk a kongruenciat modulo 8 és modulo 125 is. ¢(8) = 4
és az Euler-tétel miatt 3* = 1 (mod 8), 250-edik hatvanyra emelve 31900 = 1
(mod 8), igy =z = 3199 = 33 (mod 8). p(125) = 100 és az Euler-tétel miatt
3190 = 1 (mod 125), 10-edik hatvanyra emelve 319 = 1 (mod 125), igy

r = 3109 = 33 (mod 125). Mivel a kongruencia fennéll modulo 8 és modulo

125 is, és (8,125) = 1, igy fennall modulo 1000 is, s a keresett értek 3% = 27.

4.7-20.
Egyrészt ¢(17) = 16, és mivel (3,17) = 1, a Fermat-tételre tamaszkodva
316 =1 (mod 17). Masrészt 173 = 3 (mod 17). Ezeket felhasznalva:

173103 = 3103 = 3161043 — (316)10. 33 =33 =27 =10 (mod 17)
Az osztasi maradék 10. |

4.7-21.
Olyan «x értéket keresiink, amelyre

= 143" (mod 27).
14343 = 8143 (mod 27)

(8,27) = 1, valamint (27) = 33 —32 = 18, az Euler-tételt alkalmazva 8% = 1
(mod 27). Ezt felhasznalva kongruenciank igy alakul:

gl = QIETHIT — (818)7. 81T =817 = (64)® -8 = 10° - 8 = 100" - 8 =

=19".8=(-8)'.8=642.8=10°-8=19-8=152=17 (mod 27)

A tizes szamrendszerben kiszamitott 17 a harmas szamrendszerben felirva

122.
|
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4.7-22.

z = 205200 = (—1)26"" =1 (mod 103)

4.7-23.
Olyan x értéket keresiink, amelyre

z = 373" (mod 100).

Mivel ¢(100) = ¢(4-25) = 220 = 40, valamint (37,100) = 1, az Euler-tételt
alkalmazva azt kapjuk, hogy 374 = 1 (mod 100). Igy a 39%? kitevs 40-nel
valé osztési maradékat keressiik.

y=392=(-1)2=1 (mod 40)

A kitevé osztési maradéka 1, igy 373%™ = 37 (mod 100), tehét a 373%™ szam

utolsd két szamjegye 37. ]

4.7-24.

A keresett z értekre a kovetkezd teljesiil: # = 403%02 (mod 1000). Mivel
©(1000) = 400 és (403,1000) = 1, igy az Euler-tétel alkalmazhato, 40340 = 1
(mod 1000).

403102 = 403% = (4- 10> +3)2 =16 - 10* + 24 - 10> + 9 = 409  (mod 1000).
Az utolsd harom szamjegy 409. ]

4.7-25.
Az alabbi kongruencia megoldasat keressiik:

z =519%%  (mod 100)

5195893 = 195893 (mod 100)

(19,100) = 1, és (100) = 40. Az Euler-tétel szerint 19*° = 1 (mod 100). Ezt
felhasznalva:

199803 =193 =661 -19 =61 -19 = 1159 =59 (mod 100)
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Az utolsd két szamjegy 59. ]

4.7-26.
Az x = 3% (mod 10) kongruencia megoldasét keressiik. (3,10) = 1,

©(10) = 4 és igy 3* = 1 (mod 10). Ezt 100-adik hatvanyra emelve 3% = 1

(mod 10), tehat az utolso szamjegy az 1-es. [ ]

4.7-27.
Az x = 3% (mod 100) kongruencia megoldasat keressiik. (3,100) = 1,
©(100) = 40 és igy 3% = 1 (mod 100). Ezt 10-edik hatvanyra emelve 3100 = 1
(mod 100). Ebbsl 3404 = 3% = 81 (mod 100). Az utolso két szamjegy 81. m
4.7-28.
Az 2 =17"" (mod 64) kongruencia megoldésa a feladat.
(17,64) = 1, és ¢(64) = ©(2°) = 26 — 2° = 32, 5 igy az Euler-tételt
alkalmazhatjuk. 1732 = 1 (mod 64). A kitevs 32-vel valo osztasi maradékat

kell kiszamitanunk. y = 3'%°7 (mod 32). (3,32) = 1, és ©(32) = 16, s ajra az
Euler-tételt alkalmazva 3'® =1 (mod 32).

31997 — 316-124+13 — (316)124 . 313 = 313 — (34)3 . 3 — (81)3 . 3 = 173 . 3 —

—289.17-3=17-3=51=19 (mod 32)

Visszatérve az eredeti kongruenciahoz:
1737 =179 = (17%)? - 17 = (332)4 - 33 - 17 =

=1089%-33-17=33-17=49 (mod 64)

A kapott 49 nyolcas szamrendszerben felirva 61. ]

4.7-29.
a. Az = 3239 (mod 63) kongruenciat kell megoldanunk.

323149 = 819 (mod 63)
(8,63) =1 és p(63) = p(32-7) = 6-6 = 36. Az Euler-tétel alkalmazzuk:

8¢ =1 (mod 63)
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Ez alapjan
149 — g30445 — (836)1. 85 = g5 — (82)2.8 =642-8 =8 (mod 63).

A keresett osztasi maradék 8.
b. Az x = 423'™ (mod 52) kongruenciat kell megoldanunk.

4237 = 71 (mod 52)
(7,52) = 1 és p(52) = (22 -13) = 2- 12 = 24. Az Euler-tétel alkalmazzuk:
71 =1 (mod 52)
Ez alapjan
U3 = p2ATHS (72T 75 =75 = (7227 = (—3)2. 7 =

=9-7=63=11 (mod 52).

A keresett osztasi maradék 11.
c. Az x = 495'™ (mod 98) kongruenciat kell megoldanunk.

49517 = 517 (mod 98)
(5,98) =1 és p(98) = (2 - 7%) = 42. Az Euler-tétel alkalmazzuk:
52 =1 (mod 98)
Ez alapjan
5173 _ 542445 _ (542)4 50 =55 — 5.5 —625.5=

=37-5=185=87 (mod 98).

A keresett osztasi maradék 87.
d. Az x = 4579 (mod 90) kongruenciat kell megoldanunk.

457101 = 7191 (mod 90)
(7,90) =1 és p(90) = ¢(2-3%-5) = 6 -4 = 24. Az Euler-tétel alkalmazzuk:
71 =1 (mod 90)
Ez alapjan

7L = S — (P P =70 =73 72 =343 . TP =73 49 =
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=(—17)-49=—-833 =67 (mod 90).

A keresett osztasi maradék 67. ]

4.7-30.
A kovetkezd kongruencia megoldasat keressiik:

z = 111997 (mod 100) (1)

Az Euler-tételt alkalmazva 1140 = 1 (mod 100). Az (1)-ben szerepls kitevé
40-nel vald osztasi maradékat keressiik.

y=1999% = (—1)* =1 (mod 40)

Eszerint (1) igy alakul:

11999 =11 (mod 100)
A keresett két jegy 11. [ ]

4.7-31.
a. n'3 —n oszthatoé 2-vel, mert n'? és n ugyanakkor paros, illetve paratlan.
b. 1. megoldds. Ha 3|n, akkor 3|n'3 is, igy 3|n'® — n. Tegyiik fel, hogy 3 { n.
©(3) = 2, és igy n? = 1 (mod 3), amit 6-odik hatvényra emelve n'? = 1
(mod 3), ezt pedig n-nel beszorozva n'® = n (mod 3). Ez azt jelenti, hogy
n'3 —n oszthato 3-mal.

2. megoldds. A Fermat-tétel 2. alakja szerint n® = n (mod 3). Ezt alkalmaz-

zuk az alabbi atalakitasban:

nB=mHtn=nt n=n=ndnt=n-n’=nd=n (mod 3)

Ez pedig azt jelenti, hogy n'® — n oszthaté 3-mal.

c. 1. megoldds. Ha 5|n, akkor 5/n'3 is, igy 5|n'3 — n. Tegyiik fel, hogy 5 { n.
¢(5) = 4, és igy n* = 1 (mod 5), amit harmadik hatvanyra emelve n'? =
(mod 5), ezt pedig n-nel beszorozva n'®> = n (mod 5). Ebbdl kivetkezik az
oszthatosig.

2. megoldds. A Fermat-tétel 2. alakja szerint n® = n (mod 5). Ezt alkalmaz-
zuk az alabbi atalakitasban:

nB=m*)? - n*=n?-nd=n"=n (mod5)

Ez azt jelenti, hogy n'® — n oszthato 5-tel.
d. 1. megoldds. Ha 7|n, akkor 7|n'3 is, igy 7|n'® — n. Tegyiik fel, hogy 7 { n.
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©(7) = 6, ¢s igy n® = 1 (mod 7), amit négyzetre emelve n'? = 1 (mod 7),
ezt pedig n-nel beszorozva n'3 = n (mod 7). Tehat n'® — n oszthato 7-tel.
2. megoldds. A Fermat-tétel 2. alakja szerint n” = n (mod 7). Ezt alkalmaz-
zuk az alabbi atalakitasban:

n13:(n7)-n65n-n6:n75n (mod 7)

Ez éppen azt jelenti, hogy n'® — n oszthato 7-tel.

e. A Fermat-tétel 2. alakja szerint n'3 = n (mod 13). Ez azt jelenti, hogy
n'3 — n oszthaté 13-mal. ]
4.7-32.

a. Belatjuk, hogy 13|m - n(m% — n%). Ha 13|m - n, akkor teljesiil az oszt-
hatosag. Kiilénben (13,m - n) = 1, és mivel p(13) = 12, m'?2 = 1 (mod 13),
amib6l m® =1 (mod 13). Hasonléan n® =1 (mod 13), s igy m% —n% =0
(mod 13), ami azt jelenti, hogy 13|m% — n% tehat 13|m - n(m5 — n).

b. Most megmutatjuk, hogy 31|m - n(m% — n%). Ha 31|m - n, akkor teljesiil
az oszthatosdg. Kiilénben (31,m -n) = 1, és mivel p(31) = 30, m®* =1
(mod 31), amib6l mb% = 1 (mod 31). Hasonléan n%° = 1 (mod 31), s igy
mb —n% =0 (mod 31), ami azt jelenti, hogy 31|m50 — n%.

c. Nézziik végiil a 61-gyel valo oszthatosagot. Ha 61|m - n, akkor teljesiil
az oszthatosig. Kiilénben (61,m -n) = 1, és mivel p(61) = 60, m® = 1
(mod 61). Hasonléan n® =1 (mod 61), s igy m% —n® =0 (mod 61), ami
azt jelenti, hogy 61|m% — n%.

13, 31, 61 paronként relativ primek, ezért ha mindegyik osztéja egy szam-

nak, akkor a szorzatuk is osztéja. [ |

4.7-33.
El6szor belatjuk, hogy ha p olyan prim, amelyre p — 1|60, akkor

plm - n(mb — nb%). Ha p|m - n, akkor teljesiil az oszthatésag. Ha pedig p {

m - n, akkor mP~! = 1 (mod p), és n?~! = 1 (mod p) miatt mP~! = nP~!

(mod p), amibsl Mm% = n% (mod p), tehat p/m®® — n. A 2,3 5 7, 11,
13, 31, 61 primek mind kielégitik a feltételt, s igy a szorzatuk is osztdja az

60 _ 1,60)

m-n(m kifejezésnek. Be lehet 1atni, hogy csak ezek a primek felelnek

meg a feladat feltételeinek. ]
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4.7-34.

Mivel 341 nem prim, a Fermat-tételre nem tamaszkodhatunk. 341 = 11-31,
valamint (11,31) = 1, igy ha belatjuk modulo 11 és modulo 31 a kongruencia
fennallasat, ebbdl kovetkezik, hogy modulo 341 is fennall. Egyrészt
©(11) = 10 és a Fermat-tétel alapjan 2'° = 1 (mod 11). Igy 2341 = (210)34.
2 = 2 (mod 11). Masrészt p(31) = 30 és a Fermat-tétel alapjan 230 = 1

(mod 31). Emiatt 234! = (230)11 . 211 = 211 = (25)2.2 = (32)2.2 = 2

(mod 31). ]

4.7-35.

1729 = 713 - 19. Megmutatjuk, hogy a kongruencia fennéll modulo 7,
modulo 13 és modulo 19. Mivel 7,13 és 19 relativ primek, ebbd6l kovetkezik,
hogy modulo 1729 is fenndll a kongruencia. Sziikségiink lesz a kovetkezdére:
1728 = 26 . 33.

a. Ha 7|a, akkor nyilvan a'™" = a (mod 7). Legyen most 7 { a. Ekkor

©(7) =6, és igy a® =1 (mod 7). %628 egész szam, {gy az utolso kongruenciat

%—odik hatvanyra emelve a!™® =1 (mod 7), és igy a'™° = a (mod 7).

b. Ha 13|a, akkor '™ = a (mod 13). Tegyiik fel, hogy 13 1 a.
¢(13) = 12, 6sigy a'> = 1 (mod 13), amit 12%-edik hatvényra emelve a

1 (mod 13), ezt pedig a-val beszorozva a'™ = a (mod 13).

1728 —

c. Ha 19|a, akkor nyilvan a!™ = a (mod 19). Legyen most 19 { a.

©(19) = 18, és igy a'® =1 (mod 19), ezt %—odik hatvanyra emelve a!™® =
1 (mod 19), és igy a!™ = a (mod 19). [ |
4.7-36.

a. 561 = 3 - 11 - 17. Megmutatjuk, hogy a kongruencia fennall modulo 3,
modulo 11 és modulo 17.

1. A Fermat-tétel masodik alakja szerint a® = a (mod 3). Ezt alkalmazzuk a
kdvetkezSkben t6bbszor is.

a
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2. Felhasznaljuk, hogy a'' = a (mod 11).
a®l = (@ =P = (@) aT =t " =al=a  (mod 11)

3. Alkalmazzuk az a'” = a (mod 17) dsszefiiggést.

a561 — (a17)3~11 = a33 — al? . a16 =a- a16 — a17 =a (mod 17)

Mivel modulo 3, modulo 11 és modulo 17 fenndll a kongruencia, és 3, 11, 17
paronként relativ primek, ezért modulo 561 is teljesiil a kongruencia.

b. 1105 = 5 - 13 - 17. Be kell latni, hogy a kongruencia fennall modulo 5,
modulo 13 és modulo 17, amibél kdvetkezik az allitds. Ez az a. feladatban
lathaté moédon torténhet.

c. 2465 = 5-17-29. Be kell latni, hogy a kongruencia fennall modulo 5,
modulo 17 és modulo 29, amibél kdvetkezik az allitds. Ez az a. feladatban

lathaté moédon torténhet. []

4.7-37.
(1997,10 000) = 1, igy alkalmazva az Euler-tételt:

1997¢(10 900) = 1 (1n0d 10 000)
Ebbdl barmilyen k& € N esetén:

1997k¢(10 000)+1 = 1997  (mod 10 000)
Ezek a szamok tehat mindnyéjan 1997-re végzddnek. ]

4.7-38.

Mivel (p,10) = 1, 10P~! = 1 (mod p). Ezt k-adik hatvanyra emelve, ahol
k € N tetszéleges, 10FP=1) =1 (mod p). Ez azt jelenti, hogy p[10F®—1) — 1,
ami csupa 9-esbél allo szdm.

Ha p # 3, akkor az elébhi csupa 9-esbél 4llo szamot 9-cel osztva csupa

1-esbél all6 szamot kapunk, amelyik szintén oszthaté p-vel. [ |
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4.8. Linearis kongruenciak

4.8-1.
a. b b.0; c.b. [

4.8-2. 21x = 57 (mod 78)

(21,78) = 3|57
7r =19 (mod 26)
Tr=19—-26=—-7 (mod 26)
xr=-1=25 (mod 26)
A 25,51,77 (mod 78) maradékosztalyok alkotjak a megoldést. [
4.8-3.
a.

262 =12 (mod 22) (26,22) = 2|12

13z =6 (mod 11)
132 =39 (mod 11)
r=3 (mod 11)

A 3,14 (mod 22) maradékosztalyok alkotjak a megoldast.

b. 20z =19 (mod 22) nem megoldhato, mert (20,22) = 24 19. [ |

4.8-4.

(16,28) = 4|36

162 =36 (mod 28) 42 =9 (mod7) 4x=16 (mod7) x=4 (mod7)
A 4,11,18,25 (mod 28) maradékosztalyok alkotjak a megoldast. [ |

4.8-5.

(126,99) = 9|45
1262 = 45 (mod 99) 142 =5 (mod 11) 3z =5 (mod 11)
3z =27 (mod 11) 2z =9 (mod 11)
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A 9,20,31,42,53,64,75,86,97 (mod 99) maradékosztalyok alkotjak a megol-

dast. |
4.8-6.
126z = 46 (mod 99) (126,99) = 9146, és igy nincs megoldas. |
4.8-7.

352 = —15 (mod 30)  (35,30) = 5 — 15
7r=-3 (mod 6) z=-3 (mod6) x=3 (mod 6)

A 3,9,15,21,27, (mod 30) maradékosztalyok alkotjak a megoldast. ]

4.8-8.

a. 20r =4 (mod 30), nincs megoldas, (20,30) = 101 4.
b. 20z = 30 (mod 4), nincs megoldas, (20,4) = 4 1 30.

c. 353z = 254 (mod 40)  (353,40) = 1|254

—7x =14 (mod 40) 2z = -2 (mod 40) x =38 (mod 40)

A megoldés a 38 (mod 40) maradékosztaly. [

4.8-9.

a. 30z = 40 (mod 15) (30,15) = 15 1 40, nincs megoldasa a kongruencia-
nak.

b. 40z = 25 (mod 15) (40,15) = 5|25

8r=5 (mod3) 2x=5 (mod3) 2x=2 (mod3) z=1 (mod3)

Az 1,4,7,10,13 (mod 15) maradékosztalyok alkotjak a megoldést. [ |

4.8-10.

97z +49y =3 (27,49) = 1|3

49y =3 (mod 27) -5y =3 (mod 27) —5y =30 (mod 27)
—y =6 (mod 27) y=-6=21 (mod 27)

3—49 3—49(214-27
y=21+427t, t€Z, x= >3 3G _ 33 494

Az x = —38 — 49t,y = 21 4 27t, t € Z szamparok a megoldasai a diofan-

tikus egyenletnek. [
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4.8-11.

332+ 23y =2 (33,23) = 1|2

33z =2 (mod 23) 10z =2 (mod 23) 5z =1 (mod 23)
br = —45 (mod 23) 2= -9 (mod 23) x =14 (mod 23)

r=14+423t t€Z y= 253 — XS _ o0 _ 33

Az x =14+ 23t,y = —20 — 33t, t € Z szamparok a megoldasai a diofan-

tikus egyenletnek. [

4.8-12.

33z + 23y =3
33x =3 (mod 23)
10z =3 (mod 23)
10z = —20 (mod 23)
x=-2 (mod 23)
x =21 (mod 23)

_ _ 3-33¢ _ 3-33(21423k) _
r=21+23k, k€eZ y=>53%= 53 = —30 — 33k.
Az z = 21 + 23k,y = —30 — 33k, t € Z szamparok a megoldésai a
diofantikus egyenletnek. ]
4.8-13.

A kovetkezs A értéket keressiik. A = 28x+3 = 19y+4, amib6l 28z —1 = 19y.

28z =1 (mod 19)
9z =1 (mod 19)

9z = —18 (mod 19)
r=-2 (mod 19)
=17 (mod 19)

x=17+19k, k€ Z. Ebbdl x =17 adja a legkisebb A értéket.

A=28-17+3 =479
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4.8-14.
Legyen a szam z. Hetes szdmrendszerben irjuk fel 23z-et.

23z = ag+Tay+7as+7az+. .. = 547247 (ap+Taz+...) = 54+2-T+ 7%y

23z =19 4+ 49y
49y = —19 (mod 23)
3y=4 (mod 23)
3y =27 (mod 23)
y=9 (mod 23)

y = 9423, & = OB _ 904 494 EbbG1 20 és 69 felel meg a feltételnek.

[ |
4.8-15.
a =b (mod p") azt jelenti, hogy p"|a — b, tehat a = b+ tp™, ahol t € Z.
aP = b + <117) W lpn + (g) P27 L
p -1/, n\p—1 p n
Lt b1 ()P +<>tppp |
(7)o (D)) )

Felhasznaljuk azt, hogy p|(Y) = i!(ppiii)!, ha 1l <i<p-—1.(1) jobb oldalanak

a masodik tagtol kezdve mindegyik tagja oszthaté p™Tl-gyel, igy

P a? — b,

ez pedig ekvivalens az &llitassal. ]
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4.9. Linearis kongruencia-rendszerek, a kinai
maradéktétel

4.9-1.

7r =11 (mod 12)
132 =17 (mod 21)

Mivel (mq, mg) = 3|c; — c2 = 6, a kongruencia-rendszernek van megoldasa.
1. megoldas.
Oldjuk meg eldszor az els6 kongruenciat.

A kongruenciat az
r=5+12r reZ (1)

szamok elégitik ki. Ezt helyettesitsiik be a masodik kongruenciaba.

13(6+12r) =17  (mod 21)

156r = —48 (mod 21)
9r = —48 (mod 21)
3r=-16 (mod 7)
3r=-9 (mod 7)

r=-3 (mod 7)

r=4 (mod 7)

A megoldéast az r = 4+7s, s € Z szamok alkotjak. Ezt behelyettesitjiik (1)-
be.z =5+12r =5+412(4+7s) =53+ 84s, s € Z. A kongruencia-rendszer
megoldasa tehat 53 (mod 84). Figyeljiik meg, hogy 84 = lkkt(12,21).

2. megoldds.

A kinai maradéktétel alkalmazasaval is megoldhatjuk a kongruencia-rendszert.
A 7x =11 (mod 12) kongruencia ekvivalens a kivetkezs kongruencia-rendszerrel:

7r =11 (mod 3)
7r =11 (mod 4)
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A 13z = 17 (mod 21) kongruencia pedig a kovetkezs kongruencia-rendszerrel
ekvivalens:

13z =17 (mod 3)
13z =17 (mod 7)

Oldjuk meg elgszor kiilon-kiilon a kongruencidkat.
7r =11 (mod 3) megoldasa x =2 (mod 3);
7r =11 (mod 4) megoldasa x =1 (mod 4);
132 =17 (mod 3) megoldasa x =2 (mod 3);
132 =17 (mod 7) megoldisa xz =4 (mod 7).

Tehat a koévetkezs harom kongruenciabol allé rendszert kell megoldanunk:

x=2 (mod 3)
x=1 (mod4)
x=4 (mod7)

Erre teljesiilnek a kinai maradéktétel feltételei.

Az alabbi kongruencidkat egyenként oldjuk meg.

28y = 1 (mod 3) 2ly = 1 (mod 4) 12y = 1 (mod?7)
y = 1 (mod3) y = 1 (mod4) —2y = 8 (mod7)
—y = 4 (mod?7)
y = —4 (mod?7)
y = 3 (modT)
noo= 1 y2 = 1 y3 = 3

Az xp megoldast modulo 84 nézziik.
xo = Miyic1 + Moyaco + Msysc3 =28-1-2+21-1-1+12-3-4=

=56+21+ 144 =53 (mod 84)

A feladat megoldasa 53 (mod 84). [
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4.9-2.
Legyen a keresett szam x. A kévetkez6 kongruencia-rendszert kell megolda-
nunk:

x =46 (mod 72)
=97 (mod 127)

Az elsé kongruenciit az
x=46+72s s€Z (1)
szamok elégitik ki. Ezt helyettesitsiik a méasodik kongruencidba.

46+ 72s =97 (mod 127)
72s =51 (mod 127)
24s =17 (mod 127)
24s =144 (mod 127)
s=6 (mod 127)

A maésodik kongruencia megoldasa s = 6 + 127r, r € Z. Ezt helyettesitsiik
(1)-be. . =46+ 72(6 4 127r) = 478 4+ 9144r. Ezek koziil a szamok koziil csak

r =1 esetén lesz négyjegyd. A megoldas tehat 478 4+ 9144 = 9622. ]
4.9-3.

z=1 (mod 3)

z=1 (mod 5)

z=1 (modT7)

A kinai maradéktétel feltételei teljesiilnek, igy alkalmazhatjuk a modszert.
m=3-5-7=105 My =35 My =21 Ms =15

Az alabbi kongruencidkat egyenként oldjuk meg:

35y = 1 (mod 3) 2ly = 1 (mod 5) 15y = 1 (mod7)
—y = 1 (mod 3) y = 1 (mod?5) y = 1 (mod?7)
y = 2 (mod 3)

noo= 2 y2 = 1 ys = 1
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A kapott y; értékek segitségével elGallitandé zg megoldast modulo 105 vessziik.

xg = Miyic1+Maysco+ Msyscs = 35-2-14+21-1-1415-1-1 = 106 (mod 105)

A feladat megoldasa 106. ]

4.9-4.

x=2 (mod 3)
x=3 (modb)
=5 (mod 2)

A kinai maradéktétel feltételei teljesiilnek, igy alkalmazhatjuk a madszert.
m=3-5-2=230 M1:10 M2=6 M3:15

Az alabbi kongruencidkat egyenként oldjuk meg:

10y = 1 (mod 3) 6y = 1 (mod5) 15y = 1 (mod 2)
y = 1 (mod 3) y = 1 (mod?b) y = 1 (mod 2)
n =1 y2 = 1 ys = 1

Az xg megoldast modulo 30 vessziik.
xo = Myyic1 + Moyaco + Msysc3 =10-1-246-1-34+15-1-5=
=20+ 18+ 75=113=23 (mod 30)

A feladatnak megfelels egész szamok: 23 4+ 305 5 € Z. |

4.9-5.

x=1 (mod4)
=0 (mod 3)
=5 (mod?7)

A kinai maradéktétel feltételei teljesiilnek, igy alkalmazhatjuk a modszert.
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Az alabbi kongruencidkat egyenként oldjuk meg:

2ly = 1 (mod 4) 28y = 1 (mod 3) 12y = 1 (mod?7)
y = 1 (mod4) y = 1 (mod3) —2y = —6 (modT7)
y = 3 (modT)
v o= 1 y2 = 1 ys = 3

Az xp megoldast modulo 84 tekintjiik.
xg = Miyicy + Moysco + Msyscs =21-1-1+28-1-0+12-3-5 =

=21+180=201=33 (mod 84)
A feladat megolddsa 33 (mod 84). [

4.9-6.
A kovetkezd kongruencia-rendszert kell megoldani:

r=1 (mod 3)
r=2 (mod 4)
r=3 (mod 5)

A kinai maradéktétel feltételei teljesiilnek, igy alkalmazhatjuk a modszert.
m=3-4-5=060 My =20 My =15 My =12

Az alabbi kongruencidkat egyenként oldjuk meg:

20y = 1 (mod 3) 15y = 1 (mod 4) 12y = 1 (mod5)
—y = 1 (mod 3) —y = 1 (mod 4) 2y = 6 (modb)
y = 2 (mod 3) y = 3 (mod4) y = 3 (mod5)
yio= 2 y2 = 3 ys = 3

Az xg megoldast modulo 60 vessziik.

xo = Miyic1 + Maysco + M3yscs =20-2-1+15-3-2+12-3-3

=40+90+ 108 =238 = —2 (mod 60)

A feladatnak megfelels egész szamok: 605 —2 j € Z. ]
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4.9-7.
m=2-3-5-7-11 = 2310. Keressiik meg 23 és 37 szamjegyeit maradékszam-
rendszerben, tehat a modulo p; maradékokat.
29=(1, 2,4, 1, 7) 36 =(0, 0, 1, 1, 3)
Végezziik el a szorzast a maradékokkal.

29-36=(1-0,2-0,4-1,1-1, 7-3) = (0, 0, 4, 1, 10)

Oldjuk meg a kdvetkezd szimultan kongruencia-rendszert:

Az M; értékek sorban 1155, 770, 462, 330 és 210. Az M;y = 1 (mod p;)
kongruencidk koziil csak a modulo 5, a modulo 7 és a modulo 11 kongruenciak
megoldasara van sziikség, mert a tobbi értéke xg-ban 0-val szorzodik.

ys=3, ya=1, ys=1.
Ennek felhasznalasaval:
zo = Miyic1 + Mayaco + Mzyses + Mayaca + Msyscs =
=1155-y1-0+770-y2-0+462-3-44330-1-14+210-1-10 = 1044 (mod 2310)

A szamolas eredménye 29 - 36 = 1044. ]

4.9-8.
m=2-3-5-7-11 = 2310. Keressiik meg 19 és 48 szdmjegyeit maradékszam-
rendszerben, tehat a modulo p; maradékokat.

19=(1, 1, 4, 5, 8) 48 = (0, 0, 3, 6, 4)
Végezziik el a szorzast a maradékokkal.

19-48=(1-0, 1-0, 4-3, 5-6, 8-4) = (0, 0, 2, 2, 10)
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Oldjuk meg a kovetkezs szimultdn kongruencia-rendszert:

z=0 (mod 2)
x=0 (mod 3)
x=2 (mod 5)
x=2 (mod7)

r=10 (mod 11)

Az M; eértékek sorban 1155, 770, 462, 330 és 210. Az M;y = 1 (mod p;)
kongruencidk koziil csak a modulo 5, a modulo 7 és a modulo 11 kongruencidk
megoldasara van sziikség, mert a tobbi értéke zg-ban 0-val szorzédik.

ys=3, ya=1, ys=1.
Ennek felhasznalasaval:
zo = Miyicr + Mayscr + Mzyses + Myyscy + Msyscs =
=1155-41-04+770-y2-04+462-3-2+330-1-2+210-1-10 =912 (mod 2310)

A szamolas eredménye 19 - 48 = 912. [ ]
4.9-9.
Legyenek p1, p2, ..., px paronként kiillénb6z6 primek, és nézziik a kovetkezd

kongruencia-rendszert:

z+1=p (mod pi)

z+2=py (mod p3)

z+k=pp (modp?)

Fz a kongruencia-rendszer a kinai maradéktétel szerint megoldhaté, a meg-
oldasok kozott vannak pozitiv egész szamok is. Legyen példaul zg egy ilyen
megoldas. zop+1 kanonikus alakjaban példaul p; els6 hatvinyon szerepel, mert
p?|ro+1—p1, sigy pi|lzo+1, de p? § 2o+ 1. Emiatt 2o+ 1 nem teljes hatvany.
Hasonlé mondhaté el az g +s s = 2,...,k szamokrol is, tehat egyik sem

teljes hatvany. [ ]
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4.10. Lanctortek, diofantikus approximaciéelmélet

4.10-1.

a.

41

—=//31,2,1,2

e = //3 1212/
b.
nl g Py=1 Pi=q Qo =0, Q=1 5 = P

Py =qPe1+ P2 | Qr = qpQr—1 + Qr—2 R

0| — 1 0 -
1|3 3 1 3
2|1 1-34+1=4 1-140=1 4
312 2-4+3=11 2-1+1=3 ¥
411 1-11+4=15 1-3+1=4 i
52 2-15+11 =41 2-4+43=11 a

Az utolso kozelits tort maga a lanctortbe fejtett szam.

4.10-2.

85
—=//2,3,2, 1,3
37 //7 Y ) Y //
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b.
2| g Ph=1 P=q Qo=0, 1=1 5 — o
Py = qpPr1+ Pr—2 | Qr = Qi1+ Qr—2 v Qe
0 1 0 -
1] 2 2 1 2
2|3 3:241=7 3-1+0=3 I
312 2:7+2=16 2:3+1=7 ¥
411 1-16+7 =23 1-74+3=10 z
5|3 3-23+16 =85 3-1047=37 8
Az utolso kozelits tort maga a lanctortbe fejtett szam.
4.10-3.
a.
83
—=//3,1,3,2 2
22 //’ Y Y Y //
b.
| g Ph=1 P=q Qo=0, 1=1 5 — Pu
Pe=qpPr1+ Pea | Qr=aqQr1+Qpo | " @
0| - 1 0 -
1| 3 3 1 3
2| 1 1.34+1=4 1-140=1 4
3] 3 3-4+3=15 3-1+1=4 a
4| 2 21544 =34 2-44+1=9 3
5| 2 2-344+15=283 2-9+4=22 8

Az utolso kozelits tort maga a lanctortbe fejtett szam.
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4.10-4.
a.
62
=//2,1, 2,3, 2
23 //7 Y Y Y //
b.
nl g | o=l Pi=a Qo =0, Q=1 5 — Pu
Py=aquPe1+ P2 | Qr=aqxQp-1+Qx—2 | "~
0] — 1 0 -
1] 2 2 1 2
211 1-24+1=3 1-1+0=1 3
312 2-3+2=28 2-1+1=3 g
413 3-8+3=27 3:3+1=10 z
5| 2 2-27+8 =062 2-10+3 =23 32
Az utolsé kozelits tért maga a lanctortbe fejtett szam.
4.10-5. //1, 2, 3, 4, 5//
nl g P():l, Plqu QUZO, lel 5 _ by
Py =qPe1+Pia | Qr=qQr1+Qr—2 | "
0 1 0 -
1] 1 1 1 1
2| 2 2:1+1=3 2:1+0=2 3
313 3:3+1=10 3:.241=7 0
4| 4 4-10+3 =43 4-742=30 8
59 5-43 +10 = 225 5-30+7 =157 %

A keresett alak 222

157"
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4.10-6. //5, 4, 3, 2, 1//

| g k=1 P =q Qo=0, Q1=1 5 — Pu

Py=qPr 1+ P2 | Qr=qQr1+ Qr2 " Qn

0| — 1 0 —

1] 5 5 1 5

2| 4 4.5+1=21 4-1+0=4 4

303 3-2145=068 3-44+1=13 o

4| 2 268+ 21 =157 2-13+4=30 B

51 1 1-157 4+ 68 = 225 1-30+13 =43 5
A keresett alak %. [ ]
4.10-7. //1, 2, 3, 1, 2//

| g Ph=1 P=q Qo=0, ¢1=1 5. — P

Py=qPr1+ P2 | Qr=aqQr 1+ Qr2 " Qn

0 1 0 —

1] 1 1 1 1

2| 2 2-1+1=3 2:1+0=2 3

303 3:3+1=10 3-241=7 2

411 1-10+3=13 1-742=9 B

5| 2 213410 =36 2-94+7=25 3%
A keresett alak %. [ ]
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4.10-8. //2, 3, 1, 2, 3//

2| gn Ph=1 Pi=q Qo=0, ¢1=1 5, = Pa
Py = qpPr1+ P2 | Qr = @rQrk—1+ Qr—2 @n
0| — 1 0 —
1] 2 2 1 2
2| 3 3-241=1 3-1+0=3 g
31 1.7+42=9 1-34+1=4 g
41 2 2-947=25 2-4+3=11 2
5|3 3-2549 =284 3-1144 =37 5
A keresett alak %.
4.10-9. //3, 2, 1, 3, 2//
2| g P=1 Pi=q Qo=0, ¢1=1 5, = Pa
Py = qpPr1+ P2 | Qr = qeQik—1 + Qi—2 @n
0| — 1 0 —
1|3 3 1 3
2| 2 2:3+1=7 2:1+0=2 I
301 1-74+3=10 1-2+1=3 2
413 3-10+7=37 3-3+2=11 3
5| 2 237410 =84 2-1143=25 5

A keresett alak %.

159
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4.10-10. //2, 1, 2, 1, 2//
| g k=1 P =q Qo=0, Q1=1 5 — Pu
Pe=qpPr1+ Py 2 | Qr=qQr-1+ Qr2 T e
0| — 1 0 —
1] 2 2 1 2
2| 1 1-2+1=3 1-1+0=1 3
3|2 2:3+2=38 2:-1+1=3 3
411 1-84+3=11 1-3+1=4 o
5| 2 2-11+8=130 2-4+3=11 0
A keresett alak %.
4.10-11. //3, 1, 3, 1, 3//
| g Ph=1 Pi=q Qo=0, Q1=1 5 — Pa
Pe=qPe1+ Pz |Qr=qQr1+Qro | "~ ©r
0| — 1 0 —
1] 3 3 1 3
21 1 1-3+1=4 1-1+0=1 4
303 3-443=15 3-1+1=4 1
411 1-15+4=19 1-4+1=5 B
5| 3 3-19+ 15 =72 3:-5+4=19 e

A keresett alak %.
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4.10-12. //2, 3, 2, 3, 2//

nlgn | o=L Pi=a Qo =0, Q=1 5, = Pa
Py = qpPr1+ P2 | Qr = @rQrk—1+ Qr—2 @n

0| — 1 0 —

1] 2 2 1 2

2|3 3.2+1=7 3-1+0=3 I

3 2 2:-74+2=16 2:3+1=7 ®

413 3-16+7 =55 3-7+3=24 %

5| 2 255416 = 126 2-2447=755 L

A keresett alak %. ]
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Targymutato

A, A H
abszolut érték, 6 hatvanyozas ismételt négyzetre emeléssel, 43
alprim=abszolut pszeudoprim, 93
approximécio, 76|
asszocialt, 10/ I, i
ikerprimek, 22

D

diofantikus approximécidelmélet, 75| J

Dirichlet tétele, 76 jol approximélé szamok, 76

E, E K

egész rész, 6 kanonikus alak, 12

egyértelmd felbontas tétele, 12 modositott, (12

egység, 9 kinai maradéktétel, 61

eratoszthenészi szita, 20/ kongruencia

euklideszi algoritmus, (10} 25 megoldésanak menete, 52

Euler-féle ¢ fiiggvény, 34 miiveletek, [41]
kiszamitasa, 37 6sszetett modulust

FEuler-féle kongruenciatétel, 42 megoldéasa, 63

kongruencia megoldasszama, |51
kongruens, 40

F
felbonthatatlan, 11

Fermat-féle prim, 186 L
Fermat-primek, 41 lanctort
Fermat-szamok, 41 egyszert, 71
Fermat-tétel egyszeri lanctortbe fejtés, 72
1. alakja, 43 jegyei, 71
2. alakja, 43| kozelits tort, (73
Fibonacci-szamok, 6/ szelet, 72
véges, 71
végtelen, 71
GY legnagyobb kb6z6s osztd, [10

gyorshatvanyozas, 43 linearis diofantikus egyenletek, [29
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megoldésa, 31
line4ris kombinaciés tulajdonsag, 9
linearis kongruencia
egyismeretlenes, |50

megoldhatésaganak feltétele, [51

M
maradékos osztas, 24/
maradékosztaly, 40
redukalt maradékosztaly, 41
maradékrendszer
redukalt maradékrendszer, 41
teljes maradékrendszer, 40
maradékszadmrendszerek, 64
Mersenne-féle prim, 86
modulo, 40

N
nagy primszamtétel, 22

0,0
omnibusztétel, 42, 190
0szt6, |9

Targymutato

ko6z6s osztd, 10
legnagyobb kdzbs oszt6, 10
trivialis osztok, 10
osztok szama, 18

P
primszam, 11

R
relativ primek, 11
paronként relativ primek, 11|

SZ
szamelmélet alaptétele, [12]
szimultin megoldas, 59

T
t6bbszords, 10
ko6z06s t6bbszords, 10, 11
legkisebb k6z8s t6bbszorss, (11
tort rész, |6



