
ANALÍZIS 1. III. VIZSGA 2016. január 18.
Mérnök informatikus szak β-variáns Munkaid®: 90 perc

1. feladat (4+5 pont) Adja meg az alábbi komplex számok algebrai alak-
ját:
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2. feladat (10+6 pont)

a) Mondja ki és bizonyítsa be a rend®relvet!

b) Adja meg az

an =
n

√
n3 + 4n+ 5

3n2 + 11

sorozat határértékét.



a) Ha létezik N , hogy bn ≤ an ≤ cn minden n ≥ N esetén, és limn→∞ bn =
limn→∞ cn = A, akkor limn→∞ an = A, mert minden ε > 0 esetén
létezik N1, hogy n ≥ N1 esetén bn ≥ A− ε, és létezik N2, hogy n ≥ N2

esetén cn ≤ A+ ε, vagyis n ≥ max(N,N1, N2) = N(ε) esetén

A− ε ≤ bn ≤ an ≤ cn ≤ A+ ε,

vagyis n ≥ N(ε) esetén |an − A| < ε.

b)
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=
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√
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ahol mindkét oldal 1-hez tart (1p), így a rend®relv miatt limn→∞ an = 1
(1p).

3. feladat (10 pont)
Legyen a1 = 4, és

an+1 = 10− 36

3 + an
.

a) Mutassa meg, hogy 1 ≤ an ≤ 6.

b) Konvergens-e a sorozat, és ha igen, mi a határértéke?

a) Teljes indukcióval igazoljuk.

i) 1 ≤ a1 = 3 ≤ 6. (1p)

ii) 1 ≤ an ≤ 6 =⇒ 9 ≥ 36

3 + an
≥ 4 =⇒ 1 ≤ 10− 36

3 + an
= an+1 ≤ 6. (2p)

b) a2 = 34
7
≥ 4 = a1. Sejtés: a sorozat monoton növ®. Teljes indukcióval

igazoljuk.

i) a1 ≤ a2. (1p)



ii) an ≤ an+1 ⇒ 36
3+an

≥ 36
3+an+1

⇒ an+1 = 10− 36
3+an

≤ 10− 36
3+an+1

= an+2.
(2p)

A sorozat monoton növ® és korlátos, tehát konvergens (1p). Határér-
tékére kielégíti az A = 10 − 36

3+A
egyenletet, vagyis A2 − 7A + 6 = 0

(1p), tehát A = 1 vagy A = 6 (1), így a monoton növekedés miatt
limn→∞ an = 6 (1p).

4. feladat (4+8 pont)

a) Írja fel a de�nícióját annak, hogy

lim
x→x0−

f(x) =∞.

b) Osztályozza az

f(x) =


x

1− x2
, ha x ≤ 0

sin 3x

4x
, ha x > 0

függvény szakadási helyeit.

a) Minden P > 0 esetén létezik δ > 0, hogy x ∈ (x0 − δ, x0) esetén
f(x) > M (4p)

b) Szakadási helyek: x = 0 és x = −1 (1p).

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

sin 3x

4x
=

3

4
lim
x→0

sin 3x

3x
=

3

4
, (2p)

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

x

1− x2
= 0, (1p)

vagyis az x = 0 pontban a függvénynek véges ugrása van (1p).

lim
x→−1±

f(x) = lim
x→−1±

x

1− x2
= ∓∞ (2p)

vagyis az x = −1 pontban a függvénynek másodfajú szakadása van
(1p).



5. feladat (3+7 pont)
Számolja ki az alábbi határértékeket:

a) lim
x→∞

(
1

3x
− 1

e3x − 1

)
b) lim

x→0

(
1

3x
− 1

e3x − 1

)
.

a) lim
x→∞

1

3x

1p
= 0

1p
= lim

x→∞

1

e3x − 1
, tehát lim

x→∞

(
1

3x
− 1

e3x − 1

)
1p
= 0.

b) ∞−∞ típusú határérték (1p), tehát

lim
x→0

(
1

3x
− 1

e3x − 1

)
1p
= lim

x→0

e3x − 1− 3x

3x(e3x − 1)
=

2p
= lim

x→0

3e3x − 3

3(e3x − 1) + 9xe3x
2p
= lim

x→0

9e3x

18e3x + 27xe3x
1p
=

1

2

6. feladat (8 pont) Hol konvex, illetve konkáv az f(x) = ln(x2 − 5x+ 10)
függvény? Hol van in�exiós pontja?

Df
1p
= R, és

f ′(x)
1p
=

2x− 5

x2 − 5x+ 10
,

f ′′(x)
2p
=

2(x2 − 5x+ 10)− (2x− 5)2

(x2 − 5x+ 10)2
1p
=
−2x2 + 10x− 5

(x2 − 5x+ 15)2

f ′′(x) = 0, ha x = 5±
√
15

2
(1p), vagyis f konvex az
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vallumon és konkáv a
(
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]
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√
15

2
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intervallumon,

továbbá az x = 5±
√
15

2
helyeken van in�exiós pontja (2p).



7. feladat∗ (7+4 pont) Számolja ki az alábbi integrálokat

a)

∫
x arctg xdx, b)

∫ 1

−
√
3

|x arctg x|dx.

a) Parciális integrálással f ′(x) = x, g(x) = arctg x választással (2p)∫
x arctg xdx

2p
=
x2

2
arctg x−1

2

∫
x2

1 + x2
dx

3p
=
x2

2
arctg x−1

2
(x− arctg x)+c.

b) x arctg x ≥ 0 (1p), tehát∫ 1

−
√
3
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=
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2
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8 feladat∗ (10 pont)
Megfelel® helyettesítéssel határozza meg az alábbi integrált:∫

x√
x− 1 + 3

dx.

Használva a t =
√
x− 1 helyettesítést (1p) x = t2 + 1, tehát∫

x√
x− 1 + 3

dx
3p
=

∫
2t(t2 + 1)

t+ 3
dt =

2p
= 2

∫
t2(t+ 3)− 3t(t+ 3) + 10(t+ 3)− 33

t+ 3
dt =

3p
=

2

3
t3 − 3t2 + 20t− 60 ln |t+ 3|+ c =

1p
=

2

3
(
√
x− 1)3 − 3(x− 1) + 20

√
x− 1− 60 ln |

√
x− 1 + 3|+ c



9 feladat∗ (6+8 pont)

a) Ismertesse az integrálszámítás második alaptételét.

b) Adja meg a

G(x) =

∫ 5x4

4x2
e3t

3

dt

függvény deriváltját, ha létezik.

a) Ha f ∈ R[a, b], akkor az

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt

függvény folytonos az [a, b] intervallumon (3p). Ha f folytonos, akkor
F di�erenciálható, és F ′(x) = f(x) (3p).

b) Legyen F (x) =
∫ x
0
e3t

3
dt, ekkor F ′(x) = e3x

3
(2p) és G(x) = F (5x4)−

F (4x2) (3p), vagyis G′(x) = 20x3e375x
12 − 8xe192x

6
(3p).


