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1. feladat (10 pont)
Számolja ki az

f(x) =
ch (x2 + 1)

x2

függvény határértékeit az értelmezési tartomány végpontjaiban. Hol és mi-
lyen típusú szakadása van a függvénynek?

Df = R \ {0}, vagyis a kérdéses határértékek a függvény paritása miatt

lim
x→−∞

f(x))
1p
= lim

x→∞
f(x) = lim

x→∞

ch (x2 + 1)

x2
2p
=

= lim
x→∞

2x sh(x2 + 1)

2x
lim
x→∞

sh(x2 + 1)
1p
= ∞,

és
lim
x→0−

f(x)
1p
= lim

x→0+
f(x) = lim

x→0+

ch (x2 + 1)

x2
2p
= ∞.

Így a függvénynek a 0-ban másodfajú szakadása van (1p), mindenhol máshol
folytonos függvények kompozíciója, illetve hányadosa, tehát folytonos (2p).

2. feladat (10 pont)
Adja meg az

f(x) =

{
5x− x2 sin 2

x
, ha x 6= 0

0, ha x = 0

függvény x0 = 0, illetve x0 = 1
π
pontbeli érintőegyenesének egyenletét.

f( 1
π
)
1p
= 5

π
. Ha x 6= 0, akkor

f ′(x)
3p
= 5− 2x sin

2

x
− x2 cos 2

x
· −2
x2
,

vagyis f ′( 1
π
)
1p
= 7, így az érintőegyenes egyenlete: y − 5

π
= 7(x− 1

π
) (1p).

f ′(0)
1p
= lim

h→0

5h− h2 sin 2
h

h

2p
= 5− lim

h→0
h sin

1

h
= 5,

tehát a 0 pontbeli érintő egyenlete: y = 5x. (1p)



3. feladat (5+5 pont)
Számolja ki az alábbi határértékeket

a) lim
x→∞

sh(2x)

e4x − 3
, b) lim

x→0

(
1

3x
− 1

x(cos(5x) + 2)

)
.

lim
x→∞

sh(2x)

e4x − 3

1p
= lim

x→∞

e2x−e−2x

2

e4x − 3

2p
= lim

x→∞

e2x

2e4x
· 1− e

−4x

1− 3e−4x
2p
= 0

lim
x→0

(
1

3x
− 1

x(cos(5x) + 2)

)
1p
= lim

x→0

cos(5x) + 2− 3

3x(cos(5x) + 2)

2p
=

= lim
x→0

−5 sin(5x)
3(cos(5x) + 2)− 15x sin(5x)

2p
= 0.

4. feladat (10 pont)
Hol konvex, illetve konkáv az ln 1+x

1−x függvény?

x ∈ Df , ha 1− x > 0 és 1 + x > 0 vagyis Df = (−1, 1). (2p) Ekkor

f ′(x)
3p
=

1− x
1 + x

· (1− x) + (1 + x)

(1− x)2
=

2

1− x2
,

és
f ′′(x)

2p
=

4x

(1− x2)2
.

Itt f ′′(x) > 0, ha x > 0, és f ′′(x) < 0, ha x < 0, vagyis f a (−1, 0] inter-
vallumon konkáv, a [0, 1) intervallumon konvex, a 0-ban inflexiós pontja van
(3p).

5. feladat (10 pont)
Adja meg az f(x) = 3 arctg(2x − 5) függvény értelmezési tartományát va-
lamint értékkészletét. Igazolja, hogy a függvény a teljes értelmezési tarto-
mányán invertálható, és adja meg inverzét, annak értelmezési tartományát
valamint értékkészletét.



Df
1p
= R, Rf

1p
=

]
−3π

2
, 3π

2

[
.

f ′(x))
2p
=

3 · 2
1 + (2x− 5)2

)
1p
> 0,

tehát f invertálható (1p),

f−1(x))
2p
=

1

2

(
tg
x

3
+ 5

)
,

Rf−1
1p
= R, Df−1

1p
=

]
−3π

2
, 3π

2

[
.


