Analizis 1. 1. PZH (5) 2020.11.03.
1. feladat

10 pont
Hatarozza meg a
2 -
r—i_;, és (2+2)+ (3 -3
komplex szamok valos és képzetes részét!
241 (24+12)(3 + 31) 6 + 302 + 31+ 61 241 1
Megoldas: = = 4rt R — I ¢
~eBOCAS 3T T B3-30)(3 1 3) 9_902 33 6 @
241 1
I =—.
n(725) =
Re(2+:+3—=31) =5, Im (2+1+3—31) = 4.4p. |
2. feladat 18 pont
Hatarozza meg a
20— 1622 és 23— 2T
polinomok komplex gyokeit algebrai alakban!
Megoldas: 0 = 2% — 162% megoldasai 219 = +2, 234 = +21 és 256 = 0.
0 = 22 — 271 megoldasai 2z, = V271 = 3¢/cos90° +1sin90° =
3 (cos (30° + k120°) +2sin (30° + k120°)), (k = 0,1,2), azaz 2, = =+1.5V/3 + 1.5,
2y = —32.
3. feladat 32 pont

Hatarozza meg az

\/m 50+ 2
® an = {| 57 ® b, = ;
n3 +nt 5n — 3

sorozatok hatarértékét, ha léteznek!

4 4n qn An
Megoldas: 4 «+ T\ﬁl =43 - <ap < 4§ R 2.
I /2 3/n nt+n

miatt a,n—>4
1+0.8/2n\>" (Bn+2\> 08

by = [ ——L— — -1 =¢?16p.
<1—1.2/2n> <5n—3> 13 1= 160




4. feladat 16 pont

Mondja ki a rendérelv valamelyik valtozatat!

Hatarozza meg a

(=3)" +(=8)7"
3+ (3

e c, =

sorozat hatarértékét, ha létezik!

Megoldas: Rendérelv barmelyik véaltozata (akar speciélis)

1
=27)" =3)"+ —
P o P sy
"o 1 N 1
971 _ 1 -
+19n + 81n
32n+
1
+ 812n
_922n—1 __ 1
2n—1
e 243 L, _[10p.]

12n—1
Minden elem szerepel valamelyik részsorozatban, igy 2 torlodasi pont van: +oo.
limsup ¢, = oo, liminf ¢,, = —o0 hatarérték nem létezik.

5. feladat 24 pont

Legyen a; = 2 és a,+1 = v/6a2 — 5a, minden n € N esetén!

Vizsgalja a rekurzioval adott sorozatot korlatossidg, monotonitas és konvergencia szempont-
jabol!

Megoldas: A = v/6A2 — 5A egyenlet megoldasai A; =0, Ay =1 és A = 5.

Teljes indukcioval belatjuk, hogy 1 < a,, < 5 minden n-re.| 3p.

n=1esetén 1 < a; =2 <5 teljesiil.

Ha 1 < a, <5, akkor 1 < 6a, — 5 < 25, ezért 1 < a, - (6a,, — 5) = 6a> — ba,, < 125, tehat

1 < ¢/6a2 —5a, = ap < 5.

Megmutatjuk, hogy a,, < a,1 minden n-re,|3p.

Kébre emelés utan a3 < 6a? — 5a,, azaz a,(a? — 6a, +5) = a3 — 6a2 + 5a, < 0, ami teljesiil
mivel a, > 0 és a2 — 6a, +5 < 0 az elbbi korldtok kzitt,|3p. |

Megmutattuk, hogy a, monoton, és korlatos, igy a konvergencia elégséges feltétele miatt
konvergens.

Legyen A = lima,, € R! Felhasznalva a részsorozat hatarértékére és a hatarérték és miiveletek
kapcsolatara vonatkozo tételeket, kapjuk az A = v/6A42 — 5A egyenletet.

Mivel a,, monoton névé, ezért A > a; = 2, igy a fenti gyokok koziil csak az A3 = 5 lehet a

hatérérték.




IMSC feladat 8 pont

!

(a) Szémolja ki a lim —" hatarértéket!
n n
vn! 1 3n)!
(b) VIS felhasznalasaval szamolja ki a lim @ hatéarértéket!
n e n°n
Megoldas:
(a) A mértani és szdmtani kézepek kozstti egyenlGtlenség miatt ————— < 1 minden
n
ke€{0,...,2n} esetén. Ezt felhasznalva
| . — . — — . . —
0< (2n)! 1 (2n—-1) 2-(2n-2) (n=1)-(n+1) n-2n < 2(2n — 1) 0
n2n n2 n2 n2 n2 n2
—_———— N g
<1 <1
A rendérelv miatt lim =" — 02
rendorelv miatt m o .
/@) 1 3n)! 3\*"
(b) n helyére 3n-et irva kapjuk, hogy ?fn) > —, amibdl ( ?> > () — 00, igy a
n e n e

. . o (3n)!
specialis rendérelv miatt lim S = oo.




