Euler-bejárás

1.Mutassuk meg, hogy egy összefüggő gráf élei bejárhatók úgy, hogy mindegyiken 2x megyünk végig, éspedig mind2 irányban 1x-1x

Kétféle megoldás: 

1.) Akkor és csak akkor van a gráfnak irányított Euler-köre, ha:

· minden pontba ugyanannyi él megy be és megy ki (befok=kifok)

· erősen összefüggő: bárhonnan bárhova el lehet jutni az iránítást használva.

Minden él helyett írjunk                2 élet  , egyet oda egyet vissza. Így a befok meg fog egyezni a kifokkal, és ha az irányítatlan öf volt akkor az irányított erősen öf lesz.

2.)Tegyük fel hogy n-1 ponta igaz, hogy az élek bejárhatók oda-vissza.. Vegyük az n pontú 1 pontját. 




Ha ezt elhagyjuk, szétesik n-1 db öf. komponensre (2tőt jelöltünk) Mindegyik legfeljebb n-1 pontból áll, azok bejárhatók. Az elhagyott pontot a többivel összekötő éleken menjünk oda-vissza úgy, hogy közben még végigmegyünk egy-egy komponensen (mindegy hogy hogyan ezért beszürkítettük, jelezve, hogy vhogy bejárható).

2. Bizonyítsuk be, hogyha egy összefüggő gráfban a páratlan fokú pontok száma 2k, akkor a gráf élei bejárhatóak k db sétával. 

Ha vmely sétában elakadtunk, egy másik pontnál folytathatjuk, így jöhet ki a 2k db séta. Elakadás: ha a pont foka 1 (ptln). Ha pl. 4 db ptln fokú van: behúzunk közéjük 2db extra élet., így minden pont foka páros lesz, azaz létezik Euler-kör. Ha elhagyjuk a

 2 élet, lesz 2 db séta, azaz 2 részre esik szét a gráf.


3. Van-e olyan egyszerű gráf, melynek van zárt Euler-vonala (Euler-kör), továbbá páros számú pontja és ptln számú éle van?

Van:




Érdekes megfigyelések: Euler kör léte nem változik 2 vagy 1 csúcs hozzáadásával:




4. Milyen n esetén tartalmaz a teljes n pontú gráf Euler-kört illetve utat?

Kör: akkor van Euler-kör, ha a gráf öf. És minden pont foka páros. Ha a gráf teljes gráf, minden pontból n-1 él indul ki, ha n ptln-> páros számú él indul ki, azaz a fok páros.

Út: n=2 (triviális), vagy n ptln.

Hamilton-bejárás:

Bizonyítandó:

1. Ha egy gráfban van Hamilton-kör, akkor bármely v csúcsára és bármely e élére a G-v és G-e gráf is összefüggő.

Maga a gráf biztosan összefüggő, hisz ha létezik Hamilton-kör-> minden pont illeszkedik erre a körre-> el tudok jutni bármelyikből bármelyikbe->öf. Ha 1 pontot hagyok el, a Hamilton-körből út lesz, el tudok jutni bárhova. 2 pn esetén: max 2 részre eshet szét a gráf. Ezek a részek azonban öf-ek lesznek. (ábra). Ha k pontot hagyok el, max k részre eshet széjjel (kevesebb lehet, mert lehet, hogy van él a körön belül is).

Bizonyítási trükk: nincs Hamiton köre, ha k pont elhagyásával k+1 részre esik szét. (szükséges feltétel Hamiton kör létezésére)[image: image1.png]



2. Ha egy G gráf tetszőleges S ponthalmazára a G-S gráf összefüggő komponenseinek száma több, mint  S pontjainak a száma, akkor G-ben nem lehet Hamilton-kör. Lehet-e ilyenkor Hamilton-út G-ben?

Ha egy pontot hagyunk el, nem biztos, hogy G-v összefüggő lesz. Eshet 2 részre is szét. Pl: 

[image: image2.png]


Így 2 összefüggő rész lesz a gráfban. K pont elhagyásával max k+1 részre seshet szét, így ha nincs a gráfban Hamilton-út k pont elhagyásával a gráfnak min k+2 részre kell szétesnie. 

3.  Be lehet-e járni 

a.) a 3*5-ös

b.) a 3*6-os sakktáblát

és úgy hogy a kezdőpontba jussunk vissza?

(Bejárás=Hamilton út léte, visszatérés=Hamilton kör léte.)

           A válasz: nem. 2.példát használjuk ki. 

a.) Hamilton kör:  [image: image3.png]


  

Feltüntettünk néhány  lólépést lilával és szürkével, a mezők lesznek a gráf pontjai (négyzetek), az élek pedig azokat a pontokat kötik össze amelyek egymástól lólépésnyire vannak. H elhagyjuk a karikázott 2 pontot, a benégyzetezett 2 pontnak nem lesz szomszédja, így a gráf 2+1 (a többi pont)=3 részre esik szét.. Tehát nem lehet Hamilton kör a gráfban.

Másképp: ló feketéről fehérre léphet csak, de a körnél ugyanoda juthatunk csak vissza tehát ha fehérből indultunk, csak fehérbe juthatunk, de 15 ptln.

Hamilton út se lehet:

                               

                    1        5        2       

              

                    x        6        x       

                       

                    5       x         5                


                    x        7       x    


                          3        5        4

5 pontot hagyok el (x-el jelölve), és 7 különböző komponensre esik szét. A szomszédos, egymástól lólépésnyire levő mezőket azonos számokkal jelöltük.

b.)

                           1       3       2

   

                           2       4       1  


                           x       x       x

                        

                           x       x       x

 

                           5       7       6   


                           6       8       5

6 pontot hagyok el és 8 komponensre esik szét (nem lehet Hamilton kör, ha út sem lehet). Egyébként a 3*3 és ez a 2 kivételével a többi plkban előforduló téglalap bejárható szokott lenni.

4. Ha egy páros gráfban van Hamilton-kör, akkor a gráf 2 pontosztálya azonos elemszámú.

A páros gráfok pontjai 2 csoportba oszthatók:





A 2 csoporton belül nincsenek élek, csak a csoportok között (ábra).

Pontosztályok: minden él az előbbi példában fekete vagy fehér lehetett, így az élek 2 csoportba oszthatók. Minden él valamelyik színosztályba tartozik, mert vagy fekete vagy fehér. Ha létezne az előbbi példában Hamilton-kör, mivel páros a gráf, felváltva kéne menni a 2 színosztály között. Ehhez ugyanannyi pont kéne mind2 krumpliba, de az előbb nem így volt (15 páratlan, nem lehet ugyanannyi fehér, mint fekete).

5. Ha egy összefüggő G gráf K köréből egy élt törölve G egy leghosszabb útját kapjuk, akkor K Hamilton-köre G-nek.

Tfhogy nem igaz: azaz a K kör nem Hamilton kör. Ekkor van olyan pontja gráfnak, ami nem illeszkedik rá. Töröljünk egy élt K-ból. Ekkor kaptunk egy utat, de ez nem lehet a leghosszabb, mert van egy nála hosszabb,

 mely a körön kívüli pontot is tartalmazza. Villám.

(feketével jelöltük a törlendő élt)

6. Hány Hamilton-köre van a teljes n csúcsú gráfnak?

N pont alkot egy kört, n pontot n!-féleképpen választhatok ki, de akkor minden kört nszer számolok, így n!/n=(n-1)! a válasz. Másképp: 1 pontot leteszek, hozzá már csak (n-1)!-féleképpen válogathatok pontokat a körbe.







