ANALIZIS 1. I. ZARTHELYT 2012. oktéber 11.
Mérnok informatikus szak [-varidns Munkaidé: 90 perc

1. feladat (16 pont)

«,e .

b) A definici6 alapjan lassa be, hogy

lim vn?+3n —5 = oo.

n—o0

¢) Konvergens-e az

an=vVn2+3n—5—vVn2—n+1.

sorozat, és ha igen, mi a hatarértéke?

a) lim a, = oo, ha VP > 0 esetén IN(P) € N, hogy a, > P han > N(P).

n—oo
3 pont
b) a, = Vn2+3n—5 > vn?2 =n, han > 1, igy a, > P, han > P, és
n > 2, vagyis N(P) = max(2, [P)]). 6 pont

(n*+3n—5)—(n*—n+1)
Vn2+3n—5++vn?—n+1

¢)ap=Vn2+3n—5—-vVnZ-n+1=

B 4n — 6 B 4-8
Vn2+3n—-5+vnZ—n+1 \/1+%_7%+\/1_

n—oo

— 2
+

S |-

2+1+42+2 pont

2. feladat (27 pont)
Keresse meg az alabbi sorozatok hatarértékét, ha létezik:

cosn.

2n+1\" 72t S — 8
= 2/ 02 923n—1 gn bn — =
a Vn2 + + (?m—l) c S

an, = X/n?+ 2314 9 = \/ {/n? + 387 + 9", vagyis 2 pont

3=1/V9" <a,<\/V3-9n=3. X/3"=F3, 5 pont
igy a rendérelv értelmében lim,, .o, a, = 3. 2 pont



2 1,500 2 ) .
3n+1 X 3 igy minden & > 0 szamhoz létezik N(¢) € N, hogy

n —_—
2n+1 2

2
> N tén — — e < < = 4 t
n () esetén 3 € a1 <3 +e pon

Mivel

vagyis ha ¢ < %, akkor

n
n—oo

2

igy a rendérelv értelmében lim,, .o, b, = 0. 5 pont

Mivel cosn korlatos és n* < a™ < n! miatt

igy lim,_, ¢, = 0. 9 pont

3. feladat (13 pont)
Adja meg az

(_1)n 2n—2
n= (145
¢ ( +3n—|—2

sorozat torlodasi pontjainak halmazat, limesz inferiorjat, illetve limesz szu-
periorjat. Konvergens-e a sorozat? Konvergens-e a »  a,, sor?

Paros n esetén

2
1 2n—2 1 3n+2\ 3 1 -2-3 -
=1 = (1 1 iy
¢ ( +3n+2) <( +3n+2> ( +3n+2> ‘

4 pont
péaratlan n esetén pedig ugyanigy
2

)Y _%%1$ “3.1=¢"5 2 pont
ap = — — es-1l=e¢: on

3n + 2 3n + 2 p
A sorozat torlodasi pontjai tehat 3 és e73, 1 pont

2 2

limsup a,, = €3 # liminf a,, = ¢~ 3, tehat (a,) nem konvergens. 3 pont

Mivel nem tart 0-hoz, igy > a, sem konvergens. 3 pont




4. feladat (16 pont)
Legyen a1 =4, ésn = 1,2, ... esetén

15
Ap+1 = 8 — —.
Qn

Mely valos szamok johetnek szoba a sorozat hatarértékeként?
Igazolja, hogy n =1,2,... esetén 3 < a,, < 5.
Bizonyitsa be, hogy az (a,) sorozat monoton.

Konvergens-e az (a,) sorozat, és ha igen, mi a hatarértéke?

Ha lim,,_ o a,, = A, akkor

. 15 15
AT =S T TR
vagyis A2 —8A+15=0, igy a A =3 vagy A =5. 3 pont

Teljes indukciéval bizonyitunk.

I[.3<4=0a <5.
IL.3<a,<5=5=8>8>8_3-3_8_5<8-L=

an

ni1 <8 —3=05. 5p7(1)nt
Teljes indukcioval bizonyitunk.

I. a2:%>4:a1.

15 15 15
I1. an<an+1z>a>ﬁ:>8—a<8—

an

15
an+1.

5 pont

(a,) monoton nove, és feliilrsl korlatos, igy konvergens. a, > 4 minden
n € N esetén, tehat lim,_,. a, > 4, tehat lim,_,,, a, = 5. 3 pont

5. feladat (14 pont)
a) Ismertesse a numerikus sorokra vonatkozé minorans kritériumot.
b) Konvergens-e a

sor?

e 32n_2n
D

n=1



a) Ha 0 < ¢, < ay, és Y ¢, divergens, akkor ) a, is divergens. 3 pont

n=1 n=1
b) Minden tag pozitiv, és 3;2:3: > 321;2" =(9)"-(32)" =c, 4 pont

‘%‘ < 1, ‘%‘ > 1, vagyis Y ¢, egy konvergens és egy divergens mértani sor
kiilonbsége, tehat divergens, igy a minorans kritérium miatt az eredeti sor is
divergens. 1+1+4+3+2 pont

6. feladat (14 pont)
Igazolja, hogy a

Z<_1)nn3 +1

ni

konvergens. Abszolut vagy feltételes konvergencia teljesiil? Adjon fels6 becs-
lést az s &~ s199 kozelités hibajara.

A sor alternélo, és

n? 1 n—oo
= - — 0,
nd+1 n+ =

2 pont
tehat csak a monoton csokkenést kell vizsgalni.

n? . (n+1)2
nt+1" (n+1)3+1
sn’+3nt+3n 20 >+ 2t P+ P+ 2n+ 1
ent+mPtn>mt+l1ent+ (P —-1)2n+1) >0,

St +3n*+3n+1+1D) >R+ )’ +2n+1) &

ami nyilvan teljesiil. A sor tehat Leibniz-tipusi, igy konvergens. 5 pont

2 n? 1

n
Ugyanakkor > = — és Y - divergens, igy a minorans

' gy oond4+1 T nd4nd 2n 2 & &Y
kritérium miatt a sor nem abszolut konvergens, hanem feltételesen konver-

gens.

3 pont

1012

— < —.
s = sl < 75757

4 pont




Pdtfeladatok (csak 40 pont eléréséhez javitjuk ki):

7. feladat (8 pont)

Konvergens-e az

Ind 4+ 2n
n*+1

Ay —

sorozat? Ha igen, mi a hatarértéke?

3 3 3 3
11 :‘n/izq/n_<vn +2n _ ,n/ﬂzq/?:yg L
2 /n 2n 2n* =V ont4+1 — n* n Vn

A két sz€Is6 sorozat 1-hez tart, igy rendér-elv értelmében (a,,) is.

8. feladat (12 pont)
Szamolja ki a
oo 94n—1 _ 4 . 32n+1

52n

n=1

sor hatarértékét.

A sor két geometrai sor Osszege, vagyis

X 9dn—1 _ 4 . 92n+1 8 27
§ 2 4-3 _ 25 — 4. 25
52n 116 _ 9"

n=1 25 25




