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XI. HOLOMORF FUGGVENYEK

Ebben a fejezetben a komplex véltozds, komplex Banach-terekbe haté dif-
ferencidlhaté (méasnéven holomorf) fliggvények speciélis tulajdonsdgaival foglal-
kozunk. Ennek a témakornek és a tobbdimenzids altalanositasainak fontos al-
kalmazédsal vannak a matematikdban (példaul a komplex Banach-terek kozott
haté folytonos lineéris operatorok teriiletén, vagy a parcidlis differencidlegyenletek
elméletében), és az elméleti fizikdban (példaul a hidrodinamikdban, vagy a fizikai
térelméletekben). A tobbvéltozos komplex fiiggvénytan természetes folytatdsa az
egyvaltozés holomorf fiiggvények elméletének, ezért a tobbdimenzids altaldnositas
feltételezi az egydimenzidés specidlis eset ismeretét.

A VII. fejezetben lattuk, hogy a valds normalt terek, illetve a komplex normalt
terek kozott hato fliggvények differencidlhatosaganak fogalma formalisan egyszerre
megadhatd, és sok nemtrividlis differencialis tulajdonsag ugyantgy érvényes, a
skalarterek valasztasatol fiiggetlenil. FEzért egyéltalan nem magatol értetédo
az, hogy komplex Banach-terek kozott hato fiiggvényekre a differencidlhatésiag
feltétele sokkal erésebb, mint valds Banach-terek esetében. Latni fogjuk, hogy
a X. fejezetben targyalt geometriai integralelmélet egyfajta tovébbfejlesztése (a
komplex vonalintegrdlds) szoltaltatja azt az eszkozt, amely lehetévé teszi a valds
és a komplex differencidlhaté fiiggvények tulajdonsdgai kozott fenndlld 1ényeges
kiilonbségek feltarasat.

Komplex normalt terek kozott hatd fliggvény egyben az alulfekvé valds
normalt terek kozott hatd fliggvénynek is tekinthetd, ezért ilyen fiiggvényre kétféle
differencialas-fogalom is értelmes. A C-differencidlhatésag és az R-differenci-
alhatésag kozotti kapcesolatot vizsgaljuk meg az elsé pontban. Az R-differencialhato
fiiggvények C-differencidlhatosiaganak sziikséges és elégséges feltéletét fejezi ki a
Cauchy-Riemann egyenlet.

Latni fogjuk, hogy a holomorf fiiggvények primitiv fligguényeinek létezése
donto szerepet jatszik a holomorf fiiggvények specidlis tulajdonsagait illetGen.
A masodik pontban bevezetjik a szakasz menti integrdl fogalmat, és ennek
segitségével bebizonyitjuk a Newton-Leibniz-tétel komplex formajat. A X. fejezet 2.
pontjaban igazoltuk, hogy az R egy nyilt intervalluman értelmezett, valés Banach-
térbe hatd folytonos fiiggvénynek sziikségképpen létezik primitiv fliggvénye; ez a
Newton-Leibniz-tétel valos forméja. Ezzel szemben a C egy nyilt csillaghalmazin
értelmezett, komplex Banach-térbe hato folytonos fliggvénynek csak egy rendkiviil
specialis integralis mellékfeltétel teljestilése esetén létezik primitiv fliggvénye.
Itt még nem lathatd vildgosan, hogy ez az integralis feltétel mennyire eros
kovetelmény; csak az nyilvanvalé, hogy ez nem teljesiill automatikusan minden
folytonos fiiggvényre. Késébb kideriil (a Morera-tételbdl), hogy a Newton-Leibniz-
tétel komplex formdajaban szerepld integrélis mellékfeltétel ekvivalens a fliggvény
holomorfitasaval a nyilt csillaghalmazon. A Goursat-lemma szerint a holomorfitds
elégséges a szdébanforgd integralis feltétel teljesiiléséhez. Ennek fontos kovetkezmé-
nye, hogy minden holomorf fliggvénynek lokdlisan 1éteznek primitiv fiiggvényei.

A szakasz menti integral alkalmazasaval - kozvetleniil - csak egészen specialis,
lokalis természetii allitasok bizonyithaték. A holomorf fiiggvényekkel kapcsolatos
erosebb, globdlis eredmények szarmaztatasahoz sziikség van a szakasz menti integral
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fogalméanak &altalanositasara. fgy jutunk el a komplex vonalintegralhoz, amirdl a
harmadik pontban lesz sz6. E fogalom pontos értelmezése szempontjabol egészen
lényeges az ”integraciés ut” egzakt definicdja. Az dltalunk valasztott altaldnossag
szintjén mind elméleti, mind gyakorlati szempontbdl kielégits a szakaszonként C*-
osztalyu ivek menti vonalintegralas fogalma. Itt vezetjiik be az ilyen tipusu ivek
indexfligguényét, ami gyakran el6fordul bizonyos vonalintegrdlokkal kapcsolatos
formuldkban.

A Cauchy-integraltétel és a Cauchy-integralformulak centralis jelentoségliek a
holomorf fliggvények elméletében. A komplex fiiggvénytan valamennyi nemtrivialis
tétele, legalabbis kozvetve, hivatkozik ezekre. Az 6todik pontban bemutatjuk a
Cauchy-integraltétel néhany elemi kévetkezményét. Ezek koziil kiemelkedik az az
elvi fontossdgu &llitas, hogy egy nyilt halmazon C-differencidlhaté fiiggvény C-
analitikus az adott nyilt halmaz minden pontjaban. Kideriil, hogy egy holomorf
fliggvény adott pontbeli Taylor-soranak oOsszegfiiggvénye a fiiggvényt allitja elo
a pontnak még azon a legnagyobb nyilt gombi kornyezetén is, amely része a
definicids tartomanynak; ez a Taylor-sorfejtés maximalitdsa, ami valés analitikus
fliggvényekre altalaban nem igaz. Megmutatjuk, hogy egyszeresen Osszefiiggd hal-
mazon értelmezett holomorf fiiggvénynek létezik primitiv fiiggvénye, és bebizo-
nyitjuk a Morera-tételt, amely a holomorfitas integralelméleti jellemzését adja.

Az &ltaldnos differencidlelméletben (a VII. fejezetben) lattuk, hogy a véges
novekmények formulaja sok nemtrivialis kovetkezménnyel jar. A véges novek-
mények formuldja fels6 becslést ad egy differencialhatd fiiggvény értékeinek ta-
volsagara, a defivaltfiiggvény segitségével. Ezzel szemben, holomorf fliggvények
derivaltjainak normajat feliilrél lehet becsiilni a fiiggvényértékek normajaval; ennek
a lényegesen nemtrividlis allitasnak a pontos forméja a Cauchy-egyenlitienség. A
Cauchy-egyenl6tlenség alapjan koénnyen igazolhatjuk a Liouville-tételt, amelybol
az algebra alaptételének egészen rovid, és a korabbi bizonyitastol fiiggetlen,
bizonyitasa nyerhets. Ugyancsak a Cauchy-egyenlotlenség alkalmazasa vezet arra
az eredményre, hogy holomorf fliggvények lokdlisan egyenletesen konvergens soroza-
tanak limeszfiiggvénye sziikségképpen holomorf; ez a Weierstrass-féle konvergencia-
tétel.

Az utols6 pontban, a holomorf fliggvények Taylor-sorfejtésének altalano-
sitasaként, bevezetjiikk a Laurent-sorfejtés fogalmat, és ezzel kapcsolatban értel-
mezzik a meromorf fliggvényeket, amelyek a meromorf fiiggvények legfontosabb
specidlis tipusat képviselik. A meromorf fiiggvények komplex vonalintegraljainak
kiszamitasa szempontjabol érdekes a reziduum-tétel, amelynek egy viszonylag
egyszerl, de a gyakorlatban jol hasznosithaté formajat mutatjuk be.

Végiil hangsilyozzuk, hogy ebben a fejezetben a holomorf fliggvények el-
méletének csak a legelemibb, bevezeté részét targyaljuk. A gyakorlatok anya-
gaban megtaldlatd néhany konnyen szarmaztathaté eredmény, példaul a holo-
morf fliggvények gyokeinek izolaltsagardl, a Mittag-Leffler problamakorrol, a ho-
lomorf fiiggvények lokdlis maximumanak elvérdl, valamint a Riemann-féle zé-
ta-fugguényrol. Erintiink néhany feladattipust, amely jol szemlélteti a Cauchy-
integralformulak és a reziduum-tétel alkalmazhatésagat az improprius Lebesgue-
integralok kiszdamitasara. A tobbvaltozos fliggvények igen nehéz elméletébol be-
mutatjuk a Hartogs-tételet, valamint ennek &altalanositasaként, a komplex nor-
malt térben értelmezett és komplex Banach-térbe haté fiiggvények holomorfi-
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tdsanak, skaldris holomorfitdsanak, irdnymenti holomorfitisinak és analitikussd-
gdnak ekvivalenciajat. Megadjuk a Cauchy-egyenlitlenség végtelen dimenzids &al-
talanositasat, és annak kovetkezményeként bemutatjuk a Cauchy-féle maximum-
elvet, valamint az altaldnos Weierstrass-féle konvergencia-tételt. Mélyebb eredmé-
nyek szarmaztatasdhoz az altalanos topoldgia, a geometriai integralelmélet, és a
funkcionalanalizis eddig nem érintett, lényegesen nemtrividlis teriileteinek ismerete
sziikséges.
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1. Cauchy-Riemann egyenlet

Legyen E komplex vektortér. Az E halmaz az F feletti Osszeadéas-fiiggvénnyel,
és a C x F — FE leképezés R x E-re vett lesziikitésével ellatva valds vektortér; ezt
nevezzik az F alatt fekvd valds vektortérnek és Er-rel jeloljiik (VI. fejezet, 2. pont).
Tehat az E és Er vektorterek alaphalmazai egyenlok, tovabba az E barmely két
elemének az Osszege ugyanaz mindkét vektortérben, és az E barmely elemének a
szorzata barmelyik valés szammal megegyezik mindkét vektortérben.

Legyenek E és F komplex vektorterek. Ekkor az alulfekvé valés vektorterek
definicidja alapjan vilagos, hogy L(F; F') C L(Eg; Fr) teljesiil. Az L(E; F) elemeit
gyakran C-linedris, mig az L(Eg; Fr) elemeit R-linedris operatoroknak nevezziik;
tehat az mondhatd, hogy komplex vektorterek kozott haté C-linedris operator
sziikségképpen R-linearis. Ez a kovetkeztetés nem fordithaté meg. Példaul az
C — C konjugalas-fiiggvény nyilvanvaléan R-linearis, de nem C-linearis. Az 1.
gyakorlatban leirjuk az 6sszes nem C-linearis, de R-linearis C — C fliggvényt. A
kovetkezo allitasban sziikséges és elégséges feltételt adunk ahhoz, hogy egy R-linearis
operator C-linedris legyen.

Allitas. Legyenek E és F' komplex vektorterek. Egy uw : F — F fliggvény
pontosan akkor C-linearis, ha R-linearis, és minden z € E esetén

teljesiil. Ha (e;) e algebrai bazis az E komplex vektortérben, akkor az v : £ — F
fiiggvény pontosan akkor C-linedaris, ha R-linearis, és minden j € J esetén

u(i.ej) =i.u(e;)

teljestil.

Bizonyitds. Mindkét feltétel nyilvanvaléan sziikséges. Az elsé feltétel elégséges-
ségének bizonyitasdhoz legyenek o, € R és x € E tetszOlegesek; ekkor az u
additivitasa, R-homogenitéasa, és a feltétel alapjan

u((a+if).x) = u(la.x + (if).x) = uw(a.x) + u((if).z) = cu(z) +u(f.(i.z)) =
= a.u(z) + fau(i.x) = awu(x) + [.(iu(x)) = awu(z) + (i0).u(z) = (o + if).u(x),

tehdt minden A € C és x € E esetén u(A.z) = Au(x), igy az u leképezés C-linedris.
Tegyiik fel, hogy (e;),;cs algebrai bazis az E komplex vektortérben, és minden j € J
esetén u(i.ej) = i.u(e;), tovabba legyen u R-linedris. Az eléz6ek egyenldség-lancot
alkalmazva j € J esetén x helyére e;-t helyettesitve azt kapjuk, hogy minden A € C
és j € J esetén u(\.e;) = \u(e;). Tehat ha x € E tetszéleges, és (\;)jes € CY) az
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a rendszer, amelyre r = E Aj.€j, akkor minden o € C esetén
jed

u(o.x) =u | o. Z)\j.ej =u Z(J)\j).ej = Zu((ax\j).ej) =

JjeJ JjeJ JjeJ
= (oXule;) =Y a.(Nule) =0. > Njule;) =0 u()j.e;) =
JjeJ JeJ JeJ JjeJ

=o.u Zaj.ej = o.u(x),

jeJ
tehat az u figgvény C-linearis. B

Legyen E komplex normélt tér, és jelolje || - | az E normdjit. Az alulfekvé
valés vektortér definicidja alapjan nyilvdnvald, hogy ekkor | | norma az Eg
valos vektortér felett is, tehat Fr az E normajaval ellatva valés normalt tér;
ezt nevezzik az F komplex normdlt tér alatt fekvé valos normdlt térnek, és ezt
is az Eg szimbolummal jeloljiik. Tekintettel arra, hogy az E és Fr vektorterek
alaphalmazai és normdi ugyanazok, a normak altal generdlt metrikdk is egyenldk,
igy topolégiai szempontbdl az E komplex normalt tér és az alulfekvé Eg valds
normalt tér azonosak. De vigydzzunk arra, hogy ha F komplex vektortér, akkor
létezhet olyan Epg feletti norma, amely nem norma az E komplex vektortér felett
(2. gyakorlat).

Legyenek most E és F' komplex normalt terek. Ha f : F — F fliggvény, akkor
f : Egr — Fg figgvény is, tehat van annak értelme, hogy f az a € F pontban
differencidlhaté az E és F' komplex normalt terek kozott (vagyis f az a-ban C-
differencidlhatd), és az is értelmes, hogy f az a pontban differencidlhaté az Egr és Fr
val6s normélt terek kozott (vagyis f az a-ban R-differencidlhatd). Megallapodunk
abban, hogy ha az f fiiggvény R-differencidlhat6 az a pontban, akkor a derivaltjat
(Df)r(a) jeldli; tehat ez Ex — Fr folytonos linedris operdtor, vagyis £ — F
folytonos R-linearis operator. Ugyanakkor, ha az f fiiggvény C-differencialhato
az a pontban, akkor a derivaltjat (Df)c(a) jeloli; tehdt ez E — F folytonos
linedris operator, vagyis £ — F' folytonos C-linearis operator. Az adott pontbeli
C-differencidlhatésag és R-differencidlhatosag kapcesolatat irja le a kovetkez6 allitas.

Allitas. Legyenek F és F' komplex normalt terek, f : F — F fliggvény, és
a € E. Az f fiiggvény pontosan akkor C-differencialhaté az a pontban, ha R-
differencidlhaté a-ban, és a (Df)r(a) operator C-linearis. Ha az f fliggvény C-
differencialhaté az a pontban, akkor (Df)c(a) = (Df)r(a).
Bizonyitds. El6szor megjegyezziik, hogy a Dom(f) halmaz topologikus belseje
ugyanaz az FE komplex normalt térben, mint az Er valds normaélt térben.

Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény C-differencidlhaté az a pontban. Ekkor a (D f)c(a) :
E — F leképezés folytonos C-linearis operator és

i 1@ = 1@ = (DN)e(@) ~ o

s [« —al

=0.
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Ekkor a (Df)c(a) : E — F leképezés folytonos R-linedris operdtor is, ezért a
fenti hatarérték-egyenloség miatt az f fliggvény R-differencidlhaté az a pontban, és
lathatéan (D f)r(a) = (D f)c(a).
Megforditva, tegyiik fel, hogy az f fliggvény R-differencialhaté az a pontban, és a
(Df)r(a) operator C-linearis. Ekkor

o @)~ £(@) ~ (DDe(@) ~ o)

a—a |l = all

=0,
tehat az f figgvény C-differencialhaté az a pontban. B

Tétel. Legyenek E és F' komplex normalt terek. Az f : E — F fiiggvény
pontosan akkor C-differencidlhaté az a € F pontban, ha R-differencidlhaté a-ban,
és minden z € E esetén

(Df)r(a)(ia) = i.((Df)r(a))(z)

teljesiil (Cauchy-Riemann egyenlet). Ha (ej)jcs algebrai béazis az E komplex
vektortérben, akkor az f : E »— F fliggvény pontosan akkor C-differencialhatd
az a € F pontban, ha R-differencidlhaté a-ban, és minden j € J esetén

(Df)r(a)(i-e;) = i-((Df)r(a))(e;)
teljestil.
Bizonyitds. A két eléz6 allitas alapjan nyilvanvals. B

Kovetkezmény. Legyen f : C — C figgvény, és f; := PRe o f, valamint
fo :=TJmo f (tehédt f = f1+1i.f2). Az f figgvény pontosan akkor C-differencialhaté
az a € C pontban, ha R-differencialhaté a-ban, és teljesiilnek az

(01f1)(a) = (D2.f2)(a),
(01f2)(a) = —(02f1)(a)

egyenloségek.
Bizonyitds. Ha f az a-ban R-differencidlhaté, akkor (D f)g(a) azonosithaté a

((alfl)(a) (52f1)(a>)
(01f2)(a) (D2f2)(a)

Jacobi-matrixszal (VIIL. fejezet, 2. pont). Az els6 &llitds alapjén ez a matrix,
mint R? — R? R-linedris operator, pontosan akkor C-linedris, ha felcserélhetd az
R? — R?; 2+ iz R-linedris operatorral. Ez utébbi métrixa a

0 —1

1 0
matrix. Ezért az 1. gyakorlat eredménye és a Cauchy-Riemann egyenlet alapjan
az [ figgvény pontosan akkor C-differencidlhaté az a € C pontban, ha R-

differencialhaté a-ban, valamint teljesiilnek a (0 f1)(a) = (O2f2)(a) és (O1f2)(a) =
—(02f1)(a) egyenloségek. W

Az eloz6 allitas alkalmazasaval konnyen felirhatok olyan C — C fiiggvények,
amelyek R-analitikusak (vagyis analitikusak a C alatt fekvé valés Banach-téren),
de sehol sem C-differencialhatdk (1. gyakorlat).

Elnevezés. A komplex normalt terek kozott haté C-differencidlhatéd fiiggvé-
nyeket holomorf fiiggvényeknek nevezziik.
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Gyakorlatok

1. Legyenek a,b,c,d € R, és az méatrixot tekintsiikk R? — R? lineéris

a ¢
b d
operatornak, vagyis C — C R-linearis operatornak. Ez pontosan akkor C-linearis,

haa=désc= —b. Haa,b € R, akkor az (Z _ab> : C — C leképezés megegyezik
a
C—C; zw (a+ib)z

fiiggvénnyel, tehat az a + ib komplex szammal valé szorzds operatoraval. Ha
a,b,c,d € R, és a # d, vagy ¢ # —b, akkor az (Z (ci) : C — C figgvény R-
analitikus, de sehol sem C-differencialhaté.

2. Legyen E valés vektortér, és jelolje Ec az E komplexifikaciéjat (IV. fejezet, 1.
pont, 7. gyakorlat), tehit E¢ alaphalmaza az E x E szorzathalmaz, és minden
(z,y), (2',y") € E x E, valamint A € C esetén

(z,y) + @' y) == (z+ 2",y +9),
A(z,y) = (Re(N).x — Tm(A).y, Im(N).x + Re(A).y).

Ha || - || norma az E valés vektortér felett és E # {0}, akkor az
Ee =Ry (z,y) — max(|lz]], [yl])

leképezés nem norma az Ec komplex vektortér felett, de norma az E¢ alatt fekvo
valos vektortér (azaz (Ec)r) felett.

3. (Harmonikus figguények.) Legyen E véges dimenzids valds vektortér és g : E X
E — R olyan szimmetrikus bilineéris funkcional, amelyre az £ — E*; = — g(x,-)
leképezés bijekcid (vagyis injektiv). Azt mondjuk, hogy az u : E — R fliggvény g-
harmonikus az U C Dom(u) halmazon, ha u kétszer differencidlhat6 az U halmazon,
és

div(gradg(u)) =0

teljesiil az U halmazon (VIIL. fejezet, 3. pont, 4. példa). Azt mondjuk, hogy
az u : E — R fiiggvény g-harmonikus, ha g-harmonikus a Dom(u) halmazon.
Mutassuk meg, hogy ha f : C — C kétszer R-differencidlhaté holomorf fiiggvény,
akkor a RReo f : Dom(f) — R és Jmo f: Dom(f) — R fiiggvények g-harmonikusak,
ahol g az euklidészi skaldrszorzas R? felett. (Kés6bb megmutatjuk, hogy holomorf
fiiggvény sziikségképpen kétszer R-differencidlhaté, sét R-analitikus is.)

4. Legyen n € N, és nevezziink egy U C R™ halmazt primitivnek, ha minden
X : U — R” differencialhato fliggvényre teljesiil az, hogy ha minden j, k € n esetén
0; X1, = 0 X, az U halmazon, akkor van olyan V' : U — R differencidlhat6 fiiggvény,
hogy minden n 3 k-ra X = 0,V az U halmazon (ahol minden k € n esetén X}, az
X flggvény k-adik komponens-fliggvénye, vagyis Xy := pri o X). Mutassuk meg,
hogy ha f : C — C holomorf fiiggvény, és U C Dom(f) primitiv nyilt halmaz,
akkor létezik olyan g : U — C holomorf fiiggvény, amelyre Dg C f.
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(Megjegyzés. Késébb bebizonyitjuk, hogy az R™ minden egyszeresen Osszefiiggd
nyilt részhalmaza primitiv (5. pont, 28. gyakorlat).)

(Utmutatds. Legyen f : C — C holomorf fiiggvény és U C Dom(f) primitiv nyilt

halmaz. Legyen f; := fReo f, valamint f, := Jmo f. A Cauchy-Riemann egyenlet
alapjan 01 f1 = 0o fs és 01 fo = —02f1. Ekkor az

X:U—=R% 20 (fi(2),—fa(2))
fiiggvény R-differencialhato, és

tehat az U halmaz primitivitasa folytan létezik olyan V; : U — R differencialhaté
fiiggvény, amelyre 0;V; = X1 = f1 és 0oV7 = Xo = —f5 az U halmazon. Tovabba,
az

Y:U—-R%: 20 (f2(2), f1(2))

fliggvény R-differencialhato, és
0Y1 = 0o fo = 01 f1 = 01Y>,

tehat az U halmaz primitivitasa folytan létezik olyan V5 : U — R differencialhaté
fiiggvény, amelyre 01 Vo = Y] = f5 és b Vo =Y, = f1 az U halmazon. Képezziik a

g:R—C; zw— Vi(z)+iVa(z)

leképezést, amely nyilvanvaléan R-differencidlhato, és az el6z6ek alapjan 04 Vo =
fo=—0:V1 és 01 V1 = f1 = 0L V5, vagyis g-re teljesiil az Cauchy-Riemann-egyenlet.
Ezért g holomorf fliggvény, és a fentiek alapjan f = Dg az U halmazon.)

5. Legyenek E és F' komplex vektorterek, n € N*, és v : E" — F olyan szim-
metrikus valds n-linedris operdtor (azaz u € Ly (ER; Fr)), hogy minden z € E és
A € C esetén

u((Az)M) = Amu ()

teljesiil. Mutassuk meg, hogy ekkor u szimmetrikus kompler n-linedris operator
(azaz u € LS (E™; F)).

(Utmutatds. Vezessiik be az

uc: E" = F;  (xk)ken — S Z (—i)‘du((ig’“xk)ken)

n
ee{0,1}m

fiiggvényt, ahol € € {0,1}™ esetén |e| := Zsk. Ha o : n — n bijekcié, akkor a
ken

{0,1}" — {0,1}"; e+ eco0o

leképezés szintén bijekcié. Ebbdl egyszerii szamolassal kapjuk, hogy az uc leképezés
szimmetrikus. Megmutatjuk, hogy az uc leképezés komplex n-linedris operator,
tehat uc € LS (E™; F). Az uc szimmetrikussdga miatt ehhez elég azt igazolni, hogy
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minden a € E™ esetén az uc o iny—1,q : £ — F leképezés C-linedris. Legyen tehat
a:= (ag)ken € E™ rogzitett, és minden e € {0,1}" esetén

a(a) = (iekak)ken c E".

Tovébba, minden 7 € {0,1}"~! esetén legyen n° € {0,1}" az a n fiiggvény nullaval
vett kiterjesztése n-re. Ha x € E, akkor

1

(U(C o inn_17a)(x) = Q_n Z (—Z)|E|U(<Zsk (inn—l,a(x))k)k€n> -
ee{0,1}m
1 e L
= 2_n Z (_Z)| |(u © Znnfl,a(s))(l " iL‘) =
ee{0,1}m

= Y CFl o ing ) @)t

e€{0,1}"; e,_1=0

_‘_i Z (—i)|8|(uOinn—l,a(s)xim) =

56{071}n§ en—1=1

1 . .
~on Z (—i)"(wo Ny —1,a(n)) (T)+
776{071}n_1
1 ' ' .
tor O (T o ing 1)) (iz) =
WG{Oal}"_l
f— 2_’1’1, Z (—Z)‘T” (('U, @] 'lnn_l,a(no))(w) — Z(U/ o ’Lnn_l’a(no))(zx)> .

ne{0,1}n—1

Ebbél azonnal latszik, hogy x € E esetén (uoin,_i q)(iz) = i(uoin,_i q4)(x), ezért
az U0 iNy,_1,4 : E — F leképezés C-linedris. Ezutan elég azt igazolni, hogy minden
E 3 2-re u(z™) = uc(z["), hiszen akkor a VI. fejezet 3. pontjanak utolsé allitdsa
alapjan u = uc, tehat az u leképezés C-multilinearis.

Ehhez megmutatjuk, hogy x € F és k € N, k < n esetén
(@, (i) "My = iRz,

ahol (z!¥, (iz)l"=*) € E™ az a rendszer, amelynek j-edik komponense x, ha j < k,
és iz, ha k < j < n. Valéban, az u-ra vonatkozo hipotézis alapjan a

P.:R—F; t— u(((t—f—i).x)[n])

leképezés legfeljebb n-ed foku polinomialis vektorfiiggvény, ugyanis t € R esetén
" /n
P(t) = (t +i)"i(z") = ( )tki”_ku 2.
(t) = (¢t +@)"i(«™) 1;) f (™)

Ugyanakkor az u leképezés R-multilinearitasa és szimmetrikussaga miatt ¢ € R
esetén

P(t) = u((ta+iz))=>" <Z) tFu((2™, (i) R,

k=0
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A polinomidlis vektorfliggvények egyiitthatéinak egyértelmiiségi tétele alapjan
ebbél leolvashaté, hogy minden k < n természetes szamra u((zlFl, (iz)—*1)) =
iRz,

Ezutdn méar konnyen belédthaté, hogy minden x € E esetén u(z!™) = uc(z™), mert
az u szimmetrikussaga folytan

uce™) = o Y (i) i) =

ee{0,1}m

o ()0 ) =

teljestil.)
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2. Holomorf fiiggvény primitiv fiiggvényei

Definicié. Legyen F' komplex normalt tér. Egy f : C — F leképezés primitiv
fligguényének neveziink minden olyan g : C — F holomorf fliggvényt, amelyre
Dg C f. Az f: C »— F leképezés globdlis primitiv fliigguényének nevezzik az f
minden olyan g primitiv fliggvényét, amelyre Dom(g) = Dom(f).

Legyen F' komplex normalt tér. Egy f : C — F' leképezésnek sok primitiv
fiiggvénye létezhet, de ha a Dom(f) halmaz topologikus belseje iires, akkor az iires
fiiggvény az f egyetlen primitiv fiiggvénye. Az f : C — F fiiggvénynek csakis akkor
létezhet globdlis primitiv fiiggvénye, ha Dom/( f) nyilt halmaz C-ben, de a kévetkez6
pontban latni fogjuk, hogy van olyan C »— C holomorf fiiggvény, amelynek nem
létezik globdlis primitiv fiiggvénye. Ha Dom(f) Osszefiiggd nyilt halmaz, akkor az
f barmely két globalis primitiv fiiggvénye csak egy additiv konstansban kiilonbozik
(VIL. fejezet, 4. pont).

Jelolés. Ha a,b € C, akkor v}, 5 jeloli a
0,1] = C; t—a+tb—a)
leképezést.

Legyenek a,b € C rogzitettek, F' komplex Banach-tér, és f : C — F olyan
folytonos fiiggvény, amelyre [a,b] € Dom(f). Ekkor az f oy ¢ [0,1] — F
leképezés folytonos fliggvény, hiszen 7, ) olyan C-ben haladé folytonos {v, amelyre
Im(Yjap) = la,b] € Dom(f). Ezért az f o v,y fliggvény integrdlhato a ur egy-
dimenzidés Lebesgue-mérték szerint (X. fejezet, 1. pont), igy értelmes a kdvetkez6

definicio.

Definicié. Legyen F' komplex Banach-tér és f : C — F' folytonos fiiggvény.
Ekkor minden a,b € C esetén, ha [a,b] C Dom(f), akkor

[ £=-a) [ (Foran)” dun

[a,b] R
és ezt az F-beli vektort az f fiiggvény [a,b] szakasz menti integraljanak nevezziik.
Természetesen a definicié feltételei mellett irhatjuk azt, hogy

/f:(b_a) / (fO’Y[a,b]) dur =

[a,b] [0,1]

=(b—a) / (f o Vap) dur = (b—a)/(fowa,b]) dpig,
0

10,1
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mert az R minden véges (s6t megszamldlhatd) részhalmaza nullhalmaz az egy-
dimenzids Lebesgue-mérték szerint. A koévetkezo allitdasban Osszefoglaljuk a szakasz
menti integrdl szamunkra fontos tulajdonsagait.

Allitas. Legyen F komplex Banach-tér.

a) Ha f, g : C — F folytonos fliggvények, A € C, és a,b € C olyan pontok, amelyekre
[a,b] € Dom(f) N Dom(g), akkor

/‘f+g==/f+ /%
[a,b]

[a,b] [a,b]

/1Af—At/ﬁ

[a,b]

/ £l <b—al sup (£

z€la,b
o) [a,b]

b) Ha f : C — F folytonos fiiggvény és a,b € C olyan pontok, hogy [a,b] C Dom(f),

akkor
/f— /
[b,a]

[a,b]

| - /f+/f

[a,b] [a,c]

és minden ¢ € [a, b] esetén

c) Ha f : C — F folytonos fliggvény, g : C »— F primitiv fliiggvénye f-nek, és
a,b € C olyan pontok, amelyekre [a,b] C Dom(g), akkor

J/ f=9(b) —g(a).

Bizonyitas. a) Legyenek f, g : C — F folytonos fliggvények, A € C, és a,b € C olyan
pontok, amelyekre [a,b] € Dom(f) N Dom(g). Nyilvanvald. hogy (f + g) © Va5 =
foYap +9°Yap €8 (A-f) 0 Vjap) = A(f © Vb)), €2ért

(f+9) ovan) = (Fovan) + (g0Yan)
(OF) o Yaw))” =X (f 0 Van) s

tehat az integrdl linearitasabol és a szakasz menti integral definicigjabol kapjuk,

hogy
/1f+g=:/f+l/%
[a,b]

[a,b] [a,b]

fon-r ]

[a,b]
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Tovabba nyilvanvald, hogy

(oY) | € X sup £,
z€[a,b]

amibol kovetkezik, hogy

/f =1|b—dq| / O”yab d,uR <|b—a|/H O’Yab] Hd,uR<

[a,b] R

<lo—al | [ xudiz | sup 7] =[b-al sup 5]

% z€]a,b] z€[a,b]

b) Legyen f : C — F folytonos fliggvény és a,b € C olyan pontok, amelyekre
[a,b] € Dom(f). Vezessiik be a

o J0,1[=]0, 1] tes1—t

leképezést, amely olyan C'-diffeomorfizmus, amelyre Vb,a] © 0 = Va,p €8 Do = —1
a |0, 1[ halmazon. Ezért a helyettesitéses integrélds tétele alapjan

[ t=ta-0 [ (orpa)duz=-0-a) [ (o) o) Dolduz =
[b,a]

10,1[ 10,1]

:—(b—a)/(fo’)/[a,b])d:uR:_/f'

10,1] [a,b]

Legyen c¢ € [a, b] rogzitett pont. Ha ¢ = a, akkor

/f—/f+/f=/f+/f

[a,b] a,c] [c,b]
Ha ¢ = b, akkor
[i=[t+[s=[1+]x
[a,b] [a,b] [b,b] [a,c] [c,b]

Tegyiik fel, hogy ¢ # a és ¢ # b. Legyen

c—a

A=
b—a’

ekkor A\ €]0,1[ és ¢ = a + A(b— a). Tekintsiik a

00 :)0,1[=]0,A[; t— At,
o1:]0, 1[=]\ 1) t— A+ (1= At
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leképezéseket, amelyek nyilvanvaléan C'*'-diffeomorfizmusok, és fennéllnak a kovet-
kez6 Osszefiiggések

Va,b] © 90 = Va,c]> Doy = ),
Va,b] © 1 = YVc,b]» Doy =1- ).

Ezért a helyettesitéses integralas tétele alapjan

/ (f ©Vayp)) dim = / ((f ©Vap)) © 00) (Doo)dpr =

10,A[ 10,1[
1
= A / (fOV[a,c])dMR: h—a / I
10,1] [a,c]

valamint

/ (fO’Y[a,b]) dur = / ((fO’Y[a,b}) 001) (D01)duR =

AL 10,1]
1
=(1-=A). / (fOW[c,b]) dur = A / e
10,1] [e,b]

Ebbdl az integral additivitasa alapjan osszeadassal kapjuk, hogy

/f:(b_a)/(fov[a,b])duR:

[a,b] 10,1]
— (b—a) / (f © Vo) diiz + (b— ) / (f 0 1oy dpiz = /f+/f-
10,X[ I [a,c] [e,b]

c) Legyen f : C — F folytonos fiiggvény, g : C — F primitiv fiiggvénye f-nek,
és a,b € C olyan pontok, amelyekre [a,b] C Dom(g). A fiiggvénykompozici6
differencidlasanak tétele alapjan

D (9 o ’Y[a,b]) = (b—a). ((Dg) o ’Y[a,b]) = (b—a). (f o V[a,b])
a |0, 1[ intervallumon. Tovabba a
(D(909an))” : R—F

figgvény pg-integralhatd, mert a {0,1} halmazon kiviil (amely pgr-nullhalmaz)
egyenl6 a (b — a) ( fo fy[a,b})o fliggvénnyel. Ezért az altalanositott Newton-Leibniz-
tétel alapjan

/f:(b—a) / (f 0 Yasy) dyiz. = / (b—a) (f 0 1pasy)) dpix =
[a,b] 10,1] 10,1]

= / D (govay) dpz =1im (g07az) —lim (g0 va) = 9(b) = g(a)
10.1]
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teljesil. A

Megjegyezziik, hogy ha F' komplex Banach-tér és f : C — F folytonos fligg-
vény, akkor az el6z6 éllitds b) pontja ekvivalens azzal, hogy minden a,b,c € C
esetén, ha c € [a,b] C Dom(f), akkor

[i+ [+ [0
[a,b] [b,c] [c,a]

Valéban, ebbdl trividlisan kovetkezik a b)-ben szereplé mindkét egyenldség, tovabba
a b)-ben bizonyitott egyenldségekbdl ez kovetkezik, mert

/f+/f+/f/ /f /f /f a,/c]f+[c,/z,}f =0.

[c.a] [a,b]

Azonban vigyazni kell arra, hogy ha F' komplex Banach-tér, f : C — F folytonos
figgvény, és a,b, c € C olyan pontok, hogy [a, b], [b, c|, [c,a] C Dom(f), de ¢ ¢ [a, b],

akkor lehetséges az, hogy
/f+/f+/f¢0

[b;c]
teljesiil (1. gyakorlat).

Jelolés. Ha a, b, c € C, akkor

T(a,b,c) :={ aa+ b+ vc | (e, B,7) € [0,1]3)/\(04+ﬁ—|—”y:1) s

L(a,b,c) :=|b—a|+ |c— b+ |a — |,
és a T(a,b,c) C C halmazt {a,b,c} csicsponti haromszégnek, és az L(a,b,c) € Ry

szamot a T(a, b, ¢) haromszog keriiletének nevezziik.

Megjegyzések. 1) Ha a,b,c € C, akkor a T(a, b, ¢) halmaz kompakt és konvex
C-ben. Valbban, a T(a,b,c) halmaz konvexitdsa nyilvanvald, mig a kompaktsaga
abbdl kovetkezik, hogy T(a, b, c) korldtos és zart C-ben.

2) Létezik olyan C' € R*, amelyre minden a, b, c € C esetén

diam(T(a,b,c)) < CL(a,b,c)
teljesiil, ahol diam(T(a,b,c)) a T(a,b,c) halmaz atméréje az euklidészi metrika
szerint. Valéban, ha (a, 3,7), (o', 8',7") € [0,1]? olyanok, hogy a + 3+~ =1 =
o' + 3 ++/, akkor konnyen lathatd, hogy

(aa+ b +7¢) — (a+ Bb+~¢) = (a— ) (a—b) + (v = 7)(b— ),
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ezért o — o/, v — v € [—1,1] miatt

|(aa + b+ ve) — ('a+ B'b++'c)| <|a—b|+ |b—c| <L(a,b,c),
kovetkezésképpen diam (T (a, b, c)) < L(a,b, c) teljesiil.

Tétel. (A Newton-Leibniz-tétel komplex formdja.) Legyen F' komplex Banach-
tér, f : C — F folytonos fiiggvény, és U C Dom(f) nyilt csillaghalmaz. Akkor és
csak akkor létezik f-nek az U halmazon értelmezett primitiv fiiggvénye, ha minden
a,b,c € U pontra, T(a,b,c) C U esetén

[refre [0

[a,b] [b,c] [c,a]

Tovabba, ha teljesiil ez az integralis feltétel, és ¢ € U csillagcentruma az U
halmaznak, akkor az

U—F; zm / f
[c,2]
fliggvény U-n értelmezett primitiv fiiggvénye f-nek.

Bizonyitds. Legyen g : U — F primitiv fiiggvénye f-nek, és a, b, c € U olyan pontok,
hogy T(a,b,c) C U. Ekkor [a,b],[b,c],[c,a] C U = Dom(g), igy az el6z6 allitas c)
pontja szerint

/f+/f+/f —g(a)) + (g9(c) = g(b)) + (g(a) — b(c)) = 0.

[a,b] [b,c]

Megforditva, tegyiik fel, hogy minden a,b,c € U pontra, T(a,b,c) C U esetén

[+ 5 fron

[a,b] [b,c] [c,a]

Legyen c € U csillagcentrum, és értelmezziik a

g:U— F; zi—>/f

[c,2]

fiiggvényt. Meg fogjuk mutatni, hogy z € U esetén a g fiiggvény C-differencialhato
a z pontban és (Dg)(z) = f(2).
Legyen r € R* olyan, hogy B,(z;C) C U, és vegylink tetszélges 2’ € B,.(z;C)
pontot. Ekkor a B,(z;C) halmaz konvexitdsa miatt [a,2”] C B,.(z;C) C U,
kovetkezésképpen

T(c,z,2") = U le,2"] C U,
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hiszen ¢ csillagcentruma U-nak. A hipotézisbol kapjuk, hogy
Jae J s [ ase
[z,2'] [z,c]
tehéat a g definicidja alapjan
o) -9 = [ f
[2,2']
Ebbol a szakasz menti integral tulajdonsdgait alkalmazva addédik, hogy
o)~ 9(z) — ('~ 2).f /f— [ ra= [ -t
[z,2'] (z,27] [z,2']

tehat

lg(z") = 9(2) = (z' = 2).f (=) = / (f = fR)|| < 12" — 2] sup ]Hf(Z") — @I
2/ €lz,2
e
Ha ¢ € R* tetszOleges, akkor az f fiiggvény z pontbeli folytonossdga miatt van
olyan § € R*, hogy § < r és minden z” € Bs(z;C) esetén || f(z") — f(2)| < e. Ezért
az el6z6 egyenl6tlenség alapjan z” € Bs(z;C) \ {z} esetén

Hg(Z’) —9(2) = (¢ = 2).f ()

2! — 2

‘ga.

Ez azt jelenti, hogy a g fiiggvény C-differencidlhaté a z pontban és (Dg)(z) = f(z2).
Tehat a g fliggvény U-n értelmezett primitiv fiiggvénye f-nek. B

A kovetkezo tétel kapcsolatot teremt a Newton-Leibniz-tétel komplex for-
méjaban szerepl6 integralis feltétel és a fiiggvény C-differencidlhatésaga kozott.

Tétel. (Goursat-lemma.) Legyen F' komplex Banach-tér és f : C — F olyan
folytonos fiiggvény, amely a Dom(f) halmaz minden pontjaban C-differencidlhatd,
legfeljebb egy pontot kivéve. Ekkor minden a, b, c € C pontra, T(a,b,c) C Dom(f)

esetén
[+ o fron
[bc] [c,a]

Bizonyitds. (I) A bizonyitas elsé részében azt mutatjuk meg, hogy ha a,b,c € C
olyan pontok, hogy T(a,b,c) C Dom(f) és az f fiiggvény a T(a, b, ¢) halmaz minden
pontjaban C-differencidlhaté, akkor

[ fre freo

[b,c] [c,a]
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/f+/f+/

[a,b]

Ehhez vezessiik be az

szamot; tehat azt kell igazolni, hogy M = 0. Rekurziéval igazoljuk olyan C3-ban
haladé ((an, by, cn))nen sorozat létezését, amelyre teljesiilnek a kovetkezdk:

- (ao,bo,Co) = (a7b7 C)a

- minden n € N esetén
1
T<an—|—l7 bn—|—17 Cn—|—1) - T(ana bna Cn)a L(an—|—17 bn—|—17 Cn—l—l) = §L(ana bn7 Cn);
- minden n € N esetén
<\ Jore [ e [
[an,bn] [bnscn] [cn,an]

Az (ag,bo,co) pont (egyértelmiien) megvalaszthatd. Tegyiik fel, hogy n € N és
((ak, br, ck))o<k<n olyan rendszer C3-ban, hogy

- (a07 bOv CO) = (a7 b7 C)v
- minden k < n természetes szamra esetén

1
T(ak+1,bk+1, k1) € T(ar, b, cr), L(agti,brt1,Chr1) = §L(ak,bk,ck);
- minden k£ < n természetes szamra

/f+/f+/

[ar,br] [bk,cr] [ck,ak]
Vezessiik be a
/ 1 / 1 / 1
a = _(bn+Cn)7 b= _(an+cn)a ¢ = _(an+bn)
2 2 2
pontokat. Nyilvanvald, hogy a T(a,,c,b’), T(b,,d’, "), T(c,,b',d") és T(a', b, )

haromszogek részhalmazai a T(ay, by, ¢,) hdromszognek, valamint T(ay,, by, ¢,,) C
T(a,b,c) C Dom(f), igy képezheték a kovetkezd vektorok

/f+/f+/f21 /f+/f+/f

[a’,b] b’ ,c’] [¢/,a’] [an,c’] c’,b'] [b,an]

/f+/f+/f,23 /f+/f+/f
[br,,a’] [en,b’] [ [a’,en]

[¢”,bn] b'sa’]
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Ekkor a szakasz menti integrél tulajdonsigait, valamint a ¢’ € [a,,,b,], @’ € [by, cy]
és b € [cn, ay] feltételeket kihasznalva kapjuk, hogy

2ot 21+ 22+ 23 =

/f+///]f+C[ /f+/f+/f+

al b e/ ,b'] [0’ ,a]
[oe Lo Lo\ Lo ] ] r)-
bn,a’] [a’,c/] ¢/ bn] cn,b] [a’,cn]
AL Lol Lo oyl e
a’b'] b c'] [e/,b] [a’,e']
AL Lol Lo Jo)el Lo )
an,c] (¢’ bn] bp,a’] [a’,cn] cn b [0 an]
e e ]
[an ,b] [brscn] [en,an]

A hipotézis szerint

3
M
M /f+ / S+ / Al = 20 + 21+ 20+ 20 < 3 351

J=0

kovetkezésképpen van olyan j € {0,1,2,3}, hogy

FrESY <zl

Legyen j a {0, 1, 2,3} halmaz legkisebb ilyen tulajdonsigu eleme, és vezessiik be az
(an—i—l; b’n—i—la Cn-l—l) € C3 elemet ﬁgya hOgy

a,b',c) ,haj=0;
an,c,b’) ,haj=1;
bn,a’,c') ,haj=2;

(
(aTLJrlv anrla Cn+1) = E

Konnyen ellenérizhetd, hogy

L<an+17 bn+17 cn-l-l) = iL(a’na bn; Cn)7

tovabba T(an+1,bnt1, Cnt1) C T(an, by, c,y) trividlisan igaz, és a j szdm vélasztésa

szerint
Lﬁlé /f+ / f+ / fll s

[an+t1,bn+1] [brt1,Cnt1] [Crn+1:0n+1]




28 XI. HOLOMORF FUGGVENYEK

vagyis a C3-ban haladé ((ax, bk, ck))o<k<n+1 rendszer olyan, hogy
- (@, bo, co) = (a,b,c);

- minden k£ < n + 1 természetes szamra esetén
1
T(akt1, 0641, chr1) € Tlag, br,ck), L@kt brs1,chr1) = §L(ak,bk,ck);

- minden k£ < n + 1 természetes szamra

/f+/rﬂ-/

[ak,br] [bk,ck] [ck,ak]

Tehat a kivalasztasi axioméval kombindlt rekurzié tétel alkalmazasaval kapjuk
olyan C3-ban haladd ((ay, bn, ¢, ))nen sorozat létezését, amelyre teljesiilnek az eldirt
feltételek. Az aldbbiakban adottnak tekintiink egy ilyen sorozatot. Rogzitiink
tovdbba egy olyan C' € R* szédmot, amelyre minden (a’,b’,c’) € C3 esetén
diam(T(a,b,)) < CL(d', V', ).

A (T(an,bn,cn))nen halmazsorozat monoton fogyd, és minden tagja nem iires
kompakt halmaz C-ben, ezért a Cantor-féle k6zosrész-tétel alapjan

() T(an, b, cn) # 0.
neN

Ha z és 2’ elemei ennek a metszethalmaznak, akkor minden n € N esetén

L(a,b,c¢)

|z — 2'| < diam(T(an,bn,cn)) < CL(an, by, cn) =C ST

és itt jobb oldal 0-hoz tart, ha n — oo, ezért z = z’. Tehét egyértelmiien létezik
olyan z € C pont, amelyre

{z} = ﬂ T(an, by, cn) € T(a,b,c).

neN

Ugyanakkor p ¢ T(a,b, c), tehat z # p, vagyis az f fiiggvény C-differencidlhaté a z
pontban. Az
@)+ (Df)(2)(idc —2) : C— F

fiiggvénynek 1étezik globalis primitiv fliggvénye; példaul az
1 .
ﬂﬁ%+(mwxmf@%ceF
fliggvény ilyen, ezért minden (a’,b’,c’) € C? esetén

/ (F(2) + (Df) (=) (ide — 2)) + / (F(2) + (DF) (=) (ide — 2)) +

[a’,b’] [b’,c’]

+ / (f(z) + (Df)(2)(idc — 2)) = 0.

[¢/,a']
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Vezessuk be a

g:=1f—=f(z) = (Df)(2)(idc = 2) : Dom(f) = F

fliggvényt. Az el6z6ek alapjan minden n € N esetén

/g+/g+/g—/f+/f+/f

an n [bn Cn cnzan] an7bn n:cn [Cnaan

Legyen € € R* tetszoleges. Az f fliggvény z pontbeli C-differencialhatésaga alapjan
vehetiink olyan § € RT szdmot, hogy Bs(z;C) C Dom(f) és minden 2’ € Bs(z;C)
esetén

1f(z") = f(2) = (DF)(2) (" = 2)|| < el —z].

Tekintettel arra, hogy minden N > n-re z € T(an, by, ¢,,), valamint

lim diam (T(ay, by, cn)) = 0;

n—oo

vehetiink olyan N 5 N-t hogy minden n > N természetes szamra T(ay,, by, c,) C
B;s(z;C). Han € N ésn > N, akkor

<\ Jors [oan [l [oas [oas ] oo
An, n] n»Cn anan] an» n [bn»cn [Cnaan]

<lbn—an| sup gzl +len=bal sup g(z)l[+]an—ca|l sup  [lg(z")] <

Z/e[anybn] Z/E[bnvcn] Z/E[Cnyan]

< (|bn = an| +|cn = bp| + |an — cnl) sup ||9(ZI>|| =
Z/e[an7bn}U[bn7cn]U[anaCn]

= L(an, bn, cn) sup 1f(z') = f(2) = (D) (2)(z" = 2)| <

Zle[an 7bn]U[bn 7cn}U[an 7C7L]

<MOBD a5 - £ - (DNE)E -2 <
2z’ €T (an,bn,cn)

L(a,b L(a,b
S (CL, 7C) Sllp (€|Z/ —Z|) S c (CL, 70)
2" 2’ €T (an,bn,cn) 2m

L(a,b,c)
AL

diam (T(an, bn; Cn)) <

L(a,b,c)?
4n

<e CL(ay, by, cn) =€ C.

Tehat fennall az
M < eL(a,b,c)*C

egyenlGtlenség, és itt ¢ € R tetszoleges, ezért M = 0.
(IT) Most legyenek a,b,c¢ € C olyan pontok, hogy T(a,b,c) C Dom(f) és f a
T(a,b,c)\ {a} halmaz minden pontjdban C-differencidlhaté. Legyen (&, )necn olyan
zérussorozat R-ben, amelyre minden n € N esetén ¢, €]0,1[. Minden N > n-re
legyen

bp:=a+en(c—a), cp:=a+ey(b—a).
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Ha n € N, akkor ¢, € [a,b] és by, € [c,a], ezért

[os frfoe(f o fo) ool [ ] )

[a,b] [b,c] a,cn] [cn,b] c,bn]

ac/nf+n/ f+b/a] /f+cc/n]f+/
/f+b/cnf+/

[en,c]

Nyilvdnvald, hogy n € N esetén T'(b, ¢, ¢y,), T(c, by, ) € Dom(f) \ {a}, tehdt az f
fiiggvény e haromszogek minden pontjaban C-differencidlhaté, igy az (I) alapjan

/f+/f+/f—0—/f+/f+/f,
[e,en] [cn ,b] [c,bn] [br,Cn] [en,c]
amibol kovetkezik, hogy

[ Jos fri=) ) oe [ oe ]
(a,b] [b,c] b,

[c,a] a,cn]

<len —al sup |[[f(2)[| +1bn —cn| sup [[f(2)] +]a—bn| sup [[f(2) <

z€[a,cn] Z€E[Cn ,bn] z€[bn,al
< enL(a, b, c) sup 1f(2)]] < enLi(a,b,c)  sup | f(z)],
z€[a,en]U[cn ,bn|U[by,a] z€T(a,b,c)

ahol kihasznaltuk azt, hogy a definicié alapjin L(a, ¢y, b,) = €,L(a, b, ¢), tovdbba
T(a,cp,bn) € T(a,b,c). Az f fliggvény folytonos a T(a,b,c) halmazon, hiszen
az a pontban is folytonos, ezért  sup || f(2)|]] < +oo. Ebbdl és a lim &, = 0

z€T(a,b,c) n—oo
feltételbol kovetkezik, hogy
[+ [+ [1=0
[a,b] [b,c] [c,a]

(ITT) Végiil legyenek a,b,c € C olyan pontok, hogy T(a,b,c) C Dom(f), és az f
fiiggvény a T(a,b,c) halmaz minden pontjdban C-differencidlhato, legfeljebb egy
pontot kivéve. Legyen p € T(a,b,c) olyan pont, hogy f a T(a,b,c) \ {p} halmaz
minden pontjiban C-differencidlhaté. (Nem zéarjuk ki, hogy f a p pontban is C-
differencialhatd, de nem koveteljiikk meg. Ugyanakkor a hipotézis szerint f folytonos
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a p pontban.) Ekkor

/f+/f+/f /f+/f+/ "

[c,a] [a,b]

/f+/f+/ /f+/f+/ :

p,b] p,c] [c,a]

és az f fliggvény C-differencidlhaté a T'(p, a,b)\ {p}, T(p,b,c)\{p} és T(p,c,a)\{p}
halmazokon, tehat a (II) alapjan az egyenléség jobb oldalan zaréjelek kozott allé

vektorok nulldk, vagyis
AT RAY S

[a,b] [b,c]

teljesil. A

Kovetkezmény. Ha F' komplex Banach-tér és f : C — F olyan folytonos
fiiggvény, amely a Dom/(f) halmaz minden pontjaban C-differencialhaté, legfeljebb
egy pontot kivéve, akkor minden U C Dom(f) nyilt csillaghalmazhoz létezik f-nek
U-n értelmezett primitiv fliggvénye.

Bizonyitds. A Newton-Leibniz-tétel komplex forméja és a Goursat-lemma alapjan
nyilvanvalé. Wl

Kovetkezmény. Ha F' komplex Banach-tér és f : C ~— F olyan folytonos
fiiggvény, amely a Dom(f) halmaz minden pontjdban C-differencidlhaté, legfeljebb
egy pontot kivéve, akkor a Dom(f) minden bels6 pontjdnak van olyan nyilt
kornyezete, hogy létezik f-nek ezen a kornyezeten értelmezett primitiv fliggvénye.

Bizonyitds. Legyen z € Int(Dom(f)), és a z-nek vegyiik olyan U nyilt kérnyezetét,
hogy U C Dom(f) és U konvexr. Ha a,b,c € U tetszéleges olyan pontok, hogy
T(a,b,c) C U, akkor a Goursat-lemma alapjin

[+ [+ [i-0
[a,b] [b,c] [c,a]

Ezért a Newton-Leibniz-tétel komplex formaja miatt létezik f-nek olyan primitiv
fiiggvénye, amely az U halmazon értelmezett. B
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Gyakorlatok

1. Legyenek a,b,c,d € R és értelmezziik a kovetkezo leképezést
f:C—C; zw— (a+ic)Re(z)+ (b+id)Im(z).

Ez a fiiggvény R-analitikus és

/f+/f+ / f=—(b+c)+i(a—d),
[1,7] [i,—1]

[—1,1] i,—1

tehat a bal oldalon all6 szdm pontosan akkor 0, ha a = d és ¢ = —b.

2. (Komplex logaritmusfigguény.) Ertelmezziik az Q := {z € C|—z ¢ R, } halmazt,
amely nyilt csillaghalmaz C-ben.

a) Létezik egyetlen olyan Log : 2 — C holomorf fiiggvény, amely primitiv fiiggvénye
az 1/idc figgvénynek és eleget tesz a Log(l) = 0 egyenléségnek. (Ezt a Log
fiiggvényt nevezziik komplex logaritmusfigguvénynek.) A Log fliggvényre fennall a

Log(1
lim 2090 ¥ 2)

z—0 z

=1

egyenloség.

b) Az Exp : C — C fliggvény injektiv a H := {z € C|Im(z) €] — 7, 7[} halmazon,
tovabba I'm(Log) = H és

Log = (Ezvp|H)_1

c) Fenndll a Log|r+ = log egyenléség, vagyis a komplex logaritmusfiiggvény a valds
logaritmusfiiggvény holomorf kiterjesztése.

d) Ha 21,29 € C olyanok, hogy Re(z1) > 0 és Re(z2) > 0, akkor zq, 29,2129 €
Dom(Log) és
Log(z122) = Log(z1) + Log(z2).

Ha z1, 29 € Dom(Log) és z12z5 € Dom(Log), akkor 1étezik olyan k € Z, hogy
Log(z122) = Log(z1) + Log(z2) + 2mik.

e) A B1(1,C) gombon fenndll a

— (k. k

LO — EE—— Zd - ].

g kZ:l o (ide — 1)

fliggvényegyenloség.
f) Vezessiik be a

Dom(Log) x C — C; (z,«) +— 2% := Exp(aLog(z))
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komplex hatvinyozds-fligguényt, és vizsgaljuk meg, hogy ez a holomorf fliggvény
milyen algebrai tulajdonsdgokkal rendelkezik?

(Utmutatds. a) A Goursat-lemma utén 4116 elsé kdvetkezmény alapjan nyilvanvald,
hiszen az ) nyilt halmaz csillaghalmaz (minden szigorian pozitiv szdm csillag-
centrum). A Log fiiggvény a definici6 alapjan C-differencidlhaté az 1 pontban és

| = (D(Log))(1) = lim 2290 £2) = Log) _,  Log(1+2)

z—0 z z—0 z

b) Egyszerlien igazolhatd, hogy az Exp : C — C fiiggvény injektiv a H := {z €
C|Im(z) €] — m,w[} halmazon, tovdabba Exp(H) = Q = Dom(Log). Ugyanakkor,
a Log fuggvény definici6ja alapjan D(Log o Exp — idy) = 0 és a Log o Exp — idy
fiiggvény a 0-hoz 0-t rendel, ezért a H halmaz 6sszefiigg6sége miatt Logo(Exp|y) =
idg. Ebbdl kovetkezik, hogy Log = (E:z:p]H)_l

c) A b) allitasbdl és a valds logaritmusfiiggvény definicigjabdl kovetkezik.

d) Rogzitett zo € C, MRe(z2) > 0 ponthoz tekintsiikk a z — Log(zzz) és z +—
Log(z) + Log(zz) fuggvényeket a {z € C|PRe(z) > 0} halmazon. Vildgos, hogy
ez a két holomorf fliiggvény olyan primitiv fiiggvénye 1/idc-nek, amelyek az 1-hez
ugyanazt az értéket rendelik, ezért ezek a fliggvények egyenlék. Ezért minden z; € C
pontra, ha Re(z1) > 0, akkor Log(z122) = Log(z1) + Log(z2).

Ha 21,20 € Dom(Log) olyanok, hogy z120 € Dom(Log), akkor Exp o Log =
idpom(Log) Miatt Exp(Log(z122) — Log(z1) — Log(z2)) = 1, ezért létezik olyan
k € Z, hogy Log(z122) = Log(z1) + Log(z2) + 2mik.

e) A definicié és a Newton-Leibniz-tétel komplex forméja szerint minden z €
Dom(Log) esetén

1

1
L = —=(z—-1 — dugr(t
o) = [ o= =1 [ f e
(1,2] [0,1]

hiszen 1 csillagcentruma a Dom(Log) halmaznak. Ha z € B;(1;C), akkor

jdf
1—|—zd[01z—1 kzzo )Fidp 1y,

tovdbba a Z(—l)k(z - 1)kidf’0’1] fiiggvénysor normadlisan konvergens a [0, 1]

keN
intervallumon, ezért a Lebesgue-tétel alapjan

[0,1] (0,1 k=0
[ee] o0 1
=S D —1) / idls y s = 3 (1) (2 — 1) /zdR dig =
k=0 [0,1] k=0 0
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amibdl kovetkezik, hogy fennall a

(Z— 1)k—|—1 _ i%(z_ 1)k

k=0 =1
egyenl6ség.)

3. (Numerikus szorzatok.) Legyen (zx)ren komplex szdmok sorozata. Emlékez-
tetlink arra, hogy a (zx)ren sorozathoz asszocidlt végtelen szorzatnak nevezziik és

a H 2 szimbolummal jel6ljik azt a C-ben haladé sorozatot, amely a 0-hoz az 1
keN

n—1
szamot rendeli, és minden N* 3 n-hez a H 2 véges szorzatot rendeli (II. fejezet,
k=0
4. pont). Tovébba, azt mondjuk, hogy a H 2z végtelen szorzat konvergens, ha
keN
ez a sorozat konvergens C-ben és a hatarértéke nem nulla. Ha a H Zk sorozat
keN
konvergens C-ben, de a hatarértéke 0, akkor azt mondjuk, hogy a H 2z végtelen
keN
szorzat nulldhoz divergadl. Nyilvanvalé, hogy ha van olyan m € N, hogy z,, = 0,
n—1
akkor minden n > m természetes szamra H z = 0, tehat a H 21 végtelen szorzat
k=0 kEN

nulldhoz divergal. Ezért a végtelen szorzatok konvergencia-vizsgalata soran csak
olyan szamsorozatokhoz asszocidlt végtelen szorzatokat tekintiink, amelyek minden
tagja nem nulla komplex szam.

a) Ha a H 2z végtelen szorzat konvergens, akkor klim zr = 1. (Ez a numerikus
—00
keN
végtelen szorzatok konvergencidjanak természetes sziikséges feltétele.) Azonban
létezik olyan (zj)ren valds szamsorozat, amelyre minden k € N esetén z, > 0
és lim zp =1 teljesiil, de a H 2k végtelen szorzat nem konvergens.
k—o0 bEN
b) A H zr végtelen szorzat pontosan akkor konvergens, ha minden € € R* esetén
kEN
létezik olyan N € N, hogy minden m,n > N természetes szamra

m—1

11 =
k=0
1 n—1

[] =

k=0

(Ez a végtelen numerikus szorzatok konvergencidjanak Cauchy-kritériuma).

c) A H 2z végtelen szorzat pontosan akkor konvergens, ha létezik olyan m € N,

keN
hogy minden k > m természetes szamra z, € Dom(Log) és a

Z Log(zk)

kEN; k>m
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sor konvergens C-ben. Tovabba, ha a H 2k végtelen szorzat konvergens és m € N

keN
olyan, hogy minden k& > m természetes szamra z € Dom(Log), akkor

M- (’ﬁ ) Fap (i Log(zw)

k=0 k=m
m—1
teljesiil, ahol m = 0 esetén H 2z = 1.
k=0
d) Ha a Z(zk — 1) sor abszolut konvergens C-ben, akkor a H zj, végtelen szorzat
kEN kEN

konvergens. Specidlisan, ha z € C és Re(z) > 1, akkor a

1 1
() Tty
ren ( (k+1)2)" N k+2)
végtelen szorzatok konvergensek. Ugyanakkor a

I1(1+ )

keN

végtelen szorzat konvergens, de a

(1))

numerikus sor nem abszolit konvergens C-ben.

(Utmutatds. Legyen (zj)ren olyan komplex szdmsorozat, amelyre minden k € N
n—1

esetén zp # 0, és minden Nt > n-re legyen p,, := H 2k, valamint py := 1.
k=0
a) Ha a H zi, végtelen szorzat konvergens, akkor létezik a p := lim p,, hatarérték
n—oo

keN
és p # 0. Legyen ¢ € R* tetszOleges. Létezik olyan N € N, hogy minden n > N

természetes szamra .
— < _
[p = pal <Ipl7 )

Han € |N ésn > N, akkor
£

1l = 1ol < Pl = lpnll < Ip = pul < ol —.

amibdl kovetkezik, hogy

Il —— < Ipal
p€_|_2 Pn|-

Ez azt jelenti, hogy n € N és n > N esetén
pn —pl+ Ip— Pyl _ 2Pl

Pnl P

< =&

|1 _Zn| _ ‘1 . Pn+1
Pn
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ezért lim z, = 1.

k—oo
Nyilvanvald, hogy a

H(1+%+1>

keN

végtelen szorzat divergens, mert teljes indukciéval kénnyen igazolhatd, hogy minden

N* 3 n-re
n—1 1
11 (” ﬁ) =ntl
k=0 T

ugyanakkor természetesen

li 1+ 1 1
im — | =
k—o0 k +1 ’

igy a végtelen szorzatok konvergencidjanak természetes sziikséges feltétele nem
elégséges feltétel.

b) Tegyiik fel, hogy a H 21, végtelen szorzat konvergens, tehat 1étezik a p := lim p,
n—oo
keN
hatarérték és p # 0. Legyen N’ € N olyan, hogy minden n > N’ természetes
szamra |p,| > |p|/2. Legyen ¢ € R* tetszOleges. A (pn)nen sorozat Cauchy-
sorozat, ezért 1étezik olyan N” € N, hogy minden m,n > N” természetes szamra
|Dn — Pm| < €|p|/2. Ekkor m,n € N és m,n > max(N', N") esetén

Pm

'1 P | _Ipa—pml _elpl/2 _

[Pl pl/2

Pn

Megforditva, tegyiik fel, hogy minden R* > e-hoz 1étezik olyan N € N, hogy minden
m,n > N természetes szamra

1] —
Pn

’ Pt

Legyen N; € N olyan, hogy minden m,n > N; természetes szamra

1

1 — — .
2

‘ Pm
Pn

Ha m € N és m > Nj, akkor ||pn,| — |pmll < |pNy — Pm| < |pNy|/2, tehdt
IpNy /2 < |pm| < 3|pn,|/2. Ha e € RY tetszbleges és No € N olyan, hogy minden
m,n > Ny természetes szamra

€3|pN1|
9

akkor minden m,n > max (N1, Na) természetes szamra

b
’pn_pm|:‘1 - ==
p

n

e 3Blpn| _
lpw, /2 2

lpn| <
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Ez azt jelenti, hogy (pn)nen Cauchy-sorozat, igy konvergens C-ben. Tovabb4,

lim p,| = lim |p,| 2> [pNn,[/2 >0,
n—oo n—oo

tehat lim p, # 0, igy a H 2k végtelen szorzat konvergens.
c) Legyen m € N olyan, hogy minden k& > m természetes szdmra z;, € Dom(Log)

és a
> Log(z)
kEN; k>m

sor konvergens C-ben. Ha n € N*, akkor Ezp o Log = idpom(rog) alapjan

m+n—1
Emp( > Log<zk>) _ Pun,

P Pm

tehat az Exp fiiggvény folytonossidga miatt a (pm,n)nen sorozat konvergens, igy a
(Pn)nen sorozat is konvergens C-ben. Ugyanakkor

(e ¢] m+n—1
0 # Ezp (Z Log(zk)> = nlirgo Exp ( Z Log(zk)> =

k=m k=m

= <nli_)néopm+n> [Dm = (nli_)rrgopn> /Pm,

vagyis lim p, # 0, igy a H 2k végtelen szorzat konvergens.
n—oo
keN

Megforditva, tegyiik fel, hogy a H 2z, végtelen szorzat konvergens. Az a) szerint

keN

klim zr, = 1, és 1 bels6 pontja Dom(Log)-nak, ezért van olyan m € N, hogy minden
—00

k > m természetes szdmra z € Dom(Log). Minden n € N* esetén legyen

m+n—1

Smn = Z LOQ(Zk),

k=m

és Spm,0 := 0. A b) alapjan vehetiink olyan N € N szamot, hogy N > m és minden
k,n > N természetes szamra

1

27

Pk

kovetkezésképpen p,, /pr € Dom(Log). Han € N és n > N, akkor

m+N-—1 m+N-—1
II = 1 =
Exp(sm,n) k= k=0 Pm+N
Exp(SmN_Sm n) = ’ = — = — = R
' ’ Exp(sm,n) min-l minol Pm+n

= 1=



2. Holomorf fliggvény primitiv fiiggvényei (gyakorlatok) 39

tehat

Ezxp (Log (pm+" ) — Sm,n + sm,N) =1.
DPm+N

Ezért minden N 5> n-hez van olyan k € Z, hogy

Log (pm—|—n ) — Sm,n + Sm,N = 2mik.
Pm+N

Tehat kivdlaszthatunk olyan (ki )nen; n>n rendszert Z-ben, hogy minden n > N
természetes szamra

Log (pm+n ) = Sm,n — Sm,N + 2miky,
Pm+N

teljesiiljon. A H 2z végtelen szorzat konvergencidja folytdn a (ppm,tn)nen sorozat

keN
konvergens. Ugyanakkor n € N és n > N esetén

1

'1_ pm+n 7
2

Pm+N

ezért teljesiil az, hogy

lim Log (pm+n) € B1/2(1;C) C Dom(Log).

Tehat a Log fliggvény folytonossaga miatt létezik a

lim Log (pm+n )
n—oo Pm+N

hatérérték, vagyis létezik a lm (Sp,n — Sm,n + 27mik,) hatarérték is. Ebbdl

n—oo

kovetkezik, hogy

0= lim ((Smn+1 — Sm,N + 27ikpt1) — (Smn — Sm,N + 2miky,)) =

n—oo

= lim (Log(zm+n) + 2mi(kpt1 — kn)) -

Az a) alapjén klim zr = 1, ezért lim Log(zm4n) = 1. Ebbdl kapjuk, hogy
— 00 n—oo
klim (knt1 — kn) = 0, tehat van olyan N’ > N természetes szam, hogy minden

n > N’ természetes szamra k,, 11 = ky. Ezért az (sy,,,n)nen sorozat is konvergens
C-ben, ami éppen azt jelenti, hogy a

S Logs)

keN; k>m

sor konvergens C-ben.)
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4. Legyen .7 azon (a, b, c) € C3 pontok halmaza, amelyekre |b—a|+|c—b|+|a—c| > 0
(vagyis a # b vagy b # c vagy ¢ # a). Mutassuk meg, hogy
diam(T(a,b,c))

1
sup _ L
(abeyes  L(a,b,c) 9

5. (A szakasz menti integrdl dltaldnositisa.) Legyen E normalt tér és F' Banach-tér.
Haw: E — Z(F;F) folytonos fiiggvény (F feletti operdtormezd) és a,b € E olyan
pontok, hogy [a,b] C Dom(w), akkor a

0,1] = F; t— (wa+t.(b—a)))(b—a)

fiiggvény folytonos, ezért jol értelmezett az

[ o= [ @lerto-w)o-adumo
[a,b] [

0,1]

vektor; ezt nevezzilk az w operdtormezd integrdljanak az [a,b] szakasz mentén. Az
w: E — Z(E;F) operatormez6 primitiv fiiggvényének neveziink minden olyan
f + E — F differencidlhaté fliggvényt, amelyre Df C w teljesil. Az w globdlis
primitiv fiigguényének nevezziikk azokat a primitiv fiiggvényeit, amelyek definiciés
tartomanya egyenlé Dom(w)-val. Azt mondjuk, hogy az w : E — Z(E; F) ope-
ratormezo egzakt, ha létezik w-nak globdlis primitiv fiiggvénye.

a) Ha w : F — Z(E;F) fiiggvény, akkor legyen dw : E — Z3(E*F) az a
leképezés, amelyre Dom(dw) := Dom(Dw), és minden a € Dom(dw) és z,2' € E
esetén

((Dw)(a)) (x)) (') = ((Dw)(a)) (z7)) (x)) -

N | =

((dw)(a)) (:L‘, ac/) —

Azt mondjuk, hogy az w : E — Z(F; F) operatormezé zdrt, ha w differencidlhaté
fiiggvény és dw = 0 (VIL. fejezet, 3. pont, 5. példa). Mutassuk meg, hogy
minden differencidlhaté egzakt operatormezd zart, azonban zart operatormezé nem
sziikségképpen egzakt.

b) Legyen F' komplex Banach-tér és f : C — F' folytonos fiiggvény. Ekkor az
wy: Dom(f) — Z(C;F); 20 (2 2. f(2))
fliggvény folytonos, és ha a,b € C olyan pontok, hogy [a,b] C Dom(wy), akkor
/ wr= [ f,
[a,b] [a,b]

tehat az operatormezok imént bevezetett szakasz menti integrdlja a korabban
bevezetett szakasz menti integral-fogalomnak altalanositasa. Egy C »— F fliggvény
pontosan akkor primitiv fiiggvénye f-nek, ha primitiv fliggvénye az w; opera-
tormezonek. Tovabbd, ha f holomorf, akkor wy sziikségképpen zart.
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c) Tegyiik fel, hogy F normélt tér K felett, és legyen g : F x E — K olyan
szimmetrikus, folytonos bilinedris funkciondl, amelyre az £ — E'; =z — g(x,-)
linedris operator bijekcié. Ha ( : E — FE folytonos fiiggvény (vagyis E feletti
vektormezd), akkor az

wg,c : Dom(¢) = B g(¢(2), ")

kovektormez6 folytonos, és ha a,b € E olyan pontok, hogy [a,b] C Dom(wg,),
akkor

[ onci= [ aclat - ) (- a) dus(t) =

[a,b] [0,1]

_ / a(C(a+t.(b—a)),b—a) du(t).

[0,1]

Ezt a K-beli elemet a ¢ vektormezé g szerinti munkdjanak nevezzik az [a, b| szakasz

mentén, és ezt a
(9) / ¢
[

a,b]

szimbélummal is jeloljiik. Egy V : E — K fiiggvényt a ( : £ — FE vektormez6
g-potencidljdnak neveziink, ha V differencidlhaté fiiggvény, és gradysV C ¢ (VIL
fejezet, 3. pont, 3. példa). Azt mondjuk, hogy a ( : E — E vektormez6 potencidlos
(g szerint), ha létezik (-nak olyan g-potencidlja, amelynek definiciés tartomanya
egyenlé a Dom(() halmazzal. Mutassuk meg, hogy ha ( : F — FE vektormezd,
akkor

(i) ¢ pontosan akkor differencidlhatd, ha az wy ¢ kovektormezd differencialhato;

(ii) a V : E — K fiiggvény pontosan akkor g-potencidlja (-nak, ha V primitiv
fliggvénye az wq ¢ kovektormezonek;

(ili) az wq,¢ kovektormezd pontosan akkor zart, ha ( differencidlhaté és minden
a € Dom((), valamint minden x, 2’ € E esetén

g(((D¢)(w)) (), 2") = a(((D¢)(a)) (), )

teljesiil, vagyis minden a € Dom(() pontra a (D()(a) : E — FE linedris operator
g-szimmetrikus;

iv) ¢ pontosan akkor potencidlos g szerint, ha az wy ¢ kovektormez6 egzakt.
g 8,¢

6. (Az dltaldnositott szakasz menti integrdl tulajdonsdgai.) Legyen E normalt tér
és I Banach-tér K felett.

a) Ha w,w’ : E— Z(F; F) folytonos fiiggvények, A € K, és a,b € E olyan pontok,
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amelyekre [a,b] € Dom(w) N Dom(w'), akkor

s [ [

[a,b] [a,b] [a,b]

/(A.w):)\./w

[a,b] [a,b]

[ o] <to-all sw @]l

z€la,b
a,b]

b) Ha w : E — Z(E; F) folytonos fliggvény és a,b € E olyan pontok, amelyekre

la,b] € Dom(w), akkor
o[-

[b,a] [a,b]

[~

[a,b] [a,c] [c,b]

és minden ¢ € [a, b] esetén

c) How: F — Z(E; F) folytonos fiiggvény, g : E — F primitiv fliggvénye f-nek,
és a,b € F olyan pontok, amelyekre [a,b] C Dom(w), akkor

[« =9 (.
[a,b]
d) Legyen u : E x E — F folytonos bilinearis operator, és
wy B — Z(E;F); v~ u(x,-).
Ekkor minden a,b € E esetén

/ oy = %(u(b, b) — u(a, a)) + %(u(a,b) _ u(b,a)).

[a;b]

7. (A Newton-Leibniz-tétel dltaldnositott formdja.) Legyen E normadlt tér és minden
a,b,c € E esetén

T(a,b,¢c) :={ aa+ Bb+~c| (o, 3,7) € [0, 1) A(a+B+~v=1) }.

Legyen F' Banach-tér, w : E — Z(E;F) folytonos fliggvény, és U C Dom(w)
nyilt csillaghalmaz. Akkor és csak akkor létezik w-nak az U halmazon értelmezett
primitiv fiiggvénye, ha minden a,b,c € U pontra, T(a,b,c) C U esetén

[or for [ om0

[a,b]
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Tovabba, ha teljesiil ez az integralis feltétel, és ¢ € U csillagcentruma az U
halmaznak, akkor az

U—-F;, zw— / w
[c,2]
fiiggvény U-n értelmezett primitiv fiiggvénye w-nak.

8. (A Goursat-lemma dltaldnositisa.) Legyen E normadlt tér, és minden a,b,c € E
esetén
L(a,b,c) := [|b—al| + [[c = b]| + [la — c|.

Létezik olyan C' € R*, hogy minden a, b, c € F esetén
diam(T(a,b,c)) < C - L(a,b,c).

Tovabbé, ha w : F — Z(E; F) olyan folytonos fiiggvény, amely a Dom(w) halmaz
minden pontjaban differencidlhatod, legfeljebb egy pontot kivéve, és dw = 0, akkor
minden a,b, ¢ € FE pontra, T(a,b,c) C Dom(w) esetén

[ fur [umo

[a,b] [b,c] [e,a]

(Utmutatds. A bizonyitasnak ugyanaz az elve, mint az egyvaltozés fiiggvényekre
vonatkozé Goursat-lemma esetében. Tehat a T'(a, b, c) C Dom(w) feltevés mellett a
kivalasztasi axiémaval kombindlt rekurzié tételét alkalmazva igazoljuk olyan E3-ban
haladé ((an, by, ¢ ))nen sorozat 1étezését, hogy

- (a()a b07 CO) - (CL, b7 C)7
- minden n € N esetén

1
T(an—|—17 bn—|—17 Cn—|—1) g T(a'na bna Cn)a L(a'n—|—17 bn—|—17 Cn—l—l) — §L<6Ln, bn7 Cn);

- minden n € N esetén

Gn by [brscn] [en,an]
ahol bevezettik az
M = /w+/w+ /w
[a,b] [b,c] [c,a]

szamot. Itt is kapjuk egyetlen olyan z € E létezését, amelyre

{z} = () T(an,bn,cn).

neN
De most az ottani f(2) 4+ (Df)(z)(idc — z) : C — F fiiggvény helyett az

w(z) + ((Dw)(2)) o (idg — 2) : E — Z(E; F)
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operatormezot képezziik, és észrevessziik, hogy az

E—F re(w)(r)+ %(((DW)(Z))(QJ —2))(x —2)

fliggvény az E-n differencialhatd, és minden x € E pontban a derivaltja egyenl6 az

(W(2))(@) + ((Dw)(2))(z = 2) + ((dw)(2))(z = 2,")

operatorral, tehdt (dw)(z) = 0 esetén a derivéltfiiggvénye egyenlé az w(z) +
((Dw)(2)) o (idg — z) fuggvénnyel. A hipotézis szerint (dw)(z) = 0, ezért az
w(z) + ((Dw)(z)) o (idg — z) fliggvénynek létezik primitiv fiiggvénye. FEzutin
képezziik a

g:=w—w(z) — ((Dw)(2)) o (idg — z) : Dom(w) — Z(E; F)

leképezést, amelyre minden n € N esetén

e fo [ fun [ [

[bn,cn cnzan] [ana n [bnzcn} [Cnaan]

teljesiil. A bizonyitast ugyanugy fejezziik be, mint korabban, de itt az altalanositott
szakasz menti integrdl 6. gyakorlatban megfogalmazott tulajdonsagait kell al-
kalmazni.)

9. Legyen E normalt tér, F' Banach-tér, és w : £ — Z(E;F) olyan folytonos
fiiggvény, amely a Dom(w) halmaz minden pontjiban differencidlhaté, legfeljebb
egy pontot kivéve, és dw = 0. Ekkor a Dom(w) minden belsé pontjinak van
olyan nyilt kornyezete, hogy 1étezik w-nak ezen a kornyezeten értelmezett primitiv
fliggvénye.



3. Komplex vonalintegral 45

3. Komplex vonalintegral

Definicié. Legyen E normalt tér. Azt mondjuk, hogy az E-ben haladé ~
folytonos iv szakaszonként C'-osztdlyd, ha létezik olyan m € N* és (tx)o<k<n
szigortian monoton noévé rendszer R-ben, hogy Dom(vy) = [to, t,], és minden k < n
természetes szamra a 7 fliggvény folytonosan differencidlhaté a |tg,tx41[ inter-
vallumon, és a D~ fliggvénynek létezik ti-ban jobboldali és tx41-ben baloldali ha-
tarértéke.

Lemma. Ha v az E normalt térben haladé szakaszonkét Cl-osztalyt v, akkor

|DY]l : Dom(Dv) — R; = [[(Dy)(@)]|

fiiggvény 0-val vett kiterjesztése R-re integralhatd a Lebesgue-mérték szerint. Ha
F' komplex Banach-tér, f : C — F folytonos fiiggvény, és v olyan C-ben halado
szakaszonkét Cl-osztalyu iv, hogy Im(y) C Dom(f), akkor az

(f o)D) : Dom(Dy) — F; v f((t))(Dy)(t)

fiiggvény 0-val vett kiterjesztése R-re integralhaté a Lebesgue-mérték szerint (vagyis
az (f ov)(D~) fiiggvény ug-integralhaté a Dom(D~y) halmazon).

Bizonyitds. Legyen n € N és (tx)o<k<n Olyan szigorian monoton nové rendszer
R-ben, hogy Dom(vy) = [to,ts], és minden k < n természetes szamra a v fliggvény
folytonosan differencidlhaté a |tx, tp41[ intervallumon, és a D~y fiiggvénynek létezik
ti-ban jobboldali és t;1-ben baloldali hatarértéke. Nyilvanvald, hogy

n—1
DA = DNt I1°
k=0

teljesiil az R\ {tx|k € n+1} halmazon, tehat ur-majdnem mindeniitt. Minden k < n
természetes szimra [|(D7) o iy, |° € L (R, Bs,piz). mert a (D7) o0l
|tk tk+1[— R fiiggvény folytonos és 1étezik hatarértéke a tj és tr41 pontokban (X.
fejezet, 1. pont). Ezért a | Dv||° fiiggvény integrdlhat6 a Lebesgue-mérték szerint.

Most tegyiik fel, hogy F := C, tovabba F' komplex Banach-tér és f : C — F olyan
folytonos fiiggvény, amelyre Im(y) C Dom(f). Ekkor

i
I}

(foND)° =" ((f o)D) st a))”

0

e
|

teljestil az R\ {tx|k € n + 1} halmazon, tehdt pyr-majdnem mindeniitt. Minden
k < n természetes szamra (((fo*y)(Dy))\]tk,tkH[)o € ZLH(R, Xg, pr), mert a
((f o (DY) htnstwsal Jtrteyr[— F fliggvény folytonos és létezik hatdrértéke a
i és tpy1 pontokban (X. fejezet, 1. pont). Ezért a ||D~||° fiiggvény integralhaté a
Lebesgue-mérték szerint. B
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Definicié. Ha v az E normalt térben haladé szakaszonkét C'-osztélyu fv,
akkor

I4v>:=t/Wu97u°duR,
R

és ezt a szamot a v iv hosszanak nevezziik. Ha F' komplex Banach-tér, f : C — F
folytonos fiiggvény, és v olyan C-ben haladé szakaszonkét C'-osztdlyt iv, hogy
Im(vy) € Dom(f), akkor

[ = [ (o) dus,

és ezt az F-beli vektort az f fliggvény ~ iv menti komplex vonalintegraljanak (vagy
egyszeriien 7 menti integraljanak) nevezziik; tovabbé, ha a v iv zart, akkor az f
fiiggvény v menti vonalintegraljat a

s

v

szimbolummal is jeloljiik.

Megjegyezziik, hogy az el6z6 definicio feltételei mellett az f fliggvény v menti
integraljat az

/f(z) dz vagy %f(z) dz

v ¥
szimbolummal is jeloljiik, leginkabb akkor, ha explicit formuldank van az f fiiggvény
értékeire.

A kovetkez6 allitasban 6sszefoglaljuk a komplex vonalintegral szamunkra fontos
tulajdonsagait.

Allitas. Legyen F' komplex Banach-tér.

a) Ha f,g : C — F folytonos fliggvények, A € C, és v olyan C-ben haladd
szakaszonként Cl-osztalyu {v, hogy Im(y) C Dom(f) N Dom(g), akkor

/<f+g)=/f+/g,
Jon=x [+

/& <L(y) swp ().

zelm(v)

b) Ha f : C — F folytonos fiiggvény, g : C ~— F primitiv fiiggvénye f-nek, és =y
olyan C-ben haladé szakaszonként C'-osztalyt iv, hogy Im(y) € Dom(f), akkor

/f=gW®D—ﬂ%®%
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ahol a,b € R azok a pontok, amelyekre Dom(~) = [a, b].

c) Legyenek a,b,a’,b/ € R, a < b, d <V, és o : [d,b] — [a,b] olyan szigorian
monoton nové folytonos fiiggvény, hogy a oljqr [ :Ja’, b’ [—]a, b] fiiggvény C'-diffe-
omorfizmus, valamint Do-nak létezik hatarértéke a’-ben és b’-ben. Ha ~y : [a,b] — C
szakaszonként Cl-osztalyt {v, akkor a 7y o o fiiggvény is szakaszonként C'-osztalyd
iv, és ha f : C — F olyan folytonos fiiggvény, hogy Im(vy) C Dom(f), akkor

-]
Yoo gl

d) Legyen U C C és (fn)nen olyan sorozat, amelynek minden tagja U — F
folytonos fiiggvény. Ha ez a fliggvénysorozat lokdlisan egyenletesen konvergens az
U halmazon, akkor minden U-ban haladé szakaszonként Cl-osztalytd v {vre

[ (i £) = tim / /.

v

Ha a Z fn fiuggvénysor lokdlisan egyenletesen konvergens az U halmazon (példaul

neN
normdlisan konvergens az U halmazon), akkor minden U-ban haladé szakaszonként

C'-osztalyt v fvre a
> [
v

vektorsor abszolut konvergens, és

/()51

Bizonyitds. a) Nyilvanvald, hogy (f +g)oy = foy+govyés (A.flo=A(fo~),
ezért
(F+9)em)® = (fo)°+(907)°,

((A-f)o)” = Afov),

tehat az integral linearitasabol és a komplex vonalintegral definiciéjabol kapjuk,

hogy
/(f+g>=/f+/g,
/()\.f):)\./f.

Tovabbé, ha h jeloli a Dom(D~y) — F; t — f(y(t)).(Dv)(t) fiiggvény 0-val vald
kiterjesztését R-re, akkor nyilvanvalé, hogy minden R > t-re

IA@)I < [Dy[°()  sup  [F(v(E)II = [DvI°(t) sup )ILf(Z)H,

t’€e Dom(7y) ze€Im(y
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tehat

/ fl = / h || < / 1A dug < / DAl° duw | sup |If(2)] =
J z€Im(y)

Y

=L(y) sup |[F(2)],

zeIm(v)

amivel az a) allitast igazoltuk.

b) Legyen n € N és (tx)o<r<n olyan szigorian monoton névé rendszer R-ben, hogy
Dom(y) = [to,tn], és minden k < n természetes szamra a 7 fliggvény folytonosan
differencidlhaté a |tx,tr41[ intervallumon, és a D~ fiiggvénynek létezik tx-ban
jobboldali és t;1-ben baloldali hatarértéke. Legyen k < n rogzitett természetes
szdm. Ekkor a (g o ¥)|j, 4., — F fiiggvény folytonosan differencidlhaté és a
D((9 0 V)t tria]) = (f 07).(Dv) a Jtg, txq1] intervallumon. Ebbél ldtszik, hogy a
D((907)1tx 1.4, 1) derivaltfiiggvénynek 1étezik ¢5-ban jobboldali és ¢y 1-ben baloldali
hatarértéke, igy (D((goy)htk’tkﬂ[))o € LER, Fr, ur) (X. fejezet, 1. pont, 5.
megjegyzés). Ezért a Newton-Leibniz-tétel X. fejezet, 2. pontbeli altaldnositasat
alkalmazva

| (FonDy dun= [ (B(lg2 D) diiz =

Tti sttt R

= lm((g 0 Ml tn 2 ) = (g 0N estaesal) = 9OV Err1)) = 9(v(tk))

tet1

addédik. Ebbol kapjuk, hogy

/f Z / foy) (D7) dur =

tkytk:-&-l

1

= > (9(v(tkg1)) — 9(v(tx))) = 9(v(tn)) — g(v(t0)) = g(v(b)) — g(~(a)),

3
|

e
I

ahol a,b € R azok a szamok, amelyekre Dom/(vy) = [a, b].

c) Legyen v : [a,b] — C szakaszonként C'-osztalyd {v. Legyen n € N és (t)o<k<n
olyan szigorian monoton névé rendszer R-ben, hogy Dom(v) = [to, 5], és minden
k < n természetes szamra a v fliggvény folytonosan differencialhaté a |tg, tg1]
intervallumon, és a D~ fiiggvénynek létezik ¢;-ban jobboldali és tj1-ben baloldali
hatérértéke. Ekkor (071 (tx))o<k<n olyan szigortian monoton névé rendszer R-ben,
hogy Dom(yoo) = [a’,V'] = [0 (to), 071 (t,)], és minden k < n természetes szdmra
a 7 o o fiiggvény folytonosan differencidlhaté a Jo=!(¢x), 0~ (txs1)| intervallumon,
tovdbba a D(y o o) = ((D7) o 0).(Do) derivéltfiiggvénynek létezik o~1(t;)-ban
jobboldali és o~ (tx41)-ben baloldali hatdrértéke, tehat v o o szakaszonkénmt C*-
osztalyu 1v.

Legyen f : C — F olyan folytonos fliggvény, hogy Im(vy) C Dom(f). Nyilvanvald,
hogy minden k& < n természetes szamra az (f o 7)(D~y) fiiggény lesziikitése a
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|tk, tkr1] intervallumra folytonos és korldtos, tehat Lebesgue-integralhatd, tovabbé
a 0llo=1(tp) .01 (trra)] )0 (tr), 0 (trgr) [= ]tk trya [ fiiggvény C'-diffeomorfizmus,
igy a helyettesitéses integralas tétele alapjan az (((f o v)(D7y)) o o)(Do) fiiggvény
Lebesgue-integralhat6 a |tx, ti41[ intervallumon és

((f ©7)(D)) 0 0) (Do) dpas, = / (f 07) (D7) dug,
lo=1(tk),0 = (tet1)] Itk traal

amibol kovetkezik, hogy

[ tomwnam= [ (retea)dron) dus
Itk trt1] Jlo=1(tg),o0 = (tr+1)]

Ebbol k szerinti osszegzéssel kapjuk, hogy

/f:Z / (fo(yoo))(D(yoo)) dugr =

F=010—1(t),0 1 (b))

—Z / foy)(Dy) duR—/f

tk tet1]

d) Ha az (f,, )nen fliggvénysorozat lokdlisan egyenletesen konvergens az U halmazon,

akkor ez a fiiggvénysorozat az U minden kompakt részhalmazan egyenletesen

konvergens, tovabba az f := lim f, fliggvény folytonos az U halmazon. Tehat
n—oo

ha ~ tetszdleges szakaszonként Cl-osztélyu {v, akkor az (fy)nen filggvénysorozat

egyenletesen konvergens az I'm(v) kompakt halmazon, tehat lim sup ||f.(2) —
nN=00 zcIm(y)

f(2)]| = 0. Ezért n € N esetén az a) alapjan

[t [1] =] [=p|<z) sw )= 1)

ze€Im(vy)
tehat / f= lim / .
0 vy

Ha a Z fr figgvénysor lokélisan egyenletesen konvergens az U halmazon, és v egy
keN
U-ban haladé szakaszonként C'-osztélyu iv, akkor

~

n—1
lim sup | fu(z) - f(2)|| =0,
"0 zeIm(v) || im0

ahol f := Z fx. Ekkor az a) alapjan minden n € N* esetén

= i (=l (- <t s S5 s0.
2 [0 [ (1)) oo m [
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n—1 fee)
tehét/f: lim ka:Z/fk.
) T =0 k=07

Haa E fr figgvénysor az U minden kompakt részhalmazan normalisan konvergens
keN

és v egy U-ban haladé szakaszonként Cl-osztalyu iv, akkor a Z sup || fx(2)]|
ken 2€1 m(~y)
numerikus sor konvergens, és az a) alapjan minden N 5 k-ra

/ Al <L) s 1AL

zelm(y)
y

igy a majorans kritérium szerint a Z / fir vektorsor abszolut konvergens az F
k:eN
Banach-térben. H

Példak (komplex vonalintegrdlokra).

1) Legyen n € N* és (2)o<k<n € C"T1. Jeldlje v azt a [0,1] — C fiiggvényt,
amelyre (1) := z,, és minden ¢ € [0, 1] esetén

Y(t) == ze + (nt — k) (241 — 2k),
ahol 0 < k < n az az egyértelmiien meghatarozott természetes szam, amelyre
t € [k/n,(k+1)/n[. Kénnyen beldthat6, hogy ~y szakszonként Cl-osztélyt {v, és

n—1

Im(y) = U 2k 2k41]-
k=0

Ha F komplex Banach-tér, és f:C—F olyan folytonos fiiggvény, hogy Im(y) C

Dom(f), akkor
[1=5 |+

[Zk,zk+1]

Ebbol kovetkezik, hogy a komplex vonalintegral a szakasz menti integrdl &l-
taldnositdasa. Az ilyen tipusu iveket tortvonal-iveknek vagy poligondlis iveknek
nevezzik; ezek értékkészletei a tortvonalak vagy poligonok. A tortvonal-ivek
mentén vett komplex vonalintegralokat tortvonal-integrdloknak vagy poligondlis
integrdloknak nevezziik.

2) Legyenae€ C, Re Rt,we UésmeZ)\{0}. Ekkor a
0,1] = C; t+— a+ (wR)Exp(2mimt)

figgvényt a Vo rw,m Szimbélummal jeloljiik. Vildgos, hogy vYa rw,m olyan C-ben
halad$ zért, szakaszonként Cl-osztalyd iv, amelyre

Im(Ya,rwm) ={2€C||z—a=R}.



3. Komplex vonalintegral 51

A 74, r1,1 ivet dltaldban a rovidebb 7, r szimbdélummal jeloljik. A 74 Rrwm
alaka iveket koriveknek nevezzik; ezek értékkészletei a korvonalak. A korivek
mentén vett komplex vonalintegralokat korintegrdloknak nevezziik. Nyilvanvald,
hogy Dom (D74 R w,m) =)0, 1[ és minden ¢ €]0, 1] esetén

(DYa,Rw,m)(t) = (2rimwR) Exp(2mimt),

ezért ha F komplex Banach-tér, és f : C — F olyan folytonos fiiggvény, hogy
{z € C||z — a] = R} C Dom(f), akkor

/ f=(2rimwR) / f(a+ (wR)Exp(2mimt)) Exp(2mimt)dugr(t).

Ya,R,w,m ]Oal[

Definicié. Legyen v C-ben haladé zart, szakaszonként Cl-osztalyd fv. Ekkor

az
1 1
Ind, :C\ 1 C; —
ndy :CANIm() =G 25 |
vy

fliggvényt a v 1v indezfigguényének nevezzik és z € C\ Im(y) esetén az Ind,(z)
szamot a z pont v szerinti indexének nevezzik.

Természetesen a definicié értelmes, mert z € C\ Im(y) esetén az

1
id(c—z

.C\{z} = C

fiiggvény folytonos, és I'm(7) részhalmaza C \ {z}-nek.

Példa. (Koriv indexfigguénye.) Legyen a € C, R € RT, w € U és m € Z\ {0}.
Ekkor
Dom(Indy, y,,..) ={z2€C||z—a|# R},

és z € C, |z — a| # R esetén

m ,ha|z—a| <R,

Ind = '
n 'Ya,R,w,m(Z) { 0 , ha ’Z - a’ >R

Specialisan, teljesiil az, hogy

1 ,halz—a| <R,

Ind _ .
ke n(2) {o ‘halz—a >R

Legyen ugyanis z € Dom(Va,r,w,m) rogzitett, tehat z € C és |z — a| # R. Ekkor

1 1
Ind’va,R,w,'m (Z) = 5 / -

id@—z

Ya,R,w,m
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1
. Da Rowm)(t) dug(t) =
2T /'Yame ( Yo, Rw, )() MR()

1
2mi 2me Exp(2mimt) dpg(t) =
2m / a+ RwEwp (2mimt) — ( mimRw) Exp(2mimt) dur(t)

10,1

/ RwEzp(2mimt) din(t)
—m -
a+ RwExp(2mimt) — z pr
10,1]
z—a )
Ha |z — a] < R, akkor ‘ < 1, tehat
w
1
Iy, () =m [ (1) =
10,1 ( ” )Emp(—met)
k

—m / i(ZR_wa) Eap(—2mimkt) dug(t) =
G =0

_ mg% (ZR_wa) ' / Bap(—2mimkt) dug(t) = m.

10,1]

k
Itt felhasznaltuk azt, hogy a Z (ZR a) Exp o (—(2mimk).idg) fliggvénysor az
w
keN

z—a
Rw

integralas és a szummazas sorrendje felcserélhetd, tovabba minden N > k-ra az
elemi Newton-Leibniz formula alapjan

egész R-en normdlisan konvergens a

< 1 egyenlétlenség miatt, ezért az

/ Exp(—2mimkt) dur(t) = dk.o
10,1

teljestil.

Ha viszont |z — a| > R, akkor

w
‘ < 1, tehat
z—a

m RwExp(2mimt)

Ind'Vu,R,w,m (Z) = -
T u}m[ 1-— ( fw ) Exp(2mimt)

dpr(t) =

z—a

o k
Z < Rwﬂ) Ea:p(Zwmkt)) RwExp(2mimt) dug(t) =

0 k+1
(Z (Z]iwa) Exp(2rm(k + 1)t)> dur(t) =
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_ _mg% ( fw )kﬂ / Eap(2rm(k + 1)t) dug(t) = 0.

zZ—a
10,11

Rw
z—a

k+1
Itt felhasznéltuk azt, hogy a Z ( ) Expo((2mim(k+1)).idg) fiiggvénysor

keN

az egész R-en normadalisan konvergens az < 1 egyenl6tlenség miatt, ezért az

integralds és a szummaézas sorrendje felcserélhetd, tovabba minden N > k-ra az elemi
Newton-Leibniz formula alapjan

/ Exp(—2mim(k + 1)t) dur(t) =0
10,1

teljestil.

Allitas. Ha 7 C-ben haladé zart, szakaszonként Cl-osztdlyd iv, akkor I nd.,
olyan folytonos fliggvény, hogy Im(Ind,) C Z, (tehat a C\ I'm(y) halmaz minden
pontjanak ~ szerinti indexe egész szam) tovabba minden R € R™ esetén, ha
Im(vy) C Bg(0;C), akkor minden z € C \ Bg(0;C) pontra Ind.,(z) = 0.
Bizonyitds. (1) Elészor megmutatjuk, hogy Im(Ind,) C Z.

A v iv szakaszonként Cl-osztalyl, ezért vehetiink olyan n € N szdmot és olyan
(tk)o<k<n szigorian monoton névé rendszert R-ben, hogy Dom(y) = [to,tn], és
minden k£ < n természetes szamra a v fliggvény folytonosan differencidlhato a
|tk, tg+1] intervallumon, és a D~y derivaltfiiggvénynek létezik ti-ban jobboldali és
tr+1-ben baloldali hatarértéke. Legyen z € Dom(Ind,) = C\ Im(y) rogzitett pont.

Az index definiciéja szerint

(2mi) Ind.,(z) = / : d(cl_z - R/ (ﬁl)e dyig.,

~

v—z
(X. fejezet, 2. pont). Tekintsiik most a

t
) ) 1 B D~ °
bR - C; t'_)/idc—z_/(v—z> (s) dpm(s)
to R

figgvényt. A Newton-Leibniz tétel (X. fejezet, 2. pont) szerint ® folytonos
Dy \° Dy \°
figgvény, és DP = ( 7 ) teljesiil azon pontok halmazén, ahol a ( i )

D o
és a ( 7 > : R — C fiiggvény pr-integralhaté, tehat lokalisan is pg-integralhato

Tz Tz
fiiggvény folytonos. Specidlisan; U]tk,tk+1[§ Dom(D®), és t € U]tkatk—H[
ken ken

D~)(t
esetén (DP)(t) = % Tovabbé nyilvanval6, hogy ®(tg) = 0 és ®(t,) =

v(t) — 2
(2mi)Ind,(z). Tekintsiik most az

E d
g:= b Dom(~) — C

Y=z
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folytonos fliggvényt. Ez a fiiggvény differencidlhaté az U]tk,tk+1[ halmazon, és
ken

te U]tk,tkH[ esetén
ken
_ Exp(2(t))(D®)(t)(v(t) — ) — Exp(®(¢))(D7)(t)
(y(t) = 2)?

hiszen (D®)(t)(~y(t) — z) = (Dv)(t). Ebbdl kovetkezik, hogy minden k < n
természetes szamra a g figgvény a |tg,txr1] intervallumon &llandé. Ugyanakkor
g mindegyik t; osztépontban is folytonos, ezért a g fiiggvény a [to,t,] = Dom(7)
intervallumon allandé. Ebbdl kovetkezik, hogy

(Dg)(t) =0,

Bep (2ri)Ind,() __®(t) __B(t) _ Eap0) _ 1
V(tn) — 2 V() =z A(te) =z Ato) =2 (to) — 2’
vagyis fennall az )
, ~(tn) — 2
Exp ((2mi)Ind,(z)) = S(to) ==

egyenl6ség. A ~ v zartsaga folytan v(to) = v(t,), tehdt Exp ((2mi)Ind,(z)) = 1,
igy Ind,(z) € Z.

(II) Megmutatjuk, hogy az Ind, : C\ Im(y) — C fiiggvény folytonos. Ehhez
legyen z € C\ Im(~) rogzitett pont, és (2, )nen tetszéleges olyan sorozat C\ Im(y)-
ban, amely z-hez konvergdl. Legyen r € R* olyan, hogy B,(z;C) C C\ Im(vy),
tovabba legyen N € N olysn, hogy minden n > N természetes szamra z, €

D o]
B, (z;C). Nyilvanvald, hogy a (( 7 ) ) fliggvénysorozat R-en pontonként
YT Zn neN
D ° D °
konvergens és ( 7) = lim ( 7 > . Ugyanakkor minden n > N
N—z n—oo \ Y — zp

természetes szamra és Dom/(y) 3 t-re |y(t) — zn| > 7, ezért

(2%)

Ezért a Lebesgue-tétel alapjan

Ind. (2) 1 1 1/ D~y
n Z)i= — = —
K o2mi ) idec —z  2mi y—z
% R

1
S ; ( sup ) XDom(w) € gﬂé(Rv%RauR)'

teDom(D~)
o

D [e)
= lim ( 7 ) dur = lim Ind,(z,)

n— o0 Y — Zn

teljesiil, ami az 4tviteli elv alapjan azt jelenti, hogy Ind., folytonos a z pontban.
(ITT) Legyen R € R* olyan, hogy Im(y) € Br(0;C). Ha z € C\ Bg(0;C), akkor
minden Im(y) 3 2'-re |2 — z| > ||2'| — |2|| > |2| — |#/| > |2| — R, ezért

1 1 L(v) 1 L(v) 1
Ind = — < < .
[ndy (2)] 2 / idc —z| — 2w z/:}lnlf(,y) |2/ —z| = 27 |z| - R

~
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L
Ez azt mutatja, hogy az R’ := R+ 2(7)

|Indy(2)| < 1, ezért Ind,(z) € Z migtt Ind,(z) = 0. Konnyen lathatd, hogy a
C\ Bg(0;C) halmaz (ivszeriien) dsszefiiggd, ezért az Ind, fiiggvény folytonossiga
miatt Ind.,(C\ Bg(0;C)) is 6sszefiiggé halmaz C-ben. Ugyanakkor Ind.,(z) € Z,
ezért az Ind., fiiggvény a C\ Bg(0;C) halmazon 4llands. De C\ Bg/(0;C) C
C\ Bgr(0;C), és az elézdek szerint Ind, a C\ B/ (0;C) halmazon azonosan 0. ezért
Ind,(C\ Bg(0;C)) = {0}. ®

szam olyan, hogy z € C\ B/ (0;C) esetén

Az &llitasbol kovetkezik, hogy az Ind, fliggvény a C\ Im(y) halmaz minden
Osszefliggd komponensén dllando.
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Gyakorlatok

1. Legyen E normalt tér, n € N és (Vx)o<k<n Olyan rendszer, amelynek
minden tagja FE-ben haladé szakaszonként C''-osztalyt fv. Feltessziik, hogy minden
k < n természetes szamra a i {v végpontja egyenlé a i1 iv kezd6pontjaval.
Minden k& < n természetes szamra legyenek ai,br € R azok a pontok, amelyekre
Dom(y,) = [ag,br]. Ertelmezziik azt a v : [0,1] — E fiiggvényt, amelyre
v(1) = v, (by,) és minden ¢ € [0, 1] esetén

V(1) := yw(ar + (nt = k) (b, — ar)),

ahol £ < n az az egyértelmiien meghatarozott természetes szam, amelyre t €
[k/n, (k +1)/n[. Ekkor v E-ben haladé szakaszonként Cl-osztaly1 {v és

Im(y) = | Im(w).
k=0

Ezt a v ivet az EnB v szimboélummal jeloljiik. Ha E := C, F komplex Banach-tér
k=0
és f : C — F olyan folytonos fiiggvény, amelyre Im ( ETB 'yk> C Dom(f), akkor
k=0

[ =%/

Yk
k=0

n

2. (A wvonalintegrdl dltaldnositdsa.) Legyen E normdlt tér és F' Banach-tér. Ha
w: E — Z(E;F) folytonos fliggvény (vagyis E feletti operdtormezd) és ~ olyan
E-ben haladé szakaszonként C'-osztdlyt {v, amelyre I'm(y) C Dom(w), akkor az

(wo)(Dy): Dom(y) — F; ¢ — w(y(t))((Dy)(t))

fliggvény 0-val vett kiterjesztése R-re integralhaté a Lebesgue-mérték szerint; ekkor
az

[w= [@ao@O)° dus
¥ R
F-beli vektort az w operatormezo v menti vonalintegrdljanak nevezziik.
a) Legyen F' Banach-tér K felett és f : K — F folytonos fliggvény. Ekkor az
wr: Dom(f) — L(K;F); 2z (¢ = 2. f(2))

fiiggvény folytonos, és ha + olyan K-ban haladé folytonos iv, hogy Im(vy) C
Dom(f) = Dom(wy), akkor

Jor= [ 10000 dusto)

v Dom(Dx)
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/WfZ/f,
Y vy

vagyis az az operatormezok imént bevezetett vonalintegrdlja a komplex vonalin-
tegrél altalanositasa.

tehét K := C esetén

b) Tegyiik fel, hogy E normalt tér K felett, és legyen g : £ x E — K olyan
szimmetrikus, folytonos bilinedris funkciondl, amelyre az £ — E'; =z — g(x,-)
linedris operator bijekcié. Ha ¢ : E — FE folytonos fliggvény (vagyis E feletti
vektormezd), akkor az

wg,c : Dom(C) — E';  x— g(¢(z),-)

kovektormezd folytonos, és ha ~y olyan E-ben haladd szakaszonként Cl-osztdlyt v,
hogy Im(vy) € Dom(¢) = Dom(wg ), akkor

Jec= [ o). 0m@) s

ol Dom(Dx)

Ezt az F-beli vektort a ( vektormezo g szerinti munkdjanak nevezziik a v iv mentén,

és ezt a
(9) / ¢

v
szimbolummal is jeloljiik.
3. (Az dltaldnos vonalintegral tulajdonsdgai.) Legyen E normadlt tér és F' Banach-
tér K felett.
a) Haw,w’ : E — Z(F; F) folytonos fiiggvények, \ € K, és v olyan E-ben haladé
szakaszonként Cl-osztalyt v, hogy Im(vy) C Dom(w), akkor

fivne o
/()\.w):)\./w,

ol 0l

/Q <L(y) swp |o@)|

zelm(y)
5

Ha g : F x F — K olyan szimmetrikus, folytonos bilinedris funkciondl, amelyre
az E — FE'; x — g(x,-) linedris operdtor bijekcié, tovabba ¢ : E — E foly-
tonos fiiggvény, és v olyan E-ben haladdé szakaszonként Cl-osztdlyd fv, hogy
Im(v) € Dom(w), akkor

<w/<smmm>amﬂwww

z€Im(y
y
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b) Haw: E — Z(E; F) folytonos fliggvény, g : E — F primitiv fiiggvénye w-nak,
és v olyan E-ben haladé szakaszonként C'-osztalyd fv, hogy Im(y) € Dom(g),
akkor

/ w = g(1(b)) - g(+(a)),

Y

ahol a,b € R azok a pontok, amelyekre Dom(y) = [a, b].
c) Legyenek a,b,a’,b' € R, a < b, o’ <V, és o : [d,b)] — [a,b] olyan szi-
gortian monoton névé folytonos fiiggvény, hogy a olje/ v :Ja’,b'[—]a, b] fliggvény
C'-diffeomorfizmus, valamint Do-nak létezik hatarértéke a’-ben és b'-ben. Ha
7 : la,b] — E szakaszonként C'-osztélyt fv, akkor a v o o fiiggvény is E-ben haladé
szakaszonként Cl-osztalyt {v, és ha w : E »— Z(E; F) olyan folytonos fiiggvény,
hogy Im(vy) C Dom(w), akkor

/ w= / o

yoo v

d) Legyen U C E és (wp)nen Olyan sorozat, amelynek minden tagja U — Z(FE; F)
folytonos fiiggvény. Ha ez a fliggvénysorozat lokdlisan egyenletesen konvergens az
U halmazon, akkor minden U-ban haladé szakaszonként Cl-osztalytd v ivre

( lim wn> = lim [ w,
n—oo n—oo
¥ ¥

Ha a Z wy, fliggvénysor lokdlisan egyenletesen konvergens az U halmazon (példaul

neN
normdlisan konvergens az U halmazon), akkor minden U-ban haladé szakaszonként

C'-osztalyd v fvre a
> [
v

vektorsor abszolut konvergens, és

/() -2 -
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4. Cauchy integraltétele

Definicié. Legyen M metrikus tér. Azt mondjuk, hogy a 79,71 : [0,1] - M
zart folytonos ivek konturhomotopok az U C M halmazban, ha létezik olyan
H :[0,1] x [0,1] — M folytonos fiiggvény, hogy I'm(H) C U, és minden ¢ € [0, 1]
esetén H(0,t) = ~o(t) és H(1,t) = ~(t), valamint minden p € [0,1] esetén
H(p,0) = H(p,1).

Definicié. Legyen M metrikus tér. Egy U C M halmazt egyszeresen
osszefiiggonek neveziink, ha U ivszerlien 0Osszefliggé halmaz, és minden U-ban
haladd, [0,1] intervallumon értelmezett, zart folytonos iv konturhomotép az U
halmazban egy [0,1] — U konstansfiiggvénnyel. Az M metrikus teret egyszeresen
osszefliggonek nevezziik, ha az M halmaz egyszeresen Osszefiiggo.

Szemléletesen az mondhatd, hogy az U C M halmaz egyszeres Osszefiiggdsége
azt jelenti, hogy U {vszertien sszefliggé és minden U-ban haladé zéart folytonos v
egy U-beli pontba deformalhaté folytonosan, U-ban haladé zart folytonos iveken
keresztiil.

Az egyszeres OsszefiiggOség nyilvanvaléan topologikus tulajdonsag. Meg-
jegyezziik, hogy az éaltalanos topolégidban megadhato a folytonos fiiggvények ho-
motépidjanak, és a metrikus (sét topologikus) terek egyszeres Osszefiiggéségének
altalanositasa (3. és 5. gyakorlatok).

Példak. 1) Ha FE normalt tér, akkor minden U C F csillaghalmaz (igy minden
konvex halmaz is) egyszeresen sszefiiggé. Valéban, ha ¢ € U csillagcentruma U-
nak, és v : [0,1] — F olyan zért folytonos iv, hogy I'm(y) C U, akkor a

H:[0,1] x [0,1] — E;  (p,t) = pc+ (1 —p)y(t)

fliggvény folytonos, és minden t € [0,1] esetén H(0,t) = ~(t), H(1,t) = ¢,
és minden p € [0,1] esetén H(p,0) = H(p,1), mert y(0) = (1), tovabbd
Im(H)= U [c7v(t)] CU, mert a {v U-ban halad és c csillagcentruma U-nak.
te[0,1]

2) Legyenek a € C, R € R*, w € U és m € Z )\ {0}. Ekkor a a vqr1m
€s Ya,R,w,m €s ivek konturhomotépok minden olyan U C C halmazban, amelyre
{2z € C||z — a| = R} C U. Valdban, létezik olyan 6 € [0, 1], hogy w = Exp(2mif), és
ekkor a

H:[0,1] x [0,1] = E; (p,t) — a+ R- Exp(2wi(pd + mt))
fiiggvény folytonos, és minden t € [0,1] esetén H(0,t) = Yo r1,m(t), H(1,t) =
Ya,R,w,m(t), és minden p € [0,1] esetén H(p,0) = H(p,1), tovabbd Im(H) = {z €
Cllz—a/=R} CU.

Tétel. (Cauchy intergdltétele.) Legyen F' komplex Banach-tér, és f : C — F
olyan folytonos fiiggvény, hogy Dom(f) nyilt halmaz és minden z € Dom(f) esetén
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van olyan g primitiv fiiggvénye f-nek, amelyre z € Dom(g). Ha 79,71 : [0,1] — C
olyan zart, szakaszonként C'-osztdlyd fvek, amelyek konttirhomotépok Dom(f)-

ben, akkor
/ f - / f‘
Yo Y1

Bizonyitds. Legyen H : [0,1] x [0,1] — C olyan folytonos fiiggvény, hogy I'm(H) C
Dom(f), és minden t € [0,1] esetén H(0,t) = 7o(t) és H(1,t) = ~1(t), valamint
minden p € [0, 1] esetén H(p,0) = H(p, 1).

Az f-re vonatkozé hipotézis alapjan az Im(H) kompakt halmaznak van olyan
(€)ier nyilt befedése, hogy minden i € I esetén Q; C Dom(f) és létezik f-nek
Q;-n értelmezett primitiv fliiggvénye. A Lebesgue-lemma szerint van olyan r € Rt
hogy minden z € Im(H) esetén létezik olyan i € I, hogy B,(z;C) C ;. Tehat
az r szam olyan, hogy minden Im(H) > z-re f-nek létezik a B,(z;C) gombdn
értelmezett primitiv fiiggvénye.

Most a Heine-tételt alkalmazzuk, vagyis kihasznaljuk a H egyenletes folytonossagat.
Tehat az r-hez vesziink olyan 6 € R* szdmot, hogy minden (p,t),(p/,t') €
[0,1] x [0,1] esetén, ha max(|p’ — p|, [t —t|) < 0, akkor |H(p/,t') — H(p,t)| < r.
Legyen n € N olyan szdm, amelyre n > 1/9, vagyis 1/n < 6. Minden j,k < n
természetes szamra legyen p; := j/n és ty := k/n.

Minden j < n természetes szamra értelmezziik a I'; : [0,1] — C fiiggvényt gy,
hogy I'g := 0, I'y := 11, és 0 < j < mesetén I'; a (H(pj;,tx))o<k<n rendszer altal
meghatarozott tortvonal-iv. Megmutatjuk, hogy minden j < n természetes szamra
['; olyan Dom(f)-ben haladé zdrt, szakaszonként C'-osztalyud {v, amelyre minden
k < n természetes szam esetében I';([tx,tx+1]) € Br(H (pj,tx); C).

A definicié szerint I'g := =, tehat 'y olyan zart, szakaszonként Cl-osztalyd
iv, amely Dom(f)-ben halad. Ha k < n tetszéleges természetes szam, akkor
t € [tg, tis1] esetén |t —tx| < 1/n < 9, tehdt

Co(t) — H(po, tr)| = [r0(t) — H(O, tx)| = [H(0,t) — H(0, k)| <,

vagyis ['o(t) € B-(H (po, tx); C).
A definicié szerint T',, := =, tehdt ', olyan zart, szakaszonként Cl-osztalyi

iv, amely Dom(f)-ben halad. Ha k < n tetszéleges természetes szam, akkor
t € [tg, tis1] esetén |t —tg| < 1/n < 9, tehdt

T (t) = H(pn, te)| = I (t) = H(1, )| = [H(1,8) — H(L tx)| <,

vagyis I'n(t) € Br(H (pa, tr); C).

Legyen 0 < j < n tetszbleges természetes szdm. Ekkor a definicié szerint I'; a
(H(pj,tk))o<k<n rendszer altal meghatdrozott tortvonal-iv, tehdt szakaszonként
Cl-osztélyt {v, tovabbé zart is, mert I';(0) := H(p;,to) = H(pj,0) = H(p;,1) =
H(pj,tn) =: T';(1). Legyen k < n természetes szam, és t € [ty,tr41], azaz
k/n <t < (k+1)/n. Ekkor |txq1 —tk] = 1/n < §és 0 < nt—k <1, igy a
I'; definiciéja alapjan

[T (t) — H(pj, te)| = [H(pj, tx) + (nt — k)(H (pj, tk+1) — H(pj, te)) — H(pj, tr)| =
= (nt — k)|[H(pj, te1) — H(pj, te)l < 1H(pj, try1) — H(py, te)| <,
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vagyis I';(t) € B,(H(pj,tx); C). Ebbdl lathaté az is, hogy

= |J Tiltrs trsa]) € | Br(H(pj, t); C) € Dom(f),

ken ken

vagyis I'; is a Dom/(f) halmazban halad.

Most megmutatjuk, hogy minden j < n természetes szamra
[i= ]
Tt

teljesiil. Ha ez igy volna, akkor a bizonyitas kész van, hiszen akkor

/f /f+§j/ / =F[f=7[f.

JjEN

A bizonyitashoz bevezetiink egyszertisitett jeloléseket. Minden j, k < n természetes
szamra legyen z; 1, := H(p;,tx) és Bj 1 := B, (z;;C), tovabba jel6ljon g; , egy olyan
B;, — F holomorf fliggvényt, amely primitiv fliggvénye f-nek, azaz Dg;; = f a
B, gombon.

Ha j < n természetes szdm, akkor minden k < n természetes szdmra a I'j[f, ¢, ]
iv B; p-ban halad, amelyen g, ; primitiv fiiggvénye f-nek, kovetkezésképpen

/ F= [ = @) - alT0) -

kEn/F |fktk+1] ken
= (gjk(zine1) — Gin(zik) -
ken

Legyen most j < n rogzitett természetes szam és

s [ - [1-

J+l

= (gj+1.k(zj41041) — 9j+1,k(2j+1,k) — 95 k(Zj k1) + 9.6 (25k)) -
ken

Minden k < n természetes szamra a g;4+1.5 — gj,k : Bjy1,6 N Bjr — F figgvény
holomorf, és D(g;+1,x — ¢;,) = 0 a definiciés tartomanyéan, tovabba ez a definicids
tartomany Osszefliggd (s6t konvex) halmaz; ezért a g;y1.x — g;,5 fliggvény dllando.
Ugyanakkor k£ € N, k < n esetén z;41 k411 € Bjt1,x N Bjk. Valdban, a (pjt1,tx+1)
és (pj+1,tr) pontok tévolsiaga [0,1] x [0,1]-ben a max-metrika szerint éppen 1/n,
tehat d-ndl kisebb, igy |H(pj+1,te+1) — H(pj+1,te)] < 7, tehdt zjyqpy1 =
Hpji1,thy1) € Br(H(pjt1,tk); C) =: Bjy1,. Hasonléan; a (pji1,te+1) és (pj,tx)
pontok tavolsidga [0, 1] x [0, 1]-ben a max-metrika szerint éppen 1/n, tehat é-nél
kisebb, igy |H(pj+1,tkt1) — H(pj,te)| < 7, tehdt zji1 641 = H(pjy1,tht1) €
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B, (H(pj,tx); C) =: B, . Ez azt jelenti, hogy 211 k+1 € Bjt1,x N Bj k. Teljesen
hasoné érveléssel kapjuk, hogy zj111 € Bjt1,k N Bj i is teljesl, ezért

Git1.6(Zj+1,64+1) — 956 (Zj+1,04+1) = Gj+1,6(Zj+1.6) — 9.k (Zj41.8),

amibol atrendezéssel adddik, hogy
Gi+1.k(Zj+1k41) — G+1.k(Zj41.k) = ik (Zia1k41) — Gik(Zj+1,k)-
Ezt behelyettesitjitk a Aj-t kifejezé formuldba, tehat azt kapjuk, hogy

Aj =Y (95k(z1h01) = Ga(Zinn) = 9ik(Ziner) + gir(zik) =
ken

= (Gik(zirrrr1) — gin(zias1) = > (95k(zie1k) — Gk (Zik)) -

ken ken

Ha 0 < k < n természetes szam, akkor [t —ty—1| = 1/n < és |pjr1—pj| =1/n <9
miatt 2, zj11,6 € Bjr N Bjkr—1, és a Bj, N Bj;—1 halmaz nyilt és Osszefiiggo,
tovdbbd ezen a halmazon Dg;, = f = Dgjr—1, tehdt a g;, — g;,—1 fliggvény
allando, igy

95k (Zj1,k) = 9jk—1(Zj+1,k) = G5k (Zjk) — Gk—1(Z5k),
amibdl atrendezéssel addodik, hogy

95k (Zj+1,k) — 956 (%) = G e—1(Zj41.k6) — G e—1(Zj,k)-

Ezt behelyettesitjiik a Aj-t kifejezé formuldba, tehat azt kapjuk, hogy

Z 95k (Zi+1,k41) = 9ik(Zj+1,6) — G5k (Zk+1) + Gk (2,6)) =
k=0

n—1 n—1
= > (9ix(Zir1641) = Gik(zjkr1)) — D (95x(Ziv1k) — gik(Zk)) —
k=0 k=1
- (gj, (Zj+1 0) — 937 (ZL )) =
n—1 _
= > (9ik(Zjr1,6+1) — Gk(2jk41)) Z 9ik—1(zj11.6) — gjk—1(2k)) —
k=0 k=1
—(95.0(2j11,0) — g5.0(250)) =
n—1 n—2
= (gik(zir1k41) — Gk (zina1) = D (95w (Zie1.041) — Gk (Zma1)) —
k=0 k=0

—(95,0(zj+1,0) — 95,0(2j,0)) =
= (9j,n-1(2j+1,n) — Gjn—1(24,n)) — (95,0(2j+1,0) — g5,0(25,0)) -

De zji1n = H(pj+1,1) = H(pj+1,0) = zj410 és zjn := H(p;,1) = H(p;,0) =
25,0, 1gy az irhatd, hogy

Aj = (gjn—1—Gj0) (Zj+1,0) = (gjn—1 — gj.0) (25.0)-
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A Bjo N Bjp,—1 halmaz nyilt és Osszefiiggd, tovabba ezen a halmazon Dg;o =
f = Dgjn-1, 18y a gjn—1 — g;,0 fliggvény allandé ezen a halmazon. Ugyanakkor
zj0 € Bjo N Bjn_1, mert zj9 a Bj;o gomb kozéppontja, igy z;0 € Bjo, tovibba
Zj0 = Zjn €8 |th—1 — tp| = 1/n < 0, tehdt |H(pj,tn—1) — H(pj,tn)| < r, azaz
zjo = zjn = H(pj,tn) € By(H(pj,tn—1);C) = Bj,—1. Hasonldan kapjuk, hogy
Zj+1,0 = Zj+1,n miatt Zj+1,0 € Bj’o N Bj,n—l- Ezért

(gjn—1—95.0) (%j+1,0) = (Gj.n—1 — g5,0) (25,0),

vagyis A; =0. B

Tétel. Legyen F' komplex Banach-tér és f : C —— F olyan folytonos fiiggvény,
amely a Dom( f) minden pontjaban C-differencidlhatd, legfeljebb egy pontot kivéve.
Ha v zart szakaszonként Cl-osztdlyd fv, és létezik olyan U C C egyszeresen
Osszefliggd nyilt halmaz, amelyre I'm(y) C U C Dom(f), akkor

[=0
v

Bizonyitds. Ha v konstansfiiggvény, akkor az allitas nyilvan igaz. Tegytik fel, hogy
a,b € R olyanok, hogy a < b és Dom(vy) = [a,b]. Legyen o : [0,1] — [a,b]; t —
a+t(b— a). Ekkor o olyan szigorian monoton névé fiiggvény, amely ]0, 1] és ]a, b]
kozott Cl-diffeomorfizmus, tovabbé a derivaltfiiggvényének van hatarértéke a-ban
és b-ben. Ezért yo o : [0,1] — C szintén zdrt szakaszonként Cl-osztalyt {v és

i~ [
v oo

Ha U olyan egyszeresen osszefiiggd nyilt halmaz, amelyre Im(y) C U C Dom(f),
akkor Im(vy) = Im(y o o) miatt a v o o iv az U halmazban halad, igy annak
egyszeres Osszefiiggdsége miatt van olyan ¢ € U, hogy ~ o o kontirhomotép a
Y : [0,1] — C; t — c konstans {vvel az U halmazban. Az f|y : U — F
fiiggvény nyilt halmazon értelmezett, és a 2. pont utolsé allitdsa szerint a definicios
tartoméanya minden pontjanak van olyan kornyezete, amelyen létezik neki primitiv
figgvénye. Ezért a Cauchy-integréltételt alkalmazva az f|y fiiggvényre kapjuk,

hogy
/f=/f=/Fw=/ﬂU:0
¥ Yoo yoo Ve

(Cauchy elsé integrdlformuldja.)

teljesiil. W

Kovetkezmény. Ha F' komplex Banach-tér és f : C — F' olyan holomorf
figgvény, amelyre Dom(f) egyszeresen osszefiiggd halmaz, akkor minden Dom(f)-
ben haladé vy zért szakaszonként Cl-osztélyu fvre

[=0
N
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Bizonyitds. Az el6zo allitas alapjan nyilvanvalé. B

Tétel. Legyen F' komplex Banach-tér és f : C ~— F holomorf fiiggvény. Ha
U C Dom(f) egyszeresen osszefiiggd nyilt halmaz és v tetszéleges U-ban haladé
zart szakaszonként Cl-osztélyt {v, akkor minden z € U \ Im(y) esetén

_ 1 f
C 2 ) dde — 2
Y

f(2)Ind,(2)

(Cauchy mdsodik integrdlformuldja.)

Bizonyitds. Legyen z € U \ Im(~y) rogzitett pont, és értelmezziik azt a g : U — F
fiiggvényt, amelyre minden 2’ € U és 2’ # z esetén

ugyanakkor g(z) := (Df)(z). Az f fliggvény a z pontban C differencidlhaté, ezért
g-nek z-ben létezik hatardrtéke és az megegyezik g(z)-vel, vagyis g folytonos a z
pontban. Ugyanakkor g az U \ {2z} halmaz minden pontjdban nyilvanval6an C-dif-
ferencialhaté, hiszen ezen a halmazon

f— 1)

id@—z

teljesiil. Ezért Cauchy els6 integralformulajat g-re alkalmazva kapjuk, hogy ha
egy U-ban haladé zart szakaszonként Cl-osztaly fv, akkor

O:/g: ];dTCJi(ZZ): idcf—z_ z’d(c<z—)z:/id<c%2_f<z)/idcl—z

0l Y 0l o 2l 2l

teljesiil, amit dtrendezve és 1/2mi-vel szorozva, az index definicidja alapjan kapjuk
a bizonyitandé egyenloséget. B

Lathatjuk, hogy Cauchy els6 integrdlformulaja a Cauchy-integraltétel, a
Goursat-lemma és a Newton-Leibniz-tétel komplex formdjanak osszeillesztésébol
adodik, mig a masodik integralformula Cauchy elsé integralformuldjanak és az
indexfiiggvény definicigjanak kozvetlen kovetkezménye.

A kovetkezo allitds Cauchy masodik integralformuldjanak specidlis esete kor-
ivekre.

Kovetkezmény. Legyen F' komplex Banach-tér és f : C »— F' holomorf

figgvény. Ha a € Dom(f) és r € RT olyan, hogy B,(a;C) C Dom(f), akkor
minden z € B,.(a; C) esetén

Lo
&) =0 | lac—=
Ya,r
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Bizonyitds. Eloszor megjegyezziik, hogy létezik olyan R € R*, amelyre r < R és
Br(a;C) € Dom(f). Valéban, ha Dom(f) = C, akkor ez trivialis, mig Dom/(f) # C
esetén van olyan € € R*, hogy

{z € Cldistg (q.c)(2) <€} N{z € Cldistc\pom(s)(2) <e} =0.

Nyilvanvald, hogy {z € (C|dz'st§T(a,(c)(z) <e} = Brie(a;C), ezért R:=r+¢e € R
olyan, hogy r < R és Br(a;C) C Dom(f).

Most a 7, korivre és az U := Bpg(a;C) egyszeresen 0Osszefiiggd nyilt halmazra
alkalmazva Cauchy masodik integrélformulajat kapjuk, hogy minden z € B, (a;C)
esetén
— f()Ind., () = —— /
£) = ) ndy, () = o [ =
Ya,r

hiszen ha |z — a| < r, akkor Ind,, (z)=1. &
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Gyakorlatok

1. Legyen M metrikus tér és U C M. Ha v9,7v1,72 : [0, 1] — M olyan zart folytonos
ivek M-ben, hogy 7o és 1 kontdirhomotépok az U halmazban, valamint v; és o
konttirhomotépok az U halmazban, akkor a v és v; ivek is kontirhomotépok az U
halmazban. (Ez a konturhomotopia tranzitivitasinak tétele.)

(Utmutatds. Legyenek Hy, Hy : [0,1] x [0,1] — M olyan folytonos fiiggvények,
hogy Im(H;),Im(Hy) C U, és minden t € [0,1] esetén Hy(0,t) = ~o(t),
Hq(1,t) = v(t) = H2(0,t), Ha(1,t) = 72(t), valamint minden p € [0, 1] esetén
Hy(p,0) = H1(p,1) és Ha(p,0) = Ha(p,1). Ekkor a

H:[0,1] x [0,1] — M;  (p,t) { H(2pf)  hap<l/
Hy(2p—1,t) ;hap>1/2
fliggvény olyan, hogy Im(H) C Im(Hy) U Im(Hy) C U, és minden t € [0,1]
esetén H(0,t) := Hq(0,t) = ~o(t), H(1,t) := Ha(1,t) = 72(t), valamint minden
[0,1/2] 5 pre H(p,0) := H1(2p,0) = H1(2p,1) = H(p,1) és [1/2,1] > p-re
H(p,0) := Ha(2p —1,0) = Ho(2p — 1,1) =: H(p,1). Ugyanakkor H folytonos is,
mert az Fy :=[0,1/2] x [0,1] és F5 := [1/2,1] x [0, 1] halmazok zartak [0, 1] x [0, 1]-
ben, és [0,1] x [0,1] = Fy U Fy, tovabba H lesziikitése az Fy és Fy halmazokra
folytonos (mert folytonos fiiggvények kompoziciéi), tehat elegends az V. fejezet, 7.
pontjanak, 2. gyakorlatara hivatkozni. Ezért a ~y és 1 ivek is kontirhomotépok
az U halmazban.)

2. Legyenek a,b € C és r, R € R* olyanok, hogy r < R és [b —a] < R —r. Ekkor a
Ya,R €S Vp,r Ivek kontirhomotépok a Br(a; C) halmazban.

( Utmutatds. Elészor konnyen beldthatjuk, hogy a va, r €s 7vq,r ivek kontirhomotépok
a Bg(a; C) halmazban, majd igazolhatjuk, hogy a Ya,r s Vp,r Ivek konturhomotépok
a Br(a;C) halmazban. Ezutdn alkalmazzuk a kontirhomotépia tranzitivitasat (1.
gyakorlat).)

3. Legyenek M és M’ mertikus terek. Azt mondjuk, hogy az fo, f1 : M — M’
fliggvények homotépok, ha létezik olyan H : [0,1] x M — M’ folytonos fliggvény,
hogy minden z € M esetén H(0,z) = fo(x) és H(1,z) = fi1(z). Azt mondjuk,
hogy az M és M' metrikus terek homotdpok ha léteznek olyan f : M — M’ és
g : M' — M fuggvények, hogy a go f és id)s fliggvények homotopok, valamint az
fog ésidy figgvények homotdpok.

a) Fliggvények és metrikus terek homotépidja topologikus tulajdonsag. Homeomorf
metrikus terek homotdépok, de 1éteznek nem homeomorf homotép metrikus terek.
b) Ha fo, f1,fo : M — M’ figgvények, és fo és fi1 homotdépok, valamint f és fo
homotdpok, akkor az fy és fy fiiggvények is homotépok. (Ez a fiiggvényhomotépia
tranzitivitasa.) Ha M" is metrikus tér, és az fo,f1 : M — M’ figgvények
homotépok, és a go,g1 : M' — M" fuggvények homotdépok, akkor a gg o fo és
g1 o f fliggvények is homotopok.

¢) Minden metrikus tér homotép 6nmagéval (vagyis a homotépia reflexiv). Ha az
M és M’ metrikus terek homotépok, akkor az M’ és M metrikus terek homotépok
(vagyis a homotépia szimmetrikus). Ha az M és M’ metrikus terek homot6pok,
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valamint az M’ és M'" metrikus terek homotépok, akkor az M és M metrikus
terek homotépok (vagyis a homotépia tranzitiv).

d) Az M metrikus teret dsszehuzhatonak nevezziik, ha az idy; fliggvény homotép
egy M — M konstansfiiggvénnyel. Ha M metrikus tér, akkor a kovetkezo allitasok
ekvivalensek.

(i) M Osszehizhatd.

(ii) M homotép valamely egyponti metrikus térrel, vagyis egy olyannal, amelynek
az alaphalmaza egy elemii.

(iii) Minden M’ metrikus térre, barmely két M’ — M folytonos fiiggvény homotép
egymassal.

e) Ha E normdlt tér és M C E csillaghalmaz, akkor az M metrikus altér
osszehtizhato.

(Utmutatds. b) Legyenek fo, f1, fo : M — M’ fiiggvények, és tegyiik fel, hogy fo és
f1 homotépok, valamint f; és fo homotépok. Legyenek Hq, Hy : [0,1] x M — M’
olyan folytonos fiiggvények, amelyekre minden = € M esetén Hq(0,z) = fo(z),
Hi(1,z) = fi(x) = H2(0,z) és Hy(1,x) = fa(x). Ekkor a

H:[O,I]XM_)M/; (p,t)»—>{ H1(2p7t) 7hap§1/27
Hy(2p—1,t) ;hap>1/2
fiiggvény olyan, hogy minden =z € M esetén H(0,x) := Hy(0,z) = fo(x) és
H(1,z) := Hy(1,z) = fa(x), ezért ha H folytonos volna, akkor fy és fo homotépok
volndnak. A definici6é alapjdn nyilvanval6, hogy az Fy := [0,1/2] x M és Fy :=
[1/2,1] x M olyan zart halmazok [0, 1] x M-ben, hogy [0,1] x M = F; UF, és H|p,,
H|p, folytonos fliggvények (mert folytonos fliggvények kompozicidi), tehat az V.
fejezet, 7. pont, 2. gyakorlat szerint H folytonos.

Legyenek M, M’ és M" metrikus terek és fo, f1 : M — M’, valamint gg, g7 :
M' — M" figgvények. Legyen H' : [0,1] x M — M’ olyan folytonos fiiggvény,
hogy minden x € M esetén H'(0,z) = fo(x) és H'(1,x2) = f1(z). Legyen tovabba
H" :[0,1] x M’ — M" olyan folytonos fiiggvény, hogy minden z’ € M’ esetén
H"(0,2") = go(z') és H"(1,2') = g1(2’). Ekkor a

H : [0,1] X M — M”; T +— H//(val(pvm))

fiiggvény folytonos, és minden x € M esetén H(0,z) := H" (0, H'(0,z)) := go(fo(x))
és H(l,z) == H"(1,H'(1,z)) = q1(f1(x)), igy a go o fo és g1 o f1 fiiggvények
homotépok.

d) Ha M 0Osszehtizhaté metrikus tér, és ¢ € M olyan pont, hogy idy; homotép a ¢
értéklit M — M konstansfiiggvénnyel, akkor az egyetlen f : M — {c} fiiggvény és a
g:{c} = M; z+— c fliggvény olyan, hogy mindkett6 folytonos, és g o f egyenld a ¢
értékit M — M konstansfliggvénnyel (tehat g o f és idy; homotdépok), ugyanakkor
fog=ridy (tehat fog és id(,) homotépok), ami azt jelenti, hogy az M és {c}
metrikus terek homotépok. Ezért (i)=-(ii) teljesiil.

A (ii)=-(iii) bizonyitasahoz legyen P olyan egyponti metrikus tér, hogy M homotdp
P-vel. Jelolje p a P egyetlen elemét, és legyenek f: M — P, g : P — M olyan
folytonos fliggvények, hogy go f és idy; homotdpok, valamint fog és idp homotdpok.
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Legyen M’ tetszbleges metrikus tér, és hg,hy : M’ — M tetsz6leges folytonos
fiiggvények. Ekkor hg és hg homotépok, valamint g o f és idy; homotépok, igy a
b) szerint a g o f o hg és idy; o hg = hg fliggvények is homotépok. Tovdbba hy
és hy; homotépok, valamint g o f és idy; homotépok, igy a b) szerint a g o f o hy
és idyr o hy = h; figgvények is homotépok. De go f o hy = go f o hy, hiszen
mindkét fliggvény egyenld a g(p) értékiit M’ — M konstansfiiggvénnyel, ezért a
fiiggvényhomotdépia tranzitivitasa folytan hg és h; homotoépok.

A (iii)=(i) implikdcié nyilvdnvaléan igaz, mert ha ¢ € M tetszbleges pont és f
a ¢ értékii M — M konstansfiiggvény, akkor a (iii) alapjan f homotép az idj,
fiiggvénnyel, tehat M 0Osszehizhato.

e) Legyen M csillaghalmaz az F normalt térben és ¢ € M csillagcentrum. Ha M’
metrikus tér és [ : M’ — M folytonos fliggvény, akkor a

H:[0,1] x M — M; (p,z) — pc+ (1 —p)f(z)

fliggvény folytonos, és minden x € M’ esetén H(0,z) := f(x) és H(1,z) = c,
vagyis f homotdp a ¢ értékli M’ — M konstansfiiggvénnyel. Ebbol kovetkezik, hogy
barmely két M’ — M folyonos fliggvény homotdép egymassal, tehat a c) szerint M
6sszehizhaté metrikus tér.)

4. Jelolje S; a 0 kozépponti, 1 sugart korvonalat R2-ben, és lassuk el S;-t az R?
feletti euklidészi metrika leszlikitésével. Ertelmezziik az

e:[0,1] — S1; t > (cos(27t),sin(27t))

fliggvényt.

a) Az el)p 1| fiiggvény homeomorfizmus ]0, 1] és Sy \ {(1,0)} kozott.

b) Ha (t,)nen olyan sorozat |0, 1[-ben, hogy lim e(t,) = (1,0) az S; metrikus
térben, akkor minden C' CJ0, 1] kompakt ha,lrrrllngﬁoz létezik olyan N € N, hogy
minden n > N természetes szamra t,, ¢ C.

c) Ha M metrikus tér, akkor minden 7 : [0,1] — M zart folytonos ivhez létezik
egyetlen olyan 7 : §1 — M folytonos fliggvény, hogy v = v o e.

d) Legyen M metrikus tér, vo, 71 : [0, 1] — M zart folytonos ivek, és jeldlje 3y (illetve
A1) azt az S1 — M folytonos fliggvényt, amelyre g = Jp o e (illetve 41 = 1 0€). A
Yo €és 1 1vek pontosan kontirhomotépok az U C M halmazban, ha a 79 : 1 — U
és 41 : S1 — U fiiggvények homotépok. (Ez azt mutatja, hogy a kontirhomotépia
a fliggvényhomotdpia fogalmanak specidlis esete.)

(Utmutatds. a) A valds trigonometrikus fliggvények tulajdonségai alapjan nyil-
vanvald, hogy az el | fiiggvény folytonos bijekcié a ]0,1[ nyilt intervallum és
S1\ {(1,0)} kézdtt. Az ef)g 1 fiiggvény inverzének folytonossdga azon milik, hogy
minden ¢,t" €]0, 1] esetén

le(t) —e()]|? = (cos(2mt) — cos(2mt’))” + (sin(2nt) — sin(27t’))* = 4dsin(w(t—t')),

ahol || - || jeldli az euklidészi normat R? felett, tehat

le(t) = e(@)| = 2|sin(x(t — )]
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Ebbdl, és a sin fliggvény tulajdonsdgaibdl konnyen kapjuk, hogy ha t €]0,1[ és
0 €]0, min(t, 1 — t)[, akkor

e(Jt —d,t +0[) = (S1\ {(1,0)}) N Bagin(xs) (€(t); d)),

tehét a ¢ pont minden ]0, 1[-beli kornyezetének e altal 1étesitett képe az e(t) pontnak

kornyezete az S1 \ {(1,0)} metrikus térben, azaz eljg ) nyilt leképezés, igy e|]O 1

folytonos.

b) Indirekt bizonyitunk, tehdt feltessziik, hogy (¢,)nen olyan sorozat ]0,1[-ben,
amelyre lim e(t,) = (1,0) az S; metrikus térben, de C' CJ0, 1 olyan kompakt

n—oo

halmaz, hogy minden N € N esetén létezik n > N természetes szam, amelyre t,, €
C. Ekkor egyszerii rekurziéval értelmezhetiink olyan ¢ : N — N indexsorozatot,
hogy minden m € N esetén t,(,,) € C. A C kompaktsdga miatt 1étezik olyan t € C,
és olyan ¢’ : N — N indexsorozat, hogy lim t,(,(n)) = t. Az e fliggvény folytonos,

ezért lim e(t(y007)(n)) = €(t), ugyanakkor t € C C|0, 1], igy e(t) # (1,0). Azonban

o oo’ : N — N indexsorozat, ezért lim e(f(,00/)(n)) = lim e(t,) = (1,0), ami
n—oo n—oo

ellentmondaés.

c) Ha v :[0,1] — M zart folytonos iv, akkor az a) szerint a

o (elo) S\ {(L0)} — M

fiiggvény folytonos. Ha ennek létezne hatérértéke az (1,0) pontban, és 5 jeldlné
ennek folytonos kiterjesztését Si-re, akkor v = 4 o e teljesiilne. Ezért elegendd
a (hm) (fyo (ehoil[)fl) hatarérték létezését vizsgdlni. (Megjegyezziik, hogy itt
1,0
nem alkalmazhaté a fliggvénykompozicié hatarértékének tétele, mert az (e|]0’1[)_1
fiiggvénynek nincs hatérértéke az (1,0) pontban.) Legyen (z,),en olyan sorozat
S1\ {(1,0)}-ban, amelyre lim z, = (1,0). Jelolje d az M metrikdjéat, és legyen
n—oo

x := v(0) = v(1). Vegyiink tetszéleges ¢ € RT szamot. A v fliggvény folyonos
0-ban és 1-ben, valamint ezeken a helyeken ugyanazt az x értéket veszi fol, ezért
e-hoz 1étezik olyan 6 €]0,1/2[ valés szam, hogy minden t € [0, §] esetén d(vy(t),z) =
d(v(t),7(0)) < &, valamint minden t €]1 — 4, 1] esetén d(v(t),z) = d(v(t),v(1)) < e.
Tehat minden ¢ € [0, 6[U]1—4, 1] esetén d(v(t),z) < e. A b) alapjan a [§, 1—4§] C]0, 1]
kompakt halmazhoz van olyan N € N, hogy minden n > N természetes szamra
t, ¢ [0,1— 0], ahol t,, €]0,1[ az a pont, amelyre e(t,,) = z,. Ekkor n € Nésn > N
esetén d(~yo (e|]0’1[)71 (zn),2) = d(v(tn),z) < . Ez azt jelenti, hogy a yo (e\]o’l[)fl
fiiggvénynek létezik hatarértéke (1,0)-ban (és egyenld z-szel). Ezzel igazoltuk olyan
7 : 81 — M folytonos fliggvény létezését, amelyre v = 7y oe. A 7 egyértelmiisége
abbdl kovetkezik, hogy ha v = Joe, akkor ¥ = vo (e|]0,1[) ! sziikségképpen teljestil
az S1 \ {(1,0)} halmazon, és ez a halmaz siiri S1-ben, és 7 folytonos.

d) Tegyiik fel, hogy a 0,71 : [0,1] — M zart folytonos ivek kontirhomotépok az
U C M halmazban. Legyen H : [0,1] x [0,1] — M olyan folytonos fiiggvény, hogy
Im(H) C U, és minden t € [0, 1] esetén H(0,t) = vo(t) és H(1,t) = v1(t), valamint
minden [0,1] 3 p-re H(p,0) = H(p,1). Ertelmezziik a kovetkezd fiiggvényt

(0,1 x 8 — M, (p,z)H{Hg’(](jegt)M[)_ ) Eiﬁﬁi
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z) = H(0, (e|01[) (2)) =
(2

Erre teljesiil az, hogy z € S1 \ {(1,0)} esetén H(0
fyo((eho’l[)_l (2)) = Ao(z), és hasonléan H(1, z) ). Tovabbé - a definicié
szerint - H(0,(1,0)) = H(0,0) = ~5(0) = A0(e(0) ((1,0)), és hasonléan
H(1,(1,0)) = H(1,0) = 71(0) = H1(e(0)) = 1((1,0)). Vllagos tovabba, hogy
Im(H) CIm(H) CU,igyadqy: S — U és A : S — U folytonos fiiggvények
homotopikussdganak bizonyitdsdhoz elegendd azt igazolni, hogy a H fiiggvény
folytonos. A [0, 1] x (S7 \ {(1,0)}) halmaz nyilt a [0, 1] x S szorzattérben, és ezen
a nyilt halmazon H folytonos, mert megegyezik a H folytonos fiiggvény és a

-1

il
)

0,11 S\ {(L,0)}) = 0.Ux10,1[ - (,2) = (p: (eho) ™ (2))

folytonos fiiggvény kompozicidjaval. Ezért elég azt igazolni, hogy minden p € [0, 1]
esetén H folytonos a (p, (1,0)) pontban. Ehhez legyen p € [0, 1] rogzitett, és
((Pn, 2n))nen olyan sorozat [0,1] x Si-ben, amely konvergél a (p,(1,0)) ponthoz.
Legyen ¢ € R* tetszéleges, és minden n € N esetén legyen ¢, € [0,1] olyan,
hogy e(t,) = z,. A H fliggvény folytonos a (p,0) és (p, 1) pontokban, és ezekben
ugyanazt az értéket veszi fol. Ezért ha d jeloli az M metrikdjat, akkor az e-hoz
vehetiink olyan ¢ €]0,1/2[ val6s szamot, hogy minden (p’,t') € [0, 1] x [0, 1] esetén,
ha [p) —p| < § és t € [0,8[U]1 — §,1], akkor d(H(p',t'), H(p,0)) < . Tovabba
nlir%o pn = p teljesiil [0, 1]-ben, ezért 1étezik olyan N5 € N, hogy minden n > Nj

természetes szdmra |p, — p| < 0. Ertelmezziik most az A := {n € N|z, # (1,0)}
halmazt. Ha A véges, akkor 1étezik olyan N4 € N, hogy minden n > N4 természetes
szdmran ¢ A, vagyis z, = (1,0). Ekkor n € Nésn > max(Ns, Na) esetén [p, —p| <
0 és H(pn,zn) = H(p,0), ezért d(H (pn, 2n), H( p,(1,0))) = d(H(pn,0),H(p,0)) < ¢,
amibdl kovetkezik, hogy lim_ d(H (pn,zn), H(p, (1,0))) = 0. Tegyiik fel, hogy A
végtelen; ekkor (egyértelmiien) létezik olyan o : N — A szigorian monoton névé

fliggvény, amely bijekci6. A (t5(mm))men sorozat olyan, hogy minden m € N esetén
e(to(m)) = 2zom) € S1\{(1,0)}, és lim e(ty(n)) = (1,0) az S; metrikus térben,

ezért a b) alapjan a [d,1 — d] C]0, 1] kompakt halmazhoz van olyan N € N, hogy
minden m > N természetes szamra t, () & [0,1 — 6], tehdt ¢,y € [0,0[U]1 — 6, 1].
Ezért n € N és n > max (N, N) esetén

-han ¢ A, akkor |p, — p| < § és z, = (1,0), tehdt d(H (pp, zn), H(p, (1,0))) =
d(H (pn,0), H(p,0)) <¢;

- ha n € A, akkor van olyan m € N, hogy n = o(m), tehdt t, = t,,) €
[0,8[U]1 — §,1] miatt d(H (pp, zn), H(p, (1,0))) = d(H (pp, tn), H(p,0)) < €.

Ez azt jelenti, hogy végtelen A esetében is nh_)ngo d(H (pn, zn), H(p, (1,0))) = 0

teljesill. Ezzel megmutattuk, hogy H folytonos.

Megforditva; tegyiik fel, hogy a 7o : S1 — U és 71 : S§1 — U folytonos fiiggvények
homotépok. Legyen H : [0,1] x 1 — U olyan folytonos fiiggvény, hogy minden
z € 8y esetén H(0,z) =Ao(2) és H(1,z) = 41(z). Ekkor a

H:[0,1] x[0,1] = M; (p,t) — H(p,e(t))

fliggvény nyilvdnvaléan folytonos, és minden ¢ € [0, 1] esetén H(0,t) = H(0,e(t)) =
Yo(e(t)) = v(t), és H(1,t) = H(1,e(t)) = F1(e(t)) = 71(t). Tovabbé, minden
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p € [0,1] esetén H(p,0) = H(p,e(0)) = H(p,e(1)) = H(p, 1), tehdt a vy és 1 ivek
kontirhomot6pok az U halmazban.)

5. Minden k € N esetén jelolje By (illetve Sy) az euklidészi norma szerinti 0
kozéppontid, 1 sugari zart gombot (illetve gombfeliiletet) R*-ban (illetve RF+1-
ben). Minden k € N esetén a By (illetve S;) halmazt ellitjuk az RF (illetve
RFF1) feletti euklidészi metrika lesziikitésével, tehat ez kompakt metrikus tér.
Vildgos, hogy k € N esetén Sj metrikus altere Byii-nek. Az M metrikus teret
k-aszferikusnak nevezzilk, ha k € N, és minden Sy — M folytonos fiiggvény
kiterjesztheté Bry1 — M folytonos fliggvénnyé. Az M metrikus terek n-szeresen
osszefiiggonek nevezzik, ha n € N és M minden k£ < n természetes szamra k-
aszferikus.

a) A k-aszferikussdg és az n-szeres Osszefiigg6ség topologikus tulajdonsagok.

b) Tegyiik fel, hogy M metrikus tér, k € N és f : Sy — M folytonos fiiggvény.
Az f figgvény pontosan akkor homotép egy Sp — M konstansfiiggvénnyel, ha
kiterjesztheté Byi1 — M folytonos fliggvénnyé.

c¢) Osszehtuzhaté metrikus tér minden n € N esetén n-szeresen Gsszefiiggo.

d) A O-szorosan Osszefiiggd (vagyis O-aszferikus) metrikus terek azonosak az
ivszeriien Osszefiiggd metrikus terekkel. Metrikus tér pontosan akkor egysze-
resen Osszefiiggd, ha 1-szeresen Osszefliggd, vagyis a most bevezetett 1-szeres
Osszefliggdség-fogalom megegyezik a kordabbi egyszeres Osszefiiggoséggel.

(Utr{}utatds. b) Legyen M metrikus tér, k € N és f : Sy — M folytonos fliggvény.
Ha f: Byy1 — M folytonos kiterjesztése f-nek, akkor a

H:[0,1] xS — M; (p,z)— f((1-p)z)

figgvény folytonos, és minden x € Sy esetén H(0,z) = f(x) = f(x), valamint
H(1,z) = f(0), vagyis az f fiiggvény homotép az f(0) értékii Sy — M konstans-
fliggvénnyel.

Megforditva, tegyiik fel, hogy az f fiiggvény homotép a ¢ € M értékti S — M
konstansfiiggvénnyel. Legyen H : [0, 1] x Sy — M olyan folytonos fiiggvény, amelyre
minden z € Sy esetén H(0,x) = f(x) és H(1l,z) = c. Ertelmezzik a kévetkezd
fliggvényt:

- H2(1 — ||x|),z/||x ; ha ||z|| > 1/2;
f:B1 — M: %){ (1 = [l[1), =/ll[) ||| > 1/

¢ : ha ||z]] < 1/2,
ahol |- || jeloli az euklidészi normat R**! felett. Nyilvanvalé, hogy foaz f

kiterjesztése, hiszen x € S} esetén [|z|| = 1, tehat f(z) = H(0,z) = f(z). To-
vabba, az f fliggvény folytonos, mert a lesziikitése a Fl/Q(O) és By \ Bi/2(0)
zart halmazokra folytonos, igy elég az V. fejezet, 7. pont, 2. gyakorlat eredményét
alkalmazni.)

6. Cauchy els6 integralformulajanak alkalmazésival igazoljuk a kovetkezo egyen-
16ségeket:

—+00

/ sin(z) d — E’
x 2

0
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——+00 ——+00 ——+00

/ e\j;_‘”dw:ﬁeim/zl’ &\/(;)dx: / sil\l/(;;)

0« 0+ 0+

<y
S
Il
B

——+00 — 00 ——+00

/ =i dy = ﬁeii”/‘L, / cos(x?)dr = / sin(z?)dr = VT .
2 22

0 0 0

(A két utdbbi Gsszefiiggést Fresnel-formuldnak nevezziik.) Mutassuk meg, hogy ha

a € Rt és B € R, akkor
e~ —iBz g, ze*%.
«

R

(Utmutatds. (I) legyenek r, R € R* olyanok, hogy r < R, és értelmezziik a kovetkezd
fliggvényt:

r+4t(R—r) ;hatel0,1/4]
Remi(4t-1)/2 chate[1/4,1/2
yiba e el e
i(R+ (4t —2)(r —R)) ;hate[1/2,3/4]

re2mi(1-t) ;hat € [3/4,1].

Ez a fiiggvény zart, szakaszonként C'-osztalyd iv C-ben, és nyilvanvalé, hogy
Im(y) C U, ahol U := {z € C|Re(ze” /) > 0}. Az U halmaz nyilt és konvex
(ez egy nyilt félsik), tovabba U C C\ {0}. EbbdSl Cauchy elsé integralformuldjét
alkalmazva kapjuk, hogy

€ dz=o.

z

Y

Ezt a vonalintegralt négy specialis vonalintegral oOsszegére bontva, és alkalmas
helyettesitéses integralasokat végrehajtva kapjuk, hogy

w/2 /2

I T R —x
/e—dx:/e dx—y;/eiRe”dew/e"e”de.
X xXr

Ebbol kovetkezik, hogy

o
o

:—/e_RSin(e) cos(Rcos(H))d9+/e_”in(e) cos(r cos(0))db,

0 0
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ugyanakkor
R R B
/ €o5(®) 1 — e / e = / it
x x x
/2 ' ' /2 '
_;_/e_RSin(e) sin(R cos(0))do — /e‘rsjn(e) sin(r cos(0))do.
0 0

A Lebesgue-tétel alkalmazédsaval kapjuk, hogy

w/2 w/2
lim / e~ 1151000 cos(R cos(6))dd = lim / e~ Ttsin(9) sin(R cos(6))db = 0,
R—+o0 R—+o00
0 0
/2 /2
lir% e~ 5109 cos(r cos(0))do = g, hH(l) e~ gin(r cos(0))dd = 0.
0 0
Ebbol kovetkezik, hogy
— 400 . R .
/ de = lim / sin(z) dr = z,
T r—0; R—+oo x 2
0«— T
amibdl a
lim sin(z)
z—0 €T

hatarérték létezésének ismeretében kapjuk az elsé formulat.
(IT) Legyen R € R*, és értelmezziik kdvetkezé fliggvényeket

3Rt chat € [0,1/3]
4 :[0,1] = C; trs{ Retim(t-1)/4 ;hate[1/3,2/3]
3R(1 —t)et™/*  hatec[2/3,1],

amelyek C-ben haladé zart, szakaszonként C'-osztalyd ivek. Cauchy elsé integral-
formuldjat alkalmazva kapjuk, hogy

/eﬂz2 dz = 0.

T+

Ezeket a vonalintegralokat harom specidlis vonalintegral Osszegére bontva, és
alkalmas helyettesitéses integralasokat végrehajtva kapjuk, hogy

R m/4 R

- . P2 4200 . . 2 +im/2
/e:lzz:c dr = :FZR / e:i:zR e e:l:zé?de + e:l:z7r/4/e:|:w: e dr =
0 0 0

/4 R
= FiR / eii(Rz cOS(29)+9)6—R2 sin(20)d9 + 6ii7r/4/e_m2 .
0 0
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Ha t € [0, 7/2], akkor sin(t) > (2/7)t, ezért

/4
FiR / ezti(R2 cos(20)—|—t‘))6—R2 Sin(29)d9
0

IN

/4

0

igy fennall az

/4
lim FiR eiz’(RQ Cos(29)+0)e—R2 sin(26) 79
R—+4o00
0

egyenloség. Ugyanakkor a X. fejezet, 3. pont, 4. gyakorlat szerint tudjuk, hogy

R
1
lim e dr =~ | e da = ﬁ,
R—+oc0 2 2
0 R
amibol kovetkezik, hogy
—+00

/ i g — geim/g

Ebbdl a Fresnel-formuldk azonnal szarmaztathaték.

/4
—R
<R / efR2 sin(29)d9 <R / 6*R2(4/W)9d0 — T i
S = 4
0

)

77

(ITT) Ha r, R € R* olyanok, hogy r < R, akkor egyszerii helyettesitéses integraldssal

kapjuk, hogy

Ebbdl latszik, hogy

— 400 . R

e:l:z;v ' e:l:ia:
dr = lim dr =
\/E r—0; R—4o0 \/E

0«— r

— 400 — 400

=2 / =it gt = 2 / =it dt = VmetiT/4

(I 0
amibdl az is kovetkezik, hogy

——+00 ——+00

/CO\S/(;C>dx= / Sir\l/(g)dx:\/g.

0+ 0+
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(IV) Megmutatjuk, hogy ha o € Rt és 8 € R, akkor

- S T B2
Ll P e v
«

R

Ehhez eloszor megjegyezziik, hogy

2 . . B \2 5
/e—ax _Zﬁde:/G_a(I_H%) ~Ta(

R R

yblm

— m—i—z
/ 2cx .T,
R

ezért elegendd az itt allo6 utolsd integralt meghatarozni. Legyen r € R*, és
értelmezziik a kovetkezo fiiggvényt:
(8t—1) ;hate0,1/4]
T+ g (4t—1) ;hate[l/4,1/2]
v :[0,1] = C; t+—
z%+r(5—8t) ;hate[1/2,3/4]
[

—r+i4(1—t) ;hate[3/4,1].
Ekkor ~, zart, szakaszonként Cl-osztalyd iv C-ben, igy Cauchy elsé integral-

formulaja szerint
/ e~ dz = 0.

Y

Ezt a vonalintegralt négy specialis vonalintegral oOsszegére bontva, és alkalmas
helyettesitéses integralasokat végrehajtva kapjuk, hogy

T r 1 1
/e_a(x—’_i%)de :/ —ax? dx+ ﬁ/ T+Z—t dt . iﬁ/e—a<—r+z’%t)2dt.
2 2c
—r —r 0 0

A X. fejezet, 3. pont, 4. gyakorlat szerint

r

. —az? —on? [T
lim eo‘xdx:/e dr =4/ —.
r—-+00 «@

—r R

Ugyanakkor minden ¢ € [0, 1] esetén

. B 4\2 2 g2 .2
‘efoz(:tvﬂrz%t) ‘ < eor —t

kovetkezésképpen
. 2
lim e (Fr+izt) — ¢
r——+00 ’
ésa X ezaid fiiggvény (r-ben) kozos integralhaté majorans, igy a Lebesgue-tétel

alapjan
1
hr—? e_o‘(irH%t)th =0,
r—+400
0
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amibdl kovetkezik az

o1

/e_a(eri%)Qdaj =

egyenl6ség.)

7. (A Cauchy integrdltétel dltaldnositisa.) Legyen E normélt tér, F' Banach-tér és
w: E — Z(E;F) olyan folytonos E feletti operatormezé, amelyre Dom(w) nyilt
halmaz, és a Dom(w) minden pontjanak van olyan kornyezete, amelyen létezik w-
nak primitiv fiiggvénye. Ha 9,71 : [0,1] — E olyan zdrt, szakaszonként C'-osztdlyd
ivek, amelyek konttirhomotépok a Dom(w) halmazban, akkor

/w:/w.
Yo Y1

(Utmutatds. Kovessiik a Cauchy integraltétel bizonyitasdnak gondolatmenetét!)

8. (Cauchy elsé integrdalformuldjinak dltaldnositisa.) Legyen E normalt tér, F
Banach-tér és w : E — Z(E;F) olyan folytonos E feletti operdtormezd, amely
a Dom(w) minden pontjiban differencidlhatd, legfeljebb egy pontot kivéve. Ha
dw = 0 és 7 olyan E-ben halad zart, szakaszonként C''-osztaly1 v, amelyhez 1étezik
olyan U C FE egyszeresen Osszefiiggdé nyilt halmaz, hogy Im(y) C U C Dom(w),

akkor
/ w =0.

~

(Utmutatcis. A 2. pont 9. gyakorlatdanak eredményét alkalmazva kapjuk, hogy
w-ra teljesiilnek a 7. gyakorlatban megkovetelt feltételek. Ezutan ugyanigy bizo-
nyithatunk, mint az elsé§ Cauchy integrélformula esetében.)
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5. A Cauchy integraltétel elemi kovetkezményei

Definicié. Legyen F' komplex Banach-tér. Ha f : C — F folytonos fiiggvény,
és v egy Dom(f)-ben haladé szakaszonként C'-osztalyt fv, akkor az f fiiggvény
szerinti Cauchy-transzformadltjinak nevezzik a

| . 1 /
C,(f):C\Im(y) = F; 2z 2w ) ide — 2
v

leképezést.

A definici6 természetesen értelmes, mert z € C\ I'm(y) esetén

f

z’d@—z

: Dom(f)\{z} = F

olyan folytonos fiiggvény, amelynek definiciés tartomanya tartalmazza az Im(7)
halmazt. Figyeljik meg, hogy a Cauchy-transzformélt definicigjdban lényegtelen a
v iv zartsaga.

Allitas. Legyen F' komplex Banach-tér, f : C — F' folytonos fliggvény, és v
egy Dom(f)-ben haladé szakaszonként Cl-osztalyu fv.

a) A C,(f): C\ Im(y) — F Cauchy-transzformalt C-analitikus fiiggvény.

b) Minden a € C\ Im(7) esetén a C,(f) Cauchy-transzformélt a centrumi Taylor-
sordanak konvergencia-sugara nagyobb-egyenld a dist ., (,)(a) szamnal.

c) Minden a € C \ Im(y) esetén az a kozépponti, disty,,,) sugard nyilt
kérlapon a C, (f) Cauchy-transzformalt egyenld a sajat a centrumu Taylor-sordnak
osszegfiiggvényével.

d) Minden a € C\ Im(y) és k € N esetén

k
(D C ( - 27‘('7,/ B k+1

Y

Bizonyitds. Legyen a € C\ Im(y) rozitett pont és R := disty,(,(a). Ekkor
Bgr(a;C)NIm(y), és ha z € Br(a;C) és 2’ € Im(~), akkor

() (=) ) (0 ema) S I

- - 1 — = _
2 — (2 —a)— (2 — a) 2 —a . ngz()(z/_a)k+1(z a)”,
mert |z —a| < R < |z —a, tehdt |(z —a)/(z' —a)| < 1. Tehat minden z € Bg(a;C)
esetén

/;  « f
ide —z D (ide — a)F+1 (z - a)f

k=0
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teljestil az I'm(vy) halmazon. Tovabba, minden z € Br(a;C) esetén a

> G ager e

keN

fiiggvénysor normdlisan (ezért egyenletesen is) konvergens az I'm(-y) halmazon, mert
ha k£ € N, akkor

k
zZ—a

f(Z)

z'—a

f(Z) k
—————(z—a)%|| = sup
(Z/ — Cl)k+1 z'eIm(vy)

s el
SR(Z,:I%W( >||)( —al),

és |z — a|/R < 1. Ebbél kovetkezik, hogy z € Br(a; C) esetén a

f
Z(Z—a)k/m

keN v

sup
z'elm(y)

zl—a

vektorsor abszolut konvergens az F' Banach térben, és

];)(z — a)k/ (ide — a)f+1 / kzzo(z —a)k / (ide — a)F 1
_ f_
= [ =m0 ()

Ez azt jelenti, hogy a

keN

1
dc — a)*
Z(ZC a) 27”/ ch_ak:+1
Y

hatvanyfiiggvény-sor konvergencia-sugara nagyobb-egyenlé az R szamnal, és az
osszegfiiggvénye egyenlé C,(f)-fel a Br(a; C) halmazon. Tehéat a C,(f) Cauchy-
transzformélt az a pontban C-analitikus, és a VII. fejezet 10. pontjanak eredményei
alapjan kapjuk, hogy a C,(f) fiiggvény a centrumi Taylor-sora egyenld a

. 1 f
> tide =055 | G ey

keN v

hatvanyfiiggvény-sorral, és minden k € N esetén

271
v

: _ kY f
O

teljestil.



5. A Cauchy integréltétel elemi kovetkezményei 83

Tétel. Legyen F komplex Banach-tér és f : C — F holomorf fliggvény.
Ekkor az f fiiggvény C-analitikus, és minden a € Dom(f) esetén az f fiiggvény
a centrumi Taylor-sordnak konvergencia-sugara nagyobb-egyenld az rq := sup{r €
R*|B,(a;C) C Dom(f)} szamnal. Tovabba, ha a € Dom(f), akkor az f fiiggvény
a centrumu Taylor-soranak Osszegfiiggvénye egyenlé f-fel a B, (a; C) halmazon, és
ha r € RT, r < rq, valamint k € N, akkor minden z € B,.(a;C) esetén

e i
O3t | G

Bizonyitds. Cauchy masodik integralformuldjanak kévetkezménye szerint, ha r € R*
olyan, hogy B,(a;C) C Dom(f), akkor f = C,..(f) a B.(a;C) halmazon. Ezért az
eléz6 allitasbdl kapjuk, hogy f az a pontban C-analitikus, és Tq(f) = Ta(C,, .. (f))
miatt az f fiiggvény a centrumi Taylor-sordnak konvergencia-sugara nagyobb-
egyenlé a dist,, (a) = r szdmndl, igy r,-ndl is nagyobb-egyenlé. Tovabbd, a
C,..(f) fiiggvény a centrumi Taylor-soranak osszegfiiggvénye egyenlé C.,  (f)-fel
a B,(a;C) halmazon, kdvetkezésképpen az f fiiggvény a centrumu Taylor-soranak
Osszegfiiggvénye egyenl6 f-fel a B,.(a; C) halmazon. Ezért az f fliggvény a centrumi
Taylor-soranak osszegfiiggvénye egyenl6 f-fel a B, (a;C) halmazon is. Végil, az
el6z6 éllitdas végén allé integralformula szerint, ha a € Dom(f), k € N és r € R*
olyan, hogy B, (a;C) C Dom(f), akkor minden z € B,.(a;C) esetén

k k k! f
(D*f)(z) = (D"(Cy, . (/))(z) = omi ) Gide - o)

teljesil. A

Azonban vigyazzunk arra, hogy létezik olyan C — C fiiggvény, amely C-
differencidlhaté a 0 pontban, de a C\ {0} halmaz egyetlen pontjaban sem folytonos;
példaul, ha E jeloli a racionalis valés és képzetes részli komplex szamok halmazat
(azaz E := Q x Q), akkor a x,.id% fiiggvény ilyen. Tehdt egyetlen pontban
a C-differencidlhatésag ugyantgy gyenge feltétel, mint az R-differencialhatésag.
Ha azonban a fiiggvény a pont walamely kornyezetének minden pontjaban C-
differencialhatd, akkor az el6zé tétel alapjan az adott pontban C-analitikus is.
Ennek az allitasnak az analdgja valds valtozés fiiggvényekre egyaltalan nem igaz.

A kovetkez6 allitas el6tt emlékeztetiink arra, hogy egy M metrikus tér A
részhalmazat diszkrétnek nevezzilkk, ha minden a € A pontnak van olyan U
kornyezete M-ben, amelyre AN (U \ {a}) = 0. Vigydzunk arra, hogy a zartsdg és
a diszkrétség logikailag fiiggetlen fogalmak, tehat diszkrét halmaz nem feltételeniil
zart, és zart halmaz nem feltétleniil diszkrét.

Allitas. (A megsziintethetd szingularitdsok tétele.) Legyen F' komplex Banach-
tér és f : C — F olyan fiiggvény, amelyre Dom(f) nyilt halmaz. Ha létezik
olyan A C Dom/(f) diszkrét halmaz, hogy f a Dom(f)\ A minden pontjaban C-
differencialhato, és az A minden pontjaban folytonos, akkor f holomorf fliggvény,
tehat f az A halmaz minden pontjaban C-differencialhaté.
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Bizonyitds. Legyen a € A, és vegyiik a-nak olyan U nyilt konvex (példdul gémbi)
kornyezetét C-ben, amelyre AN (U \ {a}) = 0 és U C Dom(f). Ilyen kornyezet
azért 1étezik, mert A diszkrét és Dom(f) nyilt. Ekkor az f|y fliggvény az U \ {a}
halmaz minden pontjdban C differencialhat6, mert U \ {a} C Dom(f) \ A, és az
a pontban folytonos. Ezért a Newton-Leibniz tétel komplex forméja és a Goursat-
lemma alapjdn létezik olyan g : U — F holomorf fiiggvény, hogy f|y = Dg. De
g kétszer C-differencidlhaté az U halmazon, igy f|y holomorf fiiggvény, vagyis f|u
az a pontban is C-differencidlhaté. Ebbol a differencidlhatosag lokalitasa alapjan
kapjuk, hogy f az a pontban C-differencidlhat6. M

Allitas. Ha F komplex Banach-tér és f + C »— F holomorf fiiggvény, akkor
minden U C Dom(f) egyszeresen Osszefiiggé nyilt halmazhoz 1étezik f-nek U-n
értelmezett primitiv fiiggvénye.

Bizonyitds. Legyen ¢ € U rozitett pont. Az U halmaz nyilt és 6sszefiiggd C-ben, igy
az V. fejezet 10. pontjanak eredményei szerint minden z € U esetén létezik olyan
n € NT és olyan (zx)o<kr<n rendszer U-ban, hogy 2o = ¢, z, = 2z, és minden k < n
természetes szamra [2x, 2x1+1] C U; tehdt a (z;)o<k<n rendszer altal meghatarozott
tortvonal-iv U-ban halad, valamint 6sszekoti a ¢ és z pontokat.

Tehat minden z € U ponthoz létezik olyan U-ban haladé v szakaszonként C'-
osztalyu iv, amely a c és z pontokat 6sszekoti. Jelolje minden z € U esetén I', a c és
z pontokat 6sszekoto, [0, 1] intervallumon értelmezett, U-ban haladd, szakaszonként
Cl-osztalyt fvek nem iires halmazat. A kiavalasztdsi axiéma szerint H r, #0.

zeU
Legyen (7.).cu eleme ennek a szorzathalmaznak, és képezziik a

g:U— F, zr—>/f
,YZ

leképezést. Megmutatjuk, hogy g holomorf, és minden z € U esetén (Dg)(z) = f(z),
vagyis g az f-nek U-n értelmezett primitiv fiiggvénye.

Legyen z € U rogzitett pont, és » € R* olyan, amelyre B,(z;C) \ U. Ha
2" € B,(z;C), akkor a

7=(31) s ha t €[0,1/3],
Ve 1 10,1] = C; t— ¢ 2+ 3t—1)(2"—%2) ;hate][l/3,2/3],
7z’<3(1 - t)) ;hate [2/37 1]

fliggvény olyan zart, szakaszonként Cl-osztélyu {v, hogy Im(vy,.) = Im(y,) U
Im(~,) Uz, 2] CU, tehat Cauchy elsé integralformuldja szerint

o= [i=[r+ [s-]1
Va,at Yz [2,2'] V.

amibdl kovetkezik, hogy

9(2) = g(2) — (' — 2).f(2) = / ;- / (2~ 2).0(z) =

- [ f(z)zz [ = s,
[2,2/] [2,2/] [z

2]
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Tehdt minden 2’ € B,(z;C) esetén

l9(=") — 9(2) = (2 = 2).f(2) |l = \ / (f = f)|| <1 =2 sup [l
z,2']

Z”G[z,z’]

Ha ¢ € R* tetszoleges, akkor az f fiiggvény 2z pontbeli folytonossaga miatt van
olyan 6 € R*, hogy 6 < r és minden 2" € Bs(z;C) esetén || f(2") — f(2)]| < e. Ezért
az €l6z6 egyenlétlenség alapjan 2" € Bs(z;C) \ {2} esetén

H 9(z") —9(2) = (¢ = 2).f ()

2" = 2|

‘<€.

Ez azt jelenti, hogy a g fiiggvény C-differencidlhaté a z pontban és (Dg)(z) = f(z2).
Tehat a g fliggvény U-n értelmezett primitiv fiiggvénye f-nek. B

A kovetkez6 allitas azért érdekes, mert a holomorfitas, tehat egy differencialis
tulajdonsag integrdlis jellemzését adja. Ugyanakkor azt is megmutatja, hogy
Cauchy els6 integrélformuldjanak teljesiilése nemcsak sziikséges, hanem elégséges
is egy nyilt halmazon értelmezett folytonos fiiggvény holomorfitasahoz.

Tétel. (Morera tétele.) Ha F komplex Banach-tér és f : C — F olyan foly-
tonos fiiggvény, amelyre Dom(f) nyilt halmaz C-ben, akkor a kovetkezd allitasok
ekvivalensek.

(i) Az f figgvény holomorf.

(ii) Minden U C Dom(f) egyszeresen 0Osszefiiggd nyilt halmazra, és minden U-ban
haladé zart, szakaszonként Ct-osztélyd + {vre

[0
2t

(iii) Minden a, b, c € Dom(f) esetén, ha T(a,b,c) C Dom(f), akkor

[re 5 fron

[a,b] [b,c] [c,a]

Bizonyitds. (1)=(ii) Cauchy els6 integralformuldjabdl kovetkezik.

(ii)=-(iii) Legyenek a,b,c € Dom(f) olyan pontok, hogy T(a,b,c) C Dom(f). Elég
azt igazolni, hogy létezik olyan U egyszeresen Osszefiiggd nyilt halmaz, amelyre
T(a,b,c) CU C Dom(f), hiszen akkor a

a+ 3t(b—a) ;hate[0,1/3],
V0,1 > C ted b (3t—1)(c—b) hatel[1/3,2/3],
c+Bt—2)(a—c) ;hate[2/3,1]
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fv zdrt, szakaszonként Cl-osztdlyd, és Im(y) = [a,b] U [a,b] U [a,b] miatt U-ban

halad, fgy a (i) alapjan
[ [oe ] r=]r=0
/

[a,b] [b,c]

teljestilne.

Egy ilyen tulajdonsagi U halmaz el6dallitasdhoz el6szor megjegyezziik, hogy a
T(a,b,c) halmaz kompakt és részhalmaza a Dom(f) nyilt halmaznak, igy ha
Dom(f) # C (természetesen csak ez az eset érdekes), akkor van olyan ¢ € R,

hogy
{z € C | distrgp,e)(2) <e}N{z € C | distc\pom(s)(2) <e} =10

(V. fejezet, 8. pont, 1. gyakorlat). Legyen z := (a + b+ ¢)/3 és a 6 € R* szadmot
vélasszuk meg gy, hogy (la — z| + |b — 2| + |¢ — 2|)d < € teljesiiljon. Ha most

as :=z+(1+d0)(a—2), bs:=24+(14+)(b—2), cs: =2+ (1+6)(c—2),

akkor minden 2’ € T(as, bs,cs) esetén distpap.)(2') < € teljesiil, mert léteznek
olyan «, 3,7 € [0, 1] valés zdmok, hogy a+ 5+ =1 és 2/ = aas + Bbs + ycs, tehét
aa + b+ e € T(a,b, ¢) miatt

sty () < 12— (aa-+ b+ 76)| = |(aa+ b+ ¢) — 25 =
=lala—z2)+PBb—2)+vc—2)0 <(la—z|+|b—z|+]c—2])d <e.

Ebbdl kovetkezik, hogy T(as, bs, cs) € Dom(f), és konnyen lathatd, hogy
T(a,b,c) C Int(T(as,bs,cs)),

tovabbd az U := Int(T(as, bs, ¢s)) nyilt hdromszog konvex, tehat egyszeresen Ossze-
fiiggo.

(iii)=(i) Legyen z € Dom(f) és V a z-nek olyan kornyezete, amely nyilt és konvex
(példaul gémbi kornyezet), tovabbda V' C Dom(f). A V konvexitdsa miatt minden
a,b,c € V esetén T (a,b,c) CV C Dom(f), ezért a (iii) alapjan

[+ 5 fron

[a,b] [b,c] [c,a]

igy a Newton-Leibniz-tétel komplex forméja szerint f-nek létezik V-n értelmezett
primitiv fliggvénye, vagyis van olyan g : V' — F' holomorf fiiggvény, hogy Dg C f.
A g holomorf fliggvény kétszer is C-differencidlhaté (sét C-analitikus), ezért f a V
minden pontjaban C-differencialhato, vagyis f holomorf. B

Allitas. Legyen F' komplex Banach-tér, f : C »— F holomorf fliggvény,
a € Dom(f), és r € RT olyan szdm, amelyre B,(a;C) C Dom(f). Ekkor minden
n € N és z € B,.(a;C) esetén

D)) < 2 ! sip £

+1
rh (1 |Z - a\)" 2’€C; |z’ —al=r
r
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teljesiil. (Cauchy-egyenlétlenséy.)

Bizonyitds. Nyilvanvald, hogy Cauchy maésodik integrdlformuldja szerint minden
n € N és z € B(a;C) esetén

1
n! f fla+ 7’627th 2mire?™it

D" f)(2) = o - d
( f)(Z) 271 (ch . n+1 27.” J a + re2mit _ )n—|—1 :U’R( )

Ya,r

1

nl/ f(a+7,62ﬂit)e—27rint

d.UR(t)v
rn . n+1
r

amibdl kovetkezik, hogy

2mit
(D" HEI < / 1@+ re™ DI gty <

(Z - a> o—2mit
n! 1
< — ( sup || f(z' )||> / T der(t).
r z'€C; |z —a|=r ‘ (Z — Cl) orit
1- e

0

r

Ha w € C és |w| < 1, akkor |1 —w| > 1 — |w| > 0, ezért minden ¢ € [0, 1] esetén
minden N > n-re és B,(a;C) > z-re

1 1

<
n+l — n+1”’
r r

amibol a fentiek alapjan kovetkezik, hogy

n _' ! 1
2R PIC] (Z/GC;SEP_M_T If(= )||> (1 i a|>n+1’

r

amit bizonyitani kellett. B

Az eléz6 allités feltételei mellett minden n € N és 2 € B,.(a; C) esetén
n n! /
[Nl <~ sup ()]

z'€C; |z —a|=r

is teljesiil. Gyakran ezt az egyenl6tlenséget nevezik Cauchy-egyenldtlenségnek.

A kovetkezo allitds megfogalmazasa el6tt emlékeztetiink arra, hogy ha F
vektortér a K test felett, akkor egy P : K — I leképezést (legfeljebb m-ed
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fokd, egyvaltozos) polinomidlis fiiggvénynek neveziink, ha létezik olyan n € N,

(ck)o<k<n € F"™ és a € K, hogy P = ch.(idK — )k
k=0

Tétel. (Liouville-tétel.) Legyen F komplex Banach-tér és f : C — F holomorf
fiiggvény. Tegylik fel, hogy 1étezik olyan P : C — F legfeljebb n-ed foku polinomialis
fiiggvény és létezik olyan R € R*, amelyre minden z € C esetén, ha |z| > R, akkor
|f(2)]] < ||P(2)] teljesiil. Ekkor f is legfeljebb n-ed foku polinomidlis fliggvény.

n
Bizonyitds. Legyen (c)o<k<n € F"T1 és a € C olyan, hogy P = Z c-(ide — a)*,
k=0
tovabba rogzitsiink olyan R € R* szamot, amelyre minden z € C esetén, ha |z| > R,
akkor |[f(2)[| < [|P(2)]l

Ha r €]la|+ R, — [ és 2’ € C olyan, hogy |2’ —a| = r, akkor |2/| > r —|a|] > R, ezért
a Cauchy-egyenl6tlenség alapjan minden N 3 k-ra

k! k!
IO @)l <5 s fEII< 5 sup [P <

z'eC; |z —a|=r z'€C; |z —a|=r

k:' ‘ n ) n -
<% _ sup Z leillls” —al’ = = > llellr? = k1Y el
§=0 §=0

z'€C; |2/ —a|= =T =0

Ebbdl kovetkezik, hogy k > n esetén
I(D* (@) < lim k"z legllr7=* | =0,

vagyis (D¥ f)(a) = 0. Ugyanakkor az f fiiggvény egyenld a sajat a pontbeli Taylor-
soranak osszegfiiggvényével az egész C-n, igy

i @d@—a)k:im.(idc—a)k,

k!
= k=0
tehat f legfeljebb n-ed foki polinomialis fiiggvény. B

Kovetkezmény. Ha F' komplex Banach-tér és f : C — F korldatos holomorf
fliggvény, akkor f allando.

Bizonyitds. Az allitas a Liouville-tétel n = 0-ra vonatkozo specidlis esete. Bl

Kovetkezmény. (Az algebra alaptétele.) Ha P : C — C legaldbb elséfoku
polinomialis fiiggvény, akkor 1étezik olyan z € C, hogy P(z) = 0.
Bizonyitds. Indirekt bizonyunk, tehat feltessziik, hogy P : C — C olyan legalabb
els6foki polinomidlis fiiggvény, amelynek nincs gyoke. Ekkor az 1/P reciprok-
fiiggvény az egész C-n értelmezett holomorf fiiggvény. Az V. fejezet 8. pontjaban
igazoltuk, hogy barmely C' € R* esetén van olyan R € R*, hogy minden C > z-
re, ha |z| > R, akkor |P(z)| > C. Rogzitve egy C € RT szdmot, és valasztva
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ehhez egy ilyen tulajdonsdgi R* > R-t; azt kapjuk, hogy minden z € C esetén,
ha |z| > R, akkor |1/P(z)] < 1/C. Ugyanakkor a |P| : C — R filiggvény
folytonos és seholsem nulla, ezért a Weierstrass-féle minimum-elv alapjan van olyan
c € R*, hogy a Br(0;C) kompakt gémb minden z pontjaban |P(z)| > c. Ebbdl
kovetkezik, hogy minden C > z-re [1/P(z)| < max(1/C,1/c), vagyisaz 1/P : C — C
holomorf fliggvény korlatos. A Liouville-tétel alapjan 1/P konstansfiiggvény, ami
természetesen nem igaz. M

Allitas. Legyen Q@ C C nyilt halmaz, F komplex Banach-tér, és (fr)keN
olyan sorozat, hogy minden k£ € N esetén f; : 2 — F' holomorf fiiggvény. Ha
ez a fliggvénysorozat lokdlisan egyenletesen konvergens az {2 halmazon, akkor a

klim fi + Q@ — F limeszfliggvény szintén holomorf, és minden n € N esetén
— 00

a (D" fr)ren fiiggvénysorozat lokalisan egyenletesen konvergens 2-n, valamint
D" (lim fk) = lim (D" f%).
k—oo k—oo
Bizonyitds. Legyen f := klim fr. Az V. fejezet 11. pontjanak eredményei szerint
— 00

f folytonos fiiggvény, tovabba az (fx)ren fliggvénysorozat az 2 minden kompakt
részhalmazan egyenletesen konvergens.

Legyen a € Q rogzitett pont, és vegyiink olyan r € R* szdmot, amelyre B, (a;C).
Ha z € B,(a;C), akkor az
()
id((j —a keN

fiiggvénysorozat egyenletesen konvergens az Im(7,,) koriven, mert ha 2’ €

Im(Ya,r), vagyis |2/ —a| = r, akkor |2/ — z| > |2/ —a| — |z —a| =7 — |z — q],
tehat
sup |[fu(z") — F(Z)]]
sup ez f(Z) # €Im(va,r)
velm(yan) |2 —a 2 —af| ~ r—|z—a ’

és itt a jobb oldal 0-hoz tart, ha k — oco. Ezért a vonalintegral tulajdonsagai szerint
minden z € B,(a;C) esetén

(Con )@ =5 [ s =5 jim [ = (e, () )

21 Zd(c —a 271 k—oo
Fyﬂ,’l“ ’7(1,7’

ami azt jelenti, hogy a (C%m( fk)) keN fliggvénysorozat pontonként konvergal a
C,..(f) fiiggvényhez a B,(a;C) halmazon. Ugyanakkor minden N > k-ra fj
holomorf fiiggvény, igy Cauchy masodik integralformuldja szerint f = C,,  (fx)
a B,(a;C) halmazon. Tovabba, az (fi)ren fliggvénysorozat a B,.(a;C) halmazon
pontonként konvergdl f-hez, az f definiciéja alapjdn, ezért f = C,_  (f) teljesiil
a B.(a;C). Ebbél a Cauchy-transzformaltak analitikussdgi tulajdonsdgainak
ismeretében kapjuk, hogy f analitikus a B,(a;C) gémb minden pontjaban. Ezzel
megmutattuk, hogy f holomorf fiiggvény.

Legyen most n € N rogzitett. Megmutatjuk, hogy ha a € {2 és r € R™ olyan, hogy
B, (a;C), akkor a (D" fx)ren fliggvénysorozat egyenletesen konvergal D™ f-hez a
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B,/ (a;C) halmazon, ha " < r. Valéban, legyen ' € R* olyan, hogy " < r és
z € B,/(a;C). A Cauchy-egyenl6tlenség szerint minden N 5 k-ra

n n n! 1
(D" fr)(2) = (D" ()] < — o suwp k(2 = fEDI <
r 1_ |Z — Cl| z'€C; |z —a|=r
r
n! 1
oy gt suwp k(2 = £,
r < r ) z'€C; |z —a|=r
1— —
r
amibol kovetkezik, hogy
n! 1
sup [ fe(2") = F(NII.

z€B,/ (Cl;C)

sup  [[(D" fi)(2) = (D" f)(2)] < T—HW S A

Tekintettel arra, hogy
lim  sup  |fu(z) — f() =0,

k—oo ,iec; |z’ —al=r

a (D" fr)ken fliggvénysorozat egyenletesen konvergdl D™ f-hez a B, (a;C) hal-
mazon. Ezzel megmutattuk, hogy a (D" fi)ren fliggvénysorozat lokélisan egyen-

letesen konvergens 2-n, valamint D™ | lim f; | = lim (D" f). A
k—o00 k—o0
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Gyakorlatok

1. a) A Cauchy-integraltétel ekvivalens a kovetkez6 éllitdssal: ha F komplex
Banach-tér, f : C — F holomorf fiiggvény, és ~vo,71 : [0,1] — C olyan zart,
szakaszonként Cl-osztdlyd fvek, amelyek kontiirhomotépok a Dom(f) halmazban,

akkor
1]
Yo 8!

b) Az els¢ Cauchy integralformuldra vonatkoz6 tétel ekvivalens a kovetkezd &lli-
tassal: ha F' komplex Banach-tér, f : C — F holomorf fiiggvény, és v olyan zart,
szakaszonként C't-osztalyt {v C-ben, amelyhez létezik U C C egyszeresen Osszefiiggd
nyilt halmaz gy, hogy Im(vy) C U C Dom(f), akkor

[=0
v

(Utmutatcis. a) A Cauchy-integréltételben az f fliggvényre azt tessziik fel, hogy
Dom( f) nyilt halmaz és minden z € Dom/( f) ponthoz létezik f-nek olyan g primitiv
figgvénye, hogy z € Dom(f). Ez a feltevés ekvivalens az f holomorfitdsaval, mert
minden C-differencidlhato fiiggvény kétszer is C-differencialhaté.

b) Az elsé Cauchy-integralformuldrdl szol6 tételben az f fiiggvényre azt tessziik fel,
hogy f folytonos és a Dom(f) minden pontjadban C-differencialhaté, legfeljebb egy
pontot kivéve. Legyen f ilyen fiiggvény, és a € Dom/( f) olyan pont, hogy f folytonos
a-ban és a Dom(f)\{a} minden pontjaban C-differencidlhaté. Legyen + olyan zart,
szakaszonként Cl-osztalyt fv, amelyhez létezik olyan U C Dom(f) egyszeresen
osszefiiggd nyitl halmaz, hogy I'm(vy) C U. Ha a ¢ U, akkor U C Dom(f) \ {a}
miatt az f|y fiiggvény holomorf. Ha a € U, akkor a megsziintethet6 szingularitasok
tétele szerint f az a pontban is C-differencidlhatd, tehat az f|y fliggvény holomorf.
Ezért az f|y : U — F holomorf fiiggvényre alkalmazva a b)-ben megfogalmazott

allitast kapjuk, hogy
[ = [um=o
v v

2. Legyen F' komplex Banach-tér és f : [0, 1] x [0, 1] — F folytonos fiiggvény. Ekkor

er(cos(t),sin(t))dt—z’/lf (Z“_l Z_?_l)dz.

teljesiil.)

z 2 72
0,1

Ennek, és a masodik Cauchy integralformulanak alkalmazasaval igazoljuk, hogy
minden € € [0, 1] esetén

27

/ 1 g — 2m
1—2ccos(t) +e2 1 —¢2’
0

2

/ 1 d — 2
(14+ccos(t))2  V1—e2

0
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(Utmutatds. Bebizonyitjuk az utolsé formuldt. Teljesiilnek a kovetkezd egyenlosé-
gek:

27

1 . 1/z L
[ rwmre 7 e

0 Yo,1

__g/ 2 dz——ﬁ/ ide
g2 (22 + (2/6)2 + 1)2 g2 (Zd(c — Z+)2(idc - Z_)27

0,1 Yo0,1

ahol bevezettiik a

—1FV1—¢e?
Zyi=——
£
jelolést. Konnyen lathatd, hogy zy € B1(0;C) és z— € C\ B1(0;C), ezért az
idc/(idc — z_)? : C\ {2} — C fiiggvény definiciés tartomdnya tartalmazza a

B1(0; C) gombot, igy Cauchy masodik integralformulajat alkalmazva kapjuk, hogy

<D (#)) () = 21_7;2 (ide — 2+)igécid<c —z)

Yo0,1

Egyszerii szamolassal adodik, hogy itt a bal oldal egyenl6 a

Z_+zp 2[4

(2= —24)? Vi-¢e2

szdmmal.)

3. (A Cauchy-transzformdcid dltaldnositisa.) Legyen (T, %,0) olyan mértéktér,
hogy 0 : # — C korldtos komplex mérték, és T o-véges X szerint. Legyen tovabba
g : T — C tetszbleges -mérhetd fiiggvény. Ekkor minden z € C\ Im(g) és k € N
esetén

1

TESL € Le(T,%,9),

tovabba az

— 1
fo,g : €\ Im(g) — C; z’_)T/g(t)——z do(t)

fiiggvényre teljesiilnek a kévetkezok.

- Az fy 4 fliggvény C-analitikus.

- Minden a € C\ Im(g) esetén az fy, fliggvény a kozépponti Taylor-sordnak

konvergencia-sugara nagyobb-egyenld a r := distm(a) szdmnal, és fy , egyenld a

Taylor-sor Gsszegfliggvényével a B,.(a; C) halmazon.

- Minden a € C\ Im(g) és k € N esetén

1

g — e 0

(D" fo.0)(a) = k! /

T
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(Utmutatds. Minden z € C\ Im(g) és k € N esetén az

1

G- T

fliggvény 6-mérhetd és korldtos, ezért f-integrdlhato, hiszen 6 korlatos mérték (IX.
fejezet, 9. pont). Legyen a € C\ Im(g) és r € R* olyan, hogy B, (a;C) C C\ Im(g).
(g(t) — a)*+t

Ha z € B,(a;C), akkor minden N > k-ra
k
1 |z —a

< Z

r () ( r )
és |z — a|/r < 1, kovetkezésképpen a
S

(g —a)kt!

keN

(z—a)"

sup
teT

fliggvénysor normaélisan konvergens a T halmazon, és 6 korlatos mérték, igy
foae) = [ v = [ : (1)
97 Z) = = =
! S g(t) =z J (g(t) =)= (z—a)

- T/ (g(t)l_ a) (1 — (2 - a)l/(g(t) - a)> do(t) =

o0 k o0 2 —a)k
/Z k+1 do(t) :Z/W do(t) =
1

k:O k=0
k
= z—a —— di(1).
> [ =gy 0
T
Ebbdl latszik, hogy a

k
Zd(c — Cl / — Ct k-i-l d9(t)
keN A

fiiggvénysor a B;.(a; C) gdbmb minden pontjdban konvergens, és az 6sszegfiiggvénye
egyenld fy 4-vel ezen a halmazon. Ezért fy , az a pontban C-analitikus és

To (fo.9) = D _(idc — a)* / W do(t),

kEN o

vagyis a Ty (fg,) Taylor-sor konvergencia-sugara nagyobb-egyenlé a sup{r €
R*[B,(a;C) € C\ Im(g)} szdmnél, ami egyenl disty—— o )( a)-val, és a Ty (fo,9)
osszegfliggvénye egyenld fy g-vel az a centrumu, dist;—— ( ) sugaru nyilt gdmbdn.
Ebbdl kiolvashatd, hogy minden N 3> k-ra

(D f0)(0) = 1 | ooy db0)

T
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teljesiil.)

4. (A paraméteres integrdlfigguvények holomorfitisa.) Legyen F komplex Banach-
tér, Q@ C C nyilt halmaz, (T,%,0) komplex mértéktér, és (f;)ier olyan fiigg-
vényrendszer, hogy minden ¢ € T esetén f; : 2 — F holomorf fiiggvény. Tegyiik
fel, hogy minden Q > z-re a T — F; t — fi(z) fliggvény 6-integralhaté, tehat az

f+ dO(t) paraméteres integrélfiiggvény definiciés tartomanya egyenlé Q-val. Ha

T
minden a € 2 pontnak 1étezik olyan V kornyezete C-ben, hogy V C Q és

/ sup [|2(2)]| dJ6](t) < +oo.
zeV

akkor az / fr dO(t) figgvény holomorf, és minden N 3 n-re
T

D" T/ f,do) | = / (D™ £,)dO(t).

T

(Utmutat_oﬁs. Legyen a € () rogzitett pont. A feltevés szerint van olyan r € RT,
amelyre B, (a;C) C Q és

[ s i@l e < voe
z€B(a;C)

Vezessuk be a

_ 4
h:T—Ry; t—— sup | fi(2)]
2€B.(a;C)

fliggvényt, amelyre az el6zoek alapjan
/ h d|f] < 400

teljesiil. Ha ¢t € T, akkor B,.(a;C) C Q = Dom(f;) miatt az f; fiiggvényre felirhaté
a Cauchy-egyenl6tlenség, amely szerint minden z € B, /2(a; C) esetén

1 4
sw ()] <

1
O ey S

sup [[fi(2)[] =: h(D).
z€B,(a;C)

Ezért a paraméteres integralfiiggvények differencidlhatésaganak tétele (IX. fejezet,

8. pont) alapjan az / f+ dO(t) paraméteres integralfiiggvény C-differencidlhat6 a-
T

ban (figyelembe véve a IX. fejezet, 8. pont, 6. gyakorlat eredményét), tovabba a
T — F; t— (Df;)(a) figgvény f-integralhatd, és

D / fodo(t) | ] (@) = / (Df:)(a) do(1).

T
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Ebbdl kiindulva, n szerinti teljes indukciéval bizonyithatunk a magasabb rendii
derivéltakra.)

5. Az f:=1/(1+id}) : R — R fiiggvény R-analitikus és To(f) = Y _(—1)*idz",
keN

tehat az f fiiggvény 0 kezd6éponti Taylor-soranak konvergencia—sugar§ 1, ami nem

nagyobb-egyenld a sup{r € R*|B,(0;R) C Dom(f)} = +oo szamnal. Tehat a

Taylor-sorfejtés maximalitdsa altalaban nem igaz valés analitikus fiiggvényekre.

Vizsgéaljuk meg a 0 kozéppontu Taylor-sorfejtés maximalitdsat az 1/(1 + id%) :

C\ {—i,i} — C holomorf fiiggvényre!

6. Legyen F' komplex Banach-tér és f : C »— F holomorf fiiggvény. Minden
U C Dom(f) egyszeresen osszefliggé nyilt halmazhoz 1étezik olyan (f,)nen flige-
vénysorozat, hogy minden N > n-re f, : U — F holomorf fliggvény és D" f,, C f.

((jtmuta,tais. Elemi rekurziét alkalmazhatunk olyan (f,,)nen fliggvénysorozat 1étezé-
sének bizonyitasdhoz, amelyre minden n € N esetén f,, : U — F holomorf fiiggvény,
fo := f az U halmazon, és ha n > 0, akkor Df, = f,—1. Ehhez felhasznalhato
az, hogy egy holomorf fliggvénynek a definicids tartoméanya &altal tartalmazott egy-
szeresen Osszefiiggé nyilt halmazon 1étezik primitiv fliggvénye.)

7. (A szigori lokdlis maximum elve.) Legyen F' komplex Banach-tér és f: C — F
holomorf fiiggvény. Ekkor az || f|| : Dom(f) — Ry fliggvénynek a Dom(f) halmaz
egyetlen pontjaban sincs szigord lokalis maximuma.

(Utmutatds. Azt kell megmutatni, hogy ha a € Dom(f), akkor az a pont minden
V' kornyezetéhez 1étezik olyan z € (V' \ {a}) N Dom(f), amelyre || f(a)]] < || f(2)]|-
Ez igy van, mert ha r € R* olyan, hogy B, (a;C) C V N Dom(f), akkor a Cauchy-
egyenlotlenség alapjan

If@l < sup — FEDI

z'€C; |z —a|=r

tehdt az || f|| figgvény folytonossdga és a {z’ € C||z’ —a| = r} korvonal kompaktsiga
miatt létezik olyan z € C, hogy |z — a| =7 és

sup  [[f(Z)II =11/ (2],

z'€C; |z'—a|=r

fgy a = € (V'\ {a}) N Dom(f) pontra [|f(a)l| < | £(=)] teljesiil.)

8. Adjunk példat olyan F' komplex Banach-térre és olyan f : C - F' holomorf
fiiggvényre, amely nem konstansfiiggvény, de létezik az ||f|| : Dom(f) — Ry
fiiggvénynek a Dom(f) halmaz valamely pontjaban (nem szigorid) lokalis maxi-
muma. Tudunk-e ilyen példat adni dim(F) =1 esetén?

(Utmutatds. Legyen F := C2 a max-normdval ellétva, u € C olyan, hogy |a| = 1,
tovabba értelmezziik az

f:B1(0;C) = F; zw+ (z,u)

fiiggvényt. Ekkor f nem &llandé holomorf fliggvény, de minden z € B;(0;C) esetén
| f(2)]] = max(|z], |u|) = 1, vagyis az || f|| figgvénynek a Dom(f) minden pontjiban
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lokélis maximuma van. Ha dim(F') = 1, akkor a 10. gyakorlat szerint ilyen fiiggvény
nem létezik.)

9. Legyen f : C »— C holomorf fiiggvény, a € Dom(f), és r € R* olyan, hogy
B, (a;C) C Dom(f). Ekkor fennéll a

27

X DEN@N a1 ;
2 (—k! ) rzk—%/\f(cH—re 12 ae

0

egyenloség.

(Megjegyzés. Ha F komplex Hilbert-tér (XIL fejezet, 5. pont), f : C — F
holomorf fiiggvény, és r € R olyan, hogy B, (a;C) C Dom(f), akkor fennall a

EZ(WDZX(M) /Mfa+re>wde

k=0

egyenl6ség.)
(Utmutatds. Legyen z € By (a; C); ekkor a

(D*f)(a) (D¥f)(a)

Z k! (Z - a)kv Z k! (Z - a)k
keN keN

numerikus sorok abszolut konvergensek, ezért ezek Cauchy-szorzata is abszolut

konvergens és

oo k 7 5
f(2)2 = f(2)f(z) = 3 (D7 £)(a) (DF9 f)(w) f)('a)

=\= 3 k=) (2 —a)(z — @)

Ebbdl kovetkezik, hogy minden 6 € R esetén

Hf(cH—re ||2 ZT Z Djf)( ) (Dk )('Cl)e—i(k_zj)g ’

P (k= 4)!

tovabb4d a

& I
Zrk Z DJ D('; Jf)('ﬂ)e—i(k—zj).idR
kEN j=0 —J)!

fliggvénysor pontonként abszolut konvergens R-en. Megmutatjuk, hogy ez a fiigg-
vénysor normdlisan konvergens R-en. Valdban, jelolje R az f fiiggvény a kozépponti
Taylor-sordnak konvergencia-sugarit, és legyen p €|r, R[ rogzitett szam. Ekkor
k € N esetén minden R > #-ra

. -
o Z Djf D(k j];))('a)e—i(k—Zj)G _
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r\* | (D7 f) (DF1)(@) oy ihay
_() Z( j!(a)p - ])>('ﬂp oilk=2)0| <

k k i k k i
r (D7 f)(@) ;| [(D¥7f)(a) woyi| _ (T (D7 f)(a) ;
S(p) ;O ! pYH G " _<p) JZ::O J! ‘ =
2
e [ oo ‘
r (D7 f)(a) ;
= <p) ;0 ! p]‘ ’
tehat minden k € N esetén
k —- k o0 ; 2
N D]f Dk_Jf)(a)efz‘(kf%')@ r (D' f)(a)
g A e ] <(5) |X %

Ebbél r/rho €]0, 1] miatt kapjuk, hogy a

50 (3 0@ D@, s

keN 7=0 j! <k_j)

fiiggvénysor normélisan konvergens R-en, és az elézoek alapjan

(D9 )0) DTH@ 12y
| f(a+re"i)||? = Zr ;} i i) o—i(k—27).id

Ezért a Lebesgue-tétel alkalmazasaval

27 00 k . JE— 27
1 i0\|12 19 (D’ f)(a) (Dk_yf)(a)i —i(k—25)0 _
27T0/|f(a+re P =3 | 3 PO 2Wo/e @ | =

adédik.)

10. (A lokalis mazimum elve.) Legyen f : C > C holomorf fiiggvény és
a € Dom(f). Ha f nem &alland6 az a valamely kornyezetén, akkor az |f| fiige-
vénynek nincs lokalis maximuma a-ban, vagyis a a minden kornyezetében van olyan
z € Dom(f) pont, amelyre |f(z)] > |f(a)].

(Utmutatds. Legyen f : C »— C holomorf fiiggvény és a € Dom(f) olyan
pont, amelyben |f|-nek lokélis maximuma van. Megmutatjuk, hogy |f| az a pont
valamely kornyezetén allandé. Legyen r € R olyan, hogy B.(a;C) C Dom(f)
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és minden z € B,.(a;C) esetén |f(z)| < |f(a)|. Ekkor minden 6 € [0,27] esetén
|f(a+re?)| < |f(a)|, tehdt a 9. gyakorlat alapjan

27

o XD H@NT 1 002
a)l +kZ:1(T> rk—%0/|f(a+ree)| dh <

1 27
<5 [ 1f@Pds = @)
0

Ebbol kovetkezik, hogy

g (|<Dk]£><a>|>2r% 0

tehat minden k € N* esetén (D¥ f)(a) = 0, vagyis
k
f= Z( Sl >) (ide — )" = f(a)

teljestil a B,(a;C) halmazon.)

11. (Holomorf fiiggvény gyokei.) Legyen F komplex Banach-tér, f : C — F
holomorf fiiggvény és

Ny :={z € Dom(f) | f(2) = 0},

vagyis Ny az f gyokeinek halmaza. Ha Dom(f) Gsszefiiggd és f nem azonosan 0,
akkor teljesiilnek a kovetkezok.

a) Az Ny halmaz diszkrét, tehat minden pontja izolalt.

b) Minden a € N; ponthoz egyértelmtien létezik olyan m € N* és olyan g :
Dom(f) — F holomorf fiiggvény, hogy g(a) # 0 és minden Dom(f) > z-re
f(z) =(z—a)"g(z) (ezt az m szdmot nevezziik az a gydk multiplicitasdinak).

c) Az Ny halmaz megszamldlhato.

(Utmutatds. Ha az a € Ny pont nem volna izolalt pontja Ng-nek, akkor létezne
olyan N¢-ben haladé injektiv sorozat, amely a-hoz konvergal; ekkor az f fliggvény
C-analitikussaga és Dom(f) Osszefiiggésége kovetkeztében f azonosan nulla volna
(VIL. fejezet, 10. pont, 9. gyakorlat). Ezzel az a) allitast igazoltuk.

A b) bizonyitdsdhoz legyen a € Ny rogzitve. Van olyan k € N*, hogy (D¥ f)(a) # 0,
kiilonben az f fiiggvény a pontbeli C-analitikussdga és f(a) = 0 folytan létezne
fraka-nak olyan kornyezete, amely részhalmaza N¢-nek, ami az a) miatt lehetetlen.
Ezért jol értelmezett az m = min{k € N*|(D¥f)(a) # 0} természetes szdm, igy

létezik a-nak olyan kornyezete, amelyen
Z DF f

o0 k
k=0 ) )

k=m

Zd(: m f: < Dkf ) (Zd(c - a)k’m
k=m
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teljestil. Ertelmezziik a
| [ f@/-a" hazta
o:Dom(f) = Fi 2o (p i s

fiiggvényt. Az el6zoek alapjan g folytonos az a pontban, és C-differencialhaté a
Dom(f) \ {a} halmaz minden pontjaban, ezért a megsziintetheté szingularitdsok
tétele alapjan g holomorf. (Ez egyébként latszik abbdl is, hogy fennall a

o0 k
5= 3 (ZD@) 11, o

k=m

egyenl6ség az a valamely kornyezetén, ezért g az a pontban C-analitikus.) Tovabb4,
g(a) # 0 és minden z € Dom(f) esetén f(z) = (z —a)™g(z). Ha ¢’ : Dom(f) — F
szintén olyan holomorf fiiggvény, hogy ¢'(a) # 0 és minden Dom(f) o z-re f(z) =
(z—a)™g (z), akkor m’ < m esetén a Dom(f)\ {a} halmazon (idc —a)" ™ g = ¢,
igy ¢'(a) = liam ¢’ = 0, ami nem igaz; és hasonléan m < m’ is lehetetlen, igy m = m/,

és akkor szitkségképpen g = ¢’. Ezzel a b) allitast is igazoltuk.

A c¢) bizonyitasdhoz vegyiink a C kompakt részhalmazainak olyan (K, ),cn soro-

zatdt, hogy Dom(f) = |J K, (IL. fejezet, 2. pont, 5. gyakorlat). FEkkor
neN
Ny = U (K, N Ny), igy az Ny megszamlalhatésaganak bizonyitdsahoz elég volna
neN
azt megmutatni, hogy minden K C Dom(f) kompakt halmazra K N Ny véges. Ez

viszont a Bolzano-Weierstrass-tétel és az Ny diszkrétsége miatt nyilvanvald, hiszen
ha K NNy végtelen volna, akkor létezne olyan ebben haladé injektiv sorozat, amely
a K valamely pontjdhoz konvergalna; de egy ilyen limeszpont az f folytonossiga
miatt gyoke volna f-nek, igy nem lehetne izolalt pontja Ng-nek, ami ellentmond az
a) allitasnak.)

12. Legyen f : C — C holomorf fiiggvény. Ha U C Dom(f) olyan egyszeresen
Osszefliggd nyilt halmaz, hogy minden U > z-re f(z) # 0, vagyis f-nek nincs gyoke
U-ban, akkor 1étezik olyan g : U — C holomorf fiiggvény, amelyre f = Fxpo g az
U halmazon.

(Utmutatoﬁs. A (Df)/f : C — C fluggvény holomorf, és a definiciés tartoménya
tartalmazza U-t, tehat az U egyszeres Osszefiiggdsége kovetkeztében létezik olyan
h : U — C holomorf fliggvény, hogy (Df)/f = Dh az U halmazon. Ekkor

D (E:z:po h) _ (f(Dh) = Df)(Expoh)

f f?
az U halmazon, igy az U Osszefligg&sége folytan az (Fxzpo h)/f figgvény allando,
tehat létezik olyan ¢ € C\ {0}, hogy Expo h = c¢f az U halmazon. Ha b € C olyan
szdm, hogy ¢ = Exp(b), akkor a g := h—>b fiiggvény eleget tesz a kovetelményeknek.)

13. Legyen D C C diszkrét zart halmaz és F' komplex Banach-tér. Tegyiik fel,
hogy f,g: C\ D — F olyan holomorf fiiggvények, hogy az f — g fiiggvénynek a D

halmaz minden pontjiban létezik hatdrértéke, tovabba sup || f(z) — g(2)| < +o0
zeC\D
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(vagyis az f — g fiiggvény korldtos), és ig{D | f(2) — g(2)|| = 0. Ekkor fennéll az
z€

f = g egyenlGség.

(Utmutatds. Jelolje h az f — g fiiggvény holomorf kiterjesztését C-re. A megsziin-

tethet6 szingularitasok tétele alapjan h : C — F holomorf fiiggvény, és az f — g

korlatossaga miatt korlatos is. A Liouville-tételt alkalmazva kapjuk, hogy h kons-

tansfiiggvény. Az inf ||h(z)]| < inf ||f(z) — g(2)|| = O feltétel alapjén h = 0, igy
zeC zeC\D

f=9)
14. (Riemann-féle zéta-fiigguény.) Mutassuk meg, hogy a

1
2 ik

keNt

fiiggvénysor normalisan konvergens minden {z € C|PRe(z) > «} alakd halmazon,
ahol o > 1 tetszéleges valés szam. Igazoljuk, hogy

1
{z€C|Re(z) >1 C; —
e R =

figgvény (amit Riemann-féle zéta-fliggvénynek neveziink) holomorf. Jeldlje (pk)ren
azt a szigorian monoton noévé sorozatot N-ben, amelyre {pi|k € N} egyenld a
primszamok halmazaval. Bizonyitsuk be, hogy minden z € C esetén, ha JRe(z) > 1,

akkor a )
11

—Z
keNl_pk

végtelen szorzat konvergens, és fenndll a

végtelen szorzat, valamint a

sor divergens, tovdbba minden z € C esetén, ha fRe(z) > 1, akkor ((z) # 0, vagyis
¢-nak nincs gydke a {z € C|Re(z) > 1} halmazban.

Igazoljuk tovabba, hogy a

-1 k—1
) %

keN; k>1
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fliggvénysor egyenletesen konvergens az {z € C|QRe(z) > 0} nyilt félsik minden
kompakt részhalmazan, ezért jol értelmezett a

o e Cme) > 0 € e 3 D
k=1

fiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy a (, fliggvény holomorf és minden z € C esetén, ha
MRe(z) > 1, akkor

C(Z) - 1 %(221)—2’
kovetkezésképpen a
{z € CMe(z) > 0]\ {1} = C; 2z =20 §a<2j>_z

fiiggvény holomorf kiterjesztése a ¢ fiiggvénynek a {z € C|Re(z) > 0}\{1} halmazra.
Ezt a kiterjesztést is Riemann-féle zeta-fiiggvénynek nevezziik, és (-val jeloljiik. Iga-
zoljuk, hogy (,(1) = log(2) és

lim ((z —1)((2)) = 1.

z—1

(Megjegyzés. A ( fiiggvénnyel kapcsolatos kapcsolatos az a Riemann-t6l szarmazo,
maig sem bizonyitott sejtés, hogy minden gyoke rajta van a {z € C|Re(z) = 1/2}
egyenesen.)

(Utmutatds. Legyen o > 1 rogzitett valés szam. Ha k € N*, akkor
1

—| = sup
k* ‘ z€C; Re(z)>a

1 1

sup W = k_a7

z€C; Re(z)>a

és tudjuk, hogy a
1
> e
keN; k>1

hiperharmonikus sor o > 1 miatt konvergens (II. fejezet, 4. pont), igy a majordns
kritérium alapjan a
1
Z kidc

keNt

fliggvénysor normélisan konvergens a {z € C|PRe(z) > a} halmazon. Masfeldl,
minden K C {z € C|Re(z) > 1} kompakt halmazhoz van olyan o > 1 valds szam,
hogy K C {z € C|Re(z) > a}, igy ez a fliggvénysor normélisan konvergens a
{z € C|Re(z) > 1} halmaz minden kompakt részhalmazan. Minden k& € N* esetén
k—ic = Eaxp o (—idc.log(k)), ezért az k~%c : C — C fiiggvény holomorf, igy a
holomorf fliggvények lokalisan egyenletes limeszének holomorfitasa miatt a

=1
Z kzidc
k=1
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osszegfiiggvény értelmezve van és holomorf a {z € C|9Re(z) > 1} halmazon.

Megmutatjuk, hogy z € C és PRe(z) > 1 esetén a

H 1

—z
keNl_pk

végtelen szorzat konvergens, és fenndll a

egyenléség. Ha z € C és MRe(z) > 1, akkor a

H 1

—z
ren 1 Py

végtelen szorzat konvergencidja kovetkezik a XI. fejezet, 2. pont, 2. gyakorlatabdl
és abbdl a nyilvanvald ténybdl, hogy a

>

z
ren Pk

sor abszolit konvergens. Legyen most z € C olyan szdm, amelyre Re(z) > 1. Ha
k € N*, akkor |p, “| < 1, tehdt minden n € N* esetén

n—1 1 n—1 o) 1 n—1 [fm—1 1
=T 5] = T (X5 ) -
— > in
ico L~ Pk <o \j=o P’ m=ee o \ o PR
n—1 1 n—1 *) -z
. . o(k
S ¥ (M) & (6) -
oceZ(n;m) \k=0 Pk c€F (n;m) \k=0
. 1
= lim e
JEAm

ahol m,n € N* esetén

n—1
Amm = { [[ 07" 1 0 € Z(mym) }.
k=0

Ezért minden n € NT esetén
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Megmutatjuk, hogy m,n € N* esetén minden N\ A4,,, > j-re j > min(2™,p,).
Valéban, ha j € N\ A,, , akkor j > 1, és az A,,,, halmaz értelmezése alapjan

- vagy létezik olyan k > n természetes szam, hogy pi primosztéja j-nek: ekkor
Pn <Pk <5

- vagy a j mindegyik primosztéja eleme a {py|k € n} halmaznak, de létezik
olyan k € n és olyan ¢ > m természetes szdm, hogy p] osztéja j-nek: ekkor
2" =pgt < pp <.

Ebbél kévetkezik, hogy ha m,n € NT, akkor minden k > max(A4,, ) természetes
szamra

L 1 s 1
ST A Y A Y mmE Yoo
JEAm n JEk; jE€Am n JEk; jE€Am n Jj=min(2™,p,)
ezért fenndll a
g 1
mlSi- Y s > oo
JGAmn j=min(2™,py,)
egyenlotlenség. Nyilvanvald, hogy minden Nt 3 n-re
o0 o0
) 1 1
mlgnoo Z j%e(z) - Z jiﬁe(z)’

j:min(zmvpn) J=Pn

amibol kovetkezik, hogy
n—1 k-1 >
1 1 1 1
' kl;[) 1=y meee \ koo 9 U7 j;pn 7
ezért fenndll a
= 1
) =1]—=
ko 1~ Py
egyenldség is, hiszen
=1
m Z e
J=Pn

Legyen most z € C olyan szam, amelyre fRe(z) > 0. A feltételes konvergencia
Abel-kritériumanak (II. fejezet, 4. pont) alkalmazédsaval megmutatjuk, hogy a

(_l)k—l
Z k=
keN; k>1
sor konvergens C-ben, és minden N* > m-re teljestil a

f: Ls

k=m

! || 1

Re(z) mMe(2)

<




104 XI. HOLOMORF FUGGVENYEK

egyenl6tlenség. Ehhez legyen minden k € N* esetén ay, := k™% és by := (—1)F~L
Nyilvdnvald, hogy a (by)ren sorozat korlatos részletosszegii, és PRe(z) > 0 miatt az
(ag)ren+ sorozat korldtos valtozasu is, mert ha k € Nt akkor a Newton-Leibniz-
formula alkalmazasaval kapjuk, hogy

k1
1 1 1
— - = ——dt
o okt1): / g1
k
amibdl kovetkezik, hogy
k+1
1 < L dt
P ey R e
k

igy minden m,n € NT esetén, ha n > m, akkor

n—1 1 _1 k+1 n 1
k_z ? o (k + 1 Z / %e(z)+1 - |Z| / tRe(2)+1 dt <
=m k=m k m
1 2|
= |Z| / tRe(2)+1 dt i)fie(z) mPe(z)
[m,—[

(X. fejezet, 2. pont, 14. gyakorlat). Ez nemcsak azt mutatja, hogy az (ag)ren+
sorozat korlatos valtozasd, hanem az is kideriil bel6le, hogy minden N* 3 m-re

o0

> lE-7T
= |k (k+1)?
Ezért a feltételes konvergencia Abel-kritériuma szerint a

S ah= Y (—ZL

keN; k>1 keN; k>1

|2 1
= Re(z) me

sor konvergens, és minden Nt > m-re

|1 1
<(Z &

k=m

= (-1
Z( k)z

k=m

) sup E
neN; n>m J—

Ebbdl mar kévetkezik, hogy a
(ot {2 € CRe(z) > 0} — C s DT
o {2 z —-C; zm —_—
k*

fiiggvény jol értelmezett. Legyen K C {z € C|Re(z) > 0} nem iires kompakt
halmaz. A fRe fliggvény folytonos és szigorian pozitiv a K halmazon, ezért a
Weierstrass-féle minimum-elv alapjan létezik olyan C( K') € R*, amelyre minden z €
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K esetén Re(z) > C_(K). Ugyanakkor K korldtos, ezért van olyan C,(K) € R,
amelyre minden z € K esetén |z| < C4(K). Ilymédon minden m > 1 természetes

szamra
— Yk=1 o0 Jh-1
sup Ca = sup
zeK Z:: zeEK kz:%
2| 1 Ci(K) 1
< <
- 52}3 (ﬂ‘ie(z) m%e(z) | = C_(K)mC-(K)’

amibdl kovetkezik, hogy
m—1 (_1 k—1

ACED Pl

k=0

-1 k—1
> S

kEN; k>1

)-o

lim | sup

vagyis a

fiiggvénysor egyenletesen konvergens a K halmazon. FEzért ez a fiiggvénysor
lokélisan egyenletesen konvergens a {z € C|Re(z) > 0} nyilt halmazon, igy ismét
a holomorf fiiggvények lokélisan egyenletes limeszének holomorfitasa alapjan a (,
fiiggvény holomorf.

Legyen most z € C olyan szdm, amelyre JRe(z) > 1. Ekkor

1 1
> @ Tarr

b)
jer g1 (29)°

(abszolit) konvergens sorok, ezért

by
&
Il
(]
%=
I
T.—
g B
N
[\V]
3
-
N~
Il
TH
g5
3
o
NNty e
ey
+
gk
—
o
<
+ |~
=
I

k=1 k=1 j=1 7=0
oo oo [e.o] oo
1 1 11 1
= + =-> —+ :
; (27)? ; (27 +1)= 2 ; J? ]Z::O (27 +1)
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tehat igaz a

Ca(2)

=15

egyenloség is. Jelolje ¢ a

Ca(2)

{z€CRe(z) > P\ {1} = C; 2z 22

kiterjesztett fliggvényt is. A (, leképezés az 1-ben folytonos, és a X. fejezet, 2.
pont, 3. gyakorlat szerint

k=1

tehét lirn1 Ca(z) = Ca(1) = log(2). Ugyanakkor teljesiil a

I z—1 1
im =
z—1\ 1 —21-2 log(2)

elemi hatarérték-egyenl6ség is, ezért lirri ((z—=1)((2) =1.)

15. Bizonyitsuk be a kovetkezdket.
a) Minden z € C\ Z esetén
Sin2(nz) ;+z::1 (z — k)? +k:1 z+kz

és minden C > z-re, ha z — (1/2) € C\ Z, akkor

7T2 4 oo 1 ) 1
= Sy
Cos?(mz) (22 —1)2 ; (z—k—1)2 ;21 (z4+k—1)2

b) Minden z € C\ Z esetén

Ctg(mz) = Z k27

és minden C > z-re, ha z — (1/2) € C\ Z, akkor
22 1
Tg(rz)=—) ——.
i ,; 22— (k+ %)2
¢) Minden z € C esetén, ha 0 < |z| < 7, akkor

o0

1
Ctg(z —

I\
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ahol ¢ a Riemann-féle zéta-fliggvény (14. gyakorlat).
d) Minden z € C esetén, ha 0 < |z| < 7, akkor

1 11 o~ DR
- B
Exp(z)—1 =z 2 * ; (2k)! ke ’
ahol k£ € N* esetén, definicié szerint:
2(2k)!
By = 2k
k (27T)2k C( )

az un. k-adik Bernoulli-szdam.

(Utmutatds. Legyen r € Rt és H, := {z € C| — r < Me(z) < r}. Konnyen lathato,
hogy k € N és k > 2r esetén fennéll a

2
Sup < A

2€{0}YU(H,\Z)

< sup

2€{0}YU(H,\Z)

zt+ k

=

1 1
Pe(z) £ k:' = cetoutig k- RG]
egyenl6tlenség. Ha C' C {0}U(C\ Z) nem iires kompakt halmaz, akkor létezik olyan
r € Rt, hogy C C H,, és akkor k£ € N, k > 2r esetén az iménti egyenlotlenségek
alapjan

1
zxk

sup
zeC

mig k € Nés 1 < k < 2r esetén

2
k?

<

1
<
z+ k' ~ disto(Lk)

sup < +0o0

zeC

teljesiil. Ebbol kovetkezik, hogy a

1 1 1
2 (idc — k)’ 2 (ide + k)2’ 2 id2 — k2

kEN; k>1 kEN; k>1 kEN; k>1

fiiggvénysorok normdlisan konvergensek a {0} U (C \ Z) nyilt halmaz minden nem
iires kompakt részhalmazan, ezért lokdlisan egyenletesen konvergensek, igy ezek
osszegfliggvényei a {0} U (C \ Z) halmazon értelmezett holomorf fliggvények.

Az a) bizonyitdsdhoz értelmezziik az

2 R —— 1 > 1
: Z' S — _— — —
JRCNL 2o gy ; (» — k)2 ,; (z + k)2

fiiggvényt. Ez holomorf, és kénnyen lathaté, hogy minden C \ Z > z-re és
Z 3 n-re f(z+n) = f(z). Ezért, ha f-nek létezik hatarértéke 0-ban, és ha f a
{z € C\ {0}]|0 < Re(z) < 1} halmazon korlatos, akkor f-nek a Z minden pontjaban
létezik hatarértéke, és f korldtos a C\ Z halmazon. Az f-nek létezik hatarértéke a
0 pontban, mert minden z € C\ Z esetén

G = (1 S (S (e
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kovetkezésképpen a

. . 2
. Sin(mz)  lim (% (1 B Sm(wz))) _m
z—0 w2 z—0 \ 2 T2 6

lim =1
elemi hatarérték-egyenloségek alapjan

. 2 1 2
m(——-—=]=—
=0\ Sin?(wz) 22 3’

tovabba vilagos, hogy

hiszen a

1 1
2 Gh—RP 2 G

kEN; k>1 kEN; k>1

fliggvénysorok a 0 valamely kornyezetén egyenletesen konvergensek.

Az kénnyen

ellendrizhetd, hogy az f fiiggvény korlatos a {z € C\ {0}|0 < Pe(z) < 1} halmazon.

Ha t € R tetszoleges, akkor

1 (o] o0
. 1 1
F(it) = sh27rt +t2+;t+zk2+;t—zk

és itt a két elso tag 0-hoz tart, ha t tart +o0o-hez, ugyanakkor
o0

1
lim S =
2 xRy

is teljesiil, ezért lim f(it) = 0, kovetkezésképpen inf |f(z)
t—+o0 z€C\Z

= 0. A 13.

gyakorlat szerint f = 0 a C\ Z halmazon, ami azt jelenti, hogy az a) els6 formuldja
teljesiil. Az a) mésodik formuldja az els6bél nyerhets, ha abban a z helyére a

z — (1/2) szamot helyettesitjiik.

A b) els6 formuldjat szintén a 13. gyakorlat eredményének felhasznaldsdval

igazolhatjuk, ha azt az
1
f:C\Z; zw Ctg(mz)— —,
TZ

oo

f:C\Z; z+—>222%

— k2
k=1

figgvényekre alkalmazzuk. A b) mésodik formuldja az elsébél nyerheté.
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A c)-ben szerepld formula szintén a b) els6 formuldjabol szérmaztathatd, mert z € C,
0 < |z| < mesetén z/m € C\ Z, igy a b) alapjin

2 1 =1 1
Ctg(z) = Ct ( —) — -9 -
9(2) I z Z; w222 <1—(z/(7rk:))2>
1 = 1 2% ] 1 A R |
:;_Q’Z;W2Z2 ZoﬁkTg :;_Q’ZZW%H (Z k2j+2> =
= ]: : :
1 = 2%2]+2 C(2k) 2kt
=% Z T2tz 22 a2k

ahol felhasznaltuk azt, hogy 0 < |z| < 7 miatt minden N* > k-ra |z/(7k)| < 1, és a
két sorosszegzés a diszkrét Lebesgue-Fubini-tétel alapjan felcserélheté (VII. fejezet,
10. pont).

Végiil, ha z € C és 0 < |z| <7, akkor 0 < |z/2] < 7 és

1 1 1 z 1 1z
=+ Ctg(Z) =3 Lo
Faoplz) =1 2 2795 273 g(z)
teljesiil, ezért a d) bizonyitdsahoz elég a c)-t alkalmazni.)

16. Mutassuk meg, hogy minden k € N* esetén ((2k)/n%* € Q, ahol ¢ a Riemann-
féle zéta-fiiggvény (14. gyakorlat), és fennallnak a kovetkezd egyenlségek

=1 2 =1 d =1 76 =1 78
5255___ 22_1_ 22_5_55’ E:EV_§B@
k=1 k=1 k=1 k=1
1 1 1 1
1 67 2 307 3 427 4 307

ahol k € Nt esetén By, a k-adik Bernoulli-szam (15. gyakorlat).

17. Legyenek F és F' normélt terek K felett, valamint f : £ ~— F fiiggvény. Ha
a € Int(Dom(f)) olyan pont, hogy minden u € F’ funkciondlra az uo f : E — K
fiiggvény differencialhato a-ban, akkor f folytonos az a pontban.

(Megjegyzés. Figyeljiik meg, hogy itt E és F wvalds normélt terek is lehetnek,
vagyis ennek az allitdsnak az érvényessége fliggetlen a K szamtest valasztasatol.
Az allitas bizonyitasaban felhasznaljuk a Banach-Steinhaus-tételt, amit majd a XII.
fejezet 3. pontjaban igazolunk.)

(Utmutatds. Legyen (x,)neny olyan sorozat Dom(f) \ {a}-ben, amely a-hoz
konvergédl. Ha u € F’, akkor minden n € N esetén

u(f@h%—f@i):(uOfX%O—IUOfXM-—ﬂXUOfDWan—aX+

[0 — all [2n — al

D@ D@ (=5,

|l — a
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ésaz uo f: E»— K fiiggvény a pontbeli differencidlhatésdga miatt

o (00 D)) = (w0 (@) = (D(uo £))() . ~ a)

n—o0 [0 — all

=0,

tovabba (D(uo f))(a) € E', igy

Ty —a
sup
neN

(D(uo f))(a) ( )' < [[(D(ue f))(a)]| < +oc.

[ — a

Tehdt ha n € N esetén y,, := (f(z,) — f(a))/||zn — a||, akkor az (y,)nen sorozat

olyan, hogy minden F’' > w-ra az (u(yy))nen sorozat korldtos K-ban. FEzért

az F"-ban haladé (jr(yn))nen funkciondl-sorozat pontonként korldtos, és F' a

funkcionalnormaval ellatva Banach-tér, ezért a Banach-Steinhaus-tétel (XII. fejezet,

3. pont) alapjan sup ||jr(yn)| < +oo. A Hahn-Banach-tételbdl (V1. fejezet, 2.
neN

pont) kovetkezik, hogy minden N 3 n-re ||jr(yn)| = ||ynll, tehdt az (y,)nen sorozat

korlatos az F' normalt térben. Ebbdl kovetkezik olyan C' € R* létezése, amelyre

minden n € N esetén || f(z,) — f(a)|| < Cllz, — a|, ezért lim f(z,) = f(a), igy f
n—oo

folytonos az a pontban.)

18. Legyenek E és F' normalt terek K felett. Minden f : F — F fiiggvényre,
N* 3 n-re és (g )ken € E™ rendszerre értelmezziik a

A(mk)kenf E—-F; oz Z (_l)n—HE'f <x+ Z5k$k)

ee{0,1}m ken

fliggvényt, ahol € € {0,1}" esetén |e| := Z . Bizonyitsuk be a kovetkezdket.
ken
a) Ha f : F — F fiiggvény és xg,x; € E, akkor minden F > z-re

(Ao f)(x) = flx+20) — f(2),
(A@o,e) f)(@) = flx+ 20 +71) — f(T +70) — f(T+21) + f(2)

teljesiil.

b) Ha m,n € N*, m < n, (xx)ren € E" és f : E — F fiiggvény, akkor
(A(l’k)kEnf)(x) = (A($k)k€7n (A(wk)kEnfrnf)) (x)

c) Han € Nt és f : E — F olyan folytonos fiiggvény, hogy minden (xx)kecnt1 €
E"t! esetén

A(Ik)kewrlf =0,

tovabbd minden k < n természetes szamra és E 5 z-re f(kx) = k" f(x), akkor az

1
u:E" — F; (iﬂk)ken = E (A(mk)kenf) (O)
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fliggvény olyan szimmetrikus folytonos valds n-linedris operdtor (vagy ami ugyanaz:
u € Z(ER; Fr)), amelyre minden = € E esetén

teljesiil. Ha K = C, és f-re még az is igaz, hogy minden C > z-ra és F > x-re
f(z.x) = 2".f(z), akkor u € Z?(E™; F) is teljesiil, vagyis u szimmetrikus folytonos
komplex n-lineéris operator.

(Utmutatds. a) A definicié alapjan trivilis.
b) A definici6bdl nyilvanvaléan kovetkezik, ha felhasznaljuk azt a nyilvanval6 tényt,
hogy m,n € Nt és m < n esetén a

{Oa 1}n - {07 1}m X {0> 1}n—m; (&c)kén = ((5k)k€m> (€m+k)k€n—m)

leképezés bijekcid, tovabba, ha (eg)ken € {0,1}", akkor |(ex)ken| = |(€k)kem| +
|(5m—|—k)k:€n—m|-
c¢) A definiciébdl trividlisan kovetkezik, mert minden o : n — n bijekciéra a

{0,13" = {0,1}";  (ek)ken — (Eo(r) Jren
leképezés bijkecid.
d) Elészor megmutatjuk, hogy = € E esetén f(z) = u(z!™). Valéban

u(x[”]) = % (A f) (0) = % Z (_1)n+|€|f (0 + Zsm‘) -

" ee{0,1}n ken

2 )
nl e€{0,1}m ken

—r §3<—UM<§Z%> =" S CcoFEr ) )

e€{0,1}n ken e€{0,1}m

Ugyanakkor a
{0,1}" — P(n); e {kenlep =1}

leképezés bijekcid, tehat

Z (—1)|E|’€’”: Z (_1)C’ard(H)(Card(H))n:

e€{0,1}m HeP(n)
= Z (—1)Card(H)(C’ard(H))” = Z <Z> (—1)’“1@" =
k=0 \HeZ(n); Card(H)=k k=0
S (" Vet = c0r S (M) CDr = ) = (1),
> (") > (1)

ahol felhasznaltuk az I. fejezet, 3. pont, 15. gyakorlat eredményét. Ebbol
kovetkezik, hogy u(z™) = f(z).
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Ha (ai)ren, (Tk)ken € E™, akkor

(A(xk)kenf) (O) - (A(ak)kEnf) (0) =

— Z ( n+|€| (f <Z 5k$kz> — f (Z 5kak>> )
ee{0,1}m kEn ken

amibdl nyilvanvaléan adédik a

<

Jul(@ren) — ul(aken)] < > f<2> —f(Z)

() -1 (zoe)

egyenlotlenség. Ebbol lathatd, hogy az f fliggvény folytonossaga maga utan vonja
az u folytonossagat.

n

< — max
n! ee{0,1}n

A ¢) alapjan az u leképezés szimmetrikus, ezért az u valds n-linearitdsa ekvivalens
azzal, hogy minden E" 3 a-ra az w0 in,_1 4 leképezés R-linedris. Azt tudjuk, hogy
az uoing,_1,q : 2 — F leképezés folytonos, ezért a VI. fejezet, 1. pont, 17. gyakorlat
a) része szerint az R-linearitdsa ekvivalens az additivitisdval. Ha x € E, akkor az
(k) ken = inp_1,a(z) € E™ rendszerre teljesiilnek a kovetkezd egyenléségek:

(w0 i 0)(@) = u(2x)ken) =~ (Bryyye, ) (0) =

( n+|| (_1)n+ls|
= Z ZEkCEk = Z Tf En—1T+ Z ELar | =

ee{0,1}m ken ee{0,1}™ ken—1

= Z %Tﬂglf <x+ Z skak> +

56{071}n; en—1=1

+ Z —(_17);;“6']”( Z 5kak> =

e€{0,1}™; €,—1=0

- > B (o 3 el s

e'e{0,1}n1 ken—1
—1)ntle’|
Py G (Y da) -
e’€{0,1}n-1 ' ken—1
1)7 1+€’|
-y B (e X ) -
e’e{0,1}n—1 ken—1

_1)n—1+le
_ Z ( 1)n!+ f(deak‘):

8/6{0,1}n_1
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SHNS

((A(ak)kenflf) (33) - (A(ak)kEnflf) (O)) )

ami azt jelenti, hogy

u o inn_l,q<') - % ((A(ak)kenflf) () - (A(ak)kEnflf) (O)) :

Tehat ha zg,z; € E, akkor a b) alapjin

. 1 1
A(l“o@l)(u 0Ny _1,4) = EA(Io,wl) (A(ak)kEn—lf) = ;A(Ik)ken—klf’

ahol (z1)rent1 € E™! az a rendszer, amelyre 2 < k < n + 1 esetén z :=
ap_o. FEzért az f-re vonatkozd hipotézis alapjan minden xg,z; € FE vektorra
A(a:o,wl)(u © iNp_1,q) = 0, tovdbba az u o in,_1 o-ra imént levezetett formuldbdl
lathat6, hogy (uoin,_1,4)(0) = 0. Tehat az a) alapjan minden xo, z; € E esetén

0= (A(wom)(u o inn_l,a)) (0) =

= (uoinp_1.4)(xo+ 1) — (woin,_1.4)(xo) — (W0 in,_1,4)(x1) + (woin,_1.4)(0),

vagyis u o iny,_1 o additiv.
Ha minden A € C és = € E esetén f(A\x) = A" f(z), akkor minden A € C és x € E

esetén u((Az)M) = Amu(z!™), tehdt a XI. fejezet, 1. pont, 5. gyakorlat szerint u
komplex n-linedris operator.)

19. (Hartogs-tétel.) Ha F komplex Banach-tér, n € N* és f : C" — F olyan
fiiggvény, hogy Dom(f) nyilt halmaz, akkor a kovetkezo allitasok ekvivalensek.
(i) Az f fiiggvény holomorf.
(ii) Az f fiiggvény folytonos, és f-nek a Dom(f) minden pontjdban minden n 3 k-ra
létezik vy irdnyu C-derivéltja, ahol (vg)gen @ kanonikus bézis C™-ben.
(ii") Az f figgvény folytonos és Dom(f) C (| Dom(0kf).

ken
(iii) Az f fliggvény C-analitikus.
(Utmutatds. Az (1)=(ii) és (iii)=(i) kovetkeztetések nyilvanvaloak, tovabba (i) és
(ii") a VIIL. fejezet 2. pontjanak utolsé allitasa szerint ekvivalensek. Ezért csak a
(ii)=-(iii) kovetkeztetést kell bizonyitani.

Legyen a € Dom(f) és r € RT olyan, hogy H B, (ay;C) C Dom(f) és f korldtos
ken
a H B, (ax; C) halmazon. Ilyen 7 szdm létezik, mert a (ii) szerint f az a pontban

kEn
folytonos és a belsé pontja Dom(f)-nek.

Most n szerinti teljes indukciéval igazoljuk, hogy z := (2 )ken € (B(0;C))™ esetén

a
f (a +r Z ethkvk>

ken

H (1 - Z_ke—27'("itk>
r

ken

[0,1]" = F; (tk)ken —
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folytonos fliggvényre fennall a

( + TZ e?ﬂ'ztkv )

ken

fla+z) / H l—z—k 72mtk> dpin((tk)ken)

egyenloség.
Ha n = 1, akkor a (ii) alapjan f holomorf, és zy € B,.(0;C) esetén Cauchy mésodik
integralformulaja szerint

1 f(a+z f a+r62’”t°)

flatm) = fla+a) =5 [ S0~ — duz(to).

Yo,r [O 1
ami azonos a bizonyitandoé integralformulaval n = 1 esetében.
Tegyiik fel, hogy n > 1, és az allitas igaz minden n-nél kisebb dimenzié esetében.

Legyen z := (z1)ken € (B,(0;C))™ rogzitve, és értelmezziik azt az f : C*~1 »— F
fliggvényt, amelyre

Dom(f) :={(z1)ken-1 €C* " | D 2V + (@n-1 + 2n-1)Va_1 € Dom(f)},
ken—1

és minden (2} )pen_1 € Dom(f) esetén

f((zlg)ken—l) =f ( Z ZI/ch: + (ap—1 + Zn—l)Vn—1> .

ken—1

Koénnyen lathaté, hogy Dom( f) nyilt halmaz C"~!-ben, és az f-re vonatkozé (ii)
feltétel alapjén az f : C*~1 — F fiiggvény folytonos és a definiciés tartomanyénak
minden pontjaban, minden k € n — 1 esetén az vy, irdny mentén C-differencialhato,
ahol (Vi)ren—1 a kanonikus bazis C"~!-ben. Tovébba, (ar)wen_1 € Dom(f), sét
H B,(ax;C) C Dom(f) is teljesiil. Ezért az indukcids hipotézis alkalmazhaté
ken—1
az f fiiggvényre, az (ax)ren—1 € Dom(f) pontra és a (zx)ken—1 € (B(0;C))
elemre, vagyis

n—1

F(ar)ren—1 + (2r)ken—1) =

f((ak)an—l +r Z 62”“’“‘%)

ken—1
- / dpin1 () en—1).
2k —2mt
(0,1]n—1 H (1——6 k)

r

ken—1

Ugyanakkor a definicio szerint
F(ar)ken—1 + (z1)ken—1) = f((ar + 2k)ken—1) =

= f Z (ak —+ Zk)Vk + (an—l + Zn—l)vn—1> = f(a + Z)7

ken—1
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tovabba minden (tx)ren—1 € [0,1]" 71 esetén

f((ak)ken—l +r Z €2mtk\~’k> = f((ak: +7“€2mtk)k;en—1> =

keEn—1

=f ( Z (ag +re*™ ) vy + (ap_1 + Zn—1)Vn—1> =

ken—1

= f (G+T Z 62ﬂitkvk +anvn1> ’

ken—1

amibol kovetkezik, hogy

ken—1

Rk _omit
0.1] 11 (1 ¢ )

ken

f <a+r Z e%-itkvk‘l'zn—lvn—l)

fla+z)= dpin (k) ken)-

Legyen most (tg)ren_1 € [0,1]"7! rogzitve, és értelmezziik azt a g : C — F
fliggvényt, amelyre

Dom(g) :={z€Cla+r Z e* ity + 2v, 1 € Dom(f)},
ken—1

és minden z € Dom(g) esetén
g(z) = f <a—|— r Z e2mithyy 4 zvn_l) :
ken—1

Ekkor az f-re vonatkozé hipotézis alapjan g holomorf fiiggvény, és B,.(0;C) C
Dom(g), valamint z,,_1 € B,(0;C), ezért Cauchy masodik integralformuléja szerint

f <a+r Z >y, +Zn1Vn1) =

ken—1
L[ s [ el
9(zn-1) 211 Z— Zp—1 c 1— Zn—1 e—2mity_1 pe(tn—1)
Yo,r [O,l] r

f (Cl—{-’l‘ E : 627”tkvk—l—7"627mtnlvn_1>
ken—1

- / — Ay (tn1).

1 _ 6_2777:1577,71
(0,1] r

Ebbol a Lebesgue-Fubini-tétel alkalmazasaval kovetkezik, hogy

fla+z) =
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f <CH—7” E : 627mtkvk+r627rztn_1vn_1>

ken—1
dpr (t,—
[0,1] - znr—l e e
= | . dpin 1 ((th)ren—1)
0 1][1 H <1_Z_ke—27rztk)
7 ken—1 r
(a—krz 27”th )
ken
/ / ezk 2t dpgr (tn—1) | ditn—1((tk)ren—1) =
[0,1]*=1 |[0,1] H 1 o )
ken
f (a +r Z eth’ka>
_ kEn
-/ (e o) dpn (1)),
[O’l]n T

Ezzel a teljes indukciot végrehajtottuk.
Legyen most z := (2x)ken € (B,(0;C))™ rogzitve. Minden k € n esetén |zx| < r,
ezért minden [0,1]" > (tx)ken-re

oo

m

1 = —1 — 2L 6—27rimtk

I 2k _omitn) 11 7k g | T I = ;
<1 - r e ™ k) ken 1- r € 2ty ken \m=0 r

ken

L 2k _om . . .
és minden n 3 k-ra a E ime Zmimti geometriai sor abszolit konvergens. Ezért a

meN
VI. fejezet, 3. pont, 12. gyakorlat szerint minden (tx)xen € [0,1]™ esetén a

o

§ E H Zk 6*2777:O¢ktk

e
meN \ aeN"?; |al;=m \ken

numerikus sor is abszolit konvergens, és

e m > ag
H Z “h_p—2mimtr | _ Z Z H Pk p—2mickty
rm rok

ken \m=0 m=0 \ aeN"; |a];=m \k€n

[e.)
_ Z 1 Z goe2mitalt) |
/,f-m
m=0

a€eN™; |laji=m

ahol a € N™ esetén |a|; := Zak, és (alt) : Zaktk, valamint z% = H 2", Ez

ken ken ken
azt jelenti, hogy

f(a+z) / Z Z zoe2milalt) | ¢ (a—i—rZeZ”tkvk) dpin (t).

0.1 ™= a€N™; |ali=m ken
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Megmutatjuk, hogy itt az integrdlas és az Osszegzés sorrendje felcserélheté. Ehhez

elég azt igazolni, hogy az integrandus-fiiggvény olyan fliggvénysor 6sszegfiiggvénye,
amely a [0, 1]™ halmazon normalisan konvergens. Valéban, ha m € N, akkor

1 o .

sup — § : 7% 27Tz(oz|t)f a-+r § eZTrzthk <
n || T

t€[0,1] a€N; |ali=m ken

Za

m

| X

a€eN” |ali=m

sup [|f(x)] <

x€B,(a)

< (1=)" cardfa e el = m)

sup [|f(x)[| <

XEB,(a)

< (%) Card({a € N"[|aloo <m}) sup | f(x)]l;

x€B,(a)

ahol o € N™ esetén || = max ay. Nyilvanvalé, hogy m € N esetén Card({«a €
en
N"||a|ooc < m}) = (m+1)", és ||2]|co < r miatt a

Z <||Z||c><>>m (m+1)"

T
meN

numerikus sor konvergens, igy a szobanforgé fiiggvénysor normélisan konvergens a
[0, 1]™ halmazon.

Felcserélve az integralas és a sorosszegzés sorrendjét, azt kapjuk, hogy

f(a+ Z) _ i rim Z 74 / e—27ri(a|t)f <C(—|—7“Z€2mtkvk> d,un(t).
m=0

[0.1]" hen

Minden m € N és a € N™ esetén, ha |a|; = m, akkor értelmezziik a

(0.1]" ken

1 —2ri(alt) 2mity
o = — mi(a ity dpn, (t F
Cm, o / e flatr E e \' wn(t) €

vektort. Vezessiik be tovabba minden N 3 m-re a

Pm:C" — F; z+— Z o

fliggvényt. Az imént bizonyitottak szerint minden z € (B, (0;C))™ esetén fenndll az

fa+z) = pul2)
m=0

egyenloség.
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Most megmutatjuk, hogy minden m € N szdmhoz létezik olyan u,, € .Z3 ((C")™; F)
szimmetrikus multilinedris operator, hogy minden C" 3 z-re pp,(2z) = uy(z™)
teljestil. Ehhez legyen m € N rogzitve, és értelmezziik a

Tt F(min) = N% o s (Card(a ({k})))ien

leképzést. Nyilvanval6, hogy ha o € % (m;n), akkor Im(c) C n miatt m =

U _0'1<{k}}>, és ez diszjunkt unid, tehat m = Z C’ard(_al<{kz})) = |Tm(0)|1. Ezért
ken ken

Im(1,) C {a € N"||a]; = m}, ugyanakkor minden o € N™ multiindexhez, |a|; = m
esetén konnyen magadhat6 olyan o : m — n fiiggvény, amelyre 7,,,(0) = «; tehét
Im(r,,) = {a € N"||a|; = m} teljesiil. Most értelmezziik az

Crm, o (0
up, : (C™ > F; (2i)kem — Y T (9) <H p%(k)(zk)>

ve 5 omm) Card(Tn ({Tm(@)1)) \icm

leképezést, ahol j € n esetén pr; : C* — C a j-edik projekcié-fiiggvény. Nyilvanvalo,
hogy ul, € £, ((C™")™; F), és minden (zj)rem € (C™)™ esetén

Uy, ((2k)kem) = Z Z Cm,7m (o) (H Pro(k) (Zk ) —

aeN"; |ali=m ae;ﬂi({a}) Card(7m<{7m( ) kem

= Z Cr_nia Z (H pTU(k)(Zk)> )

a€N™; |ali=m CaTd(Tm<{Oé}>) 06'&1({04}) kem

hiszen % (m;n) = U ﬁi({a}), és itt diszjunkt uni6 4ll. Vildgos, hogy

a€eN"; |a|li=m

haz € C", a € N", |al; = m és o € Fé({oz}% akkor Hpra(k)(zk) = z%
kem
kovetkezésképpen

w (@) =Y e 2 =
aeN™; |ali=m Card(t,{{a})) cert({ad)

= Z Z2%Cm.q =: Pm(2).

a€eN™; |ali=m

Ebbél kovetkezik, hogy az ul, € £, ((C™)™; F') m-linedris operator szimmetrizdltja,
amit u,, fog jeldlni; olyan lesz, hogy u,, € Z5((C™")";F) és minden z € C"
esetén Uy, (z"™) = pn.(z) (VI fejezet, 3. pont). Azt is tudjuk, hogy u,, ezekkel
a tulajdonsagokkal egyértelmiien van meghatarozva.

Latjuk tehat, hogy minden z € (B,.(0;C))™ esetén fenndll az

fla+2z) Z P (2 i um(z[ |
m=0
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egyenléség, és (Um)men € H Z5(CM)™ F). A bizonyitds utolsé lépéseként
meN

Z Uy © (iden — a)™]

meN

megmutatjuk, hogy a

hatvanyfliggvény-sor Cauchy-féle konvergencia-sugara nagyobb 0-nal. Ha ez igaz,
akkor f egyenl6 ennek a hatvanyfiiggvény-sornak az osszegfliggvényével az a pont
valamely kornyezetén, tehat f analitikus az a pontban.

Legyen m € N rogzitett. A definicidk alapjan, a VI. fejezet, 3. pont, 14. gyakorlat
jeloléseit alkalmazva kapjuk, hogy

lumlls == sup  Jun (™) = sup  pu(z) =
zeC; [|z] o<1 z€C”; [|z]leo <1
= sSup Z Zacm,a <

z€C™; ||z][<1 aeN”; |a|;=m

< sup > I2%lllema

z€C”; ||z]| 00 <1

a€eN™; |ali=m

= sup Z |Tz—m| / e~ 2milalt) ¢ <a +7r Z eQ’Titkvk> dpn ()] <

zeCm; ”zHooglaeN”; |al1=m n ken
[0,1]

1 . m+ 1)
< —Card({a € N"||al <m}) sup [[f(x)]| < (m 1" sup || f(x)]|-
r x€B, () x€B, (a)

Ugyanakkor a VI. fejezet, 3. pont, 14. gyakorlat szerint

@m)™
]l < == i

kovetkezésképpen

1/m

o2m  (m + 1)™/™

e |7 < — sup [|.f(x)]] ,
Vm! r x€B, (a)

2e
tehat a X. fejezet, 2. pont, 12. gyakorlat szerint limsup |ju,,||'/™ < =, vagyis
r

m—00

a Z U 0 (iden — )™ hatvényfiiggvény-sor Cauchy-féle konvergencia-sugara

nagyobb-egyenl6 az QL szamnal.)
e
20. Legyen E komplex normalt tér, F' komplex Banach-tér, és f : £ ~— F olyan
fiiggvény, hogy Dom(f) nyilt halmaz. A kovetkez6 allitdsok ekvivalensek.
(i) Az f fiiggvény C-analitikus.
(il) Az f figgvény végtelenszer C-differencidlhato.
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(iii) Az f fliggvény holomorf.
(iv) Minden v € F' funkciondlra az uo f : E »— C fliggvény holomorf, vagyis f
skaldrisan holomorf.

(v) Az f figgvény folytonos, és létezik olyan H C F’ halmaz, hogy minden u € H
funkciondlra az uo f : E ~— C fiiggvény holomorf, tovdbbd minden z € F'\ {0}
vektorhoz létezik olyan u € H, hogy u(z) # 0.

(vi) Az f fliggvény a definiciés tartoméanyanak minden pontjdban minden irdny
mentén C-differencidlhatéd, és f lokdlisan korldtos, vagyis minden a € Dom(f)
pontnak van olyan U kérnyezete E-ben, amelyre f(U) korlatos halmaz F-ben.

Ha E véges dimenzids, akkor (vi) ekvivalens a kovetkezé &llitassal.

(vi") Az f fiiggvény folytonos, és létezik olyan (e;);cs algebrai bézis E-ben, hogy f
a Dom/(f) minden pontjdban minden I > i-re az e; irany mentén C-differencidlhaté.
Ha F véges dimenzids, akkor (iv) ekvivalens a kovetkez6 allitassal.

(iv’) Létezik olyan (u;);cr algebrai bazis F'-ben, hogy minden I > i-re az u; o f :
E — C fiiggvény holomorf.

(Utmutatds. ()= (ii)=(iii) trividlis. A (iii)=(iv) kovetkeztetés azért igaz, mert
holomorf fiiggvények kompoziciéja holomorf. Ezért csak a (iv)=-(v), (v)=(vi) és
(vi)=(i) implikdcidkat kell igazolni.

(iv)=(v) A Hahn-Banach-tételb&l kovetkezik, hogy minden z € F'\ {0} vektorhoz
létezik olyan u € F’, amelyre u(z) # 0 (VI. fejezet, 2. pont). Ezért a (iv)=(v)
bizonyitdsdhoz elég azt megmutatni, hogy a (iv) hipotézise mellett f folytonos is:
ez pedig a 17. gyakorlat szerint igaz.

(v)=(vi) Az (v) szerint f folytonos, tehat lokalisan korldtos, igy csak azt kell
igazolni, hogy az (v) hipotézise mellett minden a € Dom(f) és e € E'\ {0} esetén
az

faoe:{z€C|a+zec Dom(f)} = F; =z~ f(a+ ze)

fiiggvény a 0-ban C-differencidlhaté. Legyenek tehdat a € Dom(f) és e € E\ {0}
rogzitettek, tovabbd H C F' olyan halmaz, hogy minden H > u-raaz uo f : E — C
fiiggvény holomorf, valamint minden z € F'\ {0} esetén van olyan u € H, hogy
u(z) # 0. Legyen r € R* olyan, hogy B,.(a) C Dom(f); ekkor p €]0,r/|e]l]
esetén B,(0;C) € Dom(fqse). Ha u € H, akkor az uo fyo : C — C fiiggvény
holomorf, mert ez megegyezik az uo f : £ — C és C — FE; z — a+ ze holomorf
figgvények kompozicigjaval. Cauchy elsé integralformuldjabol kovetkezik, hogy ha
v zart, szakaszonként Cl-osztdlyu v, és Im(y) C B,(0;C), akkor minden u € H

esetén
0= [wofu)=ul [ 1],

v Y

ezért a H-ra vonatkozo hipotézis alapjan

=
vy

is teljestil. Az faelB,(0;c) @ Bp(0;C) — F folytonos fiiggvényre alkalmazva a
Morera-tételt kapjuk, hogy fa el B, (0;c) holomorf fiiggvény, tehat fq e a 0 pontban
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C-differencidlhaté. Ezzel megmutattuk, hogy az f fliggvény a Dom(f) minden
pontjaban, minden irany mentén C-differencialhato.

(vi)=(i) Minden a € Dom(f) és x € E esetén jelolje fq ., azt a C — F fliggvényt,
amelyre Dom(f, ) := {# € Cla+ zz € Dom(f)}, és minden Dom(fq,) > z-re
faxz(z) == fla+zz). A (vi) feltétele szerint minden a € Dom(f) és x € E esetén az
fax : C— F fiiggvény holomorf, mert a Dom/(f) nyiltsdga miatt a Dom(fy ) C C
halmaz nyilt, és minden z € Dom(f,,) pontra a + zz € Dom(f), tovabba f az
a + zx pontban az z irany mentén C-differencidlhato, vagyis létezik a

f((a+ zz) + 2'z) — f(a+ 2x)

/

lim
z'—0 z
hatarérték, ami azzal ekvivalens, hogy létezik a
lim fa,ac(z + Z/) - fa,x(z)
z'—0 z'
hatarérték, azaz f, ., a z pontban C-differencialhato.

Most megmutatjuk, hogy a (vi) feltételei mellett f folytonos fliggvény. Ehhez legyen

a € Dom(f) rogzitve, és a (vi) alapjan vegyiink olyan r € R* szdmot, amelyre

B,(a) € Dom(f), és f(B,(a)) korldtos halmaz F-ben, vagyis sup | f(x)] < 4oc.
z€B,(a)

Legyen (z)nen olyan B,.(a) \ {a}-ban haladé sorozat , amely a-hoz konvergél;

azt kell megmutatni, hogy lim f(z,) = f(a). Minden n € N esetén legyen

Tn 78 A B,.(a) € Dom(f) feltételbdl kovetkezik, hogy B,.(0;C) C

Uy = ——————.
5 [ n — all
ﬂ Dom(fav,), tovabba minden N 3 n-re az fq,, fliggvény holomorf. Legyen

neN
most n € N rogzitett; ekkor az fg,, fliggvényre alkalmazva Cauchy mdésodik

integralformuldjat kapjuk, hogy minden z € B,.(0; (C) esetén

f(a + Z’Un) = fa,vn (Z) L X fa,vn f a+t 7'627mt ) dt.

21 ide — z 1 — —e —2mit
Yo,r

Specidlisan: ||z,, — a|| € B,(0;C), tehét

(@) = faw, (0) = [ fla+re*™v,) dt,

o

1
fla+re*™ity,)

|33n

flxyn) = Ja,om (|xn —al]) = dt.

- Cl” —27mt
r

o 1—

Ebbol kovetkezik, hogy minden n € N esetén

1 1
27rzt
a
o) = g(a) = [ LEEEZ) g [ ok e, i
5 1 — n e—2mit 0
r
L 27t
(Ao ) b g,
3 1— n e—2mit
r
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Az (2, )nen sorozat By.(a)\{a}-ban halad és a-hoz konvergél, ezért van olyan p €]0, r|
valés szam, hogy minden n € N esetén ||z,, — a|| < p. Ezért minden ¢ € [0, 1] esetén

2mit - ; —
fatreto) | on =l o  lon =l

1 |20 — a e—2mit r r (1 — B) z€B,.(a)
, r

tehat teljesiil az, hogy

i | sup fla+re?™y,) |z — al o= 2mit
n—00 |\ te[0,1] 1_ |27 — a| e—2mit r
r

=0.

Ebbol a Lebesgue-tétel alapjan kapjuk, hogy

1

lim fla+re*™ity,) |z —

n—00 Hl'n -

1

al e=2mit gt — 0,
L [JP r

,
tehdt lim f(z,) = f(a), vagyis f folytonos az a pontban.

Legyen most a € Dom(f) rogzitett pont, és minden m € N szadmra értelmezziik a
1 m
Pan : B = F; xe —5(D"™ fa:)(0)

figgvényt. Megmutatjuk, hogy m € N esetén létezik egyetlen olyan wug,, €
&5 (E™; F), hogy minden E 3 z-te pgm(z) = ugm(zl™). A 18. gyakorlat
d) pontja alapjan ehhez elegendd azt igazolni, hogy pq,, folytonos, és minden
(T1)kems1 € E™T! esetén Az vemsi Pam = 0, tovabbd minden x € E és A € C
esetén pg m (Az) = AN""pa m(x).

A pq . fliggvény folytonossaganak bizonyitdsdhoz elészor vegyilink olyan r € R*
szémot, amelyre B,(a) C Dom(f) és sup |/f(z)|| < +oo, tovdbba legyen z € F
z€B,(a)
és (xn)nen olyan sorozat FE-ben, amely x-hez konvergal. Létezik olyan M € R*,
hogy minden N 3 n-re ||z,|| < M és ||z|| < M. Ha p €]0,r/M] tetsz6leges valds
szam, akkor B,(0;C) C Dom(fqz) N ﬂ Dom(fq .z, ), ezért minden n € N esetén

neN
Cauchy masodik integralformuldja szerint

1

1 1 famn 1 R
pa,m(mn) = %(Dmfa@n)(O) = 2_7'('1, m+1 = p_m/f a+ pe ux )6’ Tim dt,
0

Y0,p

és hasonldéan

1

1
Peum(@) = (D" far)(0) = -

1
/f a_|_p627rzt )6—27rimt dt
0
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is teljestil. Az f folytonossdga miatt minden ¢ € [0, 1] esetén

lim (f(a+p€27ritxn)e—27rimt) _ f(a+p62ﬂitx)e—2wimt’

n—oo

tovabba természetesen minden N 3 n-re

sup || f(a+ pe*™w,)e 2T < sup | f(2)]),
te[o’]‘] mEEr(a)

ezért a Lebesgue-tétel alapjan

I 1
lim f(a_|_p627rit$n)e—27m'mt dt = /f(a+p€2witx>e—2wimt dt,
0 0

amib6l kovetkezik, hogy lim pq.m(Tn) = pam(x), vagyis pem, folytonos az x
n—oo
pontban.

Legyen (71)rems1 € E™T! rogzitett; megmutatjuk, hogy AremsiPam = 0.
Ehhez legyen = € FE is rogzitett; ekkor a 18. gyakorlatban bevezetett definicié
alapjan

(A(wk)kemﬂpaam) (x) = Z (_1)m+1+|€|1pa,m (55 + Z 5k37kz> =

e€{0,1}m+1 kem+1
(—1)m+! |
= (~nlEl | D™y (0).
m/! 56{0,21;’”+1 a,z+ Z ELTk

kem—+1

Jelolje g : C™*+2 »— F azt a fiiggvényt, amelyre

Dom(g) :== {(2x)kemso € C™? | a + Z 2Tk + Zmy1® € Dom(f)},
kem+1

és minden (2 )kem+2 € Dom(g) esetén

9((zk)kems2) == f (a-i- Z 26Tk + zm+1a:> )

kem+1

Legyen tovabbd e € {0,1}™"! esetén £ € {0,1}™ %2 az a rendszer, amelynek k-
adik komponense: g, := ¢, ha k € m + 1, és g,,41 := 1. Vezessiik be minden
e € {0,1}™"! esetén a

he :C— C™2; 2z 28

fiiggvényt. Nyilvanval6, hogy minden e € {0,1}™T! esetén

f =gohe.
a,r+ Z EkTk
kem-+1
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Az f folytonossaga miatt a g fliggvény folytonos, és Dom( f) nyiltsaga kovetkeztében
Dom(g) nyilt. Azonkiviil g a Dom(g) minden pontjaban minden k € m + 2 esetén
a v, irdny mentén C-differencialhaté, ahol (vi)remye a kanonikus bézis C™*2-
ben. Ez nyilvdnvaléan kovetkezik a g definiciéjabdl és abbdl, hogy f a Dom(f)
minden pontjdban minden irdny mentén C-differencidlhaté. Ezért a Hartogs-tétel
(19. gyakorlat) alapjan g végtelenszer C-differencialhaté. Tovabbd, e € {0,1}mH!
esetén h. is végtelenszer C-differencialhaté, igy

D" fooi S pu | (0)= (D™ (g0 he))(0) = (D™g)(0)) E™) =

- Y Meoo [[ = Y Lewo [T e

aeN"+2; |ali=m kem+2 aeNM+2; |ali=m kem+1

Ezért irhatjuk, hogy

(A(J?k)kem+1pﬂ7m) (:L’) =
=)™ty (Y 5(80‘9)(0) ] =

e€{0,1}m+1 aeEN™+2; |ali=m kem+1

O DR AN B SRR EV U § L

aeEN™H2; |al;=m e€{0,1}m+1 kem+1

igy a (A(xk)k S pa,m) () = 0 egyenl6ség érvényessége azon milik, hogy minden
a € N™*2 multiindexre, |a|; = m esetén

Z (=1)leh H ext =0

e€{0,1}m+1 kem+1

teljesiil, ami elemi uton igazolhato.

Legyen A € C és x € E; megmutatjuk, hogy pam(Ax) = A"pam(x). Valdban,
az faxe @ C »— F holomorf fliggvény egyenld az fq, : C — F é C —
FE; z — Az holomorf fiiggvények kompoziciéjaval, ezért a fiiggvénykompozicid
differencidlasi szabédlydnak alkalmazdsdval nyerjilkk, hogy minden z € Dom(fq rz)
esetén (D™ fo xe)(2) = AN (D™ fa.2)(2), ezért

PenO) = (D™ fune)(0) = T AT(D™ fo ) (2) = N"p ().

m!

Tehdt a € Dom(f) esetén vehetjiik azt az (ug,m)men € H Z3 (E™; F) rendszert,
meN

amelyre minden x € E és m € N esetén uqm(zl™) = pom(z). Megmutatjuk,

hogy a € Dom(f) esetén a Z Um © (idp — a) ™) hatvényfiiggvény-sor Cauchy-

meN
féle konvergencia-sugara nagyobb 0-nal, és az Osszegfiiggvénye egyenld f-fel az a

valamely kornyezetén.
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Legyen tehdt a € Dom(f) rogzitve; elészor alsé becslést adunk a Z U 0 (idg —
meN
a)[m} hatvanyfiiggvény-sor konvergencia-sugarara. Legyen r € R* olyan, hogy
B,.(a) € Dom(f) és sup | f(z)] < +oo. Legyen p €]0,r[ és z € E olyan,
xz€B,(a)
hogy ||z|| < 1. Ekkor B,(0;C) C Dom(faz) és far : C — F holomorf fiiggvény,
tehat Cauchy masodik integralformulaja szerint minden N > m-re

1 1 J
(m] - _ L A a,m
[ta,m (™) = |[pa,m(z)|| = - (D™ fa,m)(O)]| = omi | adm | S
Y0,p
1 fa m 1 /
< —27mp sup i <— sup | f(@),
2m z€C; |z|=p ZdZEHl P" 1B, (a)

ezért fenndll az

1
[wam (™) < — sup || f(2)]]
z'€B,(a)

egyenlotlenség. Ebbol kovetkezik, hogy m € N* esetén

m! 1
e uaml] < [Uamlls = sup  |uem(@™)| < — sup [|f(2))]
(2m)m " ‘ €B; e)<1 " B ()

(VL. fejezet, 3. pont, 14. gyakorlat), tehét

5 1 1/m

m

[wamlV™ < —=—{ sup | f(z") :
¢ mlr x’EE,«(a)

A X. fejezet, 2. pont, 12. gyakorlat szerint lim UL e, tovabba

m—co /]

m—00 \ /¢B, (a)

1/m
lim sup < sup ||f(ac’)||> <1, ezért

2
lim sup Hua,mHl/m < —e,

m— oo r

tehat a Z U © (idg — a) [m] hatvanyfiiggvény-sor konvergencia-sugara nagyobb-
meN
r r
egyenlo 2—-né1. (Megjegyezziik, hogy ez a konvergencia-sugar —-nél is nagyobb-
e e
egyenld, de itt csak az a lényeg, hogy nagyobb 0-nél.)
Legyen most a € Dom(f) rogzitve, és » € R* olyan, hogy B,(a) € Dom(f),
valamint  sup ||f(z)| < +o0o. Legyen z € B,(a) \ {0} szintén rogzitett vektor;
z€B,(a)
megmutatjuk, hogy a Z Um0 (idp — a) ™) hatvanyfiiggvény-sor az a + = pontban

meN
konvergens, és az Osszege egyenlé f(a + z)-szel. Ez mar azt jelenti, hogy az f



126 XI. HOLOMORF FUGGVENYEK

fliggvény az a pontban C-analitikus. (Megjegyezziik, hogy a + = nem feltétleniil
eleme a szébanforgd hatvanyfiiggvény abszolutkonvergencia-tartomdanydnak, de ha

"
x-et Ggy valasztjuk meg, hogy ||z| < % legyen, akkor igen.)
e

Legyen p €]1,r/||z||[ tetszbleges valés szdm. Ekkor 1 € B,(0;C) C B,(0;C) C
Dom(fq.), ezért Cauchy masodik integralformuldja szerint

_ 1 fao
Y0,p

Ugyanakkor minden Nt > n-re

n—1 n—1 m n—1
(m]y _ (D™ fa,:)(0) 1 faz
mz_:oua,m(m ) - Z m) o mz_:o 271 idg““ -

m=0 Yo.p
L S W (¥
271 idg ide — 1
Y0,p
kovetkezésképpen
1 1 fa,z
Jlata) Z““m ~omi ) idp (z’d@—l)'
Y0,p

1
Az | — | - Jo.o fliggvénysorozat egyenletesen konvergél 0-hoz az Im(~,,)

id¢ \idc—1) /) N ’
halmazon, mert n € N* esetén

1 (ft)| L (ot zo)l
2\ z—1 nzeCIIp 2 =1  ~

gin(—) swp )],

p—1 +'€B,(a)

sup
z€C; |z|=p

és p > 1. Ezért teljesiil az, hogy

1' ]‘ ]‘ fa,w 0
m —- — =
noo 2 ) idp \idg — 1 ’

Y0,p

vagyis a Z uu,m(:ﬁ[m]) sor konvergens F-ben és az Osszege egyenld f(a + x)-szel.)
meN

21. Legyen E komplex normalt tér, F' komplex Banach-tér, és f : £ — F holomorf
fiiggvény. Ha a € Dom(f) és r € R* olyan, hogy B,(a) C Dom(f), akkor az f
fiiggvény T, (f) Taylor-sora pontonként abszolut konvergens a B,.(a) gdmbdn, és az
osszegfiiggvénye egyenl6 f-fel ezen a halmazon.
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(Megjegyzés. Azonban nem dllitjuk azt (ami egyvaltozds fliggvényekre igaz), hogy

az f figgvény T.(f) Taylor-soranak Cauchy-féle konvergencia-sugara nagyobb-

egyenlé az r szamndl. Csak annyi igaz, hogy a T,(f) Taylor-sor Cauchy-féle

konvergencia-sugara nagyobb-egyenl6 a P szamnal, ahol p €]0, r[ olyan valds szam,
- e

amelyre f korlatos a B,(a) gébmbon.)

(Utmutatds. Legyen z € B,.(a) \ {a} rogzitett pont, és tekintsiik az

fo i Brjja—a)(0;C) = F; 2z fla+2(z —a))

fiiggvényt. Vilagos, hogy az f, : C — F fiiggvény holomorf, ezért C-analitikus
is, és a T4(f,) Taylor-sor konvergencia-sugara nagyobb-egyenlé az r/|x — all
szamnal, valamint ennek a Taylor-sornak az oOsszegfiiggvénye egyenlo f,-szel a
B, /jz—a(0;C) gémbdn. A 20. gyakorlat szerint f az a-ban végtelenszer C-

differencidlhaté, ezért minden k € N esetén (D*£,)(0) = (D*f)(a))((z — a)F),
1
tehat a E i ((D* f)(a))((x—a)F)idk fiiggvénysor pontonként abszoliit konvergens

keN
a Br/||m—a|| (0; (C) gdébmbon, és minden Br/Hx—aH(O; (C) S z-re

flack e =) = £2(2) = 3 (D0 = 32 LD @)~ )"
k=0 k=0
Specidlisan, r/||x—a|| > 1 miatt a z := 1 pontra f(x) = i o ((D* f)(a)((z—a)*])
k=0

teljesiil. Ez azt jelenti, hogy a T4(f) Taylor-sor pontonként abszolit konvergens a
B,.(a) gébmbon, és az Osszegfiiggvénye egyenl f-fel ezen a halmazon.)

22. (Cauchy-féle mazimum-elv). Legyen E # {0} komplex normdlt tér, F' komplex
Banach-tér és 2 C F nem tires korlatos nyilt halmaz. Ha f : 2 — F olyan folytonos
fiiggvény, hogy az f|q fiiggvény holomorf, akkor

sup [f(@)]] = sup [[f(z)]| = sup [If(x)]]

z€Q zeFr(Q)

Mutassuk meg, hogy ha €2 nem korlatos, akkor ezek az egyenl6ségek nem feltétleniil
igazak, még akkor sem, ha F = C.

(Megjegyzés. Ha E végtelen dimenzids, akkor € nem kompakt (V. fejezet,
5. pont, 6. gyakorlat), ezért f nem sziikségképpen korlatos, igy lehetséges
az, hogy mindhirom szdm +4o0o. Ha E véges dimenzids, akkor Fr(f2) nem
iires kompakt halmaz FE-ben, ezért a Weierstrass-féle maximum-elv alapjan az
| f1| fiiggvény folveszi maximalis értékét az Fr(€2) halmazon, és az allitds szerint
a maximdlis értéke megegyezik az ||f| fiiggvény Q halmazon felvett maximaélis
értékével; ezért nevezik ezt a tételt maximum-elvnek. Habéar az allitds nem korlatos
Q-ra altaldban nem igaz, de bizonyos (||f|| névekedésére vonatkozd) feltételek
teljestilése biztosithatja az allitas érvényességét. Az ilyen tipusu tételeket nevezziik
Phragmen-Lindelof-tételeknek.)

(Utmutatds. Elészor megjegyezziik, hogy a sup || f(z)|| = sup || f(z)|| egyenl8ség még

PISY) zeQ
akkor is igaz, ha f|o nem holomorf fiiggvény (de f folytonos), hiszen sup || f(z)|| <
e
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sup || f(z)|| trividlisan igaz, ugyanakkor a € € esetén van olyan (a,)n,en sorozat
zeQ
)-ban, amely a-hoz konvergal, és akkor

[f (@)l = Tim [[f(an)]| < sup |[f(an)[| < sup [lf(2)],
n—oo neN €N

tehat sup || f(z)[| < sup || f(z)]|.
3365 xe)

Vildgos tovabba, hogy Fr(Q) C Q miatt sup || f(z)| < sup | f(x)|], ezért csak a
TxEFTr(Q) z€Q

sup [ f(z)]| < sup ||f(z)] egyenlStlenséget kell bizonyitani. Ennek bizonyitésat

x€e Q)

z€FT(
harom lépésben hajtjuk végre.

(I) Tegyiik fel, hogy E := C és Q Osszefiiggs. Legyen M := sup | f(x)| és
e

Q= {z € Q| f(z)|| = M}. Az f folytonossiga miatt Q' zart az  metrikus
altérben. Ha a € Q' és r € R* olyan, hogy B,(a;C) C Q, akkor minden p €]0,r|
valés szamra Cauchy mésodik integralformulaja szerint

1

1
1 f g s
M=l =5 [ = | Har st <[5+ e an
Ya,p 0 0

1
vagyis / ([[f(a+ pe*™)|| — M) dt > 0. Az M szém definiciéja alapjén az itt 4116
0

integrandus mindeniitt kisebb-egyenld 0-nal, ezért [ (|| f(a + pe*™)|| — M) dt = 0.

o

Ebbél kovetkezik, hogy minden ¢ € [0,1] esetén ||f(a + pe?™)|| = M. Ezért
B,.(a;C) C €, vagyis Q' nyilt halmaz C-ben. Az 2 halmaz Gsszefiiggd, ezért Q' = ()
vagy ' = Q. Ugyanakkor az ) halmaz nem iires és kompakt, ezért a Weierstass-

féle maximum-elv és az || f|| fiiggvény folytonossdga miatt létezik olyan a € Q, hogy
|f(a)|| = M. Ha Q' = 0, akkor a ¢ €, tehdt a € Q\ Q =: Fr(Q), ezért

21618||f(w)||=||f(u)||§ sup |[f()]],

c€EFr(Q)
és a bizonyitds kész. Ha viszont ' = Q, akkor [/f]| konstansfiiggvény (-n,
ezért az || f]| folytonossdga miatt || f| konstansfiiggvény az 2 halmazon is, ezért
sup [[f(z)] = sup |[f(z)l:
€ reFr(Q)

(IT) Legyen most E := C, de Q) nem feltétleniil &sszefiiggd. Minden a € () esetén
legyen €2(a) az a pontot tartalmazd és 2 dltal tartalmazott 6sszefiigg6 nyilt halmazok
unidja. Ekkor a € Q esetén Q(a) nem {ires, nyilt, korldtos, dsszefiiggé halmaz C-
ben (V. fejezet, 10. pont). Tovabbd, ha a € €2, akkor F'r(Q(a)) € Fr(£2), mert
r € Fr(Q(a)) esetén x € Q(a) C €, valamint = ¢ €, kiilénben létezne olyan r € R*,
hogy B, (x;C) C €, és ekkor B,(z;C) U Q(a) olyan sszefiiggd nyilt halmaz volna,
amelynek eleme az a és amely részhalmaza Q-nak, tehat B, (z;C) C Q(a) teljesiilne,
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ami x € Fr(Q(a)) miatt lehetetlen. Ha most a € ) tetsz6leges, akkor az (I) 4llitast
alkalmazhatjuk az f]m holomorf fiiggvényre, tehat azt kapjuk, hogy

1f @)l = 1 (Flga) @l < sup_ [[(flggy) @) =

z€Q(a)

= sup |(flgg) @)l < sup [[(f(2)],
z€Fr(Q(a)) z€FT(Q)

kovetkezésképpen sup || f(x)|| < sup |[(f(z)]|, amit bizonyitani kellett.
e z€Fr(Q)

(IIT) Attérve az altaldnos esetre; legyen e € E \ {0} rogzitett vektor és a € Q.

Vezessiik be az Q4 := {z € Cla + ze € 1} halmazt, valamint az

fa:Qa— F; 2z f(a+ ze)

fiiggvényt. A definicié j6, mert minden z € Q, esetén a + ze € Q =: Dom(f).
Vildgos, hogy fq|q, holomorf fliggvény, tovabbd {2, nem iires korlatos nyilt halmaz
C-ben. Ezért a (II) alapjin

[F (@) = [[fa(O)] < sup [[fa(z) = sup [Ifa(2)]]

2€Qq zEFT(Q4q)

Az Fr(Q4) halmaz nem iires és kompakt C-ben, ezért van olyan z, € Fr(€g), hogy

If(a+zae)l| = [[fa(za)| = sup [[fa(2)];

ZEFT(2a)

vagyis teljesiil az, hogy ||f(a)|| < ||f(a + z5€)||. Konnyen lathat6, hogy a + z.e €
Fr(). Valéban, léteznek olyan z,-hoz konvergédld (zp)nen €s (z),)nen sorozatok
C-ben, amelyekre minden n € N esetén z, € Q és 2/, € C\ Q. Ekkor a € €, hiszen
a= lim (a+ z,e) és minden N 3 n-re a + z,e € Q. Ugyanakkor a € E'\ Q is igaz,

n—oo

mert @ = lim (a+ 2/ e) és minden n € N esetén a + 2/,e € E\ Q = E\ Q. Tehat
n—oo

I1f (@) < |If(a+z2q4€)]| < sup ||f(z)|, amit bizonyitani kellett.)
z€Fr(Q)

23. (Altalcinos Cauchy-egyenldtlenség.) Legyen E # {0} komplex normalt tér, F
komplex Banach-tér és 2 C E nem iires korlatos nyilt halmaz. Ha f : Q2 — F olyan
folytonos fiiggvény, hogy az f|q fiiggvény holomorf, akkor minden k& € N és a € Q
esetén

k
I(DF ) (@) < (L()) sup (@)l

dist pr(q) 2€Fr(Q)

Speciélisan, ha r € R* olyan, hogy B,(a) C (2, akkor minden k € N esetén

k
H(D"“f)(a)HS(E) s 7@

"/ z€E; ||lz—al=r

teljestil.
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(Megjegyzések. 1) A jobb oldalon 4ll6 formula értelmes, mert distp,(o)(a) > 0,
hiszen ha r € R* olyan, hogy B.(a) C Q, akkor distp,q)(a) > distp\q(a) > r,

vagyis distp,q)(a) > 0. Tovabbd, k = 0 esetén a 0° := 1 konvencié alapjan az

|f(a)]] < sup [f(z)] egyenl6tlenségrél van szé, ami a 22. gyakorlat szerint
xz€Fr(Q)

igaz.

2) Ha FE végtelen dimenziés, akkor az a kozéppontu r sugari gombfeliillet nem
kompakt halmaz, ezért lehetséges az, hogy sup | f(z)|| = +o0.

T€EE; ||lx—al|=r
3) Ha E = C, akkor az egyvéltozés fliggvényekre vonatkozé Cauchy-egyenlétlenség
alapjan minden k£ € N esetén

||<Dkf><a>||s(’“—’) swp (1)

k
r z€E; ||lz—al|=r

is teljesiil, ami finomabb becslés anndl, amelyet itt felirtunk, mert ha k& > 2, akkor
k! < k*.

(Utmutatds. Elészér megmutatjuk, hogy ha r € R* olyan, hogy B,(a) C ), akkor
minden k£ € N esetén

k
||<Dkf><a>||s(5) swp (@)

") zeE; |z—al=r
teljesiil. Ehhez minden x € B,.(a) \ {a} esetén tekintsiik a
fo i Brjlz—a)(0;C) — F; 21— fla+z(z —a))

holomorf fliggvényt. A 20. gyakorlat szerint f végtelenszer C-differencialhato,
fgy ha k € N és z € B,(a) \ {a}, akkor (D*f,)(0) = ((D*f)(a))((x — a)l*). Ha

x € B.(a)\ {a}, akkor r/||x — a|| > 1 miatt B1(0;C) C Dom(f,), igy felirva a
Cauchy-egyenlotlenséget kapjuk, hogy minden k£ € N esetén

1D @) (@ = a))] = [(D*f)(O)] < k! sup  [|fu(2)l| =

z€C; |z|=1
=kl sup  |[fla+ z(z—a))ll
2€C; |z|=1

teljesiil. Legyen e € E olyan vektor, amelyre 0 < |le|| < 1. Ha p €]0, r| tetszéleges
valds szam, akkor az z := a+pe € B,.(a)\{a} pontra felirva az el6z6 egyenlStlenséget
kapjuk, hogy minden k € N esetén

PEID (@) ™) = I((D* ) (@) ((pe) )] <

<kl sup |[[fla+zpe)| <k sup  [|f(z)].
2€C; |2|=1 =€ B; ||lo—al|<p

Ebbdl kévetkezik, hogy p €]0,r[, e € E, |le]| <1 és k € N esetén

O HEE <2 swp Jr@I<® s @)

P" zeE; ||lz—a||<p P” z€E; |lz—a|<r
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amibol p — r hataratmenettel kapjuk, hogy

WO HEE < B wp  f@I=2 s 1@,

™ zeE; |z—al|<r ™ ze E; ||z—al|l=r

ahol felhasznéltuk a Cauchy-féle maximum-elvet (22. gyakorlat) az f|gz ) foly-
tonos fiiggvényre. Ebbdl kovetkezik, hogy k € Nt esetén

IO D@ < (D (@) = R CHTICIE
k! -
S % sup £ ()]l

k
" zeB; ||lz—all=r

(VL. fejezet, 3. pont, 14. gyakorlat), tehat

||<Dkf><a>||s(5) s @)l

r z€E; ||lz—al=r

Legyen k € N, a € Q és r € R* olyan, hogy r < distp,(q)(a). Ekkor B,(a) C Q,
mert x € E \  esetén az [a,z] szakasz Osszefiiggé halmaz, tehit az V. fejezet
10. pontjanak eredményei alapjan van olyan z € Fr(Q2), hogy z € [a,z]; ekkor
|z —all = [z — 2| + ||z — a|| > ||z — 2|| + distp,()(a) > r, vagyis z € E\ B.(a).
Ezért az imént bizonyitott egyenlétlenséget alkalmazva

k
I(D* (@) < (E) sup  [[f(2)]| <

r ' €E; ||x—al|=r

N k"
s(—) supuf(:c)H:(—) sup £
T zEN r zE€FT(Q)

adédik, ahol felhasznédltuk a Cauchy-féle maximum-elvet.)

24. (Weierstrass konvergencia-tétele.) Legyen E komplex normélt tér, F komplex
Banach-tér és 2 C E nem iires korldtos nyilt halmaz. Legyen (fn)nen olyan
fiiggvénysorozat, hogy minden n € N esetén f,, : 2 — F olyan folytonos fiiggvény,
hogy fnla holomorf. Ha Fr(Q2) C Dom( lim f,) és az (f,)nen fliggvénysorozat
egyenletesen konvergens az F'r({)) halmazon, akkor teljesiilnek a kovetkezok.
a) Dom( lim f,) = Q.

n—oo
b) Az (f,)nen fiiggvénysorozat egyenletesen konvergens az € halmazon.

c) A lim f,:Q — F fiiggvény folytonos és az < lim fn> | fliggvény holomorf.
d) Minden k € N esetén DF ( lim fn> — lim (D*f,,).

e) Minden k € N esetén a (D*f,),en fiiggvénysorozat egyenletesen konvergens az
) halmazon.

Igazoljuk konkrét példaval, hogy az allitas nem feltétleniil igaz, ha {2 nem korlatos.
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(Utmutatds. Az &llités trivislisan igaz, ha E = {0}, ezért feltessziik, hogy

E # {0}. Vezessik be az f := le fn jelolést, és legyen ¢ € R* tetszdleges.

A feltevés szerint van olyan N Eanohogy minden n > N természetes szamra
sup ||fn(z) — f(2)]] < ° Ha m,n € N, akkor az f,, — f, : Q — F fiiggvény

zeFr(Q) 2

folytonos és az (fi, — fn) o : @ — F fliggvény holomorf, igy m,n > N esetén a

Cauchy-féle maximum-elv (20. gyakorlat) alapjan minden a € € pontra

[fm(a) = fu(@)l| < sup || fm(z) = fu(x)l = sup |[fm(z) = fu(z)] <e,

€N z€Fr(Q)

tehét (fn(a))nen Cauchy-sorozat az F Banach-térben, igy a) igaz. Az is lathato,
hogy n € N és n > N esetén

sup [[£(8) = fu(@) < sup ( 1im_[|fn(a) = fula)]]) <.
acQ ac) \M—©

tehat az (f,)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens az {2 halmazon, igy az
Q = QU Fr(Q) halmazon is egyenletesen konvergens, vagyis b) teljesiil. Ezért az
V. fejezet 11. pontjanak eredményei alapjan f folytonos fiiggvény.

Legyen a € Q és 7 € R* olyan, hogy r < distp,q)(a). Ekkor B,(a) C Q, és
minden z € B,(a) pontra distp.(q)(z) > distp.(q)(a) — r, mert 2/ € Fr(Q)
esetén |[z" — x| +r > |2’ — 2| +[lz —a > ||2' — a| > distp,(q)(a), tehdt

|z" — || > distp,qy(a) —r, igy distp,(o)(z) = i;lf(ﬂ) |z" —z|| > distppq)(a) — 7.
z'eFr

Ha m,n € N, akkor f,, — f, : Q — F folytonos fiiggvény és az (f, — fu)la: Q — F
fiiggvény holomorf, tehat a 20. gyakorlat szerint végtelenszer C-differencialhato,
igy az altalanos Cauchy-egyenl6tlenség 21 alapjan minden k& € N esetén

sup H(Dk(fm - fn))('x”‘ <

z€B,(a)

k k
() e )
zE€B,(a) < dZStFr(Q) (.CU) 2 €Fr(Q) ||( )( )H

< (grra=s) s Unle) -~ £

distpr() o €Fr(Q)

Ebbdl kovetkezik, hogy minden > a-ra és N > k-ra ((D*f,)(a)neny Cauchy-
sorozat az .Z,(E¥; F) Banach-térben, vagyis minden N > k-ra a (D*f,)nen
derivaltfiiggvény-sorozat pontonként konvergens az ) halmazon. Ugyanakkor min-
den k € N, a € Q) ésn € N esetén

lim (D" f.0) (@) — (D* fu) @) | <

m—0o0

sup
z€B,(a)

i k
< : sup || f(z") = fu(2)],
(dZStFr(Q)(a> - 7“) @' EFr(Q) I7) @l

tehat a (D* £, )nen derivaltfiiggvény-sorozat lokalisan egyenletesen konvergens az §)
halmazon. Ebbél a VII. fejezet 6. pontjdnak utolso tétele alapjan kapjuk a c), d)
és e) allitasokat.)
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25. Legyen E komplex normdlt tér, F komplex Banach-tér és Q@ C FE (nem
feltétleniil korldtos) nyilt halmaz. Ha (f,),en olyan fiiggvénysorozat, hogy minden
n € N esetén f, : Q — F holomorf fiiggvény, tovdbba az (f,)nen fliggvénysorozat

lokadlisan egyenletesen konvergens az () halmazon, akkor a lim f, : Q — F fliggvény
n—oo

is holomorf, és minden £ € N esetén DF ( lim fn> = lim D*f,, tovdbba a

n—oo n—oo

(D f.)nen fiiggvénysorozat lokélisan egyenletesen konvergens az 2 halmazon.

(Utmutatds. Legyen a €  és r € R* olyan, hogy B,(a) C Q, és az (fn)nen
fiiggvénysorozat egyenletesen konvergens a B,(a) halmazon. A Weierstrass-féle

konvergencia-tételt (24. gyakorlat) alkalmazva az ( Inls ( a)> fliggvénysorozatra
T neN

kapjuk, hogy a lim f, fiiggvény holomorf a B,(a) nem iires, korlatos és nyilt
halmazon, tovdbbd minden N > k-ra DF ( lim fn) = lim (D*f,) a B,(a)

halmazon, valamint a (D f,,),en fiiggvénysorozat lokalisan egyenletesen konvergens
B, (a) halmazon.)

26. (Holomorf fiiggvények terei.) Legyen E komplex normalt tér, F' komplex
Banach-tér és 2 C E (nem feltétleniil korlatos) nyilt halmaz.

a) Jelolje s#°(); F) az Q — F korlatos holomorf fiiggvények halmazit. Ekkor
°(Q; F) sup-norméaban zart linedris altere az Q— F korlatos folytonos fiiggvények
€ (Q; F) terének, igy s2°(2; F) a sup-norméaval elldtva Banach-tér.

b) Jelolie J#°(Q; F) azon f € €°(Q; F) fiiggvények halmazt, amelyekre f[o
holomorf. Ekkor 7 (Q; F) sup-normaban zért linedris altere €°(2; F)-nek, igy
H°(Q; F) a sup-norméval elldtva Banach-tér.

¢) Legyen m € N és jelolje 522 (); F) azon Q — F holomorf fiiggvények halmazt,
amelyekre minden k < m természetes szamra DF f korlatos fiiggvény. Ekkor a

A F) = Ry; fr=) sup||(DFf)()]
k=0 e

leképezés olyan norma S22 (§); F) felett, amellyel 2% (Q; F') Banach-tér.

d) Legyen m € N és jelolje 222 (Q; F) azon Q — F korldtos folytonos fiiggvények
halmazat, amelyekre f|o holomorf, és minden k& < m természetes szamra D* (f|q)
korlatos fiiggvény. Ekkor a

AU F) = Ry; fr=) sup||(DFf) ()]
k=0 e

leképezés olyan norma S22 (€2; F) felett, amellyel 72 (Q; F') Banach-tér.

(Utmutatds. a) Tudjuk, hogy az Q — F korlatos, folytonos fiiggvények €°(Q; F) tere
a sup-normaval elldtva Banach-tér (V. fejezet, 11. pont), ezért ha f € €°(Q; F) és
(fn)nen olyan sorozat #°(Q; F)-ben, amely az f-hez konvergél a sup-norma szerint,
akkor (fn)nen egyenletesen konvergens az 2 halmazon (igy lokdlisan egyenletesen
konvergens is), tehdt a 25. gyakorlat szerint f € J#°(Q; F), ami azt jelenti, hogy
°(; F) a sup-norma szerint zdrt €°(); F)-ben, tehat teljes is.)
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27. Legyen E normélt tér, F' Banach-tér és w : £ — Z(FE;F) differencidlhaté
operatormezd E felett. Legyen U C Dom(w) egyszeresen Osszefiiggd nyilt halmaz.
Az w pontosan akkor zart az U halmazon, ha egzakt az U halmazon.

(Utmutatds. Tegyiik fel, hogy w zart az U halmazon, és legyen ¢ € U rozitett pont.
Az U halmaz nyilt és 6sszefiiggé E-ben, igy az V. fejezet 10. pontjanak eredményei
szerint (a kivalasztdsi axioma alkalmazdsival) vehetiink olyan (7;)zey rendszert,
hogy minden U 3 z-re 7, olyan U-ban haladé szakaszonként C'-osztélyt iv, amely
a c és x pontokat osszekoti. Képezziik a

g:U— F, xr—>/w

Yz

leképezést. Megmutatjuk, hogy ¢ differencialhaté fliggvény, és minden x € U esetén
(Dg)(z) = w(z).

Legyen x € U rogzitett pont, és r € R* olyan, amelyre B,.(x) C U. Ha 2’ € B,(x),
akkor a

Yz (31) ;hate0,1/3],
v (0,1 = B t—=< x4+ Bt—1)(a' —z) ;hatel[l/3,2/3],
Yo (3(1 = 1)) ;hat e [2/3,1]

fiiggvény olyan zdrt, szakaszonként C'-osztalyd v, hogy Im(ve.) = Im(yz) U
Im(v, ) U[z,2'] C U, tehdt Cauchy els6 integralformulédja szerint

-l ] L

amibdl kovetkezik, hogy

9(2’) - g(x) — w(z) (@’ — 2) ‘/f /f w(@)(@' - z) =

L/w—t/ /Xw—mwy

[z,27] [z,2’] [z,2/]

Tehédt minden 2’ € B,.(x) esetén

l9(z") — 9(z) —w(z) (2’ —2)|| = / (w—w@)| <" —zl| sup [f")].
e ' €x,x’]

Ha ¢ € R* tetszoleges, akkor az w fiiggvény = pontbeli folytonossiga miatt van
olyan § € R*, hogy ¢ < r és minden z” € Bjs(z) esetén |w(z”) —w(z)|| < e. Ezért
az el6z6 egyenlStlenség alapjan x” € Bs(x) esetén

lg(z") = g(x) —w(@) (@ = z)|| < el — [,
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ami azt jelenti, hogy a g fliggvény differencidlhaté az x pontban és (Dg)(x) = w(z).)

28. Legyen n € N* és X : R™ ~— R" olyan differencidlhaté fliggvény, hogy Dom(X)
egyszeresen Osszefliggd. Ekkor a kovetkezo allitasok ekvivalensek.

i) Minden j,k < n természetes szamra 0;X; = 0pX,;, ahol k € n esetén
J J
Xg :=prro X.

(ii) Létezik olyan V : Dom(X) — R differencidlhat6 fiiggvény, hogy minden k < n
természetes szamra X = 0. V.

Ebbdl kovetkezik, hogy az R™ minden egyszeresen Osszefliggd nyilt részhalmaza
primitiv (1. pont, 4. gyakorlat).

(Utmutatds. Az (i) feltétel ekvivalens azzal, hogy az
wx,g : Dom(X) — Z(R™"R); 2 g(X(2),")

differencidlhaté kovektormezé zart (azaz dwyx 4 = 0), ahol g az euklidészi skalar-
szorzés R™ felett. Ugyanakkor (ii) azzal ekvivalens, hogy az wx 4 kovektormezd
egzakt. Ezért Dom(X) egyszeres Osszefiigglsége és a 27. gyakorlat alapjan (i) és
(ii) ekvivalensek.)

29. (Egzakt differencidlegyenletek.) Legyen Q@ C R x R és legyenek P,Q : 2 — R
differencialhato fiiggvények. Ha U C ) egyszeresen Osszefiiggd nyilt halmaz és
minden (z,y) € U esetén

oP, . 0Q
a_y(xvy) - O (-T,y),

akkor a P(z,y)dr + Q(z,y)dy = 0 dfferencidlegyenletnek létezik U-n értelmezett

els6 integrédlja (VII fejezet, 12. pont, 4. gyakorlat). Ha U C Q nyilt csillaghalmaz
és (x0,y0) € U csillagesentruma U-nak, akkor az

U—R; (2,9)—

= (z —x0) [ P(zo+1t(x — 20),%0 + t(y — yo))dt+

+(y —yo) | Q(zo +t(x — 20),%0 +t(y — vo))dt

O\H Q\»-

fiiggvény elsé integralja a P(z,y)dx + Q(z,y)dy = 0 dfferencidlegyenletnek.
(Utmutatds. Tekintsiik a

(P,Q):U—R* (z,y) — (P(z,y),Q(x,y))

vektormez6t. Erre a 28. gyakorlat (i) feltétele teljesiil, ezért van olyan V : U — R
differencialhaté fiiggvény, hogy minden (z,y) € U esetén

oV ov

%(gy,y) = P(z,y); 8—y($,y) = Q(z,y),
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vagyis V els6 integralja a P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0 differencidlegyenletnek. Ha
U C Q nyilt csillaghalmaz és (xg,yo) € U csillagcentruma U-nak, akkor a 2. pont
7. gyakorlata szerint az

U—R (2.9)— (g) / (P.Q)

[(xo,yo),(m,y)]

fiiggvény primitiv fiiggvénye a (P, Q) vektormezOnek, azaz U-n értelmezett elsé
integralja a P(z,y)dx + Q(z,y)dy = 0 differencidlegyenletnek, ahol g az euklidészi
skaldrszorzas R? felett.)

30. (Schwarz-lemma.) Legyen F komplex Banach-tér, a € C, r € Rf, f :
B,(a;C) — F holomorf fiiggvény, és C € R, olyan, hogy minden z € B,.(a;C)
esetén || f(z) — f(a)|| < C. Ekkor minden B,.(a;C) > z-re

|z —a|

If(z) = fl@) <C

teljestil.

(Utmutatds. Legyen s €]0, r[ tetszéleges valds szam, és értelmezziik a

f(2) = fla)
gs:ES(G;C)—)F; 2 T . _a ;haz+#a
(Df)(@)  ;haz=a

leképezést. A megsziintethet szingularitdsok tétele alapjan gs|p, (a,c) holomorf

fiiggvény, és természetesen folytonos a Bj(a;C) gémbon. Ezért a Cauchy-féle ma-
ximum-elvet (22. gyakorlat) alkalmazva a g, fiiggvényre kapjuk, hogy minden
z € Bg(a;C) \ {a} pontra

f(z) = f(a
PO s s o= sw e -
z a 2/ €B,(a;C) z'€Fr(Bs(a;C))
1

S sup 1f(z") = fla)] <

8 2/ €Fr(Bs(a;C))

= sup
z'€Fr(Bs(a;C))

Hf(Z’)—f a)

zl—a

1 1
<- sup () - fla)] < =C.
S 2/€B,(a;C) S

Legyen (r,)nen olyan valds sorozat, hogy minden N 3 n-re 0 < 7, < 7 és
lim r, =r. Ha z € B,(a;C) \ {a}, akkor van olyan N € N, hogy minden n > N

n—oo

természetes szamra 0 < |z — a| < 7, vagyis z € B, (a;C) \ {a}; ekkor az elézbek

szerint
H f(z) = f(a)

zZ—0a

1
T'n

teljesiil minden n > N természetes szamra, amibdl kovetkezik a bizonyitandd
egyenl6tlenség.)
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6. Laurent-sorfejtés és meromorf fiiggvények

Jelolés. Ha a € C, Ry, R € E+ és R1 < Ry, akkor
CRl,Rg(a) = {Z e C ’ R < ’Z — Cl’ < RQ},

és ezt a halmazt a centrumu, R; belsé és Ro kilsé sugaru nyilt korgyidrinek
nevezzik.

Tétel. (Laurent-tétel.) Legyen F' komplex Banach-tér, f : C — F' holomorf
fiiggvény, a € C, valamint R_, R € R, olyanok, hogy R_ < Ry és Cr_ g, (a) C
Dom(f). Ekkor egyértelmiien létezik olyan F-ben haladé (ci)rez rendszer, amelyre
minden R, Ry € R esetén, ha R_ < Ry < Ry < Ry, akkor a

Z e (ide — a)k, Z c_y(ide — a)™"

keN keN; k>1

fliggvénysorok normdlisan konvergensek a Cr, r,(a) halmazon, és a Cr_ g, (a) nyilt
korgytirin fennall a

F=enlide —a)* + 3" c_p(ide —a)7
k=0

k=1

egyenléség. Ha v tetszOleges olyan zart, szakaszonként C'-osztalyt iv, amely a
Cr_,r. (a)-ban halad, akkor minden n € Z esetén

1 f
Indy(a)e, = — [ ——F—

ndy(@)en =505 | Gide — e
Y

Bizonyitas. (Egzisztencia.) RoOgzitsiink olyan Rp, Ry € R™ szamokat, amelyekre

R_ < Ry < Ry < Ry, és legyen z € Cg, Rr,(a). Véalasszunk egy olyan r € R*
szamot, amelyre r < min(Ry — |z — a,|z — a| — Ry)[; ekkor B, (z;C) C Cg, r,(a).

Megmutatjuk, hogy
id(c—z id@—z Z'd(c—z.

Yz,r Ya,Ro Ya,Rq
Ehhez minden p € [0, 1] valés szamra legyen p := |z — a| és
z—a o
wslp) == e,

tovabb4a értelmezzik azt a

H:[0,1] x [0,1] — C
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fliggvényt, amelyre minden (p,t) € [0, 1] x [0, 1] esetén

( a+ Rjw_ <p)€27ri(8t)(1fp) cte [0, 1/8[,
(1 (8t 1)) (@ Baws () (8- 1) (o (- (1) £ € [1/8,2/8],
a+ pwy(p) — rwy (p)e™ =2 ; te(2/8,3/8],
Hip.t): = (1=(8t=3))(a+(p+r)w (p))+(8t=3)(a+Row(p)) ; t € [3/8,4/8],
p,t). = 0l R2w+<p)ef27ri(8tf4)(1fp) . te[4/8,5/8],
(1—-(8t=5))(a+Row—(p))+(8t=5)(a+(p+r)w—_(p)) ; t €[5/8,6/8],
a+ pw-(p) + rw-(p)e™ =" ; t€[6/8,7/8,

( (1=(8t=T7))(a+(p—r)w—(p))+(Bt=7)(a+Riw_(p)) ; t€[7/8,1].

Konnyen lathat6é, hogy minden k£ < 8 természetes szamra a H lesziikitése a
[k/8, (k + 1)/8] intervallumra folytonos, ezért H folytonos fiiggvény (V. fejezet,
7. pont, 2. gyakorlat), tovabba

Im(H) C {2 € C | (' #2) A (Ry < | — a < Ro)} € Dom(f)\ {2}.

Minden p € [0,1] esetén a H(p,-) : [0,1] — C fiiggvény zért, szakaszonként
Cl-osztélyd {v, ezért a H(0,-) és H(1,-) fvek konttrhomotépok a Dom(f) \ {z}
halmazban, ami egyenlé az f/(idc — z) holomorf fiiggvény definiciés tartoméanyéval.
Tehat Cauchy integréltétele alapjan

/ id@f—z - / id@f—z'

H(Ov') H(l,-)

Egyszeri helyettesitéses integralasokkal nyerjiik, hogy

/ id@f— z / idcf— z + / id(cf— z + / id@f— z

H(0,) Ya,R1, w4 (0),1 Yz,rw (0),1 Ya,Rg, w4 (0),—1
= - / + , / — - / =.
/ ide — 2 ide — z ide — z
Ya,Rq Yz,r Ya,Ro

Hasonlban lathatd, hogy ha 2’ := 2a — z, akkor

/ idcf—z: / z‘d@f—z: / z'dcf—z:O’

H(lv) ’YZ/,’I‘,’UJ_'_(I),I 72’,7‘

mert a 7,/ , {v kontirhomotép a Dom(f) \ {z} halmazban a 2’ értékd [0,1] — C
konstansfiiggvénnyel. Ezzel megmutattuk, hogy

/ idcf—z: / id@f—z_ / idcf—z'

Yz,r Ya,Ro Ya,Rq
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Ezt az egyenlOséget beszorozva 1/(2mi)-vel, és kihaszndlva azt, hogy B,(z;C) C
Cr, r,(a) € Dom(f) \ {z}; a masodik Cauchy integralformula alapjin kapjuk,

hogy
RTINS G S

2w ide — 2z  2mi ide —z  2mi ide — 2
Yz,r Ya,Ro Ya,Rq

Tehat megmutattuk, hogy ha R;, Ry € R* olyanok, hogy R- < R; < Ry < R4,
akkor minden z € Cg, r,(a) esetén

1 f 1 f
f(z) 2_7TZ / ’id(c—z_2_71'i / Z'd(c—z.

Ya,Ro Ya,Rq

Legyenek most R;, Re € R olyan szamok, amelyekre R_ < Ry < Rs < R,. Ekkor
minden z € Cg, r,(a) esetén a

Z(Z - a)km

keN

fiiggvénysor normdlisan konvergens az Im(vq r,) halmazon, mert minden N 3 k-ra

sup o (&)
z'€C; |z'—a|=R2 (Z/ - a)k+1

lz—al\" [ 1 ,
:( Ry ) <R_2) z'eC; T;Ea|=R2||f(Z)H ,

és |z — a| < Ry miatt a

(z—a)

> (50

numerikus sor konvergens. Ezért

1 fo_ 1 Lk f _
2mmi ide —z  2mi / Z(Z 2 (idc — a)k+1

’ya,Rz 'Ya,RQ

N /

Ya,Ro

teljesiil és az itt all6 vektorsorok abszolit konvergensek az F' Banach-térben.

Ugyanakkor, minden z € Cg, g, (a) esetén a

> (- “)_HW

keN
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fliggvénysor normdlisan konvergens az Im(~y4 r,) halmazon, mert minden N > k-ra

/
sup (Z _ a)—k—l ,f(z )_k
z'€C; |z'—a|=R1 (Z - Cl)

(RN ,
- (%) (2a) <@ P ey ”') ’

és Ry < |z — a| miatt a
Z ( : )k
kEN |z —dl

numerikus sor konvergens. Ezért

1 o1 = —k—1 f _
omi | ide—z 2w / kzzo(z ) Gl —a

Ya,Rq Ya,Rq

S f —he1 _
“ 2\ ] | e

Ya,Rq
R f L
B Z 2mi / (idc — a)—k+1 (2=,
k=1 'Yu,Rl

teljesiil és az itt all6 vektorsorok abszolit konvergensek az F' Banach-térben.

Tehdt minden z € Cg, gr,(a) esetén

Y S S B SN "
f(z)—kZ:O 27ri%4 (ide — a)k+1 F-e)t

+k2::1 2mi / (ide — a)—k+1 (z—a)7 k.

Ya,Rq

Nyilvéanvalé, hogy ha R, R’ € R* olyanok, hogy R- < R < R’ < R., akkor a
Ya,R €8 Ya,r fvek kontirhomotépok a Cr_ g, (@) nyilt kérgyfirtiben, ezért minden

Z > k-ra
/ f _ / /
(ide — a)k+1 (ide — a)k+1

Ya,R Ya,R’

Tehat jol értelmezett az a (ck)rez rendszer F-ben, amelyre minden k € Z esetén

1 f
Cp = — 7
Y ori ) (ide — )R D

Ya,R
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ahol R € R* tetszoleges olyan szam, amelyre R_ < R < R,.

Ha z € Cgr_ g, (a), akkor vehetiink olyan R;, Ry € R szdmokat, amelyekre
R_ < Ry <|z—a| <Ry < Ry, vagyis z € Cg, r,(a), igy az el6z6ek alapjan

F2) =) az—a)f +) culz—a)F,

és ezek a sorosszegek F-ben haladé abszolit konvergens sorok oOsszegei. Ebbdl
kovetkezik, hogy a Cr_ g, (a) nyilt korgytiriin fennall a

f= ch(id(c — Cl)k + Zc_k(id@ — a)_k
k=0 k=1

fliggvény-egyenloség.
Most igazoljuk, hogy ha R;, Re € Rt olyanok, hogy R < R; < Ry < R4, akkor a

Z cx(ide — a)*, Z c_y(ide — a)™"

keN kEN; k>1

fiiggvénysorok normaélisan konvergensek a Cg, g,(a) halmazon. Tekintettel arra,
hogy
CRi .k, (8) = Br,(a;C) N (C\ Bg, (a;C)),

elég azt igazolni, hogy a ch(idc - a)k hatvanysor normdlisan konvergens a
keN
Bg, (a; C) génbon, és a Z c_i(ide — a)7F fiiggvénysor normaélisan konvergens
keN; k>1
a C\ Bg, (a;C) halmazon.

A Z c(ide — a)® hatvanysor normélisan konvergens a Bg, (a; C) gonbon, mert ha

keN
R € R* olyan, hogy Ry < R < R, akkor minden k£ € N esetén

| f
sup ez — )| < Rlewl| = R / :

" - . B . k+1
+€Bn, (a0) 27”%,3 idc — a)
1 IS (R
< RY —L(var) sup 7=\ = sup 1F O,
2 27 “ z'€C; |z'—a|=R |Z/ - a|k+1 R z'€C; |z'—a|=R

és Ry < R miatt a

numerikus sor konvergens.
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A Z k(ide — a)~F fiiggvénysor normalisan konvergens a C \ Bg, (a;C)

keN; k>1
halmazon, mert ha R € R* olyan, hogy R- < R < R;, akkor minden k € N*

esetén

1 f
swp iz — a)F| < Ry e_ill = Ry* [ = / S -
2€C\Br, (¢;C) ! ! 27727 (tdc — a)~Fk+1
a,R
il 1f ()] R\"
<R k—L(’y R) sup —_— = | = sup 1,
! 27 “ z'€C; |z'—a|=R |Z/ - al_k+1 Ry z'€C; |z'—a|=R

és R < R; miatt a
e N
numerikus sor konvergens.

(Unicitds.) Legyen (c)kez szintén olyan F-ben haladé rendszer, hogy minden
Ry, Ry € R" esetén, ha R_ < Ry < Ry < R, akkor a

> cylide — a)F, > y(ide —a)7F

keN kEN; k>1

fliggvénysorok normalisan konvergensek a Cr, g, (a) halmazon, és a Cr_ g, (a) nyilt
korgytirin fennall a

= clide —a)¥ +) ¢ (ide —a)™*
k=0 k=1

egyenléség. Legyen ~ tetszdleges olyan zart, szakaszonként C'l-osztalyd fv, amely
a Cg_ g, (a) nyilt korgyliriben halad. Az Im(y) halmaz kompakt és része a
Cr_,r. (a) nyilt halmaznak, ezért léteznek olyan R, Ry € RT szdmok, amelyekre

R_ < Ry < Ry < Ry és Im(v) C Cg, r,(a). A hipotézis szerint a

Sochide —a)f, DT &y (ide —a)7h

keN keN; k>1

fiiggvénysorok normalisan konvergensek a Cg, r,(a) halmazon, ezért minden n € Z
esetén a
E C%(id@ — a)kinil, E Cl_k(idc — a)ikinil
kEN keN; k>1

fiiggvénysorok is normadlisan konvergensek a Cg, gr,(a) halmazon, igy az Im(v)
halmazon is normélisan konvergensek, és fenndll az

f o0 (o]

. 1 —n—1

WZE:CW%—C"“” +Y dylide —a)F"
C k=0 k=1
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egyenloség. Ebbol kovetkezik, hogy minden Z > n-re:

k: n—1 —k—mn—1 __
/(ld(c—a”+1 Z/ (ide = a) +Z/ w(ide —a) B
k:l

= chék n2miInd. ( Zc W0—k.n2miInd, (a) = 2wilnd, (a)c,,
k=0 k=1

hiszen m € Z \ {—1} esetén

(idc — a)m“) |

idec —a)™ =D
(ide —a) ( m-+1

vagyis (idc — a)™-nek 1étezik primitiv fiiggvénye C \ {a}, igy

/(id(c —a)" =0;

~

ugyanakkor az index definiciéja szerint

/ (idc — @)~ = 27ilnd, (a),

Y

tehat minden Z > m-re

/(idc — )" = Oy, —12miInd, (a).
2!

Specidlisan, ha R € R* olyan, hogy Ry < R < Ry, akkor v := 7,4 g vadlasztassal
kapjuk, hogy minden n € Z esetén
P L S
" 211 (id(c — Cl)”"‘1
Ya,R

hiszen Ind,, ,(a) = 1. Ez azt jelenti, hogy (¢} )rez ugyanaz a (cx)rez rendszer,
amelyet az egzisztencia bizonyitdsdban értelmeztiink, tehat a (c))rez rendszer
egyértelmiien van meghatarozva. Egyidejlleg az is lathato, hogy minden n € 7Z
esetén

1 f

2_71'7; (id@ — Cl)n'H
Y

Ind(a)c, =

teljestil. A

Definicié. Legyen F' komplex Banach-tér, f : C - F' holomorf fiiggvény, és
a € C olyan pont, amelynek létezik olyan V kornyezete C-ben, hogy V' \ {a} C
Dom(f). Legyen

r(a) := sup{r € R*|B,(a;C) \ {a} € Dom(f)}.
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Ekkor C »(qy € Dom(f), tehat a Laurent-tétel alapjan egyértelmiien létezik olyan
(ck)kez rendszer F-ben, hogy minden Ry, R € R esetén, ha 0 < Ry < Rp < r(a),

akkor a
2{:(%(idc —a), jg: c_p(ide —a)~"

keN keEN; k>1

fliggvénysorok normalisan konvergensek a Cg, g, (a) halmazon, és a Cj ,(q)(a) nyilt
korgytirin fennall a

= alide —a)* +) e_p(idc —a)™*
k=0 k=1

egyenléség. Ekkor a

Z Ck(id(c — Cl)k, Z C—k(idﬁC - a)_k

keN kEN; k>1

fliggvénysor-part az f fliggvény Laurent-sorfejtésének nevezzik az a pontban.
Tovabb4, a Z cx(ide —a)® hatvanyfiiggvény-sort az f fiiggvény a pontbeli Laurent-
keN
sorfejtése requldris részének, mig a Z c_i(ide — a)_k fliggvénysort az f
keN; k>1
fiiggvény a pontbeli Laurent-sorfejtése forészének nevezziikk. A c¢; € F vektort az
f fiiggvény a pontbeli reziduumdnak nevezzik és a Resq(f) szimbolummal jeldljiik,

tehat
R :
esa(f 27m / /

ahol r € R* tetszleges olyan szam, hogy B, (a;C) C Dom(f).

A kovetkezo allitds megmutatja, hogy a Laurent-sorfejtés a Taylor-sorfejtés
altalanositasa.

Allitas. Legyen F' komplex Banach-tér, f : C — F holomorf fiiggvény,
a € Dom(f), és

Z Ck(id(c - Cl)k, Z C—k(id(C - a)_k

kEN kEN; k>1

az f fliggvény Laurent-sorfejtése az a pontban. Ekkor minden £ € NT esetén
¢ = 0 és a Laurent-sorfejtés reguldris része egyenld T, (f)-fel, vagyis az f fiiggvény
a pontbeli Taylor-soréval.

Bizonyitds. Legyen r € R* olyan, hogy B, (a;C) C Dom(f). Ekkor Ind,,  (a) =1
miatt minden Z > k-ra . ;

2_7Ti (id(c — Cl)k'"1 ’
Ya,r

C —
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kovetkezésképpen k > 0 esetén

1

C_ = -
271

/ fide —a)f=t =0,
Ya,r

hiszen az f(idc — a)*~! fiiggvény holomorf Dom(f)-en, és B,(a;C) C Dom(f). B

A szerint, hogy egy holomorf fliggvény adott pontbeli Laurent-sorfejtésének
forésze milyen specidlis tulajdonsagokkal rendelkezik; a kovetkezo fogalmakat
vezetjik be.

Definicié. Legyen F' komplex Banach-tér, f : C - F' holomorf fiiggvény, és
a € C olyan pont, amelynek 1étezik olyan V kornyezete C-ben, hogy V' \ {a} C
Dom(f). Legyen

Z cp(ide — a)¥, Z c_g(ide — a)~F

keN keEN; k>1

az f fuggvény Laurent-sorfejtése az a pontban.

- Azt mondjuk, hogy az f fliggvény az a pontban reguldris, ha minden k£ € N*
esetén c_p = 0 (vagyis a Laurent-sorfejtés férésze eltiinik).

- Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az a pontban m-ed rendi pdlusa van, ha
m € Nt ¢_,, # 0, és minden k > m természetes szamra c_, = 0. Azt mondjuk,
hogy az f fiiggvénynek az a pontban legfeljebb m-ed rendi pélusa van, ha m € N*|
és minden k > m természetes szamra c_; = 0.

- Azt mondjuk, hogy az f fliggvénynek az a pontban lényeges szingularitdsa van,
ha a {k € N*|c_y # 0} halmaz végtelen.

Definicié. Legyen F' komplex Banach-tér. Egy f : C — F holomorf fliiggvényt
meromorfnak neveziink, ha létezik olyan 2 C C egyszeresen 0sszefiiggo nyilt halmaz
és olyan D C Q diszkrét zart halmaz, hogy Dom(f) = Q\ D, és az f fliggvénynek
a D minden pontjaban pélusa van.

Ha példaul f : C — F holomorf fiiggvény és Q : C — C nem nulla
polinomidlis fiiggvény, akkor az f/Q fiiggvény meromorf, mert Dom(f/Q) =
Dom(f)\ (Dom(f)N|[Q = 0]) és Dom(f) N [Q = 0] halmaz véges (tehat diszkrét
és zart), tovdbba minden a € Dom(f) N [Q = 0] az f/Q figgvénynek m-ed rendii
polusa van, ha az a pont m-szeres multiplicitasu gycke ()-nak. Tovabbi paldat
latunk meromorf fliggvényekre az 1. gyakorlatban.

Tétel. (Reziduum-tétel.) Legyen F komplex Banach-tér és f : C — F holomorf
fiiggvény. Tegyiik fel, hogy U C C olyan egyszeresen 0sszefliggd nyilt halmaz, és
A C U olyan véges halmaz, hogy U\ A C Dom(f), és f-nek az A minden pontjdban
pélusa van (vagyis az f|y\ 4 fiiggvény meromorf). Ha 7 olyan zart, szakaszonként
Cl-osztalyt {v, amely U \ A-ban halad, akkor

acA

/ f=2mi>" Ind,(a)Resq(f)
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teljestil.

Bizonyitds. Minden a € A esetén legyen

Z Ca’k(idc — Cl)k, Z Ca,_k(id(c — a)_k

keN kEN; k>1

az f figgvény Laurent-sorfejtése az a pontban. A feltevés szerint minden a € A
esetén van olyan n(a) € N, hogy minden k > n(a) természetes szamra cq _j = 0.
értelmezziik most azt a g : U — F fliggvényt, amely U \ A-n egyenl az

n(a)

f— Z an, (ide —a)~F

acA \ k=1
fiiggvénnyel, és minden A > a-ra

n(b)

g(a) :==cq0 — Z Z co,_p(a—b)7F

beA\{a} \ k=1

Ekkor g az U \ A halmazon holomorf és az A minden pontjaban folytonos, mert
minden a € A esetén létezik a-nak olyan V' kdrnyezete, hogy a V' \ {a} halmazon

oo n(a)
f:ZCa,k ’Ld(c—a +an7 zd@—a) k
k=0

teljestil, tehat

n(b)
L B =k _
llamg = hlllrn f Z Z co,—k(idc — b) =
beA \ k=1
n(a) n(b)
ankzdc—a +an’ (idc—a)~ —Z Zcb_ (idc—b)~ =
beA \ k=1
n(b)

M canlide —a)f — 3 (Y e ilide—b)F | | =
k=0

beA\{a} \ k=1
n(b)

= Cq,0 — Z Z co,—k(a— b))% | =: g(a).

beA\{a} \ k=1

Ezért a megsziintethetd szingularitasok tétele alapjan g holomorf a U halmazon,
és U egyszeresen 0sszefliggd, igy Cauchy elsé integralformulédjat alkalmazva kapjuk,

hogy
/g:O.

~
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Ebbol kovetkezik, hogy
n(a) n(a)

/f:/ DD caklide—a)y ™ | ] = an,—k/(id«:—a>_k

acA \ k=1 acA \ k=1

De a € Cés k € N* esetén

(id@ — Cl)ik = 0,
5
mert ( ) 1
. _ de —a)”
de—a)* =D (2
(ide =) ( —k+1 ) ’

vagyis (idc — a) %-nak létezik primitiv fiiggvénye a C \ {a} halmazon. Ezért a
reziduumok értelmezése alapjan kapjuk, hogy

/-

> e / (ide —a)~' =2mi > Ind,(a)Resq(f)

acA y acA

teljesiil. A
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Gyakorlatok

1. Ha f : C — C nem azonosan nulla holomorf fiiggvény, és Dom(f) Gsszefliggd
halmaz, akkor az 1/f : C — C reciprok-fiiggvény meromorf.

(Utmutatds. Jelolje Ny az f fiiggvény gyOkeinek halmazat, tehdt Ny := {2z €
Dom(f)|f(z) = 0}. Az f holomorf fiiggvény nem azonosan 0 és Dom( f) 6sszefiiggd,
ezért az 5. pont, 11. gyakorlat szerint az Ny minden eleme izoldlt pontja IN;-
nek. Tovabba, Dom(1/f) = Dom(f) \ Ny, és a € Ny esetén egyértelmtien létezik
olyan mq € NT és g4 : Dom(f) — C holomorf fiiggvény, hogy gq(a) # 0 és
f = (idc — a)™eg,. Legyen a € N; rogzitett és rq az a legnagyobb elem R -
ban, amelyre B, (a;C) \ {a} € Dom(1/f). Ekkor 1/f = (idc —a)™™(1/gq) a
B, (a;C) \ {a} halmazon, tehat

f — k!
mq—1 k oo k
_ (D (12;?1))(@ <2d a)k—ma + Z (D (1é?a))( )(Zd a)k—ma —
k=0 k=mq

) ' o D)@,
= (e — )| (idc —a)™ + jgo (1 + )] (idc — a)

teljesiil a B, (a;C) \ {a} halmazon, amibél lathatd, hogy 1/f-nek a-ban legfeljebb
mgq-ad rend pélusa van.)

2. Legyen F' komplex Banach-tér, f : C ~— F holomorf fiiggvény, és a € C olyan
pont, amelynek létezik olyan V' kérnyezete C-ben, hogy V' \ {a} C Dom(f). Legyen

Z Ck(id(c — Cl)k, Z C_k(idc — Cl)_k
kEN keN; k>1
az f fiiggvény Laurent-sorfejtése az a pontban, és
r(a) := sup{r € R*|B,(a;C) \ {a} € Dom(f)}.

Ekkor minden Z > n-re és 0, r(a)[> r-re

1
lenll < = sup [[f(2)].

T z€C; |z—al=r

Ennek az egyenlotlenségnek alkalmazasaval igazoljuk a kovetkezo kijelentéseket!

a) Az f fiiggvény pontosan akkor reguldris az a pontban, ha létezik a-nak olyan U
kornyezete, hogy az f(U) halmaz korldtos F-ben. (Ez az éllitas is a megsziintethetd
szingularitdsok tételkorébe tartozik.)
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b) Az f fliggvénynek pontosan akkor van n-ed rendii pélusa a-ban (ahol n € N*),
ha léteznek olyan r €]0,7(a)[ és C1,Cy € RT szdmok, hogy minden z € C esetén,
ha 0 < |z —a| <r, akkor

01 02
1
(Ilyenkor azt mondjuk, hogy az f és m figgvények az a pontban ekviva-
nac —

lensek.)

c) Az f fiiggvénynek pontosan akkor van lényeges szingularitdsa az a pontban, ha
minden o € R* szdmhoz van olyan C,, € R* és §, € R*, hogy d, < r(a) és minden
10,04[> r-re

C

ey
— < sup |f(2)]
re z€C; |z—a|=r ’

amit agy is megfogalmazhatunk, hogy » — 0 esetén az sup Ilf(2)|| kifejezés
z€C; |z—a|=r
gyorsabban tart 4+o0o-hez, mint az 1/r barmelyik pozitiv exponensii hatvanya.

(Utmutatds. Ha r €]0,7(a)[, akkor a Laurent-tétel alapjan minden Z > n-re

1 f

Cn = 7 7
" 2mi ) (ide — a)ntl’
Ya,r

amibol kovetkezik, hogy

1 1/ 1
lenll < 5=L(var)  sup =—  sup [[f(2)[.
" 2 ar zeIm(va.r) ’(Z — Cl)n+1| rT z2€C; |z—al=r

a) Ha p €]0,r(a)[ olyan valés szdm, hogy sup | f(2)]| < +o0, akkor minden
2€B,(a;C)\{a}
r €]0, p| valés szdmra és N 3 n-re

lenll <™ sup [[f() <7 sup o [[f(2)]],
z€C; |z—al=r z€B,(a;C)\{a}

ezért n > 0 esetén

r—0 2€B,(a;C)\{a}

le—all < lim ( sup ||f(2)||>=0,

igy ¢_, = 0, vagyis f regularis az a pontban. Megforditva, ha f regularis az a

pontban, akkor a Laurent-tétel alapjan lim f létezik, ezért f korlatos az a pont
a

valamely kornyezetén.

b) Ha f-nek n-ed rendii pélusa van az a pontban, akkor a Laurent-tétel alapjan a
B, (q)(a;C) \ {a} halmazon fennall az

o) n—1
I(ide — @)™ f — c_n| < lide —a|™ || exlide — a)*|| + | c_g(ide — a)" "
k=0 k=1
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egyenldtlenség, és a jobb oldalon &ll6 fiiggvénynek az a pontban 0 a hatarértéke,
ezért

lim ((ide — a)" ) = ¢ #0.

Ebbdl kovetkezik olyan r €]0, r(a)[ valds szam és C1, Cy € RT szdmok 1étezése, hogy
minden z € C pontra, ha 0 < |z — a|] < r, akkor

C 1 C'2

— < < —
—ap S 1f ()] < T

Megforditva; legyenek r,C7,Cs € R* ilyen tulajdonsagu szamok. Ekkor minden
k > n természetes szamra és |0,7] 3 p-ra

le—kll=p"  sup |2 =p""  sup |[[(z—a)"f(2)] <p""Cy,
2€C; |z—al|=p 2€C; |z—a|=p

ezért ||c_k|| < lin% (p"~"Cy) = 0. Ezért a Laurent-tétel alapjén a B,.(q)(a;C) \ {a}
p—

halmazon fennall az

[e%} n—1
(id(c — a)nf = Z Ck(id(c — Cl)n+k +c_pn + Z C_k(id(c — Cl)n_k
k=0 k=1

egyenl6ség. Ebb6l 1dthatd, hogy lim ((idc — a)" f) = c_,, ezért c¢_,, # 0, hiszen a
a

feltevés szerint

_ inf  ([z=a["[f(2)]) = C1 > 0.
2€B,(a:0)\{a}

Ezért f-nek az a pontban n-ed rendi polusa van.

c) Tegyiik fel, hogy f-nek lényeges szingularitdsa van a-ban, és legyen a € R*
tetszoleges. Legyen m € N olyan, hogy c_,, # 0 és m > «. Ha r €]0, min(r(a), 1)]
tetszoleges valos szam, akkor

_ 1 1
el < (L) (2 s 1sn1-
ro ro ™) sec; |z—a|=r

=r™®  sup If2)| < sup 1)1,

z€C; |z—al=r z€C; |z—al=r

tehdt C, = Jlc_m|] € RT és 0, := min(r(a),1) olyan szdmok, amelyek
létezését allitottuk. Megforditva; tegyiik fel, hogy f-nek nincs lényeges lényeges
szingularitdasa a-ban. Ekkor van olyan m € N, hogy minden n > m természetes
szamra c_, = 0. Ha r €]0,7(a)[ tetszOleges valds szdm, akkor z € C, |z —a| = r
esetén

f@) =) alz—a)f +> culz—a)",
k=1 k=0

ezért fenndll az

o0 m
P <D lerllr® + D lle—ellr™
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egyenlotlenség, vagyis minden o > m valds szamra

r® sup  [f(2)] <Z||Ckllr°‘+’“+2|lc wllre "

z€C; |z—a|=r

Itt a jobb oldal a > m esetén 0-hoz tart, ha r tart 0-hoz, igy ekkor

m (s [f(2)]] =0
r—0 z€C; |z—al=r

kovetkezésképpen van olyan o € RT (ti. barmely a > m valés szam ilyen), hogy
nem létezik olyan C' € R, amelyre minden r €]0, min(r(a), 1)[ val6s szdm esetében

C

=< swp  [f(2)l
T z€C; |z—al=r

teljestil.)

3. Mutassuk meg, hogy minden C > a-ra az

Fapo (idcl— a) .C\{a} = C

fiiggvénynek lényeges szingularitdsa van az a pontban. Igazoljuk, hogy minden
A C C wvéges halmazhoz létezik olyan f : C\ A — C holomorf fiiggvény, amelynek
az A minden pontjaban lényeges szingularitdsa van. Milyen tulajdonsagu A C C
végtelen halmazokhoz 1étezik olyan f : C\ A — C holomorf fliggvény, amelynek az
A minden pontjaban lényeges szingularitdsa van?

(Utmutatds. A C\ {a} halmazon

=1
E J—
xpo(zdc—a) l;k zdc—a

teljesiil tehat a bal oldalon &ll6 fliggvény a pontbeli Laurent-sorfejtésének férésze

a Z ke ——— fiiggvénysor.)

4. (Weierstrass tétele a lényeges szingularitdsokrdl.) Legyen f : C ~— C holomorf
fliggvény és a € C olyan pont, amelynek létezik olyan V kornyezete C-ben, hogy
V\ {a} € Dom(f). Ha f-nek lényeges szingularitdsa van az a pontban, akkor az a
minden U kornyezetére f(U \ {a}) =

(Utmutatoﬁs. Indirekt bizonyitunk, tehat feltessziik az a pont olyan U kérnyezetének
létezését, hogy f(U \{a}) # C. Legyen r € R* olyan, hogy B,(a;C) C U és
B, (a;C) \ {a} € Dom(f), tovabba legyen ¢ € C\ f(B,(a;C) \ {a}) rogzitett pont.
Ekkor létezik olyan ¢ € R*, hogy z € C és 0 < |z — a| < r esetén fenndll az

|f(2) — ¢| > e egyenl6tlenség, igy az holomorf fiiggvény értelmezve van

a Cp,(a) korgylirtin, és korldtos ezen a halmazon. A 2. gyakorlat a) pontja
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szerint az fiiggvény az a pontban reguléris; jelolje g ennek a fliggvénynek
—c

holomorf kiterjesztését a B,.(a;C) gobmbre. A B,(a; C) halmaz Gsszefiigg és g nem
konstansfiiggvény, ezért g(a) = 0 esetén az 5. pont 11. gyakorlat szerint létezik
olyan m € N és olyan h : B,.(a; C) — C holomorf fiiggvény, hogy g = (idc — a)™h
és h(a) # 0. Ha g(a) # 0, akkor ismét irhatd, hogy g = (idc — a)™h, ahol
m = 0 és h := g, igy h(a) # 0. Tehédt vehetiink olyan m € N szdmot és
h : B,(a;C) — C holomorf fliggvényt, amelyre g = (idc — a)"h és h(a) # 0.

Ekkor z € C és 0 < |z — a|] < r esetén = (2 — a)™h(z), ezért h(z) # 0

1
, flz) —¢
és f(z) — ¢ = (2 — a)*mﬁ. Léteznek olyan p €]0,r[ és C' € R* valds szamok,
hogy minden z € B,(a;C) pontra |h(z)| > C. Ekkor minden z € B,(a;C) pontra
1f(z) — ¢ < %ﬁ teljesiil, tehdt a 2. gyakorlat a) és b) pontja szerint: ha

m = 0, akkor f reguldris az a pontban, és ha m > 0, akkor f-nek legfeljebb m-
ed rendli polusa van az a pontban; ami ellentmond annak, hogy f-nek lényeges
szingularitasa van a-ban.)

5. Legyen F' komplex Banach-tér, f : C ~— F holomorf fiiggvény, és a € C olyan
pont, amelynek 1étezik olyan V kornyezete C-ben, hogy V' \ {a} C Dom(f). Ha az
f fliggvénynek n-ed rendii polusa van az a pontban, akkor

Resq(f) = ﬁ lign (D" ((ide — )" ) .

(Utmutatds. A 2. gyakorlat b) pontja alapjan az (idc — a)™f holomorf fiiggvény
korlatos az a pont valamely kornyezetén, igy ugyanazon gyakorlat a) pontja szerint
reguldris a-ban. Jelolje g azt a C — F holomorf fliggvényt, amelyre Dom(g) :=
Dom(f) U {a}, és g megegyezik az (idc — a)"f fiiggvénnyel a Dom(f) halmazon.
Ha r € R* olyan, hogy B,(a;C)\ {a} C Dom(f), akkor a reziduum értelmezése és
Cauchy masodik integralformuléja szerint
1 1 (’id@ - Cl)nf
Ressl ) =55 | 1= 50 | Gde—ap
Ya,r Ya,r

1 (n - 1)' g 1 1
B (n—1! 2mi / (ide — a)(P—D+1 = (n—1)! (D" "g)(a) =

Ya,r

1 : n—1 _ 1 : n—1//- n
1) lim(D"""g) = =1 lim (D" ((ide — a)" f)),
hiszen D" 1g folytonos fiiggvény (s6t holomorf), és g megegyezik az (idc — a)" f
fiiggvénnyel a B, (a;C) \ {a} halmazon, tehat elég a hatarérték lokalitasanak elvét
alkalmazni.)

6. Legyen F komplex Banach-tér, f : C — F' holomorf fiiggvény, és () : C — C
legaldbb elséfoku polinomiélis fliggvény. Ha az a € Dom(f) pont m-szeres mul-
tiplicitasu gyoke Q-nak és @, : C — C az a polinomidlis fliggvény, amelyre
Q = (idc — a)™Qq, akkor fennall a

D™ (f/Qa)(a)

Resa(f/Q) = (m_1>!
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egyenloség.
(Utmutatds. Legyen r € R* olyan, hogy B,(a;C) \ {a} C Dom(f/Q). A Q.
fiiggvény definicidja és Cauchy méasodik integraformulaja szerint

m%wwziif—ﬂﬁ—z

211 (id@-— aY”
_ 1 (m=1) / f/Qa _ (DMTH(£/Qa))(a)
(m—1) 2mi (ide —a)m—D+1 (m—1)!

teljesiil.)

7. (Reziduum a végtelen tdvoli pontban.) Legyen F komplex Banach-tér és
f : C — F olyan holomorf fiiggvény, amelyhez létezik olyan K C C kompakt
halmaz, hogy C\ K C Dom(f). Ekkor minden a € C ponthoz egyértelmiien
létezik olyan F-ben haladé (cqr)kez rendszer, hogy minden r € R™ esetén, ha
C\ B,(a;C) C Dom(f), akkor a

D caplide —a)¥, D" cqglide —a)7F

keN keN; k>1

fliggvénysorok normalisan konvergensek a C, 4. (a) halmazon és

f=Y carlide —a)* + ) cq_g(ide — a)*
k=0 k=1

teljesiil a Cy 4 o0 (a) nyilt korgytirtin. Tovabb4d, ha r € R* olyan, hogy C\ B, (a; C) C
Dom(f), és v tetsz6leges olyan zart, szakaszonként Ct-osztalyt {v, amely C. 4o (a)-
ben halad, akkor minden Z > n-re

1 f
omi | (ide — a)nt1
vy

Ind,(a)can =

Mutassuk meg, hogy a ¢, _1 € F vektor az a € C pont valasztasatol figgetlen. (A
—cq,—1 vektort az f fliggvény reziduumdnak nevezzik a végtelen tdvoli pontban, és
a Resoo(f) szimbélummal jeldljiik. Tehét a definicié szerint

fmaﬁzni/ﬁ

ahol r € R olyan, hogy C\ B,.(a;C) C Dom(f).

(Utmutatds. Legyen a € C esetén R(a) := inf{r € R*|C\ B,(a;C) C Dom(f)}.
Ekkor minden C > a-ra CRra) 4+00(@) € Dom(f), tehdt elég a Laurent-tételt
alkalmazni az f fliiggvényre és a Cp(q),+oo (@) nyilt korgytirtire.)

8. Ha F komplex Banach-tér, A C C véges halmaz, és f : C\ A — F meromorf
fiiggvény, akkor

Reso(f) + Y Resa(f) =0.

acA
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(Utmutatds. A feltevés szerint f-nek az A minden pontjdban poélusa van, és C olyan
egyszeresen Osszefiiggd halmaz, amelyre C\ A C Dom(f), ezért a reziduum-tétel
alapjan minden C\ A-ban haladé v zart, szakaszonként C'-osztaly1d fvre

/f = QWZZITLCZ a)Resq(f).

acA

Ha r € R* olyan, hogy A C B,(0;C), akkor C \ B,(0;C) C Dom(f), tehat a
Ress(f) vektor definicidja szerint

Resoo(f) = 2m/f_ and% a)Resq ):—ZR@Sa(f>

acA acA

mert minden a € A esetén Ind,,  (a) = 1.)

9. (Mittag-Leffler-tétel.) Legyen F' komplex Banach-tér, (a)ren olyan injektiv
sorozat C-ben, hogy {ax|k € N} diszkrét zart halmaz C-ben, és (Px)ren olyan
fiiggvénysorozat, hogy minden N 3> k-ra P, : C — F' polinomialis vektorfiiggvény.
Ekkor 1étezik olyan f : C\ {ag|k € N} — F meromorf fiiggvény, hogy minden k£ € N
esetén az f fliggvény ai pontbeli Laurent-sorfejtése forészének oOsszegfiiggvénye

egyenldé a Py o fiiggvénnyel.

id(@ —a
(Utmutatds. Legyen a € C olyan pont, amelyre a ¢ {ay/k € N}. Vegyiink
olyan (e)ren sorozatot RT-ban, amelyre a Zsk sor konvergens. Ha k € N,
kEN

1
akkor a P o <—
Zd(c — Qg
gémbon, ezért létezik olyan @ : C — F polinomidlis fiiggvény, hogy minden z € C

NS

1
egy ilyen (Qr)ren fiiggvényrendszert, képezziik a » (Pk ° (z’dcc —ax) O

) fiiggvény holomorf a a hozéppontu, |ax — a| sugari nyilt

< €. Kivalasztva

1
esetén, ha |z —a| < 5\% — al, akkor

keN
fliggvénysort, és legyen f ennek az Osszegfiiggvénye. Konnyen ellendérizhetd, hogy a
Z P o ﬁ) — Q) fiiggvénysor normalisan konvergdl a C \ {ax|k € N}
vdc — ag

keN
halmaz minden kompakt részhalmazan, tehat Dom(f) = C\ {ax|k € N}, és minden

N > k-ra az f fliggvény ai pontbeli Laurent-sorfejtése férészének oOsszegfiiggvénye

egyenld a Py o fiiggvénnyel.)

id((j — Qg

10. (Jordan-lemma.) Legyen a € C, w € U és a € [0, 7/2]; ekkor a
Sect(a,w,a) = {a+rwe’ | (r e Ry A (t € [~a,a])}

halmazt a csucspontu, w iranyu, a félnyilasszogi szektornak nevezziik. Legyen F'
komplex Banach-tér és f : C — F olyan holomorf fiiggvény, amelyhez van olyan
ro € RT, hogy Sect(a,w, ) \ By, (a;C) C Dom(f). Legyen minden r € R* esetén

Y i [~a,a] = C;  t— a+rwe.
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Ha A € R* tetszoleges, akkor minden r > rg valds szamra

[ 1@ i g( sup Hf(Z)H> T (i)
i ze€Im(~yy) A

teljesiil. Specidlisan, ha

lim ( sup ||f(z)!|>:0,
r=H00 \ zeIm(y,)

akkor minden R* 3 A-ra

r——+oo

lim /f(z)e_’\mz dz = 0.
Tr

(Megjegyzés. Az eredeti Jordan-lemmaban az a := 0, w := i, a := 7/2 specialis
esetrél van sz6, tehat ekkor Sect(0,i,7/2) = {z € C|PRe(z) > 0} a zart fels6 félsik C-
ben. Ebben a specialis esetben az f-re vonatkozé feltevések mellett minden r > rg
valés szamra és RT 5 A-ra

iz 1—e T
! F)ede|| < (Z;g(a%) uf<z>u) (=)< <ze?3£%> Hf(Z)H>

teljesiil.)
(Utmutatds. Legyen r > rq valés szém és A € R*. Ekkor

a
/f(z)e_/\mzdz = / fla+ Tweit)rwieite_’m(a”we”)dt =
Y “a
a
= rwie Y0 / fla+ rweit)e”e_’\mitdt.
“a

Ebbol kovetkezik, hogy

/f(z)e—kﬁz dz Srle—kmﬂ / ||f(a+rweit)He_)‘mos(t)dt <

Yr

<r( s W) e [ et
zeIm(~yy) -

Ezért elég azt megmutatni, hogy

«

1— e—/\T
—Ar cos(t) dt <
/e < <—M ) |

—Q
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ami konnyen megkaphat6, ha figyelembe vessziik, hogy t € [0, 7/2] esetén sin(t) >
2

“1, tehat

T

«a «@ /2
/ 67)\7“ cos(t)dt -9 / 67)\7" cos(t)dt -9 / 67>\r sin(t)dt <
o 0 T
5 —a

teljestil.)

11. (A reziduum-tétel alkalmazdsa raciondlis tortfigguények integralasdra 1.)
Legyen F' komplex Banach-tér, P : C — F polinomidlis vektorfiiggvény, és @ :
C — C polinomialis fiiggvény. Ha Q-nak nincs valds gyoke és deg(Q) > deg(P) + 2,
akkor a P/Q fiiggvény R-re vett lesziikitése integralhaté a Lebesue-mérték szerint
és

/ (P(x)/Q(z)) dz = 2mi > Resq(P/Q) =

R aceC; Q(a)=0, IJm(a)>0

= —2mi Z Resq(P/Q).

aeC; Q(a)=0, IJm(a)<0

Ennek, és a 6. gyakorlat alkalmazasaval igazoljuk, hogy minden a € R* esetén

/ z? d T

———dr = —.
(22 4 a?)? 4a
R

(Utmutatds. Legyen Ng = {z € C[(Q(z) = 0) A (Im(z) > 0)} és N = {z €
Cl(Q(2) = 0) A (Tm(2) < 0)}. A @-nak nincs valés gyoke, ezért N(g U N, egyenl§
a ) gyokeinek halmazaval. Legyen r € R* olyan, hogy N(g UNg C B, (0;C), és
értelmezziik a

r(4t — 1) ;hate0,1/2],
r't:.[0,1]—-C; t .
0] = ~ { ret™(2t=1) . ha t €]1/2,1]
fliggvényeket. Ekkor I';" és I' olyan zdrt, szakaszonként C'-osztalyt {vek, amelyek
a P/Q fliggvény definicids tartomdnyaban haladnak, tovdbbd az Ut := {z €

C|Im(z) > max IJm(a) és U~ := {z € C|Im(z) < min IJm(a) halmazok olyan
aeNg aeNg

nyilt konvex (tehdt egyszeresen sszefiiggd) halmazok, hogy

Im(I'F) CU*\ N§ C Dom(P/Q).
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Ezért a reziduum-tétel alkalmazhaté a P/Q meromorf fiiggvényre és a I'F ivekre:

/ g =2mi Y Indps(a)Reso(P/Q) = £2mi > Resq(P/Q),

+ +
r* acNg aEN,

ahol felhasznaltuk azt, hogy a € Ng esetén Indp+ (a) = +£1, mert létezik olyan
1

id(c—a

(a-tl fiiggd) p € R*, hogy a 'y {v kontirhomotép a g 1,41 korivvel az

fliggvény definiciés tartomanyaban. Tovabba, konnyen lathato, hogy
P / P(x) / P
— = de + | —,
/ Q Q(z) Q
rf - v

ahol bevezettiik a v : [0,1] — C; t s reT™ félkoriv-fiiggvényeket. Ez azt jelenti,
hogy ha r € R* olyan, amelyre Ng UNg C B,(0;C), akkor

/

A deg(Q) > 2 feltétel alapjan létezik olyan Qo : C — C polinomidlis fiiggvény,
hogy Q = id%Qo, és ekkor deg(P) + 2 < deg(Q) miatt deg(P) < deg(Qo). Ebbdl
lathatd, hogy ha ry € R* olyan, hogy N5 UNg C By, (0;C), akkor P/Qo korlatos
a C\ B,,(0;C) halmazon, tehat minden r > ry valds szdmra

P(x) = — B i) es
Q(x)d:c— ZQiz > Resq(P/Q).

+
aENQ

P(z)
Q(2)

P(2)
Qo(2)

P(2)
Qo(2)

sup
z€Im(vE)

Y

’_1

1
’ < = sup
T'" 2€C\B,,(0;C)

)-

egyenl6ség. Ezért a P/Q fiiggvényre alkalmazhat6 a Jordan lemma (10. gyakorlat),
P

tehat lim / —=0.)
Q

r——+oo

r2

vagyis fenndll a

P(z)
Q(z)

lim sup
Tt \serm(vE)

+
Yr

12. (A reziduum-tétel alkalmazdsa raciondlis tortfigguények integrdldsara I1.)
Legyen F komplex Banach-tér, P : C — F polinomidlis vektorfliiggvény, és
Q@ : C — C polinomidlis fiiggvény. Tegyiik fel, hogy deg(P) + 1 < deg(Q) és a
() minden valés gyoke egyszeres multiplicitasi. Minden €, € R* esetén legyen
K., azon x € R pontok halmaza, amelyekre |z| < r és a ) minden a valds gyokére
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|z —a] > e. Ha Ng jeloli a ) gyokeinek halmazat, akkor fennallnak a

[ (P@)/Q) d -

im
(e,7)—=(0,+00)

Ks,r
= 27i Z Resq,(P/Q) + mi Z Resqy(P/Q) 4+ miRes~ (P/Q) =
a€ENg, IJm(a)>0 aENg, Jm(a)=0
—27i > Reso(P/Q) — mi > Resq(P/Q) — miResoo(P/Q) =
a€ENg, Jm(a)<0 a€ENg, Jm(a)=0

— i Z Resq.(P/Q) — Z Resq(P/Q)

aENg, TJm(a)>0 aENg, Im(a)<0

egyenloségek.

13. Legyen F' komplex Banach-tér. Tegyiik fel, hogy az f : R — F fliggvénynek
létezik olyan f : C — F holmorf kiterjesztése és 1étezik olyan A C {z € C|Im(z) >
0} véges halmaz, hogy {z € C|Jm(z) > 0} \ A C Dom(f), és f-nak az A egyetlen
pontjaban sincs lényeges szingularitasa, valamint

rtoo \ te[—n/2,m /2]

lim < sup ||f(re’t)||> =0.

Ekkor minden A € R* esetén

lim /f(x)eimdx = 27i Z Resq(f.ee).

r——+00
acA

Ennek felhasznalasaval igazoljuk, hogy minden a,b € R* esetén

b? + a2 b? + id2 2b

+oo aid b
cos(ax) , erarac me ¢
dr = miResp | =——= | = —
0

+o0 .
/ sin(ax)d R etidejd e e b
r=7Respp | 5 | =
a2 T\ B idR 2

((jtmuta,tais. Az A halmaz korldtos C-ben, ezért van olyan 79 € R*, hogy A C
B,,(0;C). Ekkor {z € C ITmz) >0} \ B, (0;C) € Dom(f), tehat a Jordan-lemmat
(10. gyakorlat) alkalmazva az toldef fiiggvényre és a Sect(0,i,7/2) szektorra
kapjuk, hogy minden A € Rt esetén

r——400

lim /f(z)e“‘zdz =0,
’y"‘
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ahol ~, jeloli a [—7/2,7/2] — C; t ret(t+5) félkoriv-fiiggvényt. Legyen r > rg
rogzitett valos szam, és értelmezziik a
(4t—1)r ;hatel0,1/2],

r,.:[0,1 C;, t .
0.1 = ~ { ret™2=1 - hat € [1/2,1]

fiiggvényt. Ekkor I', olyan zart. szakaszonként Cl-osztalyud fv, hogy Im(T,) C
Dom(f) \ A. Létezik tovabbé olyan U C C egyszeresen Osszefiiggd (s6t konvex)
nyilt halmaz, hogy Im(I',) C U\ A C Dom(f)\ A. Ezért a reziduum-tétel alapjan
minden R* 5 A\-ra

/f(z)ei/\zdz = 2m Z Ind[’r(a)Resa(fei)\idc).
T

acA

Tovabba nyilvanvald, hogy minden A € R* esetén

F[f(z)e”zdz :_/rf(x)e“‘md:c —I—Jf(z)ei’\zdz,

ami azt jelenti, hogy

/f(m)ei/\mdx = —/f(z)@”\zdz + 271 Z Indrr(a)Resa(fei’\idC),

Yr acA

Az itt szerepld Osszeg r-t6l fiiggetlen, mert minden A > a-ra Indr, (a) = 1, és
a Jordan-lemma (10. gyakorlat) szerint lirf / f(2)e™dz = 0, ezért létezik a
r——+o0

Ir

liril / f(2)e**dx hatérérték, és teljesiil a bizonyitandé egyenlség. )
14. Legyen F' komplex Banach-tér. Tegyiik fel, hogy az f : R — F fliggvénynek
létezik olyan f : C »— F holmorf kiterjesztése és létezik olyan A C {z € C|Jm(z) >
0} véges halmaz, hogy {z € C|Jm(z) > 0} \ A C Dom(f), és f-nak az A minden
pontjdban polusa van, tovabbd léteznek olyan C, R,a € R szdmok, hogy minden

Dom(f) > z-re .
IF ) < —%

2]

teljesiil, ha |z| > R és Jm(z) > 0. Ekkor f folytonos és

lim /f(:z:)d:r; = QWiZResa(f).

r—-+o0
acA

Ennek alkalmazasaval mutassuk meg, hogy minden n > 2 természetes szamra

1 T yr [n+k
———dr = .
/(1+x2)n T= H (n—k:)
2 k=0
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(Utmutatds. Legyen o € R, hogy A C B, (0; C), és rogzitsiink egy r > max (R, 1)
valos szamot. Tekintsiik a

(4t —1)r ;hate]0,1/2],

ro 0,1 =G5 2 ’
~ [ ] — — { reMr(Qt—l) ; hat e [1/2’ 1]

fiiggvény, ami zart, szakaszonként Cl-osztdlyd fv. Kénnyen beldthaté olyan U C C
egyszeresen Osszefiiggd nyilt halmaz 1étezése, amelyre AU Im(vy,) CU és U\ A C
Dom(f). Ezért a reziduum-tétel alapjan

/f = QWZZRGSa

ugyanakkor konnyen lathato, hogy

r 1
/f:/f(x)dx—}—mr/ e™ et dt.
Yr —r 0

Az f fiiggény tulajdonsdgai alapjan

1
C
7mt 7rzt TF’Lt
/ dt <7’/Hf |dt<r/—dt g
0

1
tehdt o > 1 miatt lim / e e™dt | =0.)
0

r—-+o0o
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XII. A FUNKCIONALANALIZIS ELEMEI

A funkciondlanalizis (a legelemibb szinten) a normélt terek koézdtt hatéd
linedris operatorok elmélete. Ennek az elméletnek bizonyos részeivel kordabban
foglalkoztunk. A VI. fejezetben érintettiink néhany alapfogalmat normalt terek
kozott hato folytonos linearis és multilinedris operatorokkal kapcsolatban. Szé volt
az operdatornormadrol, a Neumann-sorokrol, normalt tér topologikus dudlisdrol és
bidudlisarol, valamint a funkciondlanalizis egyik legfontosabb tételérdl: a Hahn-
Banach-tételrol. Ezekre méar a differencial- és integralelmélet kell6en altalanos szint{
targyalasdhoz is sziikség volt, amit a VII., VIII. és IX. fejezetben lathattunk.

Az els6 pontban a normadalt téren értelmezett folytonos linedris operatorok
spektrumdval és rezolvens fligguényével foglalkozunk. A kvantummechanikdban
egy valos értékil fizikai mennyiség adekvat matematikai modellje bizonyos feltéte-
leknek eleget tevd linedris operdtor (onadjungdlt operdtor Hilbert-térben), amely-
nek spektruma modellezi a szébanforgd fizikai mennyiség lehetséges értékeinek
halmazat. Az operatorok spektruma sok esetben szétvaghatd két olyan részre,
amelyek koziil az egyik diszkrét halmaz (vagyis minden pontja izolalt), mig a masik
intervallum (azaz ”folytonos” halmaz). Ez tiikrozi azt a megfigyelt jelenséget, hogy
bizonyos valds kvantummechanikai mennyiségek értékhalmaza diszkrét és folytonos
részt egyarant tartalmazhat; példaul egy kolcsonhatd proton-elektron rendszerben
az elektron energiaja ilyen tulajdonsagu fizikai mennyiség. Masfelol, a spektrum
fogalma teljesen klasszikus feladatok megoldasa szempontjabdl is lényeges. A
klasszikus fizika szamos probléméja vezet Un. sajdtérték-feladatok megoldasahoz;
példaul a deformalhaté testek mechanikdjaban, vagy a klasszikus mechanikai-
és elektromagneses hullamjelenségek teriiletén talalkozunk ilyen problémakkal.
Ilyenkor rendszerint bizonyos integral- vagy differencidloperatorok spektrumanak
meghatarozasara van sziikség. A gyakorlatok kozott bemutatjuk a Fredholm- és
Volterra-tipusiu integrdaloperatorokat, és az ezekkel kapcsolatos sajatérték-probléma
megoldasat. Latjuk majd, hogy ebben donté jelentoségli lesz a teljesen folytonos
linedris operatorok spektralis tulajdonsagainak ismerete.

Itt hangsulyozzuk, hogy az alkalmazasok megkovetelik a nem folytonos linearis
operatorok spektralelméletének kidolgozasat is. Az els6 pontban csak a folytonos
linearis operatorok spektralis tulajdonsagaival foglalkozunk.

Ezutan a funkcionalanalizis négy, alapvetoen fontos tételét targyaljuk: Banach
egyenletes korldtossdg tételét, a Banach-Steinhaus-tételt, Banach nyiltleképezés
tételét, és a zartgraf-tételt. Ezek alapjaul két olyan nemtrivialis allitas szolgal,
amelyek tisztan metrikus terekre vonatkoznak; az egyik a Baire-féle kategoriatétel,
a masik pedig egy olyan allitds, amely mertikus terek kozott hatéd folytonos
fiiggvények egy specialis tulajdonsagardl szol. A Baire-féle kategériatételnek
egészen meghokkento kovetkezményei vannak a metrikus terek elméletében is,
a funkciondlanalizist6l fliggetleniil. Ezt jol szemléltetik a masodik ponthoz
tartozé gyakorlatok. A harmadik pontban bizonyitott Banach-féle egyenletes
korlatossag tételt és a Banach-Steinhaus-tételt nagyon gyakran alkalmazzuk a
funkcionalanalizis &llitdsainak bizonyitdsdban, de érdekes alkalmazasai vannak
a klasszikus analizisben is, amint azt a gyakorlatok is mutatjak. Példaul a
korlatos numerikus sorozatok tere felett dltalanositott hatdrték-fogalmakat lehet
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bevezetni, a Banach-Steinhaus-tétel felhasznalasaval. A Banach-féle nyiltleképezés-
tételnek legfontosabb kovetkezmanye az, hogy Banach-terek kozott hatéd folytonos
linearis bijekcié automatikusan homeomorfizmus, tehat az inverze folytonos. Ennek
alkalmazasaval a funkciondlanalizis j6 néhany tételének a feltétel-rendszere egy-
szerlisithet6. Masfelol, a zartgraf-tétel szinte trividlisan kovetkezik Banach nyilt-
leképezés-tételébdl, és sok linedris operator folytonossaga konnyen bizonyithato a
zartgraf-tétel alkalmazéasaval.

Az 6todik pontban vezetjiik be a prehilbert-terek és a Hilbert-terek fogalmat.
Léatni fogjuk, hogy ezek annyiban specidlis normalt terek (illetve Banach-terek),
amennyiben a norméajuk eleget tesz az elemi sikgeometriabdl jol ismert para-
lelogramma-egyenloségnek.  Kiderill, hogy ezek a normék éppen azok, ame-
lyek skaldrszorzdsbol szarmaztathatok. Prehilbert-terek esetében bevezetheto a
vektortok merélegességének (ortogonalitisinak) fogalma, és valds prehilbert-térben
értelmezhet6 a nem nulla vektorok &ltal bezart szog. Ramutatunk a prehilbert-
terek teljes és konvex részhalmazainak egy specidlis tulajdonsagéara, amelybol
le tudjuk vezetni a Hilbert-terek elemi elméletének két legfontosabb tételét: a
Riesz-féle felbontasi tételt és a Riesz-féle reprezentdcios tételt. Az utdébbi nagyon
erés egzisztencia-tétel, ezért igen fontos alkalmazdsai vannak a végtelen dimenziés
linearis egyenletek megoldasaban.

Prehilbert-terekben lehetséges ortogondlis sorozatokat és ortogondlis sorokat
értelmezni. Ezek altalanos tulajdonsagaival foglalkozunk a hatodik pontban, kiil6-
nos hangsullyal az ortogondlis sorok konvergencidjara. A klasszikus Fourier-sorok,
illetve az ortogondlis polinomok szerinti sorfejtések specidlis esetei az absztrakt
Fourier-soroknak. A Kklasszikus ortogondlis polinomok eléallitdsa szempontjabol
fontos a Gram-Schmidt-ortogonalizdcio. Ertelmezziik és jellemezziik az ortogondlis
bdzissorozatokat, és megmutatjuk, hogy az [Z sorozattér a || - ||, normdval elldtva
lényegében az egyetlen végtelen dimenzids szepardbilis Hilbert-tér K felett. A
gyakorlatok kozott megvizsgaljuk a klasszikus egyvaltozés Fourier-sorok ponton-
kénti konvergencidjanak problémajat, és bebizonyitjuk a Fourier-transzformdcidval
kapcsolatos legfontosabb allitast: a Plancherel-tételt.

A hetedik pontban a Riesz-féle reprezentacios tétel alkalmazasaval értelmezziik
a Hilbert-terek kozott hatéd folytonos linedris operatorok adjungdltjat, és meg-
vizsgaljuk az adjungdlas nevezetes tulajdonsigait. Az adjungdlds segitségével
specialis operator-tipusokat értelmezhetiink; ezek kozott a legfontosabbak az
onadjungadlt, a normdlis és az unitér operatorok. Megmutatjuk, hogy folytonos
onadjungalt operator spektruma része a valds szamok halmazanak, és a maradék-
spektruma tires.

Befejezéképpen megvizsgalunk néhany altalanos problémat a Hilbert-terek
nem folytonos linearis operatorainak elméletébdl. Bevezetjiik a slirin értelmezett
linedris operatorok adjungaltjanak, és ezzel egylitt a nem folytonos linedris opera-
torok onadjungaltsdganak fogalmat. Bebizonyitjuk, hogy egy Hilbert-térben stirtin
értelmezett onadjungdlt operator pontosan akkor folytonos, ha mindeniitt értel-
mezett. Megmutatjuk tovabba, hogy a kvantummechanika jol ismert Heisenberg-
féle felcserélései reldacicjanak kielégithetoségével kapcsolatban milyen problémék
jelentkeznek, és hogy e problémék megoldhatésaga szempontjabol miért fontos
nem folytonos 6nadjungélt operatorokkal foglalkozni. A nem folytonos operatorok
elméletébdl néhany egyszeriibb tétel megtaldlhaté a gyakorlatok anyagdban, de
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a mélyebb eredmények szarmaztatasdhoz nélkiilozhetetlen a metrikus terek elmé-
letének és az funkcionalanalizisnek tovabbfejlesztése.

A funkciondlanalizis magasabb szintli megértéséhez feltétlentil sziikséges az
altalanos topologia, valamint a topologikus vektorterek elméletének bizonyos mély-
ségll ismerete. A fliggelékben megtalalhatok azok a legelemibb fogalmak és tények
az altalanos topoldgiabdl, amelyeket ismerni kell. A késébbi XIV. és XV. fejezetek
tartalmazzak a topologikus vektorterekkel kapcsolatos minimalis tudnivalékat. A
fels6bb szintli funkciondlanalizis bizonyos eredményeit a normdlt algebrakat, illetve
a harmonikus analizis elemeit bemutatd XVI. és XVII. fejezetben targyaljuk.
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1. Folytonos linearis operator spektruma

Definicié. Legyen E normalt tér K felett és u € £ (F). Ekkor
Sp(u) :={A € K| \idg —u ¢ GL(E)},

tovdbba ezt a halmazt az u operdtor spektrumdnak, a K\ Sp(u) halmazt az u
operator rezolvens halmazdnak, és a

K\ Sp(u) — GL(E); X+~ R(u,\) := (Midg —u)~"
leképezést az u operator rezolvens figguényének nevezziik.

Lemma. Legyen E Banach-tér, F normdlt tér, és u € Z(E;F) injektiv
operdtor. Ha az u~! : Im(u) — F operator folytonos, akkor I'm(u) zart linedris
altér F-ben.

Bizonyitas. Az uw=' : Im(u) — F operator folytonossiga miatt létezik olyan
C € R*, hogy minden y € I'm(u) esetén |[[u=t(y)|| < C|ly|, tehat minden E > z-
re ||z]| < Cllu(z)||. Legyen y € Im(u) és (yn)nen olyan sorozat I'm(u)-ban, hogy
y = nl;ngo yn. Egyértelmiien létezik olyan (z,)nen sorozat E-ben, amelyre minden

1

n € N esetén u(z,) = y,. Ekkor minden N 3 m, n-re ||z, —z,| < Cllu(zy—z,)| =
C\lym — Ynl|, ezért (z,)nen Cauchy-sorozat E-ben. Az E teljessége folytan létezik
olyan z € F, hogy x = lim z,, tehat az u folytonossaga és az atviteli elv alapjan

n—oo

u(z) = nllrgo u(zy) = nhﬂngo yn = y. Ezért y € Im(u), ami azt jelenti, hogy I'm(u)

zart linearis altér F-ben. W

Allitas. Ha E Banach-tér és u € Z(FE), akkor u € GL(E) ekvivalens azzal,
hogy u injektiv, I'm(u) siirti F-ben, és u~! folytonos.

Bizonyitds. Azt kell igazolni, hogy ha u injektiv, I'm(u) stirti F-ben, és u~" folytonos,
akkor Im(u) = E. Ez viszont az eléz6 lemma alapjén nyilvanvalé, mert Im(u) zart
és stirt F-ben. W

Definicié. Legyen E normalt tér és Z(F).

- Az u operator pontspektrumdnak nevezzik az
Sps(u) :={X € K | \idg — u nem injektiv}

halmazt. Az Sps(u) halmaz elemeit az u sajdtértékeinek nevezziik.

- Az u operator folytonos spektrumdnak nevezzik az

Spe(u) :={X € K | M\idg — u injektiv és Im(\.idg —u) = E és

(Midg — u)~! nem folytonos}

halmazt.
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- Az u operator maradékspektrumdnak nevezziik az

Spr(u) :={X € K| M\idg — u injektiv és Im(\idg —u) = E}
halmazt.
Allitas. Legyen E normalt tér és u € Z(F). Ekkor
Sps(u) U Spe(u) U Sp,.-(u) C Sp(u),
és a bal oldalon &ll6 halmazok paronként diszjunktak. Ha E Banach-tér, akkor
Sps(u) U Spe(u) U Sp,.-(u) = Sp(u).

Ha E véges dimenzids, akkor Sp(u) = Sps(u), tehdt Sp.(u) = Sp,(u) =0 és Sp(u)
véges halmaz.

Bizonyitds. Ha A € Sps(u), akkor Aidg — w nem injektiv, igy Nidg — u ¢ GL(E).
Ha A € Sp.(u), akkor a Midg — u operétor injektiv, de az inverze nem folytonos,
igy Nidg —u ¢ GL(FE). Ha X\ € Sp,(u), akkor a Aidg — u operétor injektiv, de nem
sziirjektiv (s6t az értékkészlete még csak nem is sird), ezért Nidg — u ¢ GL(E).
Tehat A € Sps(u) U Spe(u) U Spr(u) esetén Nidg —u ¢ GL(E), vagyis A € Sp(u).
A definiciébdl lathaté, hogy az Sps(u), Spe(u) és Sp.(u) halmazok paronként
diszjunktak.

Ha A € K\ (Sps(u) U Sp.(u) U Sp,(u)) teljesiil, akkor A\ ¢ Spg(u) miatt Nidg — u
injektiv, és A ¢ Sp,(u) miatt Im(Nidg — u) stri linearis altere E-nek, valamint
A\ & Spe(u) miatt (Nidg —u)~! folytonos. Tehdt ha E Banach-tér, akkor az elézd
allitas alapjan \idg — u € GL(FE), vagyis A ¢ Sp(u), ami azt jelenti, hogy ekkor
Sp(u) C Sps(u) U Spe(u) U Sp,(u) = Sp(u).

Ha E véges dimenzids, akkor A € K esetén Aidp —u ¢ GL(E) ekvivalens azzal,
hogy Aidgp — u nem injektiv, azaz A € Spg(u). Tovéabba ekkor A € K esetén a
Nidp — u operdtor pontosan akkor nem injektiv, ha det(Aidg — u) = 0. Ez azt
jelenti, hogy az u operétor sajatértékei megegyeznek a K — K; A\ — det(Nidg — u)
polinomidlis fliggvény gyockeivel, és ennek a fiiggvénynek a gyokhalmaza legfeljebb
dim(FE) szdmossagu, igy Sps(u) véges halmaz. B

Végtelen dimenziés Banach-tér felett 1étezhet olyan u folytonos linearis ope-
rator, hogy az Sps(u) = 0, Sp.(u) = 0 és Sp,.(u) = 0 egyenléségek barmelyike
teljestil, sot ezek koziil barmely ketto is teljesithet6. Még véges dimenzids valds Ba-
nach-tér esetében is eléfordulhat az, hogy Sp(u) = 0 (2. gyakorlat). Azonban véges
dimenzios komplex E normélt tér esetében, ha E # {0}, akkor minden u € Z(F)
operatorra az algebra alaptétele szerint Sp(u) # (). Késébb latni fogjuk, hogy ez az
allitas végtelen dimenzids komplex normaélt terek folytonos linearis operatoraira is
igaz.

Definicié. Ha E normaélt tér, akkor minden u € Z(FE) esetén
n|l/n
[

;= inf
plu) := i |
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és a p(u) szdmot az u operdtor spektrdlsugardnak nevezzik. Ha E normélt tér,
akkor az u € Z(FE) operétort kvdzinilpotensnek nevezziik, ha p(u) = 0.

Ha F normalt tér és u € Z(F), akkor minden n € NT esetén [|u"™| < [Jul™,
kovetkezésképpen p(u) < ||u||. Azonban itt dltaldban nincs egyenldség; példaul, ha
0 1

wi= 10
|u|| > 0 barmely 2 (K?) feletti norméra.

) € Z(K?), akkor u? = 0, ezért p(u) = 0, ugyanakkor u # 0 miatt

Az is konnyen lathatd, hogy ha E normalt tér K felett, u € Z(F) és A € K,
akkor p(Au) = |A|p(u), hiszen

— nl/n _ ; ( nl/n)z : n|l/n _
p(hu) = it ()7 = it (INJu) = 1] inf " [ = |A]o(u)

Allitas. Ha E normélt tér és v € Z(E), akkor az (||u™||'/™),en+ sorozat

konvergens R-ben, és
p(u) = lim lu™(/".
n—oo

Bizonyitds. Ha létezik olyan m € N*, hogy u™ = 0, akkor minden n > m természetes
szamra u” = u" " "ou™ = 0, tehat p(u) = 0 és természetes az (||u"||'/"),en+ sorozat
0-hoz konvergdl, vagyis az allitas igaz. Ezért feltehet6, hogy minden n € N* esetén
u™ # 0, vagyis ||[u™]] > 0. Legyen minden n € NT esetén ¢,, := ||u"||; ekkor (¢;,)pen+
olyan sorozat R*-ban, amelyre minden m,n € N* esetén ¢+, < cic,. Ezért a Il

fejezet, 3. pont, 10. gyakorlat eredménye alapjén a (c;/ ")nent sorozat konvergens
R-ben, és lim A= int A om
n—o0 neN+

Az el6z6 allitasbol kovetkezik, hogy ha F normalt tér és m € N*, akkor minden
u € Z(F) esetén p(u™) = p(u)™, hiszen

p(u™) = Tim (™) |/ = tim () =

n—oo n—oo

= ([t e m) ™ = oy

A spektrélsugar legfontosabb tulajdonsagat fogalmazza meg a kovetkezé allitas.

Allitas. Legyen E normélt tér és u € Z(E). Ha p(u) < 1, akkor a Zuk

keN
operatorsor abszolit konvergens az Z(FE) feletti operdtornorma szerint, és ha E

Banach-tér, akkor idp — u € GL(F), valamint
Zuk = (idg —u)~ "
k=0

Bizonyitds. Legyen r €]p(u), 1] rogzitett valos szam. Ekkor van olyan n € N*, hogy
minden k>n természetes szamra |[u¥ ||k <r, vagyis [[uF||<r®. Az r €]0,1[ feltétel
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miatt, a majorans kritérium alapjan a E u® operdtorsor abszolit konvergens az
keN

o0
Z(E) feletti operdatornorma szerint. Ha E Banach-tér, akkor képezhet6 a Zuk

k=0
operatorsor-0osszeg. Ezutan a bizonyitast ugyaniugy lehet befejezni, mint a VI

fejezet 1. pontjaban megfogalmazott analdg allitas esetében. W

Tétel. Legyen E Banach-tér K-felett és u € Z(F).
k
a) Ha A € K és || > p(u), akkor a Z % operatorsor abszolit konvergens az Z(E)

kEN
oo

-1y
k=0

feletti operatornorma szerint, és Aidg —u € GL(E), valamint R(u, \)

>/I>—*

b) Az Sp(u) halmaz kompakt K-ban és Sp(u) C B ) (0; K).
c) Az R(u,-) : K\ Sp(u) — Z(F) rezolvens-fliggvény K-analitikus és végtelenben
elting, vagyis minden ¢ € R* esetén van olyan C' C K kompakt halmaz, hogy
K\ C € Dom(R(u,-)) és minden K\ C' 3 A-ra || R(u, A)| < e.
Bizonyitds. Legyen \eK és |\|>p(u). Ekkor a Aflueiﬂ(E)koperé’corra p(A\"tu) =

A 7Lp(u)<1, tehdt az elézd allitasbol kapjuk, hogy a » % operétorsor abszolut
keN

konvergens az .Z(E) feletti operdtornorma szerint, és Nidg —u = A(idg — A" tu) €

GL(E), valamint

R(u,\) == (Nidg —u) ™t = A" Yidg — A1)

k=0

Ebbdl kivetkezik a), és 1athatd, hogy K\ B, (0;K) C K\ Sp(u), tehdt Sp(u) C

Ep(u)((); K), igy Sp(u) korlatos halmaz K-ban.

Az Sp(u) kompaktsdgahoz elegendé azt igazolni, hogy Sp(u) zart, vagyis K\ Sp(u)

nyilt K-ban. Ehhez legyen \g € K\ Sp(u) rogzitett pont, és r € Rt olyan szdm,
1

1
Ha A € B,.(\g; K), akkor |A— \p|< ; ,
o), alkor =20l w7

>/|H
>’I

amelyre r < - )
[(Aoidp —u) 1]
ezért

1

I(Aoide —u)~H||’

I(Nidg — u) = (Moide — u)|| = |X = Aolllide || <A = Aol <

igy Midg—u € GL(FE). (Itt azt hasznéltuk ki, hogy ha E Banach-tér és vy € GL(E),

m akkor v € GL(E)) Tehat
Yo

B,.(M\;K) € K\ Sp(u), igy Ao belsé pontja az u rezolvens-halmazanak. Fzzel

igazoltuk az Sp(u) zértsagdt, tehat a b) allitast igazoltuk, ugyanakkor az is lathato,
hogy A € B,(Ag; K) esetén || — (XA — Xg)(Noidp — u) 71| < 1, ezért

tovabbd v € Z(F) olyan, hogy |[v — vo| <

(Nidg —u)™" = (A = No)ide + (Aoidg — u)) ™" =

= (idg — (—(A = Xo)(Noidg —u) ™)) " (Noidp —u) "t =
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(Z "= 20) ((Aoidp — u)‘l)’“) (Noidp —u) "' =
0

Z B = X0)*((Noidg — u)~1)F+L,

tovabba az itt all6 operatorsor-osszegek abszolit konvergens sorok Osszegei. Tehat
B, (Ao;K) C K\ Sp(u), és az u rezolvens-fliggvénye ezen a halmazon egyenlé a

Z(_l)k(idK - )‘O)k(()\oid}; _ u)—l)k;_H

keN

hatvanyfiiggvény-sor Gsszegfiggvényével. Latjuk, hogy ez a hatvanyfuggvény-sor
abszolit konvergens a B,.(\g;K) gombon, ezért az egyvaltozds hatvanyfiiggvény-
sorokra vonatkozé Cauchy-Hadamard-tétel alapjan (V. fejezet, 11. pont) a
konvergencia-sugara nagyobb-egyenlé r-nél. Ez azt jelenti, hogy az u rezolvens-
fliggvénye K-analitikus a A\g pontban. Ezért mar csak azt kell iagzolni, hogy az u
rezolvens-fiiggvénye végtelenben eltiing.

Legyenek r, R € R* tetszéleges olyan szamok, amelyekre R > r > p(u), és legyen
N € N olyan, hogy minden k& > N természetes szamra ||u”| < r*. Ekkor A € K és
|A| > R esetén az a) alapjan

R o L [ ||uk||
”R(uv)‘)H < | |Z | |/\’ (Z |/\|k + Z )

k=N+1

[ T O S Ry N S i
|A|(Z Zﬁ)‘ﬂ ZRk+(ﬁ> T

Ez azt jelenti, hogy a

szamra teljesiil az, hogy minden A € K\ Br(0;K) esetén

C(r,R)

R(u, N <
IR A < S

Ebbdl lathaté, hogy az w rezolvens-fiiggvénye a végtelenben eltiing, amivel a c)
allitast is igazoltuk. W

~

Lemma. Legyen E normalt tér és E az E teljes burka. Ha u € Z(E) és @
jeloli az u folytonos lineéris kiterjesztését E-re, akkor Sp(u) C Sp(u).
Bizonyitds. Elegend6 azt igazolni, hogy v € GL(E) esetén v € GL(E). Ez
valéban igy van, mert a v € GL(F) feltétel miatt van olyan w € GL(E), hogy
vow=wouv=idp, ezért VoW =wou = idg, igy v € GL(E). B



172 XII. A FUNKCIONALANALIZIS ELEMEI

Tétel. Ha FE nem nulla dimenzidos komplex normalt tér, akkor minden u €
Z(E) esetén Sp(u) # 0.
Bizonyitds. Eloszor tegyiik fel, hogy E teljes. Tegyiik fel, hogy az u € Z(F)
operator spektruma tires. Ekkor Dom(u,-) = C, vagyis R(u,) : C — Z(F)
holomorf fiiggvény, és ez végtelenben elting, igy korlatos is. A Liouville-tétel
alapjan R(u,-) konstansfiiggvény, és a végtelenben elt{inés miatt R(u,-) az azonosan
0 fliggvény. De R(u,-) értékei GL(E)-ben vannak, ezért 0 € GL(E), amibdl
azonnal kovetkezik, hogy F = {0}. Tehéat ha F nem nulla dimenzids, akkor minden
u € L(F) esetén Sp(u) # ().
Legyen most E tetszéleges nem nulla dimenziés komplex normélt tér, és E az

FE teljes burka. Ekkor E nem nulla dimenziés komplex Banach-tér, tehat ha
u € Z(E) és u jeloli az u folytonos linedris kiterjesztését, akkor az el6z6 lemma

szerint () # Sp(u) C Sp(u). A

Azonban még véges dimenzids valés Banach-téren is létezhet olyan linedris
operator, amelynek a spektruma tires (2. gyakorlat).

Tétel. Ha E komplex Banach-tér és u € .Z(F), akkor
p(u) = min{r € Ry | Sp(u) C By (0;C)}

(a spektrdlsugdr minimalitdsa).
Bizonyitas. Tudjuk, hogy Sp(u) gﬁp(();@), ezért azt kell megmutatni, hogy ha
r € Ry olyan, amelyre Sp(u) C B,(0;C), akkor p(u) < r. Indirekt bizonyitunk,
tehat feltessziik, hogy az r € Ry szamra Sp(u) C B, (0;C), de r < p(u). Legyen
R €]r, p(u)] rogzitett szam, és tekintsiik az
R(u,271) ;haz#0,

0 ;haz=0
fiiggvényt, ami jol értelmezett, mert ha z € C és 0 < |2| < 1/R, akkor 27t e
C\Br(0;C) C C\B,(0;C) C C\Sp(u). Az f fiiggvény a B;/r(0;C)\{0} halmazon
holomorf, mert ezen a halmazon két C-differencidlhaté fliggvény kompozicidjaként
allithato eld.
Ha z € C és 0 < |z| < 1/p(u), akkor |z7Y| > p(u), tehat a szuk operatorsor

keN

abszolit konvergens az .Z (F) feletti operdtornorma szerint, és 2 lidg —u € GL(E),
valamint

f:Bir(0;C) - ZL(E); zw— {

f(2) == R(u,z"") = (¢ hidg — u)_l = zizkuk.
k=0

Ez azt jelenti, hogy a Z id('éﬂuk hatvanyfiiggvény-sor Osszegfiiggvénye értelmezve

keN
van a By /,(,)(0;C) gémbon, és f(0) := 0 miatt f = Zid{éﬂuk ezen a halmazon.
k=0
Vilagos, hogy a Z id{éﬂuk hatvanyfliggvény-sor konvergencia-sugara egyenld a
keN
1 1

lim sup [[uF=1[17% ~ p(u)
k—o0
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szammal. Tehat az f fliggvény a 0 pontban C-analitikus, és az Zz’d{éﬂuk hat-

keN
vanyfiiggvény-sor megegyezik az f fiiggvény 0 pontbeli Taylor-sordval. A holo-

morf fliggvények Taylor-sorfejtésének maximalitési tulajdonsdgabol adddik, hogy
az [ fuggvény 0 pontbeli Taylor-sordnak konvergencia-sugara nagyobb-egyenlé a
sup{s € R |B4(0;C) € Dom(f)} = 1/R szdmndl. Tehit 1/R < 1/p(u), holott
R < p(u), ami ellentmondés. W

Az el6z6 tétel érvényessége szempontjabol egészen lényeges, hogy E komplex
Banach-tér legyen (2. gyakorlat).
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Gyakorlatok

1. Legyen E valds vektortér, és jelolje Ec az E komplexifikiciéjat (IV. fejezet,
1. pont, 7. gyakorlat), tehdt E¢ alaphalmaza az E x E szorzathalmaz, és ezen a
linedris miiveletek a kovetkez6k: minden (x,y), (2',y’) € Ec x E¢ és A € C esetén

(z,y) + (@' ¢) = (@ + 2y +9),
A(z,y) == (Re(N)x — Im(N)y, Im(N)z + Re(N)y).

a) Minden v : E — F linedris operatorra az

uc : Bc — Ec;  (z,y) — (u(z),u(y))

leképezés C-linedris operator, és u pontosan akkor injektiv (illetve sziirjektiv), ha
uc injektiv (illetve sziirjektiv).

b) Legyen || - || norma az E val6s vektortér felett. Ekkor a

I+l = Be = Ry; (@) = sup|lz cos(t) — ysin(®)]

leképezés olyan norma az Ec komplex vektortér felett, amelyre teljesiil az, hogy
minden (z,y) € E¢ esetén

max(|[z]], [lyl) < lI(z,y)llc < 2max([lz]], |[y[]).

Az (Ec,| - |lc) komplex normélt teret az (E,| - ||) valds normdlt tér komplexifi-
kdcidjanak nevezzik. Az R-en a || - || euklidészi abszolitérték-fiiggvényt véve nor-
maként, ||-||c azonos a C feletti euklidészi abszolutérték-fliggvénnyel. Az (Ec, | - |¢)
komplex normélt tér pontosan akkor teljes, ha az (E, || - ||) valés normalt tér teljes.

c) Legyen | - || norma az E valds vektortér felett. Az u: E' — E linedris operator
pontosan akkor folytonos a || - || szerint, ha uc folytonos a || - || szerint; és ha
u folytonos, akkor ||u|| = |juc||. Ha u : E — E linearis operétor, akkor I'm(u)
pontosan akkor stirti E-ben a || - || szerint, ha uc stiri Ec-ben a || - || szerint.

d) Legyen || - || norma az E valds vektortér felett. Ha u : E — E linedris operdtor,
akkor u € GL(E) ekvivalens azzal, hogy uc € GL(E¢). Ha u : E — E folytonos
linearis operator, akkor

R N Sp(uc) = Sp(u),

R N Sps (u(C) = Sps (u)v RN Spc(u(C) = Spc(U), RN Spr(u(:) = Spr(u)~

(Azonban Sp(uc)-nek dltaldban 1éteznek nem valds elemei is.)

(Utmutatds. b) A norma-tulajdonségokat illetéen csak az nem nyilvanvalé, hogy
| - [[c-re (NOjr) teljesiil. Ennek bizonyitaséhoz legyen (z,y) € Ec és a,b € R.
Feltehetjiik, hogy a # 0 vagy b # 0, tehat létezik olyan ty € R, amelyre

a b
— % sin(ty) = ——.
Va2 + b2 o) = VT

cos(tg) =
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Ekkor

[(a+ib) (@ yllc = ll(az = by, br+ay)llc = sup||(az = by) cos(t) — (b +ay) sin(?)|| =
S

= sup ||(acos(t) — bsin(t))x — (bcos(t) 4+ asin(t))y|| =

teR
= v a? + b2 sup ||(cos(tp) cos(t) —sin(tg) sin(t))x— (sin(tg) cos(t)+cos(to) sin(t))y|| =
teR
= Va2 2 sup [z cos(t + to) — ysin(t + 1o)| = Va+2]|(z,9) e = la+ bl (.9l
te

vagyis |[(a + ib)(x,y)llc = |a +ibl[|(z,y)]lc-
A definicié alapjan nyilvdnvald, hogy ha (x,y) € Ec és t € R, akkor ||« cos(t) —
ysin()[ < lzll + llyll < 2max([lz[,[ly[]), gy [(z.y)llc < 2max(|lz], |y

Ugyanakkor, (z,y) € E¢ esetén |z|| = [[zcos(0) — ysin(0)| < |[(z,y)|lc és
lyll = llwcos(n/2) — ysin(n/2)|| < |[(z,y)llc, fgy max(llz], [[yl) < [l(z,y)llc is
teljesiil.

Az iménti egyenlStlenségekbdl kovetkezik, hogy ha (z,)nen €8 (Yn)nen sorozatok
E-ben, akkor az Ec-ben haladé ((z,,Yn))nen sorozat pontosan akkor konvergens
(illetve Cauchy-sorozat) a || - || szerint, ha (25, )nen €5 (Yn)nen mindketten konver-
gensek (illetve Cauchy-sorozatok) E-ben a || - || szerint. Tovabbd, ha (z,)nen és
(Yn)nen konvergens E-ben haladé sorozatok, akkor

lim (zn,yn) = ( lim z,, lim y,)
n—oo n—oo n—oo

teljesiil Ec-ben |- | szerint. Ebb6l azonnal kovetkezik, hogy az (Ec,| -|¢)
komplex normélt tér pontosan akkor teljes, ha az (E, || - ||) valés normalt tér teljes.

c) Legyen u : E — FE folytonos linedris operator. Ha (z,y) € E¢, akkor

luc(z, y)lle = [[(u(z), u(y))llc = Sup [uz) cos(t) — u(y) sin(t)|| =

= sup [[u(z cos(t) —ysin(?))[| < sup [luf||z cos(t) —ysin(t)]| = [lul[[[(z, y)lc,
teR teR

tehdt uc : Ec — Ec folytonos és |juc|| < ||ul|. Ha x € E és ||z| < 1, akkor
[(z,0)[lc = |lz|| <1, tehdt

lu(@)]] = [I(w(z), 0)llc = [luc(z, 0)llc < [lucl],

fgy [lull < flucllc.

Ha u : E — FE linedris operdtor, akkor a definiciébdl kovetkezik, hogy I'm(uc) =
Im(u) x Im(u), igy Im(uc) slrtisége Ec-ben ekvivalens az Im(u) altér E-beli
strtiségével.

d) Legyen u : E — F linedris operdtor. Ha u € GL(E), akkor u™! : E — E
folytonos linearis operator és

-1

uc o (uil)(c = (u o uil)(c = (ZdE)(C = ZdEC = (u o u)(c = (uil)(c o Uuc,
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tehat uc € GL(Ec) és (uc) ™! = (u™1)c. Megforditva, legyen uc € GL(Ec). Ekkor
av:= (uc)”! : Ec — Eg linedris operétor folytonos és uc o v = idg. = v o uc.
Vilagos, hogy az

j1: E— Ec; x— (2,0)

piEe—E; (v,y)—x

leképezések folytonos R-linedris operatorok, ezért a p;j ovo j; : E — E leképezés
folytonos linearis operator, és konnyen ellenérizheto, hogy

uo(piovoj)=idg = (p1ovoji)ou,

tehat u € GL(E).

Ha A € R, akkor A ¢ Sp(u) azzal ekvivalens, hogy Aidg — u € GL(E), vagyis
Nidg, —uc = (MNidg —u)c € GL(Ec). Ez azt jelenti, hogy R\ Sp(u) = R\ Sp(uc),
vagyis R N Sp(uc) = Sp(u).

Ha A € R, akkor az a) alapjén a Midg — u operdtor pontosan akkor nem injektiv
(azaz A € Sps(u)), ha a Aidg. — uc operdtor nem injektiv (azaz A € Sps(uc)). Ez
azt jelenti, hogy R\ Sps(u) = R\ Sps(uc), vagyis RN Sps(uc) = Sps(u).

Ha A € R, akkor az a) alapjan a Aidg — u operator pontosan akkor injektiv,
ha a Nidg. — uc operator injektiv, és a c) szerint Im(Aidg — u) pontosan akkor
nem slrit E-ben, ha Im(MNidg., — uc) nem sirli Ec-ben. Ez azt jelenti, hogy
R \ Spr(u) =R \ Sp'r(“@)? vagyis R N Sp'r(u(C) = Spr (U)

Legyen A € Sp.(u). FEkkor MNidg — u injektiv, Im(\idg — u) strii E-ben, és
az (Midg — u)™t : Im(Nidg — u) — E operator nem folytonos. Ekkor az a)
szerint \idg, — uc injektiv, és a c) szerint Im(Aidg. — uc) stiri Ec-ben. Ha a
(Nidg, —uc)™t : Im((Nidg, — uc)) — Ec operator folytonos volna, akkor létezne
olyan C' € R*, hogy minden (z,y) € E¢ esetén

I((Nidg — u)(x), (Mide —u)(y))llc = [(Mide —u)e(z, y)lc = Cll(z,y)llc-

Ekkor minden FE 3 z-re
|(Midg —u)(z)| = [[(Mdg — u)c(z,50)|lc > C|(z,y)llc = C|lz|

teljesiilne, tehat a (Nidg —u)~! operdtor folytonos lenne. Ezért (Nidg, —uc) ™! nem
folytonos, igy A € RN Sp.(uc).

Megforditva, legyen A € RN Sp.(uc). Ekkor Aidg. — uc injektiv, Im(Aidg. — uc)
stirli Ec-ben, és a (MNidg. —uc)™! : Im(Nidg, — uc) — Ec operator nem folytonos.
Ekkor az a) szerint A\idg — u injektiv, és a c¢) alapjan I'm(\idg — u) stirli E-ben. Ha
a (Mdg —u)~! : Im(Nidg — u) — E operétor folytonos lenne, akkor létezne olyan
C € R*, hogy minden x € F esetén

[(Nidp — u)(2)]| = Cllz].
Ekkor minden E¢ > (z,y)-ra

|(Nide —uw)c(z,y)|lc = [[(Mde —u)(x), (Nidg —u)(y))|c >
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> max(||(Midp — u)(2)]], |(Aidg — uw)(y)l]) = Cmax(||l], [ly]) = %H(az,y)llc,

1

tehat a (Midg. —uc) ! operator folytonos lenne. Ezért (Aidg —u)~! nem folytonos,

igy A € Spe(u).)
2. Tekintsiik az R? valés vektorteret az euklidészi normaval elldtva, és legyen

-1 )
1 0 ) Ekkor Sp(u) = 0 és

természetesen min{r € Ry |Sp(u) C B, (0;R)} =0 < 1 = p(u) = |Jul|. Ugyanakkor
Sp(uc) = {—i,i} = Sps(uc).

3. Ha E normélt tér és u,v € Z(FE), akkor

u € Z(R?) az a linearis operator, amelynek matrixa (

{0} U Sp(vou)={0}USp(uowv)

(Jacobson-lemma). Igaz-e az Sp(vou) = Sp(uov) egyenldség?

(Utmutatds. Legyen A € K\ {0} olyan, hogy A\ ¢ Sp(uov). Ekkor a w :=
(Midg —uowv)~! € Z(E) operdtorra

(tdg +vowowu)o (Ndg —vou)=(Adg —vou)o (idg +vowou) = Nidg

teljestil, tehdt Nidg —vou € GL(E), vagyis A ¢ Sp(vou). Ebbél kévetkezik, hogy
{0} U Sp(vou) ={0}USp(uow).

Legyen p > 1 tetszOleges valds szam, és az lf; sorozatteret lassuk el a | - || , horméval.
Legyen u : Iy — Ik az aleképezés, amelyre s € I ésn € Nesetén u(s)(n) := s(n+1).
Tovébba legyen v : IE — IE az a leképezés, amelyre s € Ik és n € NT esetén
v(s)(n) := s(n — 1) és v(s)(0) := 0. Ekkor u,v € Z(If) és uowv = idpr, tehat
0 ¢ Sp(uowv). Ugyanakkor v o u nem injektiv, tehat 0 € Sp(v o u).)

4. Legyen E normélt tér és u € Z(F). Ha A\,0 € K\ Sp(u), akkor
R(u,0) — R(u,\) = (A —0)R(u,0) o R(u, \)

(rezolvens-egyenlet). EbbOl kévetkezik, hogy az {R(u,A\)|A € K\ Sp(u)} ope-
ratorhalmaz kommutativ, és ha az R(u,-) rezolvens-fliggvény a A € Int(K \
Sp(u)) pontban folytonos, akkor R(u,-) a A pontban erdsen differencidlhatd, és
(DR(u,-))(\) = —R(u, \)? (még akkor is, ha E nem Banach-tér).

5. Ha E normélt tér és u,v € Z(F), akkor p(uowv) = p(vou).

(Utmutatds. Ha n € N*, akkor (uov)” =uo (vou)" owv.)

6. Adjunk példat olyan E (sziikségképpen nem teljes) normalt térre, hogy létezik
olyan u € Z(E), amelyre u injektiv, Im(u) = E és u~! : Im(u) — E folytonos, de
u ¢ GL(FE), azaz Im(u) # E.

(Utmutatds. Legyen E := K™ és E norméja a || - || . sSup-norma. Ertelmezziik azt
az u : B — FE leképezést, amelyre s € F esetén minden N 3 n-re

2s(0) ; han =0,

u(s)(n) := { 2s(n) +s(n—1) ;han#0.
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Ekkor u € Z(F), és u injektiv, tovabba
Im(u) = {s' EK(N)]Z Veoks! (k) = 0} = Ker(f),

ahol f: F — K az a linedris funkcional, amelyre s’ € E esetén

[e.e]

Z 2k/

k=0

Az f funkciondl nem nulla és nem folytonos a || - ||, szerint, ezért Ker(f) nem zart
és slirti altér E-ben. Tehat u nem szirjektiv, igy u ¢ GL(E), de Im(u) = E, és
konnyen ldthatd, hogy az u™! : Im(u) — E operdtor folytonos a || - || szerint.)

7. Legyen E := KM és az E felett a || - || normét vessziik normaként. Ertelmezziik
azt az u : B — E leképezést, amelyre s € F esetén minden N > n-re

s(0) ;han=0
s(n) —s(n—1) ;han>0.

(u(s))n) = {

Ekkor u € Z(F), és teljesiilnek a kovetkezok.

a) Sp(u) = K, tehdt az u rezolvens halmaza iires, és a spektruma nem korlatos
halmaz.

b) Sps(u) = 0.

c) Spr(u) = B1(1;K).

d) Spe(u) ={A e K|[]A = 1] =1}.

e) Minden A € K\ B;(1;K) pontra a Aidg — u operator injektiv, Im(Nidg — u) sfirti
E-ben, és (Nidg — u)~! folytonos, de Nidg —u ¢ GL(E).

(Utmutatds. Konnyen lathatd, hogy minden lambda € K esetén a MNidp — u
operator injektiv; ebbél azonnal kovetkezik a b) allitds. Tovabba, minden K 3> -
ra egyszerien kiszamithaté a Aidp — u operator inverze, és azt kapjuk, hogy
Dom((Nidg — u)™!) = Im(Xidg — u) = Ker(fy), ahol fy : E — K az a linedris
funkciondl, amelyre minden s’ € F esetén

— 2(1

k=0

tovdbba, ha A # 1, akkor minden Dom((Xidg — u)™1) > s'-re

. —1/./\ (_l)n - /
(Ndg —u)"(s') = (m kZ:O(l —\Fs (l{;))neN :

Ha A € B;(1;K), akkor az fy linedris funkciondl folytonos, ezért A € Sp,.(u), és
a A = 1 esetet kiilon kezelve kapjuk, hogy 1 € Sp,.(u) is teljesiil, igy B1(1;K) C
Spr(u).
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Ha A € K\ B1(1;K), akkor az fy linedris funkcionél nem folytonos. Valéban, legyen
n € N esetén s,, € E az a sorozat, amelyre k € N és k > n esetén s, (k) = 0,
ugyanakkor minden k < n természetes szamra s, (k) = 1. Ekkor az (s, )nen sorozat
korlatos E-ben, de kénnyen lathatd, hogy az (fx(sn))nen sorozat nem korlatos K-
ban. Ezért A € K\ B;(1;K) esetén a \idg — u operator injektiv, és Im(Nidg — u)
stirtt valédi altér E-ben. Ugyanakkor a (Midg — u)~! operdtor folytonos, mert ha
s’ € Dom((\idg —u)™1), akkor

' B 1
[(Kide =)™ () oo < g7 1/ lle:

Azonban A € K\ B1(1;K) esetén (\idg —u)~! ¢ GL(E), mert Im((\idg —u)~!) #
E. Ebbdl kapjuk az e) &llitést.

Végiil legyen A € K olyan, hogy |A — 1| = 1. Ekkor az fy linearis funkcional nem
folytonos. Valéban, legyen z := A — 1, és minden n € N esetén s,, € E az az elem,
amelyre k € N és k > n esetén s, (k) = 0, ugyanakkor minden k& < n természetes
szdmra s, (k) = Z. Ekkor az (s,)nen sorozat korldtos E-ben, de minden N > n-re
fa(sn) =n+1, tehéat az (fx(sn))nen sorozat nem korlitos K-ban. Ezért ismét azt
kapjuk, hogy a \idg —u operétor injektiv, és Im(Aidg —w) strd valédi altér E-ben.
Azonban ekkor a (Midg — u)~! operdtor nem folytonos. Ha ugyanis minden n € N
esetén s), € E az az elem, amelyre minden N 5 k-ra

0 :ha k=0,
, zk ;hal <k <n,
Sn(k):: sk, —n .
—Zz"z shan+4+1<k<2n,
0 ; ha k > 2n,

akkor az Im(Midg — u)-ban haladé (s!,),en sorozat korldtos, de minden N > n-re
|(Nidg —u)71(s],)||co > 1, vagyis az (f(sn))nen sorozat nem korlatos K-ban. Ezért
ebben az esetben A\ € Sp.(u). Ebbél, és az eléz6ekbdl mar kovetkezik a), c) és d)
is.)

8. Legyen p > 1 valds szam, s € Ig°, és értelmezziik az

us k= 1% s'—s-8
linedris operdtort (VL. fejezet, 1. pont, 7. gyakorlat). Az lf; sorozatteret elldtjuk a

|- ||, normaval. Ekkor us € £ (Ig) és teljesiilnek a kovetkezdk.

e) plus) = [|slloc = [|us|l
(Utmutatds. Minden n € N esetén legyen e,, € I& az a sorozat, amelyre minden
N 3 m-re s,(m) = 6. Ha n € N, akkor us(e,) := s-e, = s(n)e,, tehdt

s(n) € Sps(us). Ez azt jelenti, hogy Im(s) C Sps(us) C Sp(us), igy Sp(us)
zartsdga miatt Im(s) C Sp(us).
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Tegyiik fel, hogy A € K\ Imf(s), és vegyiink olyan ¢ € R* szamot, amelyre
B.(\;K) N Im(s) = 0, vagyis minden N 3 n-re [s(n) — A\| > e. Ekkor s’ €
Ker(Aidjp —us) esetén (A—s)-s" = 0 és a A—s sorozat értékkészletében nincs benne a
0, igy ' = 0. Ez azt jelenti, hogy )\idlﬂz; — ug injektiv operator. Minden n € N esetén
(A=s(n))en = (Nidpp —us)(en) € Im(Xidpp —us), ezért {e,|n € N} C Im(Xidp —us).
Ugyanakkor tudjuk, hogy az {e,|n € N} halmaz linedris burka stiri I£-ban (V.
fejezet, 3. pont, 3. gyakorlat), kdvetkezésképpen [ m(Ailez; — ug) is stirti If-ban.
Konnyen ldthaté, hogy s’ € If; esetén

1/p 0o 1/p
(ZM—S )P s’ (K )|p> > (Z!S’(kr)lp> = e8|,
k=0

ezért a ()\z'dlﬂz; — ug) ! operdtor folytonos. Ebbél kovetkezik, hogy Nidpp — us €
GL(1), vagyis A € K\ Sp(us). Ezzel beldttuk, hogy Sp(us) C Im(us), tehit az
el6z6ek figyelembe vételével kapjuk, hogy Sp(us) = Im(us).

H(Mdlp — ug)(

Ha A € K\ Im(s), akkor az iménti érvelés alapjan lathatd, hogy a Nidp — us
operator injektiv, ezért A ¢ Sps(us). EbbOl kovetkezik, hogy Sps(us) C Imf(s),
tehét az el6zoek alapjan Sps(us) = Im(s). Ezzel az a) és b) allitasokat igazoltuk.

Most méar nyilvanvals, hogy ha d) teljesiil, vagyis Sp,(us) = (), akkor ¢) is igaz
(hiszen [f; Banach-tér). Ha A\ € Im(s), akkor a b) szerint A € Sps(us), ezért
A ¢ Sp.(ug). Ha A € K\ Im(s), akkor a fentiekhez hasonlé gondolatmenettel
kapjuk, hogy {e,|n € N} C Im(Xidpp —us), tehdt Im(Nidjp — us) stirti lg-ban, ezért
A & Sp(us). Ez azt jelenti, hogy Sp,(us) = 0, tehét d) és c) igaz.

Végiil konnyen lathaté, hogy n € N esetén u = wugn, ezért a VI. fejezet, 1.

pont, 7. gyakorlat eredménye alapjan |[uZ| = [Jusn| = [|8"||cc = [|8||7%, tehét

plus) = Tim [uZ ][/ = |s]|c.

9. Legyen T kompakt metrikus tér, és a T — K folytonos fiiggvények € (T'; K)
vektorterét lassuk el a sup-norméval. Legyen f € € (T;K) és értelmezziik az

up : C(T;K) = €(T:K); g f-g
linedris operdtort. Ekkor uy € Z(%(T;K)) és teljesiilnek a kovetkezok.
a) Sp(uy) = Im(f).
b) Sps(us) = {\ € K|Int( f <{A}>) 7 0}

) Spr(ug) = {\ € Im(f)| Int( f ({AN) = 0.
d) Spe(uy) = 0.
e) pluf) = sup!f( )= llugll-

¢}

(Utmutatds. Konnyen lathat6, hogy uy € Z(€(T;K)) és |lus| = sup|f(t)|. Az is
teT
nyilvanvald, hogy n € N* esetén u't = uyn, ezért p(uy) = lim ||u;}||1/” = sup |f(t)],
n—oo teT

amivel e)-t igazoltuk.
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a) Legyen A\ € Im(f) ést € T olyan, hogy f(t) = A. Legyen (7, )nen tetszoleges R-
ben halad6, monoton fogyd zérussorozat. Létezik olyan (g, )nen sorozat € (T'; K)-
ban, hogy minden N > n-re I'm(g,) C [0,1], gn(t) = 1 és [g, # 0] C B, (t). Ha
neNést €T, akkor

-t € B, (t) esetén
[(Nideg (i) — up)(gn)) ()] = |A = FE))gn )| < [f() = F(E)IXs, (o (E);

St ¢ B, (1) esetén (Nide(rae) — 1u7)(ga)) (#) = 0.
Ebbol kovetkezik, hogy minden n € N esetén

|(Nideg (i) — ug)(gn)ll < sup  [f(t) — fF(E)].
t'€B,., (t)

Ha ¢ € R* tetszlleges, akkor az f fiiggvény ¢ pontbeli folytonossadga miatt van
olyan r € R*, hogy minden t' € B, (t) esetén |f(t) — f(t)| < e. Ekkor van olyan
N € N, hogy ry < r, tehat minden n > N természetes szamra és t' € B, (t)
pontra |f(t) — f(t')] < g, vagyis ||(Mide (k) — uf)(gn)| < e. Ez azt jelenti, hogy
nli_)ngo()\id%(T;K) —uy)(gn) = 0 a €(T;K) Banach-térben. Ezért a Nide(p,x) — uy
operatornak még folytonos balinverze sem létezhet, hiszen ha volna ilyen, akkor
lim g, = 0 teljesiilne € (7"; K)-ban a sup-norma szerint, holott minden N > n-re

n—oo

lgn|l = 1. Tehdt Nideg(rx) — uy ¢ GL(E(T;K)), azaz A € Sp(uy). Ezzel igazoltuk
az Im(f) C Sp(uy) Osszefliggést.

Megforditva, ha A € K\ Im(f), akkor az I'm(f) C K halmaz kompaktsiga miatt a
vyt C(T;K) — €(T;K); g — ﬁ

leképezés olyan folytonos linearis operator, hogy
U\ © ()\idcg(T;]K) - Uf) = ()\Z'dcg(T;K) - uf) OV = id%(T;K),

tehat Nidg (k) — uy € GL(E(T;K)), azaz A € K\ Sp(uy). Ezért Sp(uy) C Im(f)
is teljesiil, amivel az a) allitast igazoltuk.
—1 -1
b) Legyen A € K olyan, hogy Int( f {({\})) # 0, és legyen t € Int( f ({\}))
rogzitett pont. Létezik olyan g € €(T;K), hogy Im(g) C [0,1], g(t) = 1 és
-1

9 # 0 C Int(f{{A}). Bkor (Nideegraey — u)(g) = (\— ) g = 0, tehas
A€ Sps(uy).

Megforditva, legyen A € Sps(uys) és g € €(T;K) olyan, hogy g # 0 és ur(g) = Ag.
Ekkor (A — f)-g =0, és van olyan t € T, hogy g(t) # 0. A g fiiggvény ¢ pontbeli
folytonossdga alapjan létezik t-nek olyan V' kornyezete T-ben, hogy minden t' € V

esetén g(t') # 0. EbbSL (A — f) - g = 0 miatt kovetkezik, hogy V C [f = )], vagyis
-1

V C F N, fay Int(f ({A}) # 0.

c) Legyen A € Im(f) olyan, hogy Int( f ({A})) = 0, és vegyiink olyan ¢t € T pontot,
amelyre f(t) = \. Képezzik az

& :C(T:K) - K; g g(t)
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leképezést, amely nem nulla folytonos linedris funkciondl & (T;KK) felett. Minden
g € €(T;K) esetén

et((Mideg(rix) —up)(g)) = (A = f)-9) = (A = f(#))g(t) = 0,

tehat Im(Nidyrx)y — uy) C Ker(e), ugyanakkor Ker(e;) zart valédi altere
¢ (T;K)-nak. Ebbdl kovetkezik, hogy az Im(Midg(rx)y — uy) altér nem siiri
% (T;K)-ban. Tovébbd, a b) alapjan A ¢ Sp,(uy), vagyis a Aidg (r;x) — uy operator
—1

injektiv. Ez azt jelenti, hogy A € Sp.(uys), vagyis {\ € Im(f)|Int( f ({\})) =0} C
Spr(uy). EbbSl a tartalmazdsbdl, az a)-bdl és b)-bél adédik, hogy itt egyenléség
all.

d) Az a), b) és ¢) allitasok nyilvanvalé kovetkezménye.)

10. Minden T' C K kompakt halmazhoz létezik olyan E Banach-tér K felett, és
olyan u € Z(F), hogy Sp(u) = T és Sp.(T) = (). Ha T-nek nincs izolalt pontja,
akkor F és u megvélaszthat6 gy, hogy Sp(u) =T = Sp,(u) és Sp.(u) = Sps(u) = 0
teljestil.

(Utmutatds. Tekintsiik a T — K folytonos fiiggvények € (T; K) terét a sup-norméaval
ellatva, és legyen u : €(T;K) — ¢ (1;K); g — idrg. A 9. gyakorlat szerint
Sp(u) = Im(idy) =T és Sp.(u) = 0, tovabba

Spa(u) = {X € K Int(idr({\})) # 0} = (A € K|Tnt({\}) # 0},

ahol Int a T kompakt altér szerinti belsorész-képzés. Tehat ha T nem tartalmaz
izolalt pontot, akkor szitkségképpen Sps(u) = (.)

11. Legyen T tetszOleges metrikus tér, és a T" — K korlatos folytonos fiiggvények
€°(T; K) vektorterét ellatjuk a sup-normédval. Legyen f € €°(T;K) és értelmezziik
az

up: €°(T;K) — €°(T;K); g f-9g
linedris operatort. Hogyan médosulnak a 9. gyakorlat eredményei az uy operator
spektrumat illetéen?
12. Ha E normalt tér, akkor egy u € Z(E) operétort
- nilpotensnek neveziink, ha létezik olyan n € N*, hogy u™ = 0;
- kvazinilpotensnek neveziink, ha p(u) = 0.
Nyilvanvald, hogy minden nilpotens operator kvazinilpotens.
a) Adjunk példat olyan E Banach-térre és u € Z(F) operatorra, hogy u kvazinil-
potens, de nem nilpotens! Van-e ilyen operator véges dimenziés E esetében?

b) Adjunk példat olyan E Banach-térre és u € £ (F) operatorra, hogy u nem kva-
zinilpotens, de létezik nilpotens operdtoroknak olyan sorozata .Z(E)-ben, amely
u-hoz konvergal az operatornorma szerint!

c) Mutassuk meg, hogy ha F normélt tér, akkor a p : Z(F) — Ry spektralsugar-
fuggvény felilrdl félig folytonos (V. fejezet, 8. pont, 4. gyakorlat), de van olyan E
Banach-tér, hogy p nem folytonos az operatornorma szerint!

(Utmutatds. Tekintsiik az I3 sorozatteret a || - |, normaval ellatva, és minden n € N
esetén legyen e,, € [% az a sorozat, amelyre minden N > m-re s,,(m) = 0, . Legyen
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s € lg° rogzitett sorozat. A siirti altéren folytonos linedris operatorok kiterjesztési
tételének alkalmazdsaval konnyen belathaté, hogy létezik egyetlen olyan vs € Z(1%)
operator, amelyre minden n € N esetén vs(e,) = s(n)e,y1. Erre a vs operdtorra
teljesiil az, hogy ha n € N akkor

n—1
logll = sup [T Is(m +k)|.
meN -0
n—1
Ebbél lathatd, hogy ha 0 ¢ I'm(s), akkor minden N* 3 n-re |[v}| > H |s(k)| >0,
k=0

tehat vs nem nilpotens operator. Az is nyilvanvalé hogy vs pontosan akkor kvazi-
nilpotens, ha

n—1 1/n
lim | su m+ k =0.
Jim, m§<fﬂ >0

k=0

a) Most megadunk olyan s € [g° sorozatot, amelyre a vs operator kvazinilpotens,
de nem nilpotens. Ehhez vegyiink egy « €]0, 1[ valés szamot, és legyen s : N — R
az a sorozat, amelyre minden N 3 m-re s(m) := o". Ekkor minden N* > n-re

n—1 1/n
sup (H |s(m + k‘)|> =al" /2,

meN

ne1 1/n
tehat lim | sup (H |s(m + k)\) = 0, ugyanakkor 0 ¢ Im(s), ezért az s

n—o0 \ meN
sorozat megfelelo.
b) Legyenek o, 7 : N — N azok az egyértelmiien meghatarozott sorozatok, amelyekre
o(0) = 0 = 7(0), és minden N* 3 n-re n = 2°™7(n) és 7(n) paratlan (tehat minden
N* 3 n-re o(n) az a legnagyobb természetes szam, amelyre 27(7) osztéja n-nek, és

n

T(n) = 5000
a sorozat, amelyre minden N > m-re s(m) := (™) Megmutatjuk, hogy a v,
operator nem kvazinilpotens. Valéban, ha m,n € N*, akkor

1
ne1 1n . tno = > o(m+k)

(H |s(m + k:)|> = (H a"(m+k’)> =q k=0 )
k=0 k=0

A j természetes szam szerinti teljes indukciéval konnyen belathato, hogy

). Legyen ismét « €]0, 1] tetszOleges valés szam, és s : N — R az

271

d o@+k)=2 -1,

k=0

ezért minden r € N esetén

g_aw=%i<idﬂM0:%.@””:

k=0 =0
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2 —r—1 r+1
=—=1- <1
2r 2r -

Ebbdl « €]0, 1] alapjan kapjuk, hogy minden N 3 r-re

meN

1
T _1 1/27 o1 1/27 _E J(k)
27 11/2" or
[vg |l /2 = sup H |s(m+ k)| > H |s(k)| =q k=0 >,
k=0

k=0

kovetkezésképpen fennall a
p(vg) = lim |02 [|V/? > a >0
T—00

egyenl6tlenség, tehat vs nem kvézinilpotens (itt még nem lényeges az, hogy o < 1).

Legyen minden N > n-re s,, € I[g° az a sorozat, amelyre minden m € N esetén

{ s(m) ;han#o(m),
Sp(m) ==
0 ; han=o(m).
Ha n € N, akkor
[vs = vs,, | = lvs—s, || = [[s = 8nlloc = sup [s(m) — sn(m)| = a™,

meN

tehdt o < 1 miatt lim vs, = vs az operatornorma szerint.
n—oo

2n+1
Sn

Megmutatjuk, hogy minden N > n-re v = 0, tehat vs, nilpotens operator.

Ehhez legyen n € N rogzitett; ekkor a v§:+1 = 0 egyenl6ség azzal ekvivalens, hogy

ontl_g
n+1
0=v2 [[=sup [] Isu(m+k)
meN =0

ami azt jelenti, hogy minden N 3 m-hez létezik olyan k < 27! természetes szam,
amelyre |s, (m+k)| = 0, vagyis (az s,, és s definicidja szerint) fennéll a o(m+k) =n
egyenloség. Legyen m € N tetszoleges.

- Ha o(m) > n, akkor m + 2" = 200" r(m) 4 27 = 27(2°(M)="r(m) + 1), és
20(m)=nr(m) + 1 paratlan szam, igy o(m 4 2") = n, vagyis k := 2" < 2”1 olyan
természetes szam, hogy fennéll a o(m + k) = n egyenlGség.

- Ha o(m) = n, akkor k := 0 < 2"*! olyan természetes szam, hogy fennall a
o(m+ k) = n egyenléség.

- Ha o(m) < n, akkor legyen p := min{j € N|(j paratlan ) A (2"j > m))}, és
k:=2"p —m. Ekkor m + k = 2"p és p paratlan, tehat o(m + k) = n. Ugyanakkor
p=1esetén k = 2" —m < 2" < 2" mig p > 3 esetén p — 2 paratlan, tehat a
p minimalitdsa folytan 27(p — 2) < m, fgy k = 2"p — m < 2" s6t k < 2"+ is
igaz, kiilonben 2"T1 = 2"p — m teljesiilne, azaz m = 2"(p — 2), tehat o(m) = n
teljesiilne, holott o(n) < n. Tehat k < 2"T! olyan természetes szam, hogy fenn4ll
a o(m + k) = n egyenldség.
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¢) Minden N* 3 n-re legyen
pr: L(E) = Rys wes ||V

Ekkor p,, operdtornormaban folytonos fiiggvény, és p = lim p,,ezértap: Z(E) —
n—oo

R spektrilsugdr-fiiggvény feliilrél félig folytonos. A b) alapjdn E := I esetén p
nem folytonos az operatornorma szerint.)

13. Legyen FE vektortér a K test felett. Egy w : E — FE linearis operator
sajatértékének neveziink minden olyan A € K elemet, amelyhez létezik olyan
x € E\ {0}, hogy u(z) = Az teljesiil (vagyis a Aidg — u operdtor nem injektiv).
Legyen u : E — F linedris operator, S(u) az u sajatértékeinek halmaza, és minden
A € S(u) esetén Ey(u) = {z € Elu(x) = Az} (= Ker(Nidg — u)), amit a A
sajatértékhez tartozéd sajataltérnek neveziink.

a) Legyen (\;)icr tetszOleges nem iires injektiv rendszer S(u)-ban, és (z;);c; olyan
rendszer E-ben, amelyre minden i € I esetén z; € Ey,(u) \ {0}. Ekkor az (x;)ier
rendszer linedrisan fiiggetlen E-ben.

b) Ha A\, N € S(u) és A # X, akkor Ey(u) N Ey (u) = {0}.

c) Minden A € S(u) esetén Ey(u) N Z Ey (u) ={0}.
NeS(u)\{ }

(Utmutatds. a) Indirekt bizonyitunk, tehét feltesszilk, hogy az (z;);c; rendszer
linearisan Osszefiigg F-ben, vagyis létezik olyan S C I nem fires véges halmaz,
hogy az (z;);es rendszer linedrisan Osszefiiggé. Jelolje & azon S C I véges
halmazok halmaza, amelyekre az (z;);cs rendszer linedrisan Osszefliggd, és legyen
n = min{Card(S)|S € &}. Legyen S € & olyan halmaz, amelyre n = Card(S), és
vegyiink olyan (a;);cs rendszert K-ban, amelyre Z a;x; = 0 és van olyan i € S,
i€S
hogy «; # 0. Rogzitsiink olyan j € S elemet, amelyre o # 0, és legyen S’ := S\ {j},
valamint minden S 3 i-re o] := «o;/a;. Ekkor x; = — Z Az, gy x; # 0 miatt
1€S’
van olyan i € S’ hogy o/ # 0. Tovédbba

=Y (yepmi = Ny = ulay) = — Y aju(e) = = Y (ajhi)wi,

€S’ i€S’ =5l

tehat Z a;(Ni—=Aj)x; = 0. A (\;)ier rendszer injektivitdsa miatt minden S’ 3 i-re
€S’

Ai —Aj # 0, és van olyan i € S, hogy o # 0. Ez azt jelenti, hogy az (z;)ics
rendszer linedrisan 6sszefiiggd, ami Card(S’) = n — 1 miatt ellentmond az n szadm
minimalitasdnak.

b) Ha A\, N € S(u) és A # X, akkor x € E)x N Ey esetén Az = u(z) = Nz, tehdt
(A =X)z =0, ezért x = 0.

c) Legyen A € S(u) ésx € Ex(u)N Z Ey (u). Ekkor van olyan S C S(u)\{\}

NeS(u)\{A}
véges halmaz és olyan (zy )y es rendszer, hogy = = Z 2y és minden S > N-re

AeS
rx € Ex(u). Legyen xy := =, és tekintsiik az (xx)yesuqr} rendszert, amely az
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el6z6ek szerint linedrisan Gsszefiiggb és a b) alapjan nyilvdnvaléan injektiv. Haz # 0
volna, akkor S megvalaszthaté lenne gy, hogy minden X' € S esetén x), # 0, tehét
az a) alapjan az (zx/)xesu(r} rendszer linedrisan fiiggetlen lenne. Ezért x = 0.)

14. Legyen E Banach-tér és (u,)nen olyan sorozat GL(FE)-ben, amely konvergens

az operatornorma szerint. A lim wu,, operator pontosan akkor eleme GL(FE)-nek,
n—oo

ha az (u;!),en sorozat operatornorméban korlatos.
(Utmutatdés. Ha a lim u, operdtor eleme GL(E)-nek, akkor a GL(E)-beli

n—oo

inverzié operatornorma szerinti folytonossaga miatt az (u,

~1)nen sorozat konvergil

-1
< lim un) -hoz az operdtornorméban, tehat az (u,1),cn sorozat sziikségképpen
n—oo

korlatos az operatornorma szerint.

Megforditva, tegyiik fel, hogy az (u,,!),en sorozat korldtos, és legyen u := lim u,,.
n—oo

Ekkor természetesen lim (u, ! o (u, —u)) = 0 is teljesiil az operdtornorma szerint,
n—oo

1

vagyis lim u,!ou = idg. Létezik olyan n € N, hogy ||u,! ou —idg|| < 1, tehdt

u,lou € GL(E), igy az u = u, o (u,,! o u) operator is eleme GL(FE)-nek.)
15. Legyen E normalt tér K felett és u € Z(F). A X € K szamot az u operétor

daltaldnositott sajatértékének nevezzik, ha létezik olyan (z,)nen sorozat FE-ben,
amelyre ian;I |zn|| > 0 és
ne

lim (Az, —u(z,)) = 0.

n—oo
a) Az u operator minden sajdtéréke altalanositott sajatérték, és ha A dltalanositott
sajatértéke az w operatornak, akkor van olyan (z,)nen korldtos sorozat E-ben,
amelyre inf ||z,| > 0és lim (Az, —u(z,)) = 0.
neN n— oo
b) Az u operator minden altalanositott sajatértéke eleme Sp(u)-nak.

c) Ha E Banach-tér, akkor az Fr(Sp(u)) halmaz minden eleme altaldnositott
sajatértéke az u operatornak.

d) Adjunk példat olyan E Banach-térre és u € £ (F) operéatorra, hogy u-nak van
olyan altalanositott sajatértéke, amely nem sajatérték.

(Utmutatds. a) Legyen A\ € K é&ltaldnositott sajatérértéke az u operatornak, és
legyen (x,,)nen olyan sorozat E-ben, amelyre ian;I |xn] > 0és lim (Ax, —u(zy,)) =

ne n—oo
0. Létezik olyan 0:N—N szigoriian monoton névé sorozat N-ben, hogy ian |xn| =
ne

lim [|,(,)|. Ekkor az (zq(n))nen sorozat korlatos és inf [|z,(,)| > 0, tovabba
n— 00 neN

természetesen lim (AZy(n) — u(T4(n))) = 0 is teljesiil.

n—
b) Legyen A € K altalanositott sajatérértéke az u operatornak; megmutatjuk, hogy
A € Sp(u). Ha nem igy volna, akkor Nidg — u € GL(FE) teljesiilne, ugyanakkor
létezne olyan (z,)nen sorozat E-ben, amelyre ian |zn] > 0és lim (A\z, —u(x,)) =
ne n—00

0. Ekkor 0 = (Midg—u)~! ( lim (Az,, — u(xn))> = lim z,, ami inlf\I |y | > 0 miatt
n—oo née

n—oo
lehetetlen.

c) Tegyiik fel, hogy F Banach-tér, és legyen A € Fr(Sp(u)), tehit az Sp(u)
zartsdga miatt A € Sp(u) és A ¢ Int(Sp(u)). Ekkor létezik olyan (\,)nen
sorozat K\ Sp(u)-ban, hogy A = lim \,. A feltevés alapjan minden N > n-re



188 XII. A FUNKCIONALANALIZIS ELEMEI

Aidp—u € GL(E), és természetesen Nidg —u = lim (\,idg—u) az operdtornorma
n—oo

szerint. Tekintettel arra, hogy Aidp — u ¢ GL(FE), a 14 gyakorlat szerint a

(Anidg—u)~1),en operdtorsorozat nem lehet korlatos az operdatornormaban. Ezért

létezik olyan 0:N—N szigortian monoton novo sorozat N-ben, hogy minden N > n-re

1
||()\G n tdp — U)_ln > 0 és lim -
) 2 T omyide — )1

= 0. Legyen minden n € N

esetén

Ao(myide — u) ™
|(Ao(nyide —u) Y|

Up 1=
Nyilvanvalé hogy ha n € N, akkor

|(Nidg —u) ovy|| < [[(Mde —u) — (Ao(myide — ) o vn|| + [(Aon)ide —u) o vy|| =

1
=A=A Un |l + : ,
’ U(”)‘H TLH H()\a(n)ZdE _u)—ln
ezért lim ((Midg — u) o v,) = 0 az operdtornorma szerint. Ha n € N, akkor
|lvn]| = 1, ezért van olyan y € E, hogy ||y|| = 1 és |vn.(y)|| > 1/2. Ezért

kivalaszthaté olyan E-ben haladé (y,)nen sorozat, amelyre minden n € N esetén

lynll = 1 és ||vn(yn)|| > 1/2. Ha tehat minden n € N esetén z,, := v, (y,), akkor

(Zn)nen olyan E-ben haladé sorozat, amelyre ian;I |xn| = inlf\I v (yn)| > 1/2 > 0,
ne ne

és 0 = lim ((Midg — u) o v,)(yn) = lim (Midg — u)(x,), tehat \ éaltaldnositott

sajatértéke u-nak.

d) Legyen s olyan sorozat, amelyre Im(s) = QNJ0,1[. Legyen p > 1 tetszéleges

val6s szdm, és az Iy sorozatteret lissuk el a || - ||, normaval. Ertelmezziik az
us: U — 18, §'—s-8

linedris operatort. Errél a 8. gyakorlat eredményei alapjan tudjuk, hogy Sp(us) =
Im(s) = [0,1], és Sps(s) = Im(s) = QN]0,1[. A c) szerint az Fr(Sp(us)) =
{0,1} halmaz elemei az us-nek altaldnositott sajatértékei, de ezek nincsenek benne
QN]0, 1]-ben, tehat nem sajatértékek.)

16. (Teljesen folytonos operdtorok.) Legyenek E és F normalt terek. Az u: E — F
linearis operatort teljesen folytonosnak nevezziik, ha minden B C FE korlatos
halmazra u(B) C F teljesen korldtos halmaz (V. fejezet, 5. pont).

a) Minden teljesen folytonos linedris operator folytonos, és ha E végtelen dimenziés
normalt tér, akkor az idg operator nem teljesen folytonos. Ha F véges dimenzios,
akkor minden E' — F' folytonos linearis operator teljesen folytonos.

b) Ha u : E — F linedris operator, akkor a kovetkez6 allitasok ekvivalensek.
(i) Az u operétor teljesen folytonos.

(ii) Létezik a 0 vektornak olyan V kérnyezete E-ben, amelyre u(V) C F' teljesen
korlatos halmaz.

(ili) Minden E-ben haladé (z,)nen korlatos sorozatra, (u(x,)),en-nek létezik
Cauchy-részsorozata.

Ha F Banach-tér, akkor ezek ekvivalensek a kovetkezo allitassal.
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(iv) Létezik a 0 vektornak olyan V kdrnyezete E-ben, amelyre u(V) C F' relativ
kompakt halmaz.

(Megjegyezziik, hogy a (iv) feltételnek eleget tevd operdtorokat kompakt operd-
toroknak nevezzik.

c) Ha M metrikus tér, akkor egy H C M halmaz pontosan akkor teljesen korlatos,
ha minden Rt 3 e-hoz létezik olyan H. C M teljesen korldtos (de nem feltétleniil

véges) halmaz, amelyre H C U B.(z). Ennek felhasznéldsaval igazoljuk, hogy

rxeH,
az F — I teljesen folytonos linearis operatorok halmaza operatornormaban zart

Z(F; F)-ben.

d) Ha M és M’ metrikus terek, valamint f : M — M’ egyenletesen folytonos
fiiggvény, akkor minden H C M teljesen korlatos halmazra f(H) C M’ teljesen
korlatos halmaz. Ennek alkalmazasaval igazoljuk, hogy ha F; és F; normalt terek,
ve LB E)éswe ZL(F; Fy), akkor minden u : E — F teljesen folytonos linedris
operatorra wowuov : By — F teljesen folytonos operator. Tovabba, az E — F
teljesen folytonos linedris operatorok halmaza linedris altere .Z(E; F')-nek.

e) Ha E valés normélt tér, akkor egy u : E' — F linedris operdtor pontosan akkor
teljesen folytonos, ha az uc : Ec — E¢ operator teljesen folytonos (1. gyakorlat).

(Utmutatds. a) Minden teljesen korldtos halmaz korlatos, és normalt terek kozott
egy linedris operator pontosan akkor folytonos, ha minden korlatos halmazt korlatos
halmazra képez le. Ezért minden teljesen folytonos linedris operdtor folytonos.

b) (i)=-(ii) Nyilvanvald, mert normalt térben a 0-nak létezik korldtos kdrnyezete.

(ii)=-(iii) Legyen V olyan kdrnyezete E-ben a 0-nak, hogy u(V) C F teljesen
korlatos halmaz, és legyen (x,)n.cn tetszOleges korlatos sorozat E-ben. Legyenek
r,C € R* olyanok, hogy B,(0) C V és minden N > n-re ||z,|| < C. Ekkor
barmely A €]0,r/C| valés szam olyan, hogy a (Az,)nen sorozat V-ben halad,
tehat a (Au(x,))nen sorozat az u(V) teljesen korldtos halmazban halad, ezért a
teljesen korlatos halmazok Hausdorfi-féle jellemzése (V. fejezet, 9. pont, Hausdorff-
tétel) alapjan van olyan o : N — N szigorian monoton névé fliggvény, hogy
(Mu(25(m)))men Cauchy-sorozat F-ben. Ekkor természetesen is (u(Zo(m)))men is
Cauchy-sorozat F-ben.

(iii)=(i) Tegyiik fel, hogy (i) nem teljesiil, tehat van olyan B C E korlatos
halmaz, hogy u(B) C F nem teljesen korlatos halmaz. A teljesen korldtos
halmazok Hausdorff-féle jellemzése (V. fejezet, 9. pont, Hausdorff-tétel) alapjin
van olyan u(B} ben haladé (y,)nen sorozat, amelynek nincs Cauchy-részsorozata.

Ha s € H ({yn}) N B) tetszOleges elem, akkor s olyan b-ben haladé (tehdt

neN
korlatos) sorozat, hogy az u o s sorozatnak nincs Cauchy-részsorozata, tehéat (iii)

nem igaz.

Teljes metrikus térben a teljesen korlatos halmazok megegyeznek a relativ korlatos
halmazokkal (V. fejezet, 5. pont, 2. gyakorlat), ezért F' teljessége esetén (iv) és (ii)
ekvivalensek.

c) Legyen M metrikus tér és H C M olyan halmaz, hogy minden minden R* > e-

hoz létezik olyan H. C M teljesen korlatos halmaz, amelyre H C U B

TEH,
Megmutatjuk, hogy H teljesen korlatos halmaz.
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Legyen ¢ € R" tetszbleges, és az €/4 szdmhoz legyen H.,, C H olyan teljesen

korlatos halmaz, amelyre H C U B./4(xz). A H./, halmaz teljesen korlatos,
I€H8/4
ezért van olyan S C H./, véges halmaz, hogy H./, C U Bejy(z). Haz € H,

z€S
akkor van olyan z’ € H, 4, hogy x € B./4(z'), és az 2'-hoz van olyan 2" € S, hogy

x’ € B./4(x"); ekkor
d(z,2") < d(x,2") +d(z',2") < 2(e/4) = ¢/2,

tehdt = € U B.o(z"). Ez azt jelenti, hogy H C U B.2(z"), de az S véges
z"eS z''es
halmaz nem sziikségképpen része H-nak. Legyen H' := {2’ € S|H N B, )5(z') # 0}
és rogzitsink egy f € U (H N B, (x')) figgvényt. Ha x € H, akkor van olyan
o' €H'
x' € 8, hogy = € B, 5(2'), tehat o’ € H', igy

d(z, f(z) < d(z,z") +d(z', f(2")) < 2(e/2) = e.

Ez azt jelenti, hogy Im(f) C H olyan véges halmaz, amelyre

He |J B(fa)= | B,

@' €H' z" eIm(f)

vagyis H teljesen korlatos halmaz.

Legyen u € Z(F;F) olyan operéator, amely eleme az E — F teljesen folytonos
linearis operatorok halmaza operdtornorma szerinti lezartjanak. Legyen B C FE
korlatos halmaz; azt kell igazolni, hogy u(B) teljesen korldtos halmaz F-ben. Az
elozoek alapjan ehhez elegendé azt igazolni, hogy minden € € R* esetén van olyan
H. C u(B) teljesen korlatos halmaz, amelyre u(B) C U B.(x). Legyen r € R*
rxEH,

olyan, hogy B C B,(0), és legyen ¢ € R tetszdleges. Vehetiink olyan v : E — F
teljesen folytonos linedris operdtort, amelyre ||[v — u|| < ¢/r. Ekkor x € B esetén

lo(z) = u(@)|| < flv = ullllz]] < (e/r)r=e,

vagyis u(x) € Be(v(z)). Ebbdl kovetkezik, hogy u(B) C U B:(v(z)), ugyanak-
xz€Ev(B)
kor v(B) teljesen korldtos halmaz F-ben, tehat a H := v(B) vélasztds megfeleld.
d) Legyenek (M,d), (M’ ,d") metrikus terek, f : M — M’ egyenletesen folytonos
fliggvény, és H C M teljesen korlatos halmaz. Legyen ¢ € RT tetszOleges, és
vegyiink olyan 6 € R* szdmot, amelyre minden z1, 29 € M esetén, ha d(x1,z3) < 4,
akkor d'(f(x1), f(z2)) < e. A 0-hoz legyen S C H olyan véges halmaz, amelyre
H C U Bs(x;d). Ha x € H, akkor van olyan 2z’ € S, hogy = € Bs(z';d), tehat
zesS

d(z,z") < §, igy d'(f(z), f(2')) < g, vagyis f(z) € B-(f(2');d"). Ebbél kdvetkezik,
hogy f(S) C f(H) olyan véges halmaz, amelyre

fH) S | B(fz);d)= |J Bely;d),

z€s yef(S)
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vagyis f(H) teljesen korldtos halmaz M’-ben.

Legyenek E; és F; normélt terek, v € L (E;E), w € L(F;Fy), ésu: E — F
teljesen folytonos linedris operator. Legyen B C F; korlatos halmaz. Ekkor
v(B) C F korlatos halmaz, ezért az u teljes folytonossdga miatt az u(v(B)) C F
halmaz teljesen korlatos. Ugyanakkor a w : F — Fj fiiggvény egyenletesen
folytonos, igy az iméntiek szerint a (w o u o v)(B) = w(u(v(B))) halmaz teljesen
korlatos Fi-ben. Ez azt jelenti, hogy wowuowv : E; — F} teljesen folytonos linearis
operator.

Ha H; és Hj teljesen korlatos halmazok F-ben, akkor a Hy + Hs := {y1 + y2|(y1 €
Hy) A (y2 € Hs)} halmaz is teljesen korlatos. Valéban, a H; x Hs halmaz
teljesen korldtos az F' x F szorzattérben (V. fejezet, 5. pont, 3. gyakorlat), és
az s : F x ' — F Osszeadas-fliggvény egyenletesen folytonos, igy a Hy + He =
s(Hy x Hs) halmaz teljesen korldtos. Ha uy,us : B — F teljesen folytonos linearis
operatorok, akkor u; + us is teljesen folytonos, mert ha B C E korlatos halmaz,
akkor (uy 4+ u2)(B) C ui(B) + uz(B), és az elézbek szerint uq(B) + uz(B) teljesen
korlatos halmaz, igy (u1+us2)(B) is teljesen korldtos, hiszen teljesen korlatos halmaz
minden részhalmaza teljesen korlatos.

Ha H C F teljesen korldtos halmaz és A € K, akkor a AH := {Az|x € H} halmaz
is teljesen korlatos, mert a hy : ' — F; y — Ay fliggvény egyenletesen folytonos
és A\H = hy(H). Ebbdl kovetkezik, hogy ha u : E — F teljesen folytonos lineéris
operator és A € K, akkor A\u is teljesen folytonos, mert ha B C F korldtos halmaz,
akkor (Au)(B) = \u(B) is teljesen korldtos halmaz.

e) Legyen E valds normalt tér, u : E — E teljesen folytonos linedris operdtor, és
B C E¢ korlatos halmaz. Az 1. gyakorlat b) pontja szerint minden E¢ > (x,y)-
ra max(||z]], |y]]) < [[(z,y)]lc < 2max(||z|, ||y|]), ezért 1éteznek olyan By, By C E
korlatos halmazok, hogy B C By x By. Ekkor

'LL(C<B> g U(C<B1 X BQ) = U<B1> X U(BQ),

és az u teljes folytonossaga miatt az u(By) és u(Bs) halmazok teljesen korldtosak
E-ben. De teljesen korldtos halmaz minden részhalmaza teljesen korlatos, ezért
elég azt igazolni az E barmely két teljesen korlatos részhalmazénak szorzata
teljesen korldtos Ec-ben a | - || szerint. Ez viszont a |- ||o-re imént felirt
egynlStlenségekbdl, és az V. fejezet, 5. pont, 3. gyakorlat eredményébdl kbvetkezik.)

17. Legyen E normalt tér.

a) Ha H C FE zart linedris altér és H # E, akkor minden r €]0, 1] valés szamhoz
létezik olyan = € E, hogy ||z| =1 és disty(z) > r.

b) Az E vektortér pontosan akkor véges dimenzids, ha a zart egységgdmb teljesen
korlatos halmaz E-ben.

(Utmutatds. a) Legyen y € E \ H rogzitett vektor. Ekkor disty(y) > 0,

kiilonben a H zéartsdga miatt y € H = H teljesiilne. Ha r €]0, 1] tetszdleges
1

val6s szam, akkor —disty(y) > in% |l" — yl|, tehat létezik olyan x, € F, hogy
r z'€e

Tr —Y

|z — yl|

T
nyilvdnvaléan z, — ||z, — y||z’ € H, tehat

1
|z, —y|| < =disty(y). Ha z := , akkor ||z|| = 1 és minden H > z'-re
r

Tr —Y /
—
|z —yl|

e =y~ llze —ylle’ll _
e, — 4l

o — ')l = '
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_ e = llze = ylla) —yll _ dista(y)

er _?J”

1
—dist
~distu(y)

b) Ha E véges dimenzids, akkor az E zért egységgdmbje kompakt, ezért teljesen
korlatos.

Tegyiik fel, hogy E végtelen dimenzids. A kivéalasztasi axiomaval kombinalt rekurzié
tételét alkalmazva megmutatjuk olyan FE-ben haladé (z,)nen sorozat létezését,
amelyre minden n € N esetén ||z,| = 1 és ha H, jeloli az {xx|k € n} halmaz
altal generalt linedris alteret E-ben, akkor disty, (z,) > 1/2.

Legyen xg € E tetsz6leges olyan vektor, amelyre ||xg|| = 1; ekkor Hy = {0}, tehat
distp,(zg) = 1 > 1/2. Tegyiik fel, hogy n € N és (zx)ren olyan rendszer, hogy
minden k < n természetes szamra ||zg| = 1 és disty, (xx) > 1/2, ahol Hy az
{z;|7 € k} halmaz &ltal generdlt linearis altér E-ben. Jelolje H,, az {z;|j € n}
halmaz altal generalt linearis alteret E-ben. A H,, halmaz véges dimenziés linearis
altér, tehat H, # FE és H, zart, igy az a) szerint van olyan z, € E, amelyre
|xnl| = 1 és disty, (z,) > 1/2. Ekkor az (xk)ken+1 rendszer olyan, hogy minden
k < mn+ 1 természetes szamra ||xg| = 1 és disty, (zx) > 1/2.

Legyen (x,)nen olyan sorozat E-ben, hogy minden n € N esetén ||z,| = 1 és
ha H, jeloli az {xy|k € n} halmaz altal generélt linedris alteret E-ben, akkor
disty, (xn) > 1/2. Ha m,n € N és m < n, akkor z,, € H,, tehat ||z, — x| >
disty, (r,) > 1/2. Ezért az (z,)nen sorozatnak nincs olyan részsorozata, amely
Cauchy-sorozat, igy a teljesen korlatos halmazokat jellemz6 Hausdorff-tétel alapjan
az E zart egységgémbje nem teljesen korlatos halmaz.)

18. (Teljesen folytonos linedris operdtor spektruma.) Legyen E Banach-tér K felett
és u € Z(F) teljesen folytonos operator.

a) Az u operdator minden 0-t6l kiilonbozé &ltalanositott sajatértéke az w-nak

sajatértéke.

b) Minden r € R* esetén a K\ B,.(0; K) halmaz az u-nak csak véges sok sajatértékét

tartalmazhatja.

¢) Minden r € R* esetén a Sp(u) \ B,(0;K) halmaz véges, és minden eleme

sajatértéke u-nak.

d) Sp(u) megszamldlhaté halmaz, Sp(u) \ {0} minden eleme sajatérték, és \ €

Sp(u) \ {0} esetén a A\-hoz tartozé sajataltér (tehat az {x € E|u(x) = Az} halmaz)

véges dimenzids. Tovabbd, A € Sp(u) \ {0} esetén A izolalt pontja Sp(u)-nak.

e) (Fredholm-alternativa.) Minden X\ € K esetén a két kovetkezd eset koziil pontosan

az egyik teljestil.

(I) Minden E > y-hoz létezik egyetlen olyan x € E, hogy = — Au(zx) = y.

(IT) Létezik olyan = € E, hogy x # 0 és x — Au(x) = 0.

(Utmutatds. a) Legyen A € K nem nulla dltaldnositott sajatértéke u-nak, és (,,)nen

olyan korlatos sorozat E-ben, amelyre inlf\IHmnH > 0 és lim (Midg — u)(z,) = 0
ne n—oo

(15. gyakorlat a) pontja). Ekkor az {z,|n € N} halmaz korlatos, ezért az u teljes
folytonossdga miatt az {u(x,)|n € N} halmaz teljesen korlatos. A teljesen korlatos
halmazok Hausdorff-féle jellemzése (V. fejezet, 9. pont, Hausdorff-tétel) alapjan van
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olyan o : N — N szigortian monoton névé fiiggvény, hogy (u(zq(n)))nen Cauchy-
sorozat F-ben, tehat az E teljessége miatt konvergens. Ha n € N, akkor

Lo(n) = Ail()‘ZdE - u)(xa(n)) + Ailu(xa(n)%

és lim (Midp — u)(To(n)) = 0. Ezért az (T,(n))nen sorozat konvergens E-ben;
legyen z := lim z,(,). Ekkor [|z[| = lim ||z,@)| > ianHa:nH > 0, tehat = # 0.
n—oo n—00 ne

Ugyanakkor lim (Aidp —u)(Z,(,)) = 0, amibél kévetkezik, hogy (Midg —u)(z) = 0,
tehat \ sajatértéke u-nak.

b) Indirekt bizonyitunk, tehat feltessziik olyan r € R™ létezését, amelyre a
K \ B,(0;K) halmaz az u-nak végtelen sok sajitértékét tartalmazza. Legyen
(An)nen olyan injektiv sorozat, amelyre minden n € N esetén \,, sajitértéke u-
nak és |\,| > r. Legyen (x,)nen olyan sorozat E-ben, amelyre minden n € N
esetén u(z,) = A\yu(x,) és z, # 0. A 13. gyakorlat szerint az (z,)nen Sorozat
linedrisan fiiggetlen. Minden N > n-re jelolje H,, az {xk|k € n} halmaz altal generélt
n-dimenzids linedris alteret E-ben. Vilagos, hogy n € N esetén u(H,) C H,,
hiszen ha z € H,, akkor van olyan (ag)ken, € K", hogy = = Zakxk, tehat
ken
u(z) = Zak)\kxk € H,. Legyen n € N rogzitett. Ekkor H, zart linearis

ken
altere a H, 1 normélt altérnek (mert H,, véges dimenziés), és x,, € Hpi1 \ Hy.

A 17. gyakorlat a) pontja szerint létezik olyan y, € H,11, hogy |ly.|| = 1 és
disty, (yn) > 1/2. Ezért kivalaszthat6 olyan E-ben haladé (y,)nen sorozat, hogy
minden N 3 n-re ||y, || =1 és disty, (yn) > 1/2.

Megmutatjuk, hogy az (u(yn))nen sorozatnak nincs Cauchy-részsorzata, ami
ellentmond annak, hogy u teljesen folytonos. Minden n € N esetén H, 1 =
Kz, & H,, ezért egyértelmiien létezik olyan («a,,)n,en sorozat K-ban, hogy z, :=
Yn — anxy, € H,. Han € N, akkor

w(yn) = u(zn + anzy) = u(zn) + apAnz, =

=u(zp) + An(Yn — 2n) = Anyn — (Anide — u)(2y).

Tehat m,n € N és m < n esetén

[u(yn) = w(ym)ll = [Anyn = ((Anide — u)(zn) + w(ym))|| =

1 1
= [An| Hyn — X (nide —u)(2,) +u(ym))H > 5’)‘71’ > 9"

mert y,, € Hpy1 miatt u(yy,) € Hpe1 C Hy, és (Midep — u)(2z,) € Hy,. Ebbdl
lathatd, hogy az (u(yy))nen sorozatnak nincs Cauchy-részsorzata.

c) Legyen r € RT rogzitett szam. Eloszor a K := C esetre bizonyitjuk, hogy az
Sp(u)\ B,(0; C) halmaz véges, és minden eleme sajatértéke u-nak. A 15. gyakorlat
¢) pontja alapjan az Fr(Sp(u)) \ B,(0;C) halmaz minden pontja &ltaldnositott
sajatértéke u-nak, tehit az a) szerint sajitértéke is az u-nak, vagyis Fr(Sp(u)) \
B,(0;C) C Sps(u) \ B,-(0;C). A b) alapjan Sp,(u)\ B,(0;C) véges halmaz, ezért a
H := Fr(Sp(u))\ B,(0; C) halmaz is véges. Megmutatjuk, hogy Sp(u)\ B,.(0;C) C
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H. Ezt indirekt bizonyjuk, tehat feltessziik, hogy A € Sp(u) \ B,.(0;C) és \ ¢ H.
A H halmaz végessége alapjan egyszerii geometriai megfontolasokkal igazolhato
olyan z € C létezése, amelyre |z| = 1 és az L := A + Rz C C egyenes nem
metszi a H U B,.(0;C) halmazt. Az L N Sp(u) halmaz kompakt C-ben és nem
tires, mert A € L N Sp(u), ezért a Weierstrass-féle maximum-elv alapjan létezik
olyan A\g € L N Sp(u), hogy

Ao —Al= sup [N =]
AN eLNSp(u)

Legyen ty € R az a szdm, amelyre \g = A + toz. Ha ¢y # 0, akkor A\g € F'r(Sp(u)),
mert ha (£,)nen egy RT-ban haladd zérussorozat, akkor lim (Ag 4 sign(tg)enz) =

Ao, ugyanakkor minden N > n — re
| Ao + sign(to)enz — Al = (L +en)[ Ao — Al > | Ao — Al

tehat Ao+ sign(to)enz ¢ Sp(u). Haty = 0, akkor A\g = A és LNSp(u) = {Ao}, tehdt
ha (€,,)nen egy Rf-ban haladé zérussorozat, akkor lim (Ag+e,2) = Ao, ugyanakkor

minden N 3 n-re \g + €,z ¢ Sp(u), igy ekkor is teljesiil az, hogy A\g € Fr(Sp(u)).
Tehat Ao € Fr(Sp(u)) és Ao € L C C\ B,.(0;C), vagyis \g € H, ami HNL = ()
miatt lehetetlen.

Legyen most K := R. Ekkor az 1. gyakorlat e) pontja szerint uc teljesen folytonos
linedris operator az FE¢ komplex Banach-tér felett, ezért az el6zdek alapjan az
Sp(uc)\ B, (0; C) halmaz véges és minden eleme sajatértéke uc-nek. Az 1. gyakorlat
alapjan Sp(u) = R N Sp(uc), ezért az Sp(u) \ B,-(0;R) halmaz is véges. Ugyancsak
az 1. gyakorlat szerint az u sajatértékei megegyeznek az uc valds sajatértékeivel,
ezért az Sp(u) \ B, (0;R) halmaz minden eleme sajatértéke u-nak.

d) Legyen (r)nen egy R*-ban halad6 zérussorozat. A c) szerint minden n € N
esetén Sp(u) \ By, (0;K) véges halmaz és Sp(u) \ B, (0;K) = Sps(u) \ B, (0;K).
Ezért

Sp(u) \ {0} = Sp(u) \ () B, (0;K) = | J (Sp(u) \ B, (0;K)) =

neN neN

= [ (Sps(u) \ B, (0:K)) = Sp,(u) \ {0},

neN

és Sp(u) \ {0} megszamldlhaté, mert véges halmazok sorozatdnak az unidja. Ha
A € Sp(u) \ {0}, akkor van olyan r € R*, hogy A € Sp(u) \ B.(0;K), és
Sp(u) \ B,(0;K) véges halmaz, tehat van olyan V kornyezete A-nak K-ban, hogy
V C K\ B,.(0;K) és VN (Sp(u) \ B-(0;K)) = {A\}; ekkor V N Sp(u) = {A}, vagyis
A izolalt pontja az u spektruméanak.

Legyen A € Sp(u) \ {0}; ekkor az Ey)(u) := {x € E|u(z) = Az} sajdtaltér véges
dimenziés. Ha ugyananis B C FEjy(u) korldtos halmaz, akkor u(B) C E teljesen
korlatos, ugyanakkor u(B) = AB, ezért B is teljesen korldtos halmaz. Specidlisan, az
E)(u) zart egységgémbje is teljesen korldtos E-ben, igy az E)(u) normdlt altérben
is teljesen korldtos, tehét a 17. gyakorlat b) pontja szerint F)(u) véges dimenzids.
e) Tegyiik fel, hogy A € K. Ha A = 0, akkor idg — Au = idg, tehét (I) teljesiil. Ha
A#0és 1/\ ¢ Sp(u), akkor (1/N)idg —u € GL(E), ezért idg — Au € GL(E), igy
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(I) teljesiil. Ha X # 0 és 1/\ € Sp(u), akkor a d) szerint 1/\ € Sps(u), tehat (II)
teljesiil.)

19. Legyen X metrikus tér, Y kompakt metrikus tér, F' normalt tér, és f : X XY —
F folytonos fiiggvény. Az Y — F folytonos fliggvények €(Y; F') terét ellatjuk a
sup-normaval. Ekkor a

X —=CY;F); z~ f(z,)

fiiggvény folytonos.

(Utmutatds. Az llités nyilvanvaléan igaz, ha Y = ), ezért feltessziik, hogy Y # 0.
Legyen xg € X rogzitett pont és ¢ € R* tetszéleges. Minden y € Y esetén az f
fiiggvény folytonos a (z¢,y) pontban, ezért létezik az xy-nak olyan U, kornyezete
X-ben és létezik az y-nak olyan V,, kornyezete Y-ban, hogy

3

(¥ (2,9/) € Uy x V) 1 (ry') = Fao )| < 2

Kivélasztunk ilyen tulajdonsagi (Uy)yey és (Vy)yey kornyezet-rendszereket. Ekkor
Y = U Vj, tehat az Y kompaktsaga folytdn van olyan H C Y véges halmaz, hogy

yeyY
Y = U V,. Ha H =0, akkor Y = () volna, ezért H # (. Legyen U := [ Uy;
yeH yeH

ez az xo-nak kornyezete X-ben. Ha x € U és y € Y, akkor van olyan z € H, hogy
y € V., tehat (z,y) € UxV, C U, xV,, ezért || f(x,y)— f(z0, 2)|| < €/2; ugyanakkor
(xo,y) € U, x V, is teljesiil, tehat ||f(zo,y) — f(x0,2)| < /2, amib6l kovetkezik,
hogy || f(x,y) — f(zo,y)|| < e. Ez azt jelenti, hogy

sup | f(z,y) = flzo,y)l <€
(z,y)eUXY

teljesiil, vagyis « € U esetén ||| f(x,) — f(zo,")||ly <e.)

20. (Fredholm-féle integrdloperdtor.) Legyen n € NT és T' C R™ kompakt halmaz.
A T — K folytonos fiiggvények € (T;K) terét ellatjuk a sup-norméval, és legyen
A T x T — K folytonos fiiggvény.

a) Minden x € €(T;K) és t € T esetén a
T —-K; s— H(ts)x(s)

fiiggvény folytonos, és a

T—K; te | H(ts)x(s) dup(s)
/

fiiggvény is folytonos. Tovabba, ha F jeloli azt a € (T;K) — € (T;K) leképezést,
amely minden € (T;K) 5 z-hez hozzdrendeli a T — K; s +— [ (t,5)z(s) dun(s)
T

fiiggvényt, akkor F teljesen folytonos linearis operator a ¢ (7;K) Banach-tér
felett. (Ezt az F» operatort a £ magfiiggvény altal meghatarozott Fredholm-féle
integrdloperdtornak nevezzik.)
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(Fredholm-alternativa.) Minden A\ € K esetén a két kovetkezd eset koziil pontosan
az egyik teljesiil.

(I) Minden € (T;K) > y-hoz létezik egyetlen olyan = € % (7T;K), hogy minden
T > t-re

o(t) = [ H(5)2(5) diun(s) = ().
T
(IT) Létezik olyan x € € (T;K), hogy x # 0 és minden T > t-re

x(t) — )\/Ji/(t, s)z(s) dun(s) = 0.

(Megjegyzés. Ha p)(T) = 0, akkor természetesen minden # : T x T — K
folytonos fiiggvényre F» = 0; ez az eset nem érdekes. Ezért az érdektelen eset
kisztirése céljabél a T halmazt rendszerint Q alakinak véalasztjuk, ahol Q C R”
nem iires relat{iv kompakt nyilt halmaz.)

(Utmutatds. a) Legyen = € €(T;K) és t € T rogzitett. Ha (t)ren olyan sorozat
T-ben, amely t-hez konvergal, akkor a

TxT—K; (ts)— 2, s)x(s)
figgvény folytonossdga miatt a ((# (tg, )x(:))°)ren fliggvénysorozat pontonként
konvergal R™-en a (£ (t,)x(+))° fliggvényhez, és e fliggvénysorozat minden tagjit a
[n-integralhatd sup | (t',s)] | ||z]|x, figgvény sup-normdban majorélja,

(t',s")ETXT
ezért a Lebesgue-tétel alapjan

lim [  (tg,s)x(s) dun(s) = /Ji/(t, s)x(s) dun(s),

k—o0
T T

ami azt jelenti, hogy a
7%t [ A (920 duns)
T

fiiggvény folytonos.
Ha z € ¢ (T;K), akkor minden ¢ € T esetén

[Foe (2)(1)] < /|c%/(t78)l|w(8)\ dpin(s) < ( sup |</“i/(t’,8’)|> p (D)l

(t',s")eTXT

ezért ||Fx||<C| |, ahol C := ( sup ]%(t’,s’)]) pr(T), gy az Fu

(t',s")ETXT
€ (T;K) — €(T;K) leképezés folytonos linedris operator.
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Megmutatjuk, hogy F teljesen folytonos. Legyen ehhez B C %(T;K) korlatos
halmaz; azt kell igazolni, hogy Fx (B) C €(T;K) teljesen korlidtos halmaz. Az

eléz6éek alapjén minden ¢ € T esetén sup |Fy (x)(t)] < sup ||Fx (z)]] < +o0, vagyis
zeB z€B
az {Fy(x)(t)|x € B} C K halmaz korlatos, tehat teljesen korldtos K-ban. Ezért az

Ascoli-tétel (V. fejezet, 11. pont, 11. gyakorlat) alapjan elég volna azt megmutatni,
hogy az F (B) figgvényhalmaz ekvifolytonos. Legyen ty € T rogzitett pont és

e € RT tetszbleges. Legyen &' € RT olyan, hogy &' (T) (sup ||x||> <e A19.
zeB

gyakorlat eredményét alkalmazva kapjuk a tg-nak olyan V kornyezetét T-ben, hogy
minden t € V és s € T esetén | Z (t,s) — H (to,s)] < &'. Ekkor t € V és x € B
esetén

|For (2)(t) = For (2)(t0)| < /|<%/(t78) — A (to, s)|x(s)|dpn(s) <

< (1) (sup el ) <=
x€eB

tehat az F (B) fiiggvényhalmaz ekvifolytonos a ty pontban.)
21. (Volterra-féle integraloperdtor.) Legyenek a,b € R, a < b és

A A{(t,s) € [a,b] X [a,b]|s <t} - K

folytonos fliggvény.
a) Minden x € € ([a,b];K) és t € [a, b] esetén az

[a,t] = K; s J(t,s)x(s)

fliggvény folytonos és az
t
[a,b] = K; t+— /%(t,s)x(s) ds

fiiggvény is folytonos. Tovabbd, ha V. jeloli azt a €([a,b];K) — %([a,b]; K)
leképezést, amely minden x € % ([a,b];K) fliggvényhez hozzérendeli az [a,b] —

t
K; t — [ (t,s)z(s) ds figgvényt, akkor Vi olyan teljesen folytonos linedris

operator a sup-normaval ellatott & ([a, b]; K) Banach-tér felett, hogy Sp(Vy) =
{0}. (Ezt az V¢ operatort a & magfiggvény altal meghatarozott Volterra-féle
integrdloperdtornak nevezzik.)

b) Minden A\ € K és y € €([a,b]; K) esetén létezik egyetlen olyan = € € ([a, b]; K),
hogy minden t € [a, b] pontra
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(Utmutatds. a) Legyen =z € %([a,b];K). Ha (tx)ren olyan sorozat [a,b]-
ben, amely a t € [a,b] ponthoz konvergdl, akkor .# folytonossdga miatt a

<x[a o (01, )x())°>k . fiiggvénysorozat pontonként konvergdl a R\ {t} halma-
’ €

zon (tehdt pgp-majdnem mindeniitt) a x,, , (£ ()t,-)z(-))° fiiggvényhez, és e flige-

vénysorozat minden tagjat a ug-integralhatéd (sup |#|)||z||x fiiggvény sup-nor-

maban majoralja, ezért a Lebesgue-tétel alapjan

[a,b]

lim H (tr, s)x(s) dur(s /e%/tk, s) dur(s),

k—oo
[a,tx] [a,t]

ami azt jelenti, hogy az
[a,b] = K; t— /Ji/(t, s)x(s) ds

fiiggvény folytonos.

A V. operator folytonossidga hasonléan ldthaté be, mint a 20. gyakorlat a)
pontjaban. A V. operator teljes folytonossaganak bizonyitdsa is ugyanugy tor-
ténhet, miutdn a £ fliggvényt folytonosan kiterjesztjik az [a,b] X [a,b] téglira a
Tietze-tétellel (TOP, 2. pont), és erre a kiterjesztésre alkalmazzuk a 19. gyakorlat
eredményét.

Legyen A € K\ {0}; megmutatjuk, hogy A\ ¢ Sp(u). Indirekt bizonyitunk, tehat
feltessziik, hogy A € Sp(u), tehéat a 18. gyakorlat d) pontja szerint A\ € Sps(u), igy
van olyan z¢ € % ([a,b];K), hogy xo # 0 és Vg (x9) = Axg. Legyen to := sup{t €
[a,b]|[a,t] C ié({O})} Az x fiiggvény folytonossaga miatt xg(tg) = 0 is teljestil,
és ty < b, kiilonben 2y = 0 lenne. Ha § €]0,b — o[ tetszbleges valds szam, akkor
létezik olyan t €]tg,to + o[, hogy zo(t) # 0, kiilénben [a,t] C ié({O}% ami tg < t és
a to definici6ja alapjén lehetetlen. Legyen § €]0, b — to[ rogzitett. A Weierstrass-féle

maximum-elv alapjan van olyan ts € [to, to+9], hogy |zo(ts)| = sup |zo(t)] > O;
tElto,to+9]
ekkor

[A| (t [sup |:Bo(t)|> =[A||zo(ts)|=| Vo (z0)(t0)] < / | (ts, s)||xo(s)| dug(s)=

€[to,to+9] la'ts]
a,ts

= / A (ts, 8)||zo(s)] dur(s) < (sup[A) ( sup ]!xo(t)|> (ts —to) <

t€[to,ts
[to,ts]

< (sup [£]) ( sup }Ixo(t)|> 9,

t€[to,ts
ezért |A| < (sup |£])0 teljesiil minden 6 €]0,b — to[ szdmra, ami ellentmond annak,

hogy A # 0.

Ezzel megmutattuk, hogy Sp(V) C {0}. Ugyanakkor a V- operdtor nem eleme
GL(% ([a, b]; K))-nak, hiszen még csak nem is sziirjektiv, mert minden y € I'm(V.)
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esetén y(a) = 0. Ezért 0 € Sp(Vy), amivel az Sp(Vy) = {0} egyenlSséget
igazoltuk.

b) Ha A = 0, akkor az A&llitds nyilvdnvaléan igaz. Ha A # 0, akkor az
a) alapjan 1/A € K\ {0} = K\ Sp(Vy), vagyis az 1/ szdm eleme a V.
operator rezolvens halmazanak, igy (1/A)ide ((q,5;x) — Ve € GL(%([a,b]; K)), tehat
ideg([a,5):8) — AV € GL(%([a,b];K)) is teljesiil, amibél kovetkezik, hogy minden
y € € ([a,b]; K) esetén létezik egyetlen olyan = € €'([a, b]; K), hogy x — AV () = y.)
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2. Baire-féle kategoriatétel

Definicié. Legyen M metrikus tér és H C M.
— A H halmazt sehol sem stiriinek nevezziik, ha Int(H) = ().

— A H halmazt elsd kategoridajunak nevezzik, ha H el6all az M megszamlalhato sok
sehol sem stirii részhalmazanak unidjaként.

— A H halmazt mdsodik kategdridjunak nevezziik, ha nem els6 kategdridju (vagyis
H nem &ll el megszamlalhat6 sok sehol sem stirti halmaz unidjaként).

Megjegyzések. 1) Sehol sem siir(i (illetve els6 kategdriaji) halmaz minden
részhalmaza is sehol sem siirii (illetve elsé kategdridji). KEgy halmaz pontosan
akkor sehol sem siirli, ha a lezartja sehol sem siirti. Elso kategoéridju halmazok
megszdmldlhato rendszerének az unidja szintén elsé kategéridju. Ezek az allitdsok a
definiciobdl nyilvanvaléan kovetkeznek.

2) Ha M metrikus tér, akkor egy H C M halmaz pontosan akkor sehol sem sirti,

ha az M \ H halmaz stirti M-ben. Valéban, Int(H) = M \ (M \ H), ezért H sehol

sem stirtisége (azaz Int(H) = ()) ekvivalens azzal, hogy (M \ H) = M (azaz M \ H
surt).

3) Véges sok sehol sem siiri halmaz uniéja sehol sem stirti. Ezt elegend6 két sehol
sem slirtit halmaz unidjara igazolni. Legyen M metrikus tér és legyenek Hy, Ho C M
sehol sem sfiri halmazok. Azt kell megmutatni, hogy az M \ H; U Hy halmaz stirii
M-ben, vagyis H; U Hy = H, U Hy és a de-Morgan egyenldség alapjan azt, hogy
(M \ Hy) N (M \ Hy) stirti halmaz. Ennek bizonyitdsdhoz legyen x € M és V nyilt
kornyezete M-nek. A H; halmaz sehol sem sfirfi, ezért M \ H; sfirti M-ben, tehét
(M\ H)NV # 0; legyen 2/ € (M \ Hy)NV. Az (M \ Hy) NV halmaz nyilt
kornyezete 2’-nek, ugyanakkor H, sehol sem sfirti, tehat M \ Ho stirti M-ben, igy
(M\ Hy)N(M\ H)NV # (. Ez azt jelenti, hogy (M \ Hy UH) NV # 0, igy
M \ Hy U Hj siiri halmaz, vagyis H; U Hs sehol sem siiri.

4) Megszamldlhatdan végtelen sok sehol sem siiri halmaz unidja nem sziikségképpen
sehol sem siirii (csak els6 kategdriaji). Példaul R-ben az euklidészi metrika szerint
minden egy elemil halmaz sehol sem siirii (1. gyakorlat), igy Q els6é kategoéridju
halmaz, de természetesen (Q nem sehol sem stirii R-ben.

5) Ha M metrikus tér, akkor egy H C M halmaz pontosan akkor els6 kategoriaju,
ha létezik az M zdrt sehol sem siir{i részhalmazainak olyan (F),),cn sorozata, hogy

H C |J F,. Valéban, ha H els6 kategdriaji, és (H,,)nen sehol sem stirti halmazok
olyanniirozata, hogy H = |J H,, akkor a (H,),en halmazsorozat mindegyik
tagja sehol sem stirii zart hal?rsz, tovabba H C |J H,. Megforditva, ha (F,)nen
az. M zart sem sirl részhalmazainak olyan sorgezita, hogy H C |J F,, akkor
H= |J (HNF,), és minden N 35 n-re F,, N H sehol sem siir halmaz?ilzhét H els§
kateggigijﬁ.
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Tétel. (Buaire-féle kategoriatétel.) Teljes metrikus tér minden nem iires nyilt
részhalmaza méasodik kategoriaju.

Bizonyitds. Legyen M teljes metrikus tér, 2 C M nem iires nyilt halmaz, és (F,)nen
az M zart sehol sem stirii részhalmazainak tetszoleges sorozata. Megmutatjuk, hogy

ekkor Q\ |J F, # 0, igy Q nem lehet els6 kategoridju.
neN

n
Elész6r megjegyezziik, hogy minden n € N esetén | J Fj sehol sem siir{i zart halmaz,
k=0
n

vagyis Int ( U Fk) =0, {gy Q\ U Fr # 0, kiilonben () # Q C |J Fj teljestilne,
k=0 k=0 k=0

tehdt Int ( U Fk) # () igaz volna.
k=0

Most a kivalasztasi axidémaval kombindlt rekurzié tételét alkalmazva igazoljuk olyan
M x Rf-ban haladé ((zn,7n)),,cn Sorozat létezését, amelyre

B, (z0) € Q\ Fp,

és minden n € N esetén

n+1

Ern+1 (xn—l—l) g B’r’n (xn) \ U Fk;
k=0

,
valamint 7,41 < 7” teljesiil.

Az Q \ Fy halmaz nyilt és nem iires, igy van olyan xzg € M és rg € RT,

hogy B,,(xo) € Q\ Fy. Legyen n € N és ((zm,"m))o<m<n Olyan rendszer

M x Rt-ban, hogy B,,(z9) C Q\ Fp, és minden 0<m<n természetes szdmra

o m+1
By,  (tmt+1) € By, (xm) \ U Fk, valamint minden m < n természetes szamra
k=0

n+1
Tl < %ﬂ Ekkor Q\ |J Fx # ) és ez nyilt halmaz, {gy van olyan x € M ésr € R+,
k=0
. n+1
hogy B,(x) C Q\ U Fk. Legyen x,,11 := x és r,11 € RT tetsz6leges olyan szdm,
k=0

amelyre 7,41 < min(r,r,/2). Ekkor az ((Zm, 7 m))o<m<n+1 rendszer M x Rf-ben
__ m—+1

halad, és minden m < n+1 természetes szamra B, ., (Tm+1) € By, (m)\ U Fi,
k=0

. . , , Tm , .y s .
valamint minden m < n természetes szamra 71,11 < o5 Ezért a kivalasztasi

axiomaval kombinalt rekurzio tétele szerint vehetiink olyan M x R*-ban haladé
((zn,7n)) ey SOrOZatot, amely rendelkezik az el6irt tulajdonsagokkal.

Kénnyen lathatd, hogy m,n € N és m < n esetén x,, € B, (x,) C B, (Tm), igy
d-vel jelolve az M feletti metrikat; d(x,,,x,) < rp, teljesiil. Ebbél latszik, hogy
minden N > m,n-re d(Zm,%n) < Tmin(m,n)- Ugyanakkor minden n € N* esetén

-
Ty < 2—2, vagyis az (1 )nen szamsorozat 0-hoz tart R-ben. Ezért (x,,),eny Cauchy-

sorozat M-ben, igy vehetjiikk azt az * € M pontot, amelyre z := lim z,. Ha
n—oo

m € N, akkor az (Zyin)nen Tészsorozat az B, (x,,) zart halmazban halad, ezért
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r = lim Z,4n € B, (2,,). Tehat minden N > m-re € B, (x,,), ugyanakkor
n—oo

B,, (x,) N U Fr = 0. Ez azt jelenti, hogy x € Q\ |J Fj teljesiil. W
k=0 keN

A Baire-féle kategériatételbdl kovetkezik, hogy ha M nem iires teljes metrikus

tér és (F,)nen az M zart részhalmazainak olyan sorozata, hogy M = |J F;,, akkor
neN
létezik olyan n € N, hogy F,, belseje nem iires, hiszen ha nem igy volna, akkor

minden N 3 n-re F), sehol sem slirti volna, tehat M els6 kategoéridju halmaz lenne
M-ben, holott M nem iires nyilt halmaz az M teljes metrikus térben.

A Baire-féle kategériatétel szerint egy metrikus tér teljessége elégséges ahhoz,
hogy benne minden nem iires nyilt halmaz masodik kategériaji legyen; azonban a
teljesség nem sziikséges ehhez (5. gyakorlat).

A Baire-féle kategériatétel itt bizonyitott alakja a metrikus terek elméletéhez
tartozik, és abban szamos alkalmazéisa van, amit a gyakorlatok jol illusztralnak.
Most alkalmazni fogjuk a tétel a normalt terek elméletében. Ehhez el6szor
emlékeztetiink arra, hogy a K feletti E vektortér H részhalmazat elnyeldnek
nevezzilk, ha minden = € E esetén létezik olyan o € R*, hogy =z € a.H (VL
fejezet, 2. pont, 4. példa). Vildgos, hogy normalt térben a 0 vektor minden zart
gombi kornyezete zdrt, konvez és elnyeld halmaz; azonban 1étezik olyan normalt tér,
amelyben van olyan zart, konvex és elnyel6 halmaz, amely nem kornyezete a 0-nak.
Azonban Banach-terek esetében ez lehetetlen; ezt mutatja a kovetkezo tétel.

Tétel. Banach-térben minden zart, konvex és elnyel6 halmaz a 0-nak kor-
nyezete.

Bizonyitds. El6szor megjegyezziik, hogy ha T olyan konvex halmaz az E vektor-
térben, hogy 0 € T, akkor minden « € [0, 1] valés szédmra a.T C T, hiszen minden
x € T pontra ax = (1 — a)0 + ax € T. Tovabb4a, ha T olyan konvex halmaz az E
vektortérben, hogy 0 € T', akkor o, 8 € R és 0 < a < (§ esetén o.T C (.1 teljesiil,
mert az el6zéek szerint (a/3).T C T, igy a.T = B.((a/3).T) C B.T.

Legyen most F Banach-tér és T C E zart, konvex és elnyel6 halmaz. Feltessziik,
hogy T szimmetrikus is, vagyis —T C T teljesiil. Az &ltalanos eset bizonyitdsat
majd visszavezetjiik erre a specidlis esetre.

Fenndll az E = |J n.T egyenldség, hiszen x € E esetén van olyan a € R,

neN+
hogy » € «.T), his%zen T elnyel6, igy véve barmely n > « természetes szamot:
x € a.T C n.T teljesil. A Baire-féle kategoériatétel szerint van olyan n € NT,
hogy n.T nem sehol sem sfirti halmaz, vagyis Int(n.T) # (. Az E — E; x +— n.x
leképezés (linedris) homeomorfizmus, ezért Int(n.T) = n.Int(T). Ebbdl kovetkezik,
hogy Int(T) # 0; legyen x € Int(T) = Int(T) rogzitett pont, és vegyiink olyan
r € RY szamot, hogy B,(z) C T.

Ekkor a T szimmetrikussidga miatt B,(—z) C T is igaz, mert ha y € B,.(—x), akkor

r> |y = (=)| = llz — (=y)|l, vagyis —y € Br(x) C T, igy y € =T C T Ha most

y € B.(0), akkor y +z € B,.(x) CT ésy —x € B,.(—z) C T, tehdt a T konvexitsa
1 1

folytén y = §(y +x)+ =(y — x) € T. Ez azt jelenti, hogy B,.(0) C T, tehat T

2
kornyezete a 0-nak.
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Ha a T' C E halmaz zart, konvex és elnyeld, de nem feltétleniil szimmetrikus, akkor
vegyiik a T'N (—T') halmazt, amely nyilvanvaléan zart, konvex és szimmetrikus. Ha
ez elnyeld is volna, akkor az el6zoek alapjan kornyezete lenne a 0 vektornak, és akkor
T még inkabb kornyezete lenne O0-nak. Tehdt elég azt igazolni, hogy a T'N (=T
halmaz elnyel6. Ehhez legyen = € E rogzitett vektor. A T halmaz elnyeld, igy
z-hez van olyan a4 € R*, hogy = € a;.T, ugyanakkor a —z vektorhoz van olyan
a_ € R*, hogy —x € a_.T. Legyen a € R' tetszoleges olyan szam, amelyre
a > max(ay,a_). Ekkor ay. T C a.T és a_.T C o.T miatt z,—x € o.T. Ez azt

1 1 1 1

jelenti, hogy —x € T és —(—x) € T, azaz —x € —T. Tehat —x € T N (=T, azaz
a o o «

z € a.(TN(=T)),igy TN(-T) elnyels halmaz. W
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Gyakorlatok

1. Ha M metrikus tér, akkor x € M esetén az {z} halmaz pontosan akkor sehol
sem slrd, ha x nem izolalt pontja M-bek. Ha az M nem iires metrikus tér teljes és
nincs izolalt pontja, akkor az M halmaz nem megszamlalhatéan végtelen.

(Utmutatoﬁs. Tegyiik fel, hogy M # () és M teljes. Vildgos, hogy M = |J {z}, tehét

zeM
ha az M halmaz megszamldlhaté volna, akkor a Baire-féle kategoriatétel alapjan

volna olyan x € M, hogy {x} nem sehol sem siirii, vagyis x izolalt pontja M-nek.)

2. Az irracionalis szamok halmaza nem allithato el6 megszamlalhat6 sok R-beli zart
halmaz unidjaként.

(Utmutatds. Ha létezne R-ben zart halmazoknak olyan (F),),en sorozata, amelyre

R\Q = U F,, akkor R = (U Fn> U U {z} |, tehat a Baire-féle kategériatétel
neN neN x€eQ

alapjdn létezne olyan n € N, hogy Int(F,) # 0, ezért Int(R\ Q) # (), ami nem

igaz.)

3. Ha E normalt tér és F' C F olyan zart linearis altér, hogy F' # FE, akkor F' sehol
sem stri halmaz E-ben. Ha F végtelen dimenziés Banach-tér, akkor nem létezik
olyan B C E megszamlalhaté halmaz, hogy az E minden eleme el6all véges B-ben
haladé rendszer linearis kombinacidjaként.

(Utmutatds. Indirekt bizonyitunk, tehat feltessziik, hogy az F végtelen dimenzids
Banach-térben létezik olyan B megszamlalhaté halmaz, amelyre az £ minden eleme
eloall véges B-ben halado rendszer linearis kombinéciéjaként. Ekkor B nem véges,
kiilonben E véges dimenziés lenne. Legyen o : N — B bijekci6. Minden n € N
esetén legyen

Fo:={>_Mo(k) | (M\e)ren € K"}

ken

Ekkor n € N esetén F, az F-nek n-dimenzioés linearis altere, igy F), zart E-ben, és

a hipotézis szerint £ = U F,,. Ugyanakkor minden N > n-re F,, # E, ezért F,

neN
sehol sem siirti F-ben, igy F els6 kategoriaju halmaz, ami ellentmond a Baire-féle

kategdriatételnek.)

4. A KM vektortér felett egyaltaldn nem létezik olyan norma, amellyel ellatva KM
Banach-tér volna.

(Utmutatoﬁs. Minden n € N esetén legyen
Fp={scK™ | (VEkeN): (k>n)= (s(k)=0)}}.

Ekkor minden N 3 n-re F, véges dimenziés linedris altere K(M-nek és KM =
U F,. Ha volna olyan norma K® felett, amellyel K Banach-tér, akkor
neN

minden n € N esetén F, zart linedris altere KM-nek és F,, # KM tehat a 3.
gyakorlat szerint KV elsé kategéridji halmaz lenne, ami ellentmond a Baire-féle
kategoriatételnek.)
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5. Legyen M a Q x {0} C R? és {(1/n,k/n) € R?|(n € N*) A (k € Z)} halmazok
uniéja. Az M halmazt ellatjuk az R? feletti euklidészi metrika lesziikitésével. Ekkor
M nem teljes metrikus tér, de az M minden nem iires nyilt részhalmaza méasodik
kategoriaju.

(Utmutatds. Jellemezziik a sehol sem stiri halmazokat ebben a metrikus térben!)

6. Ertelmezziik a kovetkez fiiggvényhalmazt:
E:={fe?(0,1;R) [ (3 € R")(Vt€[0,0]) - f(t) =0},

amely nyilvanvaléan linedris altere a [0,1] — R folytonos fiiggvények €([0,1];R)
terének. Az FE valos vektorteret ellatjuk a sup-norméaval. Ekkor a

Tzz{feE‘(VmENJr): ‘f(%ﬂg%}

halmaz olyan szimmetrikus, zart, konvex és elnyel6 részhalmaza E-nek, amely nem
kornyezete a 0 € E vektornak az E normalt térben. Tovabba; az E halmaz els6
kategdriaji az E metrikus térben. (Természetesen E nem Banach-tér.)

(Utmutatds. Megmutatjuk, hogy ha r € R* tetsz8leges, akkor a B,(0) gémb
nem részhalmaza T-nek. Legyen tehat r € RT rogzitett, és minden N* 3 n-re
értelmezziik a kovetkezo fliggvényt:

0 ;hatE[O,%[,
2
fn:]0,1]] =Ry, t— 6t_ﬁ that €[50, 5,1

— -hate [, 1].

1
Ekkor n € NT esetén f, € E, és ha n > —, akkor f, € B,.(0); ugyanakkor minden
T

5) 1 1
m € ]n, ; { természetes szamra f, (—) > —, tehat f, ¢ T. Ezért B,(0) nem
m m
részhalmaza T-nek, vagyis T' nem kornyezete a O-nak F-ben.

Legyen (e,)nen tetszOleges valds zérussorozat a |0, 1] intervallumban, és minden
n € N esetén

F,:={f€E|(Vte[0,e.]): f(t)=0)}.

Ekkor (Fy,)nen az E valddi zart linedris altereinek olyan sorozata, amelyre E =
U F,, ezért E els6 kategéridji halmaz.)
neN

7. Ha M teljes metrikus tér és H C M els§ kategéridgju halmaz, akkor Int(H) = ()
és M \ H sliri halmaz M-ben.

(Utmutatds. Tudjuk, hogy M\ H = M \ Int(M \ (M \ H)) = M \ Int(H), tehat
M \ H pontosan akkor siirti M-ben, ha Int(H) = (. Ha Int(H) # (), akkor a
Baire-féle kategoriatétel szerint Int(H) masodik kategéridju halmaz, ezért H nem
lehet els6 kategoridju.)
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8. Legyenek (M,d) és (M’,d") metrikus terek. Minden f : M — M’ fliggvényre
vezessik be az
wr:M—->Ry; =z inf  (diamg (f(V
MRy e inf (dioma (V)
leképezést, amit az [ ingadozds-fliggvényének neveziink.
a) Az f : M — M’ fiiggvény pontosan akkor folytonos az a € M pontban, ha
wy(a) = 0; vagyis az f szakaddsi pontjainak halmaza egyenlé az {z € M|ws(x) > 0}
halmazzal.
b) Ha f : M — M’ tetsz6leges fliggvény, akkor az wy : M — R, fliggvény feliilrdl
félig folytonos (V. fejezet, 8. pont, 4. gyakorlat).
c) Legyen (f)nen olyan sorozat, hogy minden N > n-re f,, : M — M’ folytonos
fiiggvény, és tegyiik fel, hogy az (f,)nen fliggvénysorozat pontonként konvergens
az M halmazon. Ekkor a lim f, pontonkénti limeszfiiggvény szakadasi pontjainak
n—oo

halmaza elsd kategoridji halmaz M-ben, és ha az (M, d) metrikus tér teljes, akkor

a lim f, figgvény folytonossagi pontjainak halmaza sidri M-ben.
n—oo

d) A x, : R — R Dirichlet-fiiggvény nem &llithaté el6 R — R folytonos fiiggvények
sorozatanak pontonkénti limeszfiiggvényeként, de létezik R — R fliggvényeknek
olyan (fn)nen sorozata, hogy x, = lim f,, és minden N > n-re f, el6allithato

R — R folytonos fiiggvények sorozatanak pontonkénti limeszfiiggvényeként.

(Utmutatds. a) Tegytik fel, hogy f folytonos az a € M pontban. Ha ¢ € R*, akkor
létezik a-nak olyan V kornyezete, hogy f(V) C B.(f(a);d'); ekkor z1,x4 € V esetén

d'(f(x1), f(22)) < d'(f(x1), f(a)) + d'(f(a), f(22)) < 2,

vagyis wy(a) < diamg (f(V)) < 2¢. Ebbél kévetkezik, hogy wy(a) = 0.

Megforditva, legyen a € M olyan, hogy w¢(a) = 0. Ekkor minden ¢ € R
esetén wyr(a) < e, tehat létezik a-nak olyan V kornyezete M-ben, amelyre
diamg (f(V)) < €; ekkor © € V esetén d'(f(z), f(a)) < diamg (f(V)) < €, vagyis
f(V)Y C Be(f(a);d"). Ez azt jelenti, hogy f folytonos az a pontban.

b) Legyen ¢ € R és a € [wy < ¢]. Ekkor wy(a) < ¢, tehat van olyan V' kornyezete
a-nak M-ben, hogy diamg (f(V)) < c¢. Legyen  C M olyan nyilt halmaz, hogy
aeQ CV. Hax € Q, akkor () kérnyezete z-nek M-ben, ezért

wr(z) < diamg (f(2)) < diamg (f(V)) <,

vagyis € [wy < ¢], azaz 2 C [wy < ¢|. Ez azt jelenti, hogy a € Int(jws < ),
vagyis [wy < c] nyilt halmaz M-ben, tehat wy feliilrdl félig folytonos fliggvény.

c) Legyen f := nliﬂéo fn, valamint minden R* 3 e-ra és N 3 n-re legyen

Fo(e) i= M {z € M| d(fp(z), fo(z)) < e}

(p,q) ENXN, p,g>n

Megmutatjuk, hogy han € N, g,&’ € RT ése’ < %, akkor az [wy > ¢|NF,(¢') halmaz

sehol sem sfirti, vagyis Int ([wf >e|NF, (5’)) = (). Tegyiik fel ugyanis, hogy n € N
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és e, e’ € R* olyanok, hogy [wy > ¢|NF,(¢") nem sehol sem stirt, vagyis létezik olyan

Q2 C [wf > €] N Fy,(¢’) halmaz, amely nyilt és nem iires; bebizonyitjuk, hogy ekkor
g > % Minden p, ¢ € N szamra {z € M|d'(f,(x), fq(x)) < €'} zart halmaz M-ben,

ezért F, (') is zart halmaz M-ben, tehat Q C [wy > e] N F,(¢') C F,(¢') = F,(¢').
Ez azt jelenti, hogy = € 2 esetén minden p,q € N szamra, ha p,q > n, akkor
d' (fp(x), fo(x)) <€, ezért

d/(f((lf), fn(x)) = pli)r{)lo d/(fp(x)afn(x)) < e

Legyen a € () rogzitett pont. Az f, fliggvény folytonos a-ban, tehit az a)
alapjan wy, (a) = 0, igy az ¢’-hoz létezik a-nak olyan V' nyilt kérnyezete, amelyre
diamg (fn(V)) < €', azaz minden x1,25 € V eetén d'(f,(x1), fn(x2)) < &'. Tehat
ha z1,29 € V N, akkor

d'(f(@1), f(22)) < d'(f(21), fa(@1)) + d'(fu(@1), fu(@2)) + d'(fu(@2), f(22)) < 3¢,
tehdt diamg (f(V NQ)) < 3¢’, igy minden z € VN Q esetén V N Q € F;(a) miatt

w(z) < diamg (f(VNQ)) < 3.

Ugyanakkor a € VN Q C [wy > ] N F,(e) C [wy > €] és V NQ nyilt halmaz, tehat
VNQnws>e]#0. Hax e VNQN[ws > e], akkor

e <wg(z) < 3¢,

5
tehat € < 3¢’. Ezzel megmutattuk, hogy han € N, g,/ € Rt és &/ < 3’ akkor az
lwy > €] N F,(e") halmaz sehol sem stirti M-ben.

Legyen most ¢ € R* rogzitett és €’ €]0,e/3] tetsz6leges valés szam. Minden = € M

esetén (f,(x))nen Cauchy-sorozat M’-ben, ezért ¢’-hoz létezik olyan n € N, hogy

minden p,q € N szamra, ha p,q > n, akkor d'(f,(z), fy(x)) < €, igy x € F,(¢).

Ez azt jelenti, hogy M = U F.(&"), {gy [wy > €] = U (lwg > el N F,(g), és az
neN neN

el6z6ekben lattuk, hogy minden N > n-re az [wy > €] N F,,(¢’) halmaz sehol sem

stirit M-ben. Ezért az [wy > €] halmaz elsé kategoéridju M-ben.

Legyen most (e, )nen tetszéleges zarussorozat R*-ban. Ekkor [wy > 0] = U [wp >

neN
€n], és az imént bizonyitottuk, hogy minden N > n-re az [wy > ¢, halmaz els6

kategdridju M-ben, ezért az [wy > 0] halmaz is els6 kategdridju M-ben.

Ha (M, d) teljes metrikus tér, akkor az f folytonossigi pontjai halmazénak (vagyis
az [wy = 0] halmaznak) az M-re vonatkozé komplementuma elsé kategdridja, tehat
a 7. gyakorlat eredménye szerint az f folytonossigi pontjainak halmaza strtt M-
ben.

d) A Dirichlet-fiiggvény sehol sem folytonos, ezért a c) miatt nem allithaté el
folytonos fliggvények sorozatanak pontonkénti limeszfiiggvényeként. Minden m,n €
N esetén legyen

frmn :R—=R;  x|cos(mnlz)|™.
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Ko6nnyen lathat6, hogy minden N 3 n-re az (fyn n)men fliggvénysorozat pontonként

konvergens az R halmazon, és x, = lim ( lim fm7n> )

n—oo m— 00

9. Legyenek a,b € R és a < b. Jeldlje H azon f : [a,b] — R folytonos fiiggvények
halmazat, amelyekhez 1étezik olyan ¢ € [a, b], hogy

f@) = ft)

su
P vt

t'€]t,b]

‘<+oo.

Ekkor H elsd kategdridji halmaz az [a,b] — R folytonos fiiggvények sup-norméval
elldtott Banach-terében. Létezik olyan [a,b] — R folytonos fiiggvény, amely az [a, b]
intervallum egyetlen pontjaban sem differencidlhaté jobbrol.

(Utmutatds. Ha a H halmaz els§ kategériajn volna a %(|a,b); R) Banach-térben,
akkor €'([a, b]; R)\ H nem {iires (s6t siirti a sup-norma szerint), és f € €([a,b]; R)\ H
esetén minden t € [a, b] esetén

f@) = ft)

su
P t—t

t'€]t,b]

-

tehat f-nek t-ben nem létezhet jobboldali derivaltja, kiilonben létezne olyan § €
10,6 — t[ valdés szdm, hogy

t') — f(t
sup —f( ), / )’ < 400,
t' €t t+0] =t
ugyanakkor a
f(#) — f(t)

fiiggvény folytonos a [t + ¢, b] kompakt intervallumon, igy korldtos is, tehét

1) -0 Smax( TGRS0 f<t’>—f<t>D .

sup vt

t’'€]t,b]

, Sup
t’€]t+9,b]

tl - t tle}t,t+6] t/ - t

is teljestilne.

Megmutatjuk, hogy H elsé kategdriaji a sup-normaval elldtott € ([a, b]; R) Banach-
1

szam egész része, és minden n > N természetes szamra

térben. Legyen N az 5
legyen

Hy = {feG(ab:R) | 3t elab1]): sup
n t'€]t,b]

Ha f € H, akkor létezik olyan ¢ € [a, b], hogy

f@) - f(#)

sup P

t'€]t,b]

‘<+OO,
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1
tehat van olyan n > N természetes szam, hogy t < b— —, és sup
n ' €]t,b]

/ R
F(t) ~ £®)] _

t—t -
n, vagyis f € H,. Ez azt jelenti, hogy H C U H,,, igy elég azt igazolni, hogy

neN, n>N
minden n > N természetes szamra H,, sehol sem siri.

Legyen n > N rogzitett természetes szam. Eloszor megmutatjuk, hogy H,, zart
a sup-norma szerint. Ehhez legyen f € %([a,b];R) és (fr)ren olyan sorozat
H,-ben, amely egyenletesen (vagyis a sup-norméban) konvergdl f-hez. Létezik

1
olyan (tp)gen sorozat az |a,b— —1 intervallumban, hogy minden k € N esetén

n
Jr(t') — fr(tr)
t— 1t

< n. A Bolzano-Weierstrass-tétel szerint van olyan o :

tle]tk,b}
1

N — N szigoriian monoton novo fiiggvény és t € |a,b— —] pont, hogy t =
n

klim to(ky. Legyen t' €]t,b] régzitett pont. Van olyan k(t') € N, hogy minden

— 00

fa(k)(t/)_fa(k)(ta(k))’ .

k > k(t') természetes szamra t' €]ty x),b], ezért T
— lo(k)

kovetkezésképpen
[f(E) = FOI < 1fE) = Fou )+ fou) () = fou) o)+ ot Eow) — fEou) |+

(o) = FOI S = fomll +0lt" = tom | + [ fow) — FIl +1f o) — FE)]-
) — f(t

Ttt a jobb oldal hatdrértéke k — oo esetén n|t! — f|, ezért ’W‘
feH,.
Ezért elég azt megmutatni, hogy Int(H,) # 0, vagyis a € ([a,b];R) \ H, halmaz
stiri €([a, b];R)-ben a sup-norma szerint. Ehhez legyen f € €([a,b]; R) rogzitett
fliggvény és ¢ € R* tetszéleges. Olyan f' € € ([a, b]; R) fiiggvényt keresiink, amelyre
f ¢ H, és||f—f'|| <e. Az f egyenletes folytonossagét kihasznélva vesziink olyan
m € NT szamot és olyan (tx)o<k<m sSzigordan monoton noévé rendszert az [a, b]
intervallumban, amelyre ty = a, t,, = b, valamint minden k£ < m természetes

szamra és minden ¢,t" € [ty,t4+1] pontra |f(t') — f(t)| < Z. Legyen h : [a,b] — R

< n, vagyis

az a fliggvény, amelyre minden k& < m természetes szamra h(ty) := f(tx), és ha
k < m, valamint ¢ €|t, tx11[, akkor

tht1 — Uk

Vildgos, hogy h € €([a,b];R) és || f—h| < g, hiszen t € [a, b]\{tx|(k € N)A(k < m)}

esetén létezik egyetlen olyan k < m természetes szam, amelyre t €]ty, t+1[, tehat

10 = h0 = |10 = o) — (LI g <

te+1 — tk

< 1F() = £+ [ (tn) — £(00)] (L) cS4fo

g g g
ool —tn) 4 4 2



2. Baire-féle kategériatétel (gyakorlatok) 211

t t
Tovabbéa, a C = F(tesr) = f(t)
keN k<m te+1 — g

t € la,b] \ {tx|(k € N) A (0 < k < m)} pontban h differencidlhaté és |(Dh)(t)| < C.
Legyen most g € €([a, b]; R) olyan szakaszonként linedris fiiggvény, hogy |lg|| < g,

szamra teljesiill az, hogy minden

és az [a,b] minden olyan t pontjaban, ahol g differencialhaté fenndll a |(Dg)(t)| >
C + n egyenlStlenség. Konnyen lathaté, hogy ekkor az f' := h + g fiiggvényre
f e €([a,b;R)\ Hy és || f — f'|| < e teljesiil.)
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3. Banach-Steinhaus-tétel

Ebben a pontban normalt terek kozott hatd folytonos linearis operatorok
sorozatainak pontonkénti konvergenciajaval folgalkozunk.

Allitas. Legyenck E és F normélt terek, u € Z(E;F), 6és (un)nen oOlyan
sorozat .Z(E; F)-ben, hogy létezik olyan D C E halmaz, hogy a D linearis burka

stirli E-ben és u = lim w, a D halmazon. Ha sup ||u,| < +oo (vagyis az (un)nen
n—00 neN

operatorsorozat operatornormaban korlatos), akkor u = lim w,, vagyis az (u,)nen
n—oo
operatorsorozat pontonként konvergens az E halmazon.
Bizonyitds. Jelolje Ey a D halmaz linearis burkat. Nyilvanval6, hogy minden x € Ej
esetén u(r) = lim w,(z), és a hipotézis szerint Ey stirt linedris altere FE-nek.
n—oo

Legyen C' € R* olyan szdm, amelyre C > |lu|| + sup ||u, || teljesiil.
neN

Rogzitsiink egy = € E pontot; megmutatjuk, hogy u(z) = lim wu,(z). Ehhez legyen
e € R* tetszoleges, és az Fy stirliségét kihaszndlva vegyiink olyan x € Ey vektort,
€
amelyre ||z — x| < Yok Ekkor az u(zg) = lim wu,(xg) egyenléség miatt van olyan
n—oo
€
N € N, hogy minden n > N természetes szamra |u,(xo) — u(xo)|| < =. Ha most

n > N tetszéleges természetes szam, akkor fennallnak a kovetkezoé egyenlotlenségek

[un(2) = w(@)|| < [Jun(z) = un(zo)|| + [un(z0) — w(zo)l| + [Ju(z0) — ul(2)| <
< lunllllz = zoll + llun(zo) — u@o) |l + flullllzo — 2 <

g
< { sup [Juml| + [Jull ) [z = zol| + [[un(zo) — u(zo)|| < C55 + 5 =c¢,
meN 2C 2

amib6l kovetkezik az 4llitds. B

Tétel. (Banach egyenletes korldtossag tétele.) Legyen E Banach-tér, F' normalt
tér, és H C Z(FE;F) olyan operdtorhalmaz, amelyre minden z € E esetén az
{u(z)lu € H} C F halmaz korldtos F-ben (amit dgy fejeziink ki, hogy a H
operatorhalmaz pontonként korldtos). Ekkor H az operatornorméban is korlatos,
vagyis sup ||ul| < +oo.

ueH

Bizonyitds. Természetesen feltehetjiik, hogy H # (). Legyen

T:= () u(Bi(0).

ueH

Minden u € H esetén u : E — F folytonos fiiggvény, és B1(0) C F zart hal-

maz, ezért 7}(?1 (0)) zdrt halmaz E-ben, igy T is zrt halmaz. Minden u € H
esetén u : E — F linedris fiiggvény, és B1(0) C F konvex halmaz F-ben, ezért

_ul(ﬁl(())) konvex halmaz F-ben, igy T is konvex halmaz. Ha x € E, akkor az
{u(z)lu € H} C F halmaz korldtos F-ben, tehdt van olyan o € R*, amelyre
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minden H 3 u-ra |u(z)|| < «, vagyis |[u((1/a)x)| < 1, azaz (1/a)x € ﬂl(gl(()));
ez azt jelenti, hogy (1/a)z € T, azaz x € o.T.

Tehat a T halmaz zért, konvex és elnyel§ az E' Banach-térben, ezért T' kornyezete
a 0 vektornak, vagyis vehetiink olyan r € RT szadmot, amelyre B,(0) C T. Ekkor

u € H és x € By(0) esetén rx € B,.(0) C T C ﬂ1<§1(0)>, igy ||lu(rz)|] < 1, tehét

1
|u(z)|| < —. Ebb6l kovetkezik, hogy minden H > u-ra [|ul| :== sup |lu(x)| < -,
r x€B1(0) r

1
tehat sup [|ul| < — < 4o00. A
ueH r

Tétel. (Banach-Steinhaus-tétel.) Legyen E Banach-tér, F' normdlt tér, és
(un)nen olyan sorozat Z(F; F')-ben, amely pontonként konvergens az FE halmazon.

Legyen u := lim wu,,.
n—oo
a) Az (up)nen operatorsorozat operatornorméaban korlatos, vagyis sup |Ju, || < +oc.

neN
b) u € L(E; F) és ||ul]| < lminf ||u,]||.

¢) Az (up)nen operatorsorozat az E minden relativ kompakt részhalmazan egyen-
letesen konvergens.

Bizonyitds. a) Az {un|n € N} C Z(FE;F) operatorhalmaz pontonként korlatos,
mert minden = € E esetén, a hipotézis alapjan, az (u,(z)),en sorozat konvergens,
tehat az {u, (z)|n € N} halmaz korldtos F-ben. Ezért Banach egyenletes korlatossag
tétele alapjan az {un,|n € N} operdtorhalmaz korlatos az operdtornorma szerint,
vagyis sup ||u, || < +oo.

neN

b) Legyen x € E; ekkor minden N 3 n-re |Ju,(x)|| < ||unl|||z]|, ezért

[u(@)]| = || im wu,(z)|| = Lm [ju,(z)]| = limsup [lu, ()] <
n— oo n— oo n—00
< liminf ||un ||| = (nmmfuunu) .
n—od n—oo

Az a) szerint liminf ||u,| < sup ||u,|| < 400, ezért az u linedris operdtor folytonos
n—oo neN

és ||u|| < liminf |juy,]|.
n—oo

Azt kell igazolni, hogy ha K C FE kompakt halmaz, akkor az (u,),en operdtor-
sorozat egyenletesen konvergens a K halmazon. Ehhez legyen C' € R* olyan szam,
amelyre C' > sup ||u,||, és vegyiink tetszéleges € € R* szdmot.

neN
Minden x € K esetén az u operator folytonos z-ben, ezért van olyan § € R*,
hogy minden u(Bs(x)) C B./3(u(x)); tovabba vilagos, hogy ekkor minden ¢ €]0, ]
szdmra u(Bs (x)) C B, 3(u(x)) teljesiil. Ezért a kivélasztdsi axiéma alkalmazédsaval

vehetiink olyan (d,).ecx rendszert R*-ban, hogy minden K > z-re §, < % és

u(Bs, (r)) € B.ss(u(z)). Ekkor természetesen K C |J Bs, (), és K kompakt,
zeK
igy van olyan A C K véges halmaz, hogy K C |J Bs,(a). Ha a € A, akkor
acA
u(a) = lim wuy,(a), ezért van olyan N € N, hogy minden n > N természetes szdmra

n—oo
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|lun(a) —u(a)|| < e/3. Tehdt kivalaszthatunk olyan (N,).eca rendszert N-ben, hogy
minden a € A esetén, minden n > N természetes szdmra ||u,(a) — u(a)|| < /3.
Legyen N € N olyan természetes szam, amelyre minden a € A esetén N, < N
teljestil.

Megmutatjuk, hogy minden n > N természetes szamra és minden K > z-re
|lun () —u(x)|| < e. Valdéban, legyen n > N természetes szdm és x € K. Ekkor

K C |J Bs,(a) miatt vehetiink olyan a € A pontot, amelyre x € By, (a), vagyis
acA
|z — a|| < 0. Vildgos, hogy ekkor ||u(z) — u(a)|| < €/3 és n > N > N, mi-

att ||un,(a) — u(a)|| < /3, valamint J§, < igy érvényesek a kovetkezd egyen-

£
3C"

16tlenségek

lun () = u(@)|| < llun(z) = un(a)ll + lun(a) = u(@)|| + [ula) — u(@)] <

e € 2
n — — 4+ - <Cé, + = )
< un||||z a|\+3+3_ +35<5

Ezzel megmutattuk, hogy a K C E kompakt halmazra
(Ve e RH(AN e N)(Vx € K)(Vn e N): (n> N = |lup(z) —u(x)| <e)

teljesiil, ami éppen azt jelenti, hogy az (u,),en operatorsorozat egyenletesen
konvergens a K halmazon. B

A Banach-Steinhaus-tétel feltételei mellett az (uy)nen operatorsorozat nem
sziikségképpen konvergal a lim wu,, folytonos linearis operatorhoz az operdtornorma
n—oo

szerint (6. gyakorlat). A tétel c) pontja mindossze azt éllitja, hogy az (up)nen
operatorsorozat csak az E relativ kompakt részhalmazain konvergal egyenletesen,
de a korldtos halmazokon mar nem sziikségképpen egyenletesen konvergens. Még
az is el6fordulhat, hogy az (||un,||)nen valés szémsorozat nem konvergens, bar a tétel
a) pontja szerint korldtos; ilyen esetben biztos az, hogy (u,)nen nem konvergens
az operatornorma szerint. Azonban véges dimenziés indulési tér esetében igaz a
kovetkezo allités.

Kovetkezmény. Legyen E véges dimenzids normalt tér és F' normalt tér.
Az Z(F; F)-ben haladé (uy,)nen operatorsorozat akkor és csak akkor konvergens
pontonként az E halmazon, ha konvergens az operatornorma szerint.

Bizonyitds. A B1(0) gémb E-ben korlitos és zart, igy kompakt, mert E véges
dimenziés. Ezért a Banach-Steinhaus-tétel alapjan az (u,),cn operatorsorozat a
B1(0) gémbén is egyenletesen konvergens, ami éppen azt jelenti, hogy konvergens
az operatornorma szerint. Hl

Megjegyezziik még, hogy a Banach-Steinhaus-tétel b) pontjiban felirt ||u| <
liminf ||u, | Osszefiiggésben szigori egyenldtlenség is lehetséges (6. gyakorlat).
n—oo
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Gyakorlatok

1. Legyenek E és F' normalt terek, valamint (u,),en olyan sorozat Z(FE; F)-ben,
amely pontonként konvergens az E halmazon. Jeldlje u az (u,)n,en operatorsorozat

pontonkénti limeszfiiggvényét. Ha sup ||u,| < +oo, akkor teljesiilnek a Banach-
neN
Steinhaus-tételben megfogalmazott a), b) és c¢) allitasok. (Tehat itt nem az E

teljességét, hanem az (u,,),ecn Sorozat operdatornorma szerinti korlatossagat tessziik
fel.)

(Utmutatcis. Figyeljiik meg, hogy a Banach-Steinhaus-tétel bizonyitasaban hol, és
hogyan hasznaltuk fel az F teljességét!)

2. Legyen E Banach-tér, F' normalt tér, és (u,)nen olyan sorozat Z(FE; F')-ben,
amely pontonként konvergens az F halmazon. Ha (x,,),en konvergens sorozat E-
ben, akkor

(hrn un> <lim a;n) = lim wu,(zy,).

(Utmutatds. Legyen u := lim u, és z := lim z,. A Banach-Steinhaus-tétel
n—oo n—oo

alapjan u € Z(E; F), és C := sup ||u,|| < +00. Az atviteli elvbol kovetkezik, hogy
neN
u(x) = lim wu,(x), tehat tetszoleges € € R* esetén van olyan N € N, hogy minden
n—oo

n > N természetes szamra ||z, — z|| < & és ||u,(x) — u(z)|| < €, igy

[un () = w(@)]| < lun(@n) = un(@)]| + lun(z) —u(@)] <
< Nun||[|zrn — x| +€ < (C + 1),

amibdl kovetkezik, hogy u(z) = lm wu,(x,).)

3. Legyen s egy K-ban haladé sorozat.

a) s € I pontosan akkor teljesiil, ha minden s’ € I} esetén a Zs(kz)s'(k:) sor

keN
konvergens.

1 1
b) Ha p,q € [1,— [ olyan valés szdmok, hogy — + — = 1, akkor s € I ekvivalens
p q

azzal, hogy minden s’ € [} esetén a Z s(k)s'(k) sor konvergens.
keN
(Utmutatds. a) A majordns kritérium alapjsn az s € I feltételb6l még az is

kovetkezik, hogy minden s’ € [i- esetén a Z s(k)s'(k) sor abszolit konvergens. Az

kEN
elégségesség bizonyitasdhoz legyen minden n € N esetén

Uy g = K; 8 Zs(k)s’(k:).

k=0
Ekkor (u,)nen olyan sorozat (l]%{)/—ben, amely az s-re vonatkozo feltevés alapjan
pontonkénk konvergens az I halmazon, {gy az egyenletes korldtossag tétele szerint
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sup |lun|| < 4o0o0. Ugyanakkor kénnyen ldthaté, hogy minden N 3 n-re ||u,|| =
neN

Jnax. |s(k)|, ami azt jelenti, hogy

sup |s(n)| = sup ( max |s(k:)|) = sup ||u,|| < +o0,
neN neN \0<k<n neN

vagyis az s sorozat korlatos.
b) Az elemi Holder-egyenlStlenség alapjén az s € [ feltételbél még az is

kovetkezik, hogy minden s’ € If esetén a Zs(k)s' (k) sor abszolit konvergens.

keN
Az elégségességet pontosan ugyantigy bizonyitjuk, mint az a) pontban, felhasznélva

azt, hogy most a VI. fejezet, 1. pont, 6. gyakorlat alapjan minden N* 3 n-re

n—1 1/q
[unl| = (Z IS(k)|q>
k=0

teljesiil.)

1 1
4. Legyenek p,q € [1,— [ olyan valés szdmok, hogy — + — = 1, és minden s € If
P q
esetén
oo
us 1% > K; 8" =) s(k)s' (k).
k=0

Tudjuk, hogy s € 1% esetén ug € (1%)', és az

e — (R)'s s us
leképezés linedris izometria (V1. fejezet, 1. pont, 6. gyakorlat). Mutassuk meg,
hogy ez a leképezés sziirjektiv, vagyis minden u € (ZH’;)I funkciondlhoz van olyan
s € I, hogy us = u. (Ez azt jelenti, hogy az [} normalt sorozattér kitiintetett
médon - a fenti linedris izometria altal - azonosul az (1%)" dudlis térrel, tehat frhatd,
hogy (1&)" = I%.) Igazoljuk, hogy minden p €]1,— [ valés szdmra az 1% Banach-tér
reflexiv.
(Utmutatds. Minden N 3 n-re legyen e,, az az elem [f-ban, amelyre minden m € N
esetén e, (m) = 6. Legyen u € (1%) rogzitett, és s az a sorozat, amelyre minden
n € N esetén s(n) := u(e,). Megmutatjuk, hogy s € I és u = us.
Az nyilvdnval6, hogy ha s € lft teljesiilne, akkor minden N 5 n-re u(e,) = s(n) =
us(ey), igy u = ug az {e,|n € N} halmaz 4ltal generalt linearis altéren (azaz KM-
en), ami stirfl [f-ban, tehdt az u és us folytonossdga miatt u = us. Tehdt csak azt
kell igazolni, hogy s € Iif.

Minden n € N esetén legyen s,, az a K-ban haladé sorozat, amelyre minden N 3 m-
re s,(m) := s(m), ha m < n, és s,(m) := 0, ha m > n. Ha n € N, akkor
s, € KN C 1% tehat a VI. fejezet, 1. pont, 6. gyakorlat szerint us, € (I%)" és

n—1 1/q
s, || = l|8nlly = (Z |s(k)|q> . Ha s’ € [%, akkor minden n € N* esetén
k=0
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o] n—1

! / . . / D . ,

ugyanakkor s’ = g s'(k)er = nh_)rgo 5 s'(k)ex az lg-ban || - ||, szerint, tehdt
k=0 k=0

n—1
az u folytonossdga miatt klim u <Z s’(k)ek> létezik. Ez azt jelenti, hogy az
— 00
k=0

(us, Jnen funkcional-sorozat pontonként konvergens az [f; sorozattéren. Ezért Ba-

nach egyenletes korldtossdg tétele alapjan sup ||us, || < 400, vagyis
neN

n—1 1/q
sup El = sup [[sn|q < 400,
neN k=0 neN

tehdt s € )

5. Jelolje ck o a K-ban haladé zérussorozatok vektorterét a || - || ., norméval ellatva.
a) Mutassuk meg, hogy cx o egyenls a K& altér || - || szerinti lezartjaval If-ban.

b) Legyen minden lf > s-re
[e.¢]
us:cxo — K; 8 Z s(k)s'(k).
k=0
Bizonyitsuk be, hogy s € I% esetén ug € (cx)’, és az
Ik — (cko)'; 8+ us

leképezés izometrikus linedris bijekcid (természetesen lf felett || - ||, normdt, és a
/ /7 , . 7 / ’ 7
(ck,0) dudlis tér felett a funkciondlnormét véve normaként).

(Utmutatds. a) Minden N > n-re legyen e, az a sorozat, amelyre minden m € N
esetén e, (m) = 9. Megmutatjuk, hogy minden s € cg o sorozatra a Z s(k)eg

keN
oo
sor konvergens cgo-ban a || -], norma szerint és Zs(k)ek = s; ebbdl mar
k=0
kovetkezik, hogy cx o része a KM altér || - | o szerinti lezartjanak [g°-ban. Val6ban,

minden n € N* esetén
n—1

s — Z s(k)eg
k=0

tehdt ha ¢ € R*, akkor lim(s) = 0 miatt van olyan N € N, hogy minden m > N
természetes szamra |s(m)| < e, igy minden n > N természetes szdmra

= sup
meN

s<m>—§_js<k>ek<m>'= sup  |s(m)],

meN, m>n

o0

n—1
s — Z s(k)eg|| <e,
k=0 o
oo
vagyis a Z s(k)ey, sor konvergens ck o-ban a || - || norma szerint és Z s(k)er = s.

keN k=0



220 XII. A FUNKCIONALANALIZIS ELEMEI

Megmutatjuk, hogy a KM altér | || szerinti lezartja [2°-ban része cg o-nak.
Legyen ugyanis (S, )nen Olyan sorozat K™ _ben és legyen s € lg° olyan sorozat,
hogy s = lim s, a|| - ||, szerint; azt kell igazolni, hogy lim(s) = 0. Legyen ¢ € R*

rogzitett. Létezik olyan n € N, hogy ||s — sy |lcc < €/2. Természetesen lim(s,,) = 0,
ezért van olyan N € N, hogy minden m > N természetes szamra |s,(m)| < €/2.
Ekkor minden m > N természetes szamra

s(m)] < |s(m) = sn(m)] + |sn(m)] < I8 = snlloo + |sn(m)] < 2(¢/2) =&,

tehét lim(s) = 0.

b) Az, hogy s € lj esetén az us : cxo — K linedris funkciondl a | - || szerint

folytonos és ||us|| = ||s]|1, ugyanigy bizonyithaté, mint a VI. fejezet, 1. pont, 5.

gyakorlatban. Legyen u € (cx)’; megmutatjuk, hogy az s := (u(e,)nen) sorozat
n—1

eleme l{-nak és us = u. Ehhez legyen minden n € N* esetén s, := Z s(k)ex,
k=0

valamint sg := 0. Minden N > n-re 5, € KM ezért us, € (cxo) és |jus,| =

n—1
|snll1 = Z |s(k)|, han > 0. Ha s’ € ¢k, akkor n € N* esetén
k=0

00 n—1 n—1 n—1
us, (8') = Z sn(k)s' (k) = Z s(k)s' (k) = Z u(eg)s' (k) = u ( s’(k)ek> ,
k=0 k=0 k=0 k=0
és az a) bizonyitdsa alapjin a Z s'(k)ey sor konvergens cko-ban a | -]
keN
oo
szerint és s’ = Zs’(k)ek. Ugyanakkor u folytonos a || - ||, szerint, ezért az
k=0
n—1
(u (Z S’(k)%)) szamsorozat konvergens. Ez azt jelenti, hogy az (us, Jnen
k=0 neN+
funkcionél-sorozat pontonként konvergens a ck o halmazon. Az a) alapjin ck
Banach-tér a || - ||, normaval, ezért Banach egyenletes korlatossag tétele szerint

n—1
sup Z |s(k)| = sup |lus, | < +o0.
neNT ;75 neN+t

Ezért s € Ik, tehat jol értelmezett az us : cxo — K linedris funkciondl, amely az
u-val egyiitt folytonos || - || szerint, és nyilvanvaléan u = us a KM altéren, amely
viszont stirti cg o-ban a || - || szerint, igy us = u teljesiil.)

6. Adjunk példat olyan E Banach-térre, és olyan E’-ben haladé (u,)nen sorozatra,

amely pontonként konvergens, de ) lim w,| < liminf ||u,].

n—oo n—oo
(Utmutatds. Tekintsiik a K-ban haladé zérussorozatok c o terét a || - ||, norméval
ellatva, és legyen minden n € N esetén u, : ck o — K; s — s(n). Ekkor minden

N> n-re ||u,|| =1 és lim u, =0.)
n—oo
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7. Jelolje cx a K-ban haladd konvergens sorozatok vektorterét a || - ||, norméval
ellatva.
a) Mutassuk meg, hogy ck zért linedris altere [g°-nak a || - ||, norma szerint.

b) Legyen minden s € lf esetén

us:cx — K; 8 — Z s(k)s' (k).
k=0

Bizonyitsuk be, hogy minden I§ > s-re u, € (cx)’, és az
I — (cx)'; s+ ug
leképezés linedris izometria, de a
lim:cg —» K; s +— lim(s")

leképezés olyan eleme (CK)/—nek, amelyhez nem létezik olyan s € I}, hogy us = lim.
c) Minden (), s) € K x [} parra az

Uy ck — K5 8" = Alim(s”) + ug(s” — lim(s”))
leképezés eleme (cx)-nek, és a
K x ZH1< — (CK)/; (A, 8) = u(x g

leképezés linedris bijekcio.

(Utmutatds. a) Nyilvanvalé, hogy cx = ck o @ K1, ahol 1 az azonosan 1 sorozat,
ezért a VI. fejezet, 1. pont, 11. gyakorlat eredménye alapjan cx zart [g°-ban a
| - || norma szerint, hiszen az 5. gyakorlat szerint cx o is zart Ig°-ban a || - |
norma szerint.

b) Kévessiik ugyanazt a gondolatmenetet, mint a VI. fejezet, 1. pont, 5. gyakorlat
4llitdsdnak bizonyitdsdban! Ha s € [} olyan sorozat lenne, hogy lim = usg, akkor
ck0 C Ker(us), vagyis az ug leszlikitése ck o-ra a 0 funkciondl, igy az 5. gyakorlat
b) pontja szerint s = 0, ami lehetetlen.)

8. (A/ltala/nosz/tott hatdrértékek.) Egy u : 12 — K leképezést limeszoperdcionak
neveziink, ha Dom(u) olyan linearis altere [g°-nak, amely tartalmazza a K-ban
haladé konvergens sorozatok halmazat, és v : Dom(u) — K olyan K-lineéris
funkcional, amely folytonos a || - ||, norma szerint, és minden s € cg sorozatra
u(s) = lim(s), vagyis u a sup-norma szerint folytonos linedris kiterjesztése a
lim : cg — K; s +— lim(s) funkcionalnak. Azt mondjuk, hogy az u : Ig° — K
limeszoperacioé nemtrividlis, ha u # lim, vagyis a K-ban haladé konvergens sorozatok
ck halmaza valédi részhalmaza Dom(u)-nak.

a) Legyen C'lim : [f* »— K az a leképezés, amelyre

1 n
Dom(C'lim) := {(z)ren € IF | (n—+1 ka> konvergens sorozat K-ban},
k=0 keN
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és (z)ken € Dom(C'lim) esetén

n

. i 1
(Clim) ((xk)ken) = nh_{%o n+1 kZOa?k-

Mutassuk meg, hogy ez a C'lim leképezés nemtrividlis limeszoperacié. A C'lim
funkcionalt Cesdro-féle limeszoperdcionak nevezzik.

b) Legyen t = (£ k)(jk)enxn € KN>N 6 jelolje (t) lim : I2° ~— K azt a leképezést,
amelyre Dom((t)lim) azon (z)reny € [ sorozatok halmaza, amelyekre minden

o0

7 € N esetén a Z tj kT sor konvergens és a (Z tj7k:z:k) sorozat konvergens,
keN k=0 jJEN

valamint (zy)keny € Dom((t)lim) esetén

((t) lim)((zx)ren) = Jlgglo Z L kTk-
k=0

Bizonyitsuk be, hogy Dom((t)lim) linedris altere [g°-nak, és (t)lim linedris
funkciondl, tovabba (t)lim pontosan akkor limeszoperacié, ha t-re teljesiilnek a
kovetkezok.

(i) Minden N 3 j-re a Z tj 1 sor abszolut konvergens, és supz |tk < +o0.

keN JeN k=0
o0 o0
(ii)) A (Z tj7k> sorozat konvergens, és Jlin;o th’k =1.
k=0 jeN k=0
(iii) Minden N 3 k-ra lim t;; = 0.
j—00

(Ezt az allitast nevezziik Toeplitz-tételnek.) Ha t-re teljesiilnek az (i), (ii) és (iii)
feltételek, akkor azt mondjuk, hogy t Toeplitz-mdtriz. Adjuk meg azokat a t € KN*N
Toeplitz-métrixokat, amelyekre (t)lim egyenl6 lim-mel, illetve C lim-mel.

c) Legyen (p,)nen tetszoleges olyan sorozat R -ban, hogy pg > 0. Készitsiik el azt
at = (tmn)(mmn)enxn € KN*N fiigovényt, amelyre (m,n) € N x N esetén

Pm—n
- sham>n
tm,n = Zpk
k=0
0 ; ha m < n.

Mutassuk meg, hogy t pontosan akkor Toeplitz-méatrix, ha

d) Nem létezik olyan te KN Toeplitz-métrix, amelyre Dom((t) lim) = [°. (Tehat
a VI. fejezet, 2. pont, 11. gyakorlatban értelmezett Banach-limesz olyan limesz-
operécié, amely semmilyen t € RN*N Toeplitz-métrixra nem egyezik meg a (t) lim
limeszoperaciéval.)
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(Utmutatds. a) Kozvetleniil és konnyen beldthaté, de a b)-nek is kovetkezménye.
b) Tegyiik fel, hogy t = (t;x)(jkenxn € KNXN Toeplitz-métrix; megmutatjuk,
hogy (t) lim limeszoperdcié. Trividlis az, hogy Dom((t)lim) linearis altere [°-nak,
és (t)lim : Dom((t)lim) — K linedaris funkciondl, tehat csak azt kell igazolni, hogy
lim C (t) lim és minden s € cg esetén ((t)lim)(s) = lim(s).

Az (i) elsd feltétele miatt j € N esetén (¢, x)ren € Ik, ezért minden (zg)ken € IF
sorozatra a Z t; k) sor abszolit konvergens. Ezért elegendd azt megmutatni, hogy

keN
[oe) [oe)
ha (zg)ken € ck, akkor a (Z tj,kmk> sorozat konvergens és lim Zt kL =
j—00
k=0 jEN k=0
lim zj;. Ehhez minden j € N esetén értelmezziik az

k—o0

[e/e)
ujieko — Ky (2p)ken — E tikTh
k=0

leképezést. Az 5. gyakorlat b) pontja szerint minden N > j-re u; € (ck,0)" és
o

luill = Il(tm)kenlls = > Itjxl, tehdt az (i) mésodik feltétele alapjdn sup [|u; || =
k=0 jeN

supz ti x| < +o00. Legyen (zx)reny € KM és n € N olyan, hogy minden k > n

JEN k=0
természetes szamra x; = 0. Ekkor minden N > j-re

((xk)ken) E LjkTr = E L kTk,

ezért a (iii) feltétel alapjan lim uj((mk)keN) = 0. Ez azt jelenti, hogy az
j—00

(uj)jen funkciondl-sorozat (ck o)’-ben halad, korldtos a funkcionalnorma szerint, és
pontonként konvergal a 0 funkcionalhoz a KN C ck,o altéren, amely az 5. gyakorlat
a) pontja szerint slrl cgo-ban. Ezért az (u;);cn funkcional-sorozat pontonként
konvergdl 0-hoz az egész ck o téren.

o0
Ezzel megmutattuk, hogy minden (xp)ren € ck,o esetén a <Z tj,kxk> =
jeN

k=0
(uj((zk)ken))jen szamsorozat konvergens és lim Zt] krr = 0. Ha most
J—)OO
k=0
(Tk)ken € ck tetszlleges és x = hm x, akkor (xp — T)reny € ck,0, tehat a

Jj—00

oo
(Z tik(zy — w)) sorozat konvergens és lim Zt] k(zp — ) = 0, tovdbba
— jeN k=0

oo [e.e]
a (ii) feltétel alapjan a thykx sorozat is konvergens és lim th KT = T,
k=0 jEN U

[e.e]
ezért a ( E tj,kxk> sorozat is konvergens és lim E LjkTpy =T = hm zr. Bz
jeN

j—o0 k—oo
k=0

k=0
azt jelenti, hogy (t)lim limeszoperécio.



224 XII. A FUNKCIONALANALIZIS ELEMEI

Megforditva, tegyiik fel, hogy t = (;x)(jx)enxn € KN*N olyan rendszer, amelyre
(t)lim limeszoperacié; megmutatjuk, hogy ekkor t Toeplitz-métrix. Jelolje 1 az
azonosan 1 sorozatot, és minden n € N esetén legyen e, az a sorozat, amelyre
minden N 3 m-re e, (m) = 6, ,,. Ekkor 1 € cxg € Dom/((t)lim), ezért minden j € N

o0
esetén a Z tj 1 sor abszolut konvergens és lim Z tjr = ((t)lim)(1) =lim(1) = 1.
keN I 0
Ez azt jelenti, hogy t-re az (i) feltétel elsé fele és a (ii) feltétel teljesiil. Tovabba,
minden j € N esetén (¢ x)ken € [ miatt jol értelmezett az

o0
uj gk — K (@) ken — E L kT
k=0

linedris funkcional és ||u;|| = ||(¢;.x)ken|li = Z ltik]. A ck € Dom((t)lim) feltétel
k=0

alapjan a (cx)’-ben haladé (u;);en sorozat pontonként konvergens, és a pontonkénti

limeszfiiggvénye megegyezik a (t)lim limeszoperdcié ck-ra vett lesziikitésével.

o0
Banach egyenletes korldtossig tétele alapjdn Supz tjk] = sup |lu;|| < 400, igy
JeN 1 ) JEN
teljesiil az (i) feltétel masodik fele is. Végiil, minden k£ € N esetén e, € cx C
Dom((t)lim), tehat (t)lim(e;) = lim(ex) = 0, ugyanakkor (t)lim(ey) = lim ¢;,
j—oo

tehat (iii) is teljesiil.

d) Legyen t = (t;1)(jxyenxn € KV Toeplitz-métrix. Ekkor kénnyen igazolhaté
olyan (zy)ren szamsorozat létezése, amelyre minden k € N esetén x; € {0,1} és a

oo
(Z tj KTk sorozat nem konvergens, ezért (zy)keny ¢ Dom((t)lim).)
k=0 jeN



4. Banach nyiltleképezés tétele 225

4. Banach nyiltleképezés tétele

Lemma. Legyenek E és F' normalt terek, valamint v € Z(FE; F') olyan, hogy
Im(u) masodik kategdridji halmaz F-ben. Ekkor a 0 € E vektor minden W kor-
nyezetére u(W) a 0 € F' vektornak kdrnyezete.

Bizonyitds. Legyen W tetszoleges kornyezete a 0 € E vektornak, és r € R olyan,

hogy B,-(0) C W. Minden k € N* esetén k.B,.(0) = By, (0), ezért E = |J k.B,(0).
keN+
Ebbol kovetkezik, hogy

Im(u) =u( | J kB,(0)) = | uw(k-B.(0)) = | k(B (0)).

keNt keNt keN+

A feltevés szerint Im(u) méasodik kategéridji halmaz F-ben, ezért létezik olyan
k € NT, hogy k.u(B,(0)) nem sehol sem stirti halmaz, azaz

0 # Int (k}.u(BT(O))) — k.Int(u(B,(0)))

ahol kihasznaltuk, hogy az F' — F'; y +— k.y leképezés homeomorfimus. Ezért
Int(u(B,-(0))) # 0; legyen y € Int(u(B,-(0))) és R € R* olyan, hogy Br(y) C
u(B,(0)). Nyilvanval6, hogy az u(B,(0)) halmaz szimmetrikus és konvex, ezért ha
y' € Br(0), akkor y +y' € Bgr(y) € u(B(0)) és —y +y' € Br(—y) = —Br(y) €
—u(B-(0)) C u(B,(0)), amibdl kovetkezik, hogy

y' = 3+ y) + 5~y +y) € (B,

Ez azt jelenti, hogy Br(0) C u(B,(0))u(W), tehdt w(W) a 0 € F vektornak
kornyezete. B

Lemma. Legyen E teljes metrikus tér, F' metrikus tér, és f : E — F olyan
folytonos fliggvény, hogy

(Vr € R*)(3s € RY)(Vz € E) : By(f(z)) C f(Br(x)).

Ha (r,s) € Rt x R* olyan pér, hogy minden E > z-re Bs(f(x)) C f(B,(x)), akkor
minden 7’ > r valés szdmra

(Ve € E): Bs(f(x)) € f(Br(2))

teljesiil.
Bizonyitds. Legyen (r,s) € R™ x R* olyan par, hogy minden F > x-re Bs(f(x)) C
f(B.(x)), és rogzitsiink egy r’ > r valés szdmot, valamint egy xzo € E pontot.
Azt kell megmutatni, hogy Bs(f(zo)) C f(B,(x9)). Ehhez vélasszunk egy
y € Bs(f(xg)) pontot. Olyan x € B, (xg) elemet keresiink, amelyre f(z) = y
teljestil.
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Legyen (7)ren+ olyan rendszer RT-ban, amelyre a Z ri sor konvergens R-ben, és

keNt
oo

ry = r, valamint Z r, <r'. Az f fiiggvényre vonatkozd hipotézis alapjan minden
k=1

N* 3 k-hoz 1étezik olyan s;, € R*, hogy minden E 3 z'-re B, (f(z')) C f(B,, (z')).

Ezért kivdlaszthatunk olyan RT-ban haladd (sg) keN+ rendszert, hogy s; = s,

lim s = 0 és minden N* 3 k-ra és minden E > a'-re By, (f(2)) € f(B,, (z')).

k—oo

Most a kivalasztasi axidéméaval kombinalt rekurzié tételének alkalmazasaval igazoljuk
olyan E-ben haladé (x,,),en+ rendszer létezését, hogy minden N* > n-re z, €
B, (n-1) és f(zn) € Bs,,, ().

Az x1 € E pontot dgy kell megvalasztani, hogy 1 € B, (xg) = B,(z¢) valamint
f(z1) € Bg,(y) teljesiiljon. Ilyen vélasztés lehetséges, mert y € By(f(z0)) C
f(Br(x0)) és Bs,(y) az y-nak kornyezete, tehét

52 () N f(Br(z0)) # 0,

igy 1étezik olyan z1 € B.(xq), hogy f(x1) € Bs,(y).

Tegyiik most fel, hogy n € N* és (zx)1<k<n olyan rendszer E-ben, hogy minden
1 < k < n természetes szamra 3, € B, (v4—1) és f(xx) € B, (y). Olyan
Tpt1 € By, (z,) pontot keresiink, amelyre f(z,41) € By, ,,(y). Ha 2,4 ilyen
pont volna, akkor f(z,41) € By, ., (y) N f(Br, ., (zn)) teljesiilne, tehdt

BSn+2 (y) N f(BTn_H (mn» 7& @

~1
Megforditva, ha Bs, ., (y) N f(Br,,, (zn)) # 0, akkor f (B, ,,(y)) N By, (xn) # 0,
és e halmaz barmely z elemére f(z) € B, ,(y) és * € B, (v,) teljesiilne,
tehdt az x,41 = x vélasztds megfelel6 volna. Tehat azt kell igazolni, hogy
Bs,..,(y) N f(By, . (zn)) # 0. A B, ,(y) gomb kérnyezete y-nak, ezért elég

volna azt igazolni, hogy y € f(B,, (vn)). Ez viszont igaz, mert B, . (f(zn)) C

f(BrnH(xn» és f(xn) € Bsn+1( ), vagyis y € Bs, ., (f(xn)).

Legyen tehét (x,,),en+ olyan E-ben haladé rendszer, amelyre minden n € NT esetén
Ty € By, (xn-1) és f(xn) € Bs,,,,(y). Ham,n € N és m < n, akkor d-vel jelolve az
FE feletti metrikat kapjuk, hogy

n oo
(X, zp) < E d(xg—1, k) E T < E Tk,

k=m+1 k=m+1 k=m+1

amibol kovetkezik, hogy minden N > m, n-re

oo

AT, xpn) < Z TL.

k=min(m,n)

o
A Z rr sor konvergens R-ben, ezért lim Z rr, = 0. Ebbdl adédik, hogy
m—0Q
keN+t k=m+1
(Zn)nen+ Cauchy-sorozat E-ben. Az E metrikus tér teljessége folytan az (x,),en+
sorozat konvergens E-ben; legyen z := lim z,.

n—oo
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o0 o0
Ha n € N*, akkor d(zg,x,) < Zm, ezért d(xg,z) = lim d(xg,z,) < Zm <7,
k=1 el k=1

vagyis « € B,/(xg). Az f fiiggvény folytonos, ezért f(z) = lim f(z,). Ugyanakkor

minden N* > n-re f(x,) € B, ,(y), és (sn)nen+ zérussorozat R-ben, igy y =
lim f(z,) = f(x). Ezzel az el6irt tulajdonsagi = pont 1étezését igazoltuk. M

Tétel. (Banach nyiltleképezés tétele.) Legyenek E és F' Banach-terek, valamint
u€ L(F;F). A kovetkez6 éllitasok ekvivalensek.
(1) w nyilt leképezés.
(ii) w szlirjektiv leképezés.
(iii) Im(u) méasodik kategdridju részhalmaza F-nek.
Bizonyitds. (1)=(ii) Ha w nyilt leképezés, akkor Im(u) kérnyezete a 0-nak F-ben,
ezért elnyel$ halmaz. Ugyanakkor az I'm(u) halmaz zart a skaldrokkal vett szorzéasra
nézve, ezért Im(u) = F.
(ii)=-(iii) A Baire-féle kategoriatétel szerint F' mésodik kategoridju részhalmaza az
F Banach-térnek.
(iii)=(i) A (iii) hipotézis, és az els6 lemma alapjén a 0 € E vektor minden W
kornyezetére az w(W) halmaz kérnyezete a 0 € F vektornak. Ezért minden R* > r-
hez van olyan s € R*, hogy Bs(0) C u(B,-(0)). Ha r,s € R" ilyen tulajdonsigi
szamok, akkor az u additivitasa folytan minden x € F esetén

Bs(u(x)) = u(z) + Bs(0) € u(z) + u(B,(0)) = u(z) + u(B,(0)) =
= u(z + B.(0)) = u(B(x)),

ahol kihaszndltuk azt, hogy barmely y € F esetén az FF — F; ¢y — y+y
leképezés homeomorfizmus. Ez azt jelenti, hogy az F és F' teljes metrikus terek
kozott hatd u folytonos fiiggvényre teljesiil a méasodik lemma hipotézise. Tehat
az el6z6ek és a masodik lemma alapjan kapjuk, hogy (r,s) € R™ x R* olyan
par, hogy Bs(0) C u(B,(0)), akkor minden r > r valés szdmra és E > z-re
By(u(x)) € u(By ().

Legyen most Q C F tetsz6leges nyilt halmaz és x € . Legyen r’ € R* olyan, hogy
B,/ (x) C Q, és rogzitsiink egy r €]0,r[ valds szamot. Az el6z6ek alapjin van olyan
s € RT, hogy Bs(0) C u(B,(0)), ezért Bs(u(z)) C u(By(x)) C u(f) teljesiil. Ez
azt jelenti, hogy u(f2) nyilt részhalmaza F-nek, vagyis (i) igaz. B

Kovetkezmény. Banach-terek k6zott hato folytonos linearis bijekci6 sziikség-
képpen homeomorfizmus, tehat az inverze is folytonos.

Bizonyitds. Egy ilyen operator sziirjektiv, tehat Banach nyiltleképezés tétele alapjan
nyilt leképezés, ami azzal ekvivalens, hogy az inverze folytonos. l

Tétel. (Zdrtgrdf-tétel.) Legyenek E és F' Banach-terek, valamint u : £ — F
linedris operator. Ha w grafja zart halmaz az E x F' normélt szorzattérben, akkor
u folytonos.

Bizonyitds. Legyen G := {(z,u(z)) € E X F|xr € E}, tehat G az u operédtor grafja.
Ez linearis altere az E X F' szorzattérnek, és a hipotézis alapjan zart a szorzatnorma
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szerint. Az F és I normalt terek teljesek, tehat az E' X F' normalt szorzattér is teljes,
igy G a szorzatnorma lesziikitésével ellatva Banach-tér. Ertelmezziik a kovetkezo
linearis operatorokat

v:E—G; oz (z,u(z)),
w:G—F; (2,y) =y

Ekkor v = w o v, ezért u folytonossagahoz elegendé a v és w operatorok
folytonossaga. A w fiiggvény nyilvanvaléan folytonos, mert a pro : E X F — F
projekcié folytonos és w := pra|g. A v operdtor nyilvdanvaléan linedris bijekcio
és v~! folytonos, mert a pry : E x F — E projekcié folytonos és v=! = pri|G.
Banach nyiltleképezés tételének el6z6 kovetkezményét alkalmazva kapjuk, hogy a
v~!: G — E operator linearis homeomorfizmus, ezért v folytonos. M
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Gyakorlatok

1. Azt mondjuk, hogy az E valés vagy komplex vektortér feletti || -||; és || - ||,
normék osszehasonlithatok, ha létezik olyan C; € R*, hogy | - ||, < Ci|| - ||, vagy
létezik olyan Cy € R*, hogy || - [|; < Ca| - ||5- Mutassuk meg, hogy ha || - ||, és || - ||,
Osszehasonlithaté normék az E valés vagy komplex vektortér felett, és E a || - ||, és
| - || normékkal ellatva Banach-tér, akkor a || - ||; és || - ||, normék ekvivalensek.

(Utmutatds.  Jelolie Ey (illetve E5) az E vektorteret a || - |, (illetve | -||5)
norméval ellatva. Ekkor E; és E, Banach-terek, tovabba a || - ||; és || - ||, normak
osszehasonlithatosaga miatt az idg : Fhy — Fo operator, vagy az idg : Fy —
FE4 operator folytonos. Barmelyik esetben a Banach nyiltleképezés-tétel alapjan
idg linearis homeomorfizmus E; és Ey kozott, ezért a |||, és | - ||, normak
ekvivalensek.)

2. Legyen E normélt tér, F' Banach-tér, és (T, %, ) mértéktér. Azt mondjuk, hogy
az Z(E; F)-ben haladé (uy)ier rendszer 6-integrdlhatd, ha minden = € E esetén a
T — F; t — w(z) fiiggvény 0-integrélhatd, vagyis eleme LA (T, #,0)-nak. Ha az
(ut)ter rendszer f-integralhatd, akkor az

/ut do(t): E— F; z /ut(x) do(t)

T

leképezést az (u)ier rendszer O-integrdljanak nevezziik. Nyilvanvald, hogy az

uy dO(t) figgvény linedris operator. Mutassuk meg, hogy ha F is Banach-tér
T
és (ut)ier egy Z(FE; F)-ben haladé 6-integralhaté rendszer, akkor /ut do(t) €
T
Z(E; F), vagyis az /ut df(t) operator folytonos.
T

(Utmutatds. Ertelmezziik az
ug: E — LL(T,%2,0); x— (t— u(x))®

linedris operatort, tovdbba jeldlje Ip p az LL(T,%,0) — F O-szerinti integralt.
Tudjuk, hogy LL(T,%,0) Banach-tér a || - |g., norméval, és az Iy, linedris operdtor
folytonos. Nyilvanvald tovabbd, hogy

/ut df(t) = Iy r o ug,

T

ezért elég azt igazolni, hogy az wug linedris operdtor folytonos. A zartgraf-tétel
alapjdn elegend azt megmutatni, hogy az ug grafja zart az E x LL (T, %,6) normalt
szorzattérben.

Legyen (z,)nen olyan sorozat E-ben és (z,£) € E x Li(T,%,0) olyan pér, hogy

r = lim z, az F normija szerint és & = lim ug(z,) az LL(T,%,0) feletti
n—oo n—oo
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|- [lg,;, norma szerint. Azt kell bizonyitani, hogy ug(z) = £ Legyen minden
n € Nesetén f, : T — F; t — wu(zy,); ekkor f, € LHT,%,0), és az ug
definiciéja alapjan wug(z,) = f2. Legyen f € ZA(T,%,0) olyan, hogy & = f°.
A hipotézis alapjan az (f,)nen filggvénysorozat konvergédl f-hez LA (T, %, 0)-ban
al |y, félnorma szerint. A Riesz-Fischer tétel alapjan létezik olyan ¢ : N — N
Szigorffan monoton nové fliggvény, hogy az (fy(m))men filggvénysorozat f-majdnem
mindeniitt konvergdl f-hez. Tehat #-majdnem minden 7' > t-re

£ = Jim_Joguy () = Jim_wa(om)

az I’ norméja szerint, ugyanakkor t € T esetén u; € L(E; F) és x = lim .y,

m—00
tehat

n}i_l)noo Ut (Zo(m)) = ue(T).

Ez azt jelenti, hogy ha g : T — F; t — uy(x), akkor g € LE(T, %, 0) és f-majdnem
minden T' > t-re g(t) = f(t). Ezért ¢g* = f* = &, tovabbd a definicié szerint
ug(z) = ¢°, tehat up(x) =¢.)
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5. Hilbert-terek

Ha n € N, akkor || - ||, olyan norma K" felett, hogy minden z,y € K" esetén
l +yll3 + lz — yll2 = 2[lz]13 + 2[lyl13

teljesiil; ez egyszert aritmetikai szamoldssal belathaté. Ugyanakkor minden p > 1
valés szdmra; ha p # 2, akkor a K" feletti [|- ||, norma olyan, hogy léteznek
x,y € K" elemek, amelyekre

lz + yll + llz = yli7 # 2lll; + 2lyll3-

Az [2 sorozattér felett a || - ||, norma olyan, hogy minden z,y € I% esetén
lz + 93 + llz = yll3 = 2ll2]3 + 2[lyl3

teljesiil; ez egyszerlii sorosszegzéssel belathatd. Ugyanakkor minden p > 1 valds
szdmra; ha p # 2, akkor az [y sorozattér feletti | - ||, norma olyan, hogy léteznek
z,y € li elemek, amelyekre

lz +yllp + llz =yl # 2l2l5 + 2llyl5-

Ha (T, %,0) mertéktér, akkor az LZ(T,%#,0) vektortér felett a || - |9, norma
olyan, hogy minden x,y € L% (T, %, 0) esetén

|z + yHZ,z + ||z — yHg,z = 2”95H§,2 + 2”3/“3,2

teljesiil; ez egyszeri integraldssal belathato.
A fenti példak mutatjdk, hogy tartalmas a kovetkezd definicié.
Definicié. Az E normalt teret prehilbert-térnek nevezziik, ha minden z,y € E

esetén teljesiil a
Iz +ylI” + llz — yl|* = 2/l=]* + 2/ly|*

paralelogramma-egqyenldség. Az E normélt teret Hilbert-térnek nevezzik, ha E teljes
prehilbert-tér.

Tehat a prehilbert-terek (illetve Hilbert-terek) specidlis normaélt (illetve Ba-
nach-) terek, amelyek pontosan annyiban specidlisak, hogy a normdajukra teljesiil

a paralelogramma-egyenléség. A K" és % vektorterek a | - |, normaval elldtva
Hilbert-terek. Ugyanez igaz az LZ%(T,%,0) alakt vektorterekre, amelyek felett ter-
mészetesen a || - ||, , normét vessziik normaként.

Ha FE prehilbert-tér és ' C FE linearis altér, akkor az F normalt altér
nyilvanvaléan szintén prehilbert-tér. Ez azt mutatja, hogy sok nem teljes prehilbert-
tér létezik; példdul minden Hilbert-tér mindegyik nem zdrt linearis altere, az
altérnormaval ellatva prehilbert-tér, de nem teljes, tehat nem Hilbert-tér.
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A kovetkez6 definicioban bevezetiink egy fiiggvénytipust, amelynek segitségével
konnyen el6allithatunk prehilbert-tereket.

Definicié. Ha E vektortér a K test felett, akkor egy b : E x F — K fiiggvényt
FE feletti skaldrszorzasnak neveziink, ha teljesiilnek a kovetkezok:

- minden y € F esetén a b(-,y) : E — K parcidlis fliggvény K-linearis;

- minden z,y € E esetén b(x,y) = b(y, z);

- minden x € E esetén b(z,z) € Ry, és b(x,z) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha
z=0.

Ha b skalarszorzas E felett, akkor az z,y € F vektorokat b-ortogondlisaknak vagy
b-merdlegeseknek nevezziik, ha b(x,y) = 0; tovabbé, minden H C F halmazra a

H*:={yeE|(Vz € H): b(z,y) =0}
halmazt a H halmaz b-ortogondlis komplementerének nevezziik.

Megjegyzések. Legyen E vektortér K felett.

1) Ha b skalarszorzds E felett, akkor minden = € E vektorra a b(z,-) : E — K
parcialis fiiggvény olyan, hogy minden y,y1,y2 € E és A € K esetén

b(:vayl + y2) - b(xvyl) + b('ray2)7
b(z, \y) = Ab(z,y).

Ez azonnal kdvetkezik abbol, hogy b(zx, ) = b(+, x), és a b(-, x) funkcionél K-linearis.
Az ilyen tulajdonsagi E — K leképezéseket konjugdlt-linedris funkciondloknak
nevezzik.

2) Ha K = R, akkor egy b : F x E — R leképezés pontosan akkor skaldrszorzds F
felett, ha b pozitiv definit, szimmetrikus bilinearis funkcional FE felett.

3) Legyen b skaldrszorzds E felett. Minden H C FE halmazra H= lineéris altere
E-nek, mert ha H # (), akkor

H* = (] Ker(b(-,y)),

tovabbd nyilvanvaléan )+ = E. Az is vildgos, hogy ha H C E, akkor H C (H+)+
(a (HY)* halmazt rendszerint a H-+' szimbélummal jeldljiikk). Tovabba, ha
H,,H, C FE, akkor Hy C H, esetén HzL - HlL

4) Legyen b skalarszorzas E felett. Ekkor minden H C E esetén H+ = (H++)+,
mert a 3) alapjan H C H++ miatt (H++)+ C H+, ugyanakkor szintén a 3) alapjan
Ht C (H+)*, és nyilvanvalé, hogy (H++)+ = (HH)1+.

A tovabbiakban a skalarszorzas-fliggvényekre az absztrakt jelolési konvenciot
alkalmazzuk, tehat minden skalarszorzast ugyanazzal a (-|-) szimb6lummal jeloliink,
ha ez nem okoz félreértést.

Allitas. Legyen E vektortér K felett, és (-|-) skaldrszorzés E felett. Ekkor a

-1 B =Ry z—y/(z|2)
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leképezés olyan norma FE felett, amelyre teljesiil a paralelogramma-egyenléség, és
minden z,y € E esetén fennall a

|ly)] <l l{lyll

(Cauchy-Schwartz-egyenlétlenség). Tovabba,
—ha K = R, akkor minden F > z,y-ra

(zly) = - (lz +ylI* = llz = yl1*);

A

— ha K = C, akkor minden F > z,y-ra
1 2 2 . .2 . .12
(zly) = ;o +yl” = llz =yl +ille +ayl” — il —yl]")

teljesiil (polarizdcids formuldk).
Bizonyitas. Nyilvanvald, hogy az itt értelmezett || - || fliggvényre (NOy) és (NOjy)
teljestil. A haromszog-egyenl6tlenség bizonyitasa elott a Cauchy-Schwartz-egyen-

16tlenséget igazoljuk. Ehhez legyenek z,y € E rogzitettek, és tegyik fel, hogy
(x|y) # 0. Ertelmezziik a

P:K—=Ry; A (z+ \y|lz+ A\y)

leképezést. A skalarszorzas tulajdonsagai szerint minden K 3 A-ra

P(A) = (z|z) + Mylz) + Azly) + AP yly) = |2)* + A(ylz) + Aylz) + APyl =
= [|lz[|* + 2Re(A(y|z)) + [A*]ly]|>.

Ebbol kovetkezik, hogy minden ¢ € R esetén

(1:|y) — lzl2 ¢ (QULU) " 2
0§P<t|<m|y>|) = llzll” + 2% (t|<x|y>|<y‘ ))”

= [ll* + 2¢|(=ly)| + 1yl

(z]y) |

tehat az
R—R; ¢ [zl + 2t (z]y)] + *[lyl”

leképezés olyan masodfoki valds polinomialis fliggvény, amely mindeniitt pozitiv
értéket vesz fol, igy a diszkrimindnsa kisebb-egyenld 0-ndl, vagyis 4[(x|y)|> —
4]|z]|?|ly||?> < 0. Ebbdl azonnal kapjuk a Cauchy-Schwartz-egyenl6tlenséget.

Ha x,y € F, akkor a Cauchy-Schwartz-egyenlotlenséget alkalmazva kapjuk, hogy

|z +yl|* = (4 ylo +y) = (z]z) + (=y) + (ylz) + (Yly) =
= |lz|* + 2Re(zly) + lyl* < llz|I* + 2| (z|y)| + [|y]|* <
<zl + 2zl + llylI* = (]l + ly])?,

tehdt || - ||-ra (NOjpyr) is teljesiil.
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Ez a norma eleget tesz a paralelogramma-egyenloségnek, mert x,y € E esetén

lze+yl*+lz—yllP=(x+ylz+y) + (@ —ylz—y) =
= (z|z) + (zly) + (ylz) + (yly) + (z|z) — (z]y) — (y|7) + (y|y) =
= 2(x|x) + 2(yly) = 2||=(]* + 2[|y||>.

Viégiil, a polarizaciés formulak trivialis kovetkezményei a skalarszorzas algebrai tu-
lajdonsagainak és a || - || definicidjanak. W

Definicié. Ha E vektortér K felett, és (+|-) skalarszorzds E felett, akkor a
[l B =Ry oz /(z]z)
leképezést a (-|-) skaldrszorzds dltal generdlt normdnak nevezzik.

A polarizaciés formuldkbdl lathato, hogy ha E normalt tér, akkor legfeljebb
egy olyan skaldrszorzds létezik az FE felett, amely az E norm&jat generalja. A
kovetkezo tétel teljes jellemzast ad azokra a normakra, amelyek skaldrszorzasbol
szarmaztathatok.

Tétel. Az E normalt pontosan akkor prehilbert-tér, ha létezik olyan E feletti
skalarszorzas, amely az F norméajat generdlja.

Bizonyitds. (1) Elészor feltessziik, hogy F wvalds prehilbert-tér. Ertelmezziik az
1 2 2
C[): ExE—=R (2,y) = 2z +ylI” = [lz —yl])

leképezést. Nyilvanvaléan azt kell megmutatni, hogy (-|-) olyan skalarszorzas E
felett, amely az F normajat generalja.

Vildgos, hogy a | - ||-ra vonatkozé (NOjp) és (NOjpr) miatt minden E > z-re
|z||* = (z|x) teljesiil, tehét elég azt igazolni, hogy (-|-) skaldrszorzés E felett. Ebbél
az (NOj) alapjan kapjuk, hogy = € E esetén (z|x) € Ry és (z|x) = 0 pontosan
akkor teljesiil, ha © = 0. Az (NOyy) alapjan a (-|-) fiiggvény szimmetrikus, igy csak
az szorul bizonyitasra, hogy minden E > y-ra az (-|y) : E — R parciélis fiiggvény
linedris.

Legyen y € FE rogzitett. Vegyiink tetszoleges x1,xo € E vektorokat, és irjuk fel a
paralelogramma-egyenléséget az x1 + y és xo, valamint az xq és o — y vektorokra:

lz1 +y + @2l* + llon +y — 22l* = 2[lz1 + yl* + 2|z,

21 + a2 —yl* + [lzg — 22 + ylI* = 2[21]]* + 2]|z2 - y]*.
Ezekbol kovetkezik, hogy

A(zy + 22ly) = ||lor + 22+ y|? — o1 + 2o —y|? =

= o1 +y —z2|* + 2llw1 +y 1 + 2llz2|® + |21 — 22 +ylI* — 2]z ||* - 2llw2 —y)* =
= llz1 +yll* = lloz = ylI* + 2llz2l* = 2llz[|* + (lzr + yl* = 22 = ylI?) -
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A paralelogramma-egyenloség alapjan
lz1 +ylI* = llz2 = ylI* = —llz1 —ylI* +2flz1]* + 2]yl + lz2 +ylI* —2[lz2]* —2[ly]1%,
amit az el6z6 egyenléségbe helyettesitve
A(z1 +22ly) = [lzg +ylI* = llor =yl + llzz +ylI* = 22 — yl* =: 421 ]y) + 4(a2]y)
adédik. Ez azt jelenti, hogy a (-|y) : E — R parcidlis fliggvény additiv.
Megmutatjuk, hogy y € E esetén a (-|y) : E — R parcidlis fliggvény folytonos a

| - || szerint. Valéban, legyen x € E és (x,)nen olyan sorozat E-ben, amely x-hez
konvergdl a || - || szerint. Ekkor minden N > n-re

|(@nly) = (2|y)| = [(zaly) + (=2[y)| = (20 —yly)| = i!Hwn—xﬂLsz— lzn —2 =yl

ahol kihasznaltuk azt, hogy az (-|y) : E — R fiiggvény additivitdsa miatt (—z|y) =

—(xly), hiszen (—z|y)+(z|y) = (—2+zly) = (0ly) = 0. Tudjuk, hogya || - || : & — R
fliggvény folytonos a || - || szerint, és a feltevés alapjén lim (x, — =z +y) = y és
n—oo
lim (z, —x —y) = —y a || - || szerint, igy
n—oo
. 1
Tim |(2aly) — (el)| = $1l |~ 9l% =0,

Tehat y € E esetén a (-]y) : E — R parcidlis fliggvény additiv és folytonos a || - ||
szerint. EbboSl a VI. fejezet, 1. pont. 17. gyakorlat a) része alapjan kovetkezik,
hogy minden F 3 y-ra a (-|y) : E — R parcidlis fliggvény lineéris.

(IT) Tegyiik most fel, hogy E komplex prehilbert-tér. Az E alatt fekvé Er valds
normélt tér nyilvdnvaléan valds prehilbert-tér, ezért az (I) alapjan létezik olyan
(‘| )r : Er X Er — R skalarszorzas az Eg valds vektortér felett (vagyis olyan pozitiv
definit szimmetrikus bilinedris funkcionél Fy felett), amelyre minden = € E esetén
|z|? = (z|z)r teljesiil. Vildgos, hogy minden E > x,y-ra

1
(zly)e = 7 (llz + ylI? = llz —yll*).
Ertelmezziik a
([):ExXxE—C; (2,9) v (z|y)r +i(z]iy)r

leképezést. Konnyen lathatd, hogy minden E > z,y-ra (z|iy)g = —(yliz)r és
(iz|iy)r = (z|y)r, mert
. o . 2 N2 . 2 . . 2
Azliy)r = [l + iyl — [lo —iy|” = [li(—iz + y)|” = lli(—iz —y)|I" =
= lly —iz|* — lly +iz||* = —4(yliz)x,

A(izliy)r = |liz + iy||* — lliz — iy[]* = o + y[* = ]z - y|* = 4(z]y)=.
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Ebbdl kévetkezik, hogy minden E 3 z-re (z|ix)g = 0, igy
(z|z) := (x]x)r + i(z]iz)r = (z|z)r = ||

Tehat elég azt igazolni, hogy a (-|-) fliggvényre teljesiil az, hogy minden E 5 y-ra a
(‘ly) : E — C parcidlis fiiggvény C-lineéris, és minden F > z,y-ra (z|y) = (y|z).

Legyen y € E rogzitett. Az (-|y) : E — C parciélis fliggvény R-linedris, mert a
(‘ly)r : Er — R és (-|iy)r : Er — R fiiggvények R-linedrisak, és a definici6 szerint
(‘ly) = (ly)r +i(-|liy)r. Ha z € E és a, B € R, akkor

(e +iB)zly) :== ((a +iB)x|y)r + i((o + iB)z|iy)r =
= a(z|y)r + Bliz|y)r + ia(z|iy)r + Gi(iz|iy)r =
= a(z|y)r — B(z]iy)r + ia(z]iy)r + Bi(z|y)r =
= (a +iB)(z|y)r + (a +iB)i(z|iy)r = (a +iB)(z|y).

Ez azt jelenti, hogy a (-|y) : E — C parcidlis fiiggvény C-lineéris.

Végiil, ha z,y € E, akkor a (-|-)r fiiggvény szimmetrikusséga és (z|y)r, (z|iy)r € R
miatt

(zly) := (zly)r — i(zliy)r = (ylz)r — i(iy|lz)r = (yl)r + i(yliz)r = (y]z)
tehdt a (-|-) fliggvény skaldrszorzas E felett. B

Tehat a prehilbert-tereket gy is lehetséges (és szokas) értelmezni, mint olyan
(E, (+|)) parok, amelyekre E vektortér K felett és (-|-) : E x E — K skalarszorzas
E felett.

Allitas. Ha F és F prehilbert-terek és v : & — F linearis operator, akkor
u pontosan akkor izometria (a skaldrszorzasok &altal generdalt normék szerint), ha
minden F 3 z,y-ra (u(x)|u(y)) = (x|y) teljesiil (vagyis u skaldrszorzds-tarto).

Bizonyitds. Ha u skalarszorzas-tartd, akkor nyilvanvaléan izometria, mert minden

r € F esetén
[u(@)|? = (u(@)|u(z)) = (z]x) = |||,

tehdt [lu(z)]| = [l
Megforditva, tegyiik fel, hogy u izometria. Ha E és F' valos prehilbert-terek, akkor
a polarizaciés formula szerint minden F 3 x, y-ra

Au()luy)) = llu(@) + u@)|* — lu@) —u@)* = [u(z +y)|* - lu@ - y)|I* =
= [zl = yl* = 4(2ly),

tehédt (u(x)|u(y)) = (z|y). Ha E és F komplex prehilbert-terek, akkor a polarizacios
formula szerint minden E > z,y-ra

A(u(@)lu(y)) = lul@)+uly) |*=lu(@) —uly) *+illu@)+iuly) *=illu@) —u)|* =
= llu(z + Y)I” = llul = »I* +illu@ +iy)|* - illu@ - w)]* =
= llz +yl* =z = yl* +illz +iyl* — ille — iy]|* = 4(z]y),
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tehat (u(x)lu(y)) = (z[y). W

Definicié. Ha E valoés prehilbert-tér és x,y € E nem nulla vektorok, akkor az

Arccos (M) € [0, 7]

]l

szamot az x és y vektorok altal bezart szognek nevezziik, ahol

Arccos := (coshom])fl .

Ha tehat E valds prehilbert-tér, x,y € E nem nulla vektorok, tovabba 6 jeloli
az x és y vektorok altal bezart szoget, akkor az elemi geometriabdl ismert

(zly) = [lz[[llyllcos(6)

formula valéjaban a 0 szog definicidja (a 6 € [0, 7] mellékfeltétellel egyiitt).

A prehilbert- (illetve Hilbert-) terek specidlis normélt (illetve Banach-terek),
ezért varhatd, hogy ezekre sok olyan kiilonleges allitas igaz, amely tetszoleges
normélt- (illetve Banach-) terekre nem igaz. Most megfogalmazzuk a prehilbert-
terek egyik legfontosabb specialis tulajdonsagét.

Allitas. Legyen E prehilbert-tér és H C E nem iires, teljes, konvex halmaz.
Ekkor minden x € E esetén létezik egyetlen olyan xy € H, hogy ||z — zg| =
disty(x). Ha x € E, akkor erre az xy vektorra teljesiil az, hogy minden H > y-ra
Re(y —zglr —xy) <0.

Bizonyitds. Legyen x € E rogzitett vektor. Ekkor disty(z) := ylélg lly — x| miatt

vehetiink olyan H-ban haladé (z,,),ecn sorozatot, amelyre disty (z) = lim ||z, —zx||.
n—oo

Minden m,n € N esetén az x,, — x és x,, — x vektorokra felirva a paralelogramma-
egyenldséget kapjuk, hogy

2
Tm £ Tn ¥ | — 2 =

4 distg(x)? 4 ||2m — 20| < 4 —x

= H(xm — )+ (Tn — fL")HQ + H(xm — ) — (Tn — m)HQ = 2“3% - 51:||2 + 2||xm - x||2,

x x
ahol kihasznaltuk azt, hogy a H konvexitasa és x,,,x, € H miatt % € H,
. . Tm +T P
ezért disty(r) < % — z||. Tehat minden N > m.n-re

l2m = @nll® < 2l|zn — 2l + 2)lem — 2|* - 4 disty(2)?,

és itt a jobb oldal 0-hoz tart, ha m és n tart végtelenhez. Ebbdl kovetkezik, hogy
(2n)nen Cauchy-sorozat, igy a H teljessége miatt egyértelmiien létezik az az xy € H
vektor, amelyre xy = lim z,. Nyilvanvald, hogy

n—oo

|lxg — z|| = lim ||z, — z| = disty(z).
n—oo
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Ha ', € H szintén olyan, hogy ||z'y — z|| = disty(x), akkor az xg — x és ay — x
vektorokra felirva a paralelogramma-egyenléséget kapjuk, hogy

lom — 2y |* = l(wn —2) — (2 — 2)|* =

= —l(en — o) + (@ — 2)|* + 2llen — 2||* + 2]|2fy — 2]* =

Ty + 2y

2
5 —z|| +4disty(z) <0,

=1

T+ Ty

hiszen a H konvexitésa és xp,x’;, € H miatt € H, ezért disty(x) <

TH + 2y
2
igazoltuk.

—x||. FEzzel az adott tulajdonsagi xpy pont egyértelmii 1étezését

Legyen most © € F és xy € H az a pont, amelyre ||zg — z| = disty(z), tovabba
rogzitsiink egy y € H pontot. Minden « € [0,1] valés szdmra, a H konvexitdsa
miatt (1 —a)ry + ay € H, ezért

lom —=)* < (1 — a)zn + oy —2|* = llaly — 2n) — (v —2n)|* =

= a2||y — IH||2 —20Re(y —xgler —xg) + ||zg — I||2

Ebbdl kapjuk, hogy minden « €]0, 1] valés szamra
@ 2
Re(y —anle —zn) < Sy —zul’,
igy a-val 0-hoz tartva Re(y — zg|r — xy) < 0 adédik. B

Definicié. Ha F prehilbert-tér és H C F nem tires teljes konvex halmaz, akkor
Py jeloli azt az F — FE fliggvényt, amely minden x € E vektorhoz azt az xy € H
vektort rendeli, amelyre ||x — x| = distg(x).

Tétel. (Riesz-féle felbontdsi tétel.) Ha E prehilbert-tér és H C E teljes linedris
altér, akkor
E=HaoH",

H:HJ_J_

teljesiil, tovabba a Py : E — FE leképezés olyan folytonos linearis operator, amelyre
Py o Py = Py, H=Im(Py) és H- = Ker(Py).

Bizonyitds. Legyen x € E rogzitett vektor. Nyilvanvald, hogy legfeljebb egy olyan
(w1,22) € H x H* pér létezhet, amelyre 2 = x; + x2, hiszen ha (2}, 25) € H x H+
is ilyen par, akkor ¥y — 2} = zh — 29 és 1 — 2} € H, valamint 2z, — xo € H*,
igy 1 — ) = zh, — xo = 0, vagyis x1 = 2] és o = x}. Vildgos tovdbba, hogy
r = Py(x)+ (x — Py (x)) és Pg(z) € H, ezért ha x — Py (x) € H+, akkor igazoltuk
a E=H® H" egyenléséget.

Az x — Py (x) € H+ Osszefiiggés bizonyitdsoz elészor megjegyezziik, hogy az el6z6
allitas szerint minden y € H esetén Re(y — Py(x)|xr — Py(x)) < 0. Hay € H,
akkor Pp(r) € H miatt Py(zr) +y € H+ H C H is igaz, igy az iménti
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egyenl6tlenségben az y helyére a Py (x) + y vektort helyettesitve kapjuk, hogy
Re(y|lz—Pr(z)) <0. Hay € H, akkor —y € —H C H, tehat Re(—y|z—Pu(x)) <0,
vagyis Re(y|r — Py(x)) > 0 is teljesiil. Ez azt jelenti, hogy minden H > y-ra
Re(y|z — Py (x)) = 0. Ha E wvalds prehilbert-tér, akkor ebbél kapjuk, hogy minden
y € H esetén (ylx — Py (z)) = Re(y|z — Py (z)) = 0, vagyis v — Py(x) € H .
Ha FE komplex prehilbert-tér, akkor minden y € H esetén 1wy € i{H C H,
tehdt —JIm(ylx — Py (x)) = Re(i(y|z — P (x))) = Re(iy|lx — Py(z)) = 0, azaz
Jm(y|r — Pg(z)) = 0 is teljesiil, ami azt jelenti, hogy = — Py (x) € H™.

Ha x € H*+, akkor 2 — Py(z) € HY', hiszen Py(z) € H C H*++ és HL
linedris altér E-ben. Ugyanakkor x — Py (x) € Ht, ezért x — Py (x) = 0, vagyis
r = Py (z) € H. Ez azt jelenti, hogy H++ C H is igaz, igy H = H++.

Ha =z € E, akkor ||z — Py(x)|| = distg(x) miatt Py(x) = = azzal ekvivalens,
hogy distg(x) = 0, vagyis + € H. A H altér teljes, ezért zart is, tehat
x € E esetén Py(x) = x ekvivalens azzal, hogy = € H. Ebbdl lathatd, hogy
Im(Py) = H, tovédbba, ha x € E, akkor Py(z) € H miatt Py(Py(x)) = Py (x)
teljesiil, vagyis fenndll a Py o Py = Py egyenléség. Ha x € Ker(Py), akkor
r =2 — Pg(z) € H+, tehdt Ker(Pg) € H+. Megforditva, ha x € H*, akkor
x =04z és x = Py(x)+ (xr — Py(x)) az = két olyan el6allitdsa Osszeg alakban,
amelyekre 0, Py(x) € H és x,2 — Py (x) € H-, ezért 0 = Py (x) és x = x — Py(x),
vagyis © € Ker(Py) is igaz. Ezzel igazoltuk a Ker(Py) = H* egyenl6séget is.

A Py fuggvény additiv, mert ha z1, x5 € E, akkor

r1 + 22 = (Pu(71) + Pu(z2)) + (1 — Pu(z1)) + (12 — Pu(r2))) =
= Py (z1 + x2) — (z1 + 22 — Py (z1 + x2)),

és Py (z1)+ Py (x2), Py(z1+22) € H, valamint (x1 — Py (z1))+ (x2 — Py (22)), x1 +
To— Py(xy +19) € HY, ezért Py (x1)+ Py (22) = Py(z1+22). Haz € Eés A € K,
akkor

Az = APy (x) + Mz — Py (x)) = Pg(\z) + (A\x — Pg(\z)),

és APy (z), Py(\x) € H, valamint Az — Py(z)),\v — Py(\z) € H-», ezért
PH()\I) = )\PH(.I)

Végiil, a Py linearis operator folytonos is (sét norma-nem-nével$), mert ha x € E,
akkor Py (z)Llx — Py (x) miatt

l2[|* = | P (2) + (z — Pr (@)1 = |Pa (@)]|* + llz — Pu(@)|I* > [|Pa ()],
vagyis || Py (z)| < [lzf|.

Ha FE Hilbert-tér, akkor egy H C E halmaz pontosan akkor teljes, ha zart;
ezért minden H C FE zdrt linedris altér esetében

teljesill, és Py € Z(F) olyan operator, hogy Py o Py = Py, H = Im(Py)
és H- = Ker(Pg). De ha E nem teljes prehilbert-tér, akkor létezhet olyan
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H C E zart linedris altér, hogy H # E és H- = {0}, tehat H @ H+ # E és
Ht+ ={0}+ = E# H (7. gyakorlat).

Kovetkezmény. Ha E Hilbert-tér és A C E, akkor A+1 egyenls az A altal
generalt zart linedris altérrel, tovabba minden H C E linearis altérre

={0} & H**=F <« H=F

teljestil.

Bizonyitds. Az A++ halmaz olyan zart linedris altér E-ben, amely tartalmazza az
A halmazt, ezért csak azt kell igazolni, hogy ha H C E olyan zart linedris altér,
amelyre A C H, akkor A++ C H is teljesiil. Ez viszont igaz, mert A C H miatt
AL C HYE | és a Riesz-féle felbontdsi tétel alapjan H+' = H, hiszen H zart
linearis altér az E teljes normalt térben, vagyis a H altér teljes is.

Ha H C FE linedris altér, akkor természetesen H egyenlé a H altal generalt zart
linedris altérrel, ezért az el6zbeket alkalmazva kapjuk, hogy H++ = H, igy a
H = FE é H'' = E egyenl6ségek ekvivalensek. Tovabba, HL+ = {0} esetén
H't = {0}t = E, és megforditva, ha H++ = E, akkor a 4) megjegyzés alapjan
Ht = (HYH)H = (HLL) =FELt={0}. =

Most megmutatjuk, hogy prehilbert-térnek szoros kapcsolata van a sajat
topologikus dudlisaval.

Allitas. Ha E prehilbert-tér, akkor minden z € E esetén (-|z) € E/, és a
Jg:E—FE; zw ()
leképezés konjugalt-linedris izometria, tehat minden £ > z-re

[zl = sup [(ylz)|.
yeE; lyll<1

Bizonyitas. A skalarszorzas tulajdonsdgai alapjan minden E 3 z-re a (+|z) : E — K
parcidlis fliggvény linedris funkciondl, és a Cauchy-Schwartz-egyenl6tlenség szerint
folytonos is, mert minden y € F esetén |(-,z)(y)| = |(y|x)| < ||z|/||ly|l. EbbSl még
az is latszik, hogy x € F esetén ||(-|x)|| < ||z||. Itt valéjdban egyenldség &ll, mert ha

xGEésx%O,akkoer—”
x

e =clo) (57)| = (555 | =) | = et

Tehdt a Jg : E — E'; © — (-|x) leképezés izometria, amelynek a konjugalt-
linearitdsa azonnal kovetkezik az E’ feletti linedris miiveletek definiciéjabodl, és
abbdl, hogy minden y € E esetén az (y|-) : £ — K parcidlis fiiggvény konjugélt-
linearis funkcional. W

€ E egységvektor, igy a funkciondlnorma értelmezése

alapjan

Definicié. Ha E prehilbert-tér, akkor a

Jg:E—FE; zw (z)
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fliggvényt az E és E’ kozotti kanonikus leképezésnek nevezziik.

Tehét egy prehilbert-tér és a topologikus dudlisa kozotti kanonikus leképezés
konjugalt-linedris izometria, ezért sziikségképpen injektiv is. Azonban ez a leképezés
altalaban nem sziirjektiv; errdl szél a kovetkezo tétel.

Tétel. (Riesz-féle reprezentdcids tétel.) Az E prehilbert-tér pontosan akkor
Hilbert-tér, ha a Jg : E — E’ kanonikus leképezés szurjektiv, tehat ha minden
f € E’ funkciondlhoz létezik olyan = € E, hogy minden E > y-ra f(y) = (y|x).

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy Jg fliggvény sziirjektiv, és legyen (z,)nen Cauchy-
sorozat E-ben. Ekkor a Jg izometrikussdga miatt (Jg(z,))nen Cauchy-sorozat
E’-ben, ugyanakkor E’ teljes, tehat van olyan f € E’, hogy a (Jg(x,))nen sorozat
f-hez konvergal a funkciondlnorma szerint, vagyis nh}go |Je(xn) — f]l = 0. A Jg

sziirjektivitdsa miatt van olyan x € F, hogy Jg(x) = f. Ugyanakkor Jg izometria
is, igy minden n € N esetén ||Jg(z,) — f|| = ||Je(xn) — Je(2)|| = ||zn — z||, tehat
az (xn)nen sorozat konvergdl x-hez E-ben. Ez azt jelenti, hogy E Hilbert-tér.

Megforditva, tegyiik fel, hogy E Hilbert-tér, és legyen f € E’. Olyan x € E vektort

keresiink, amelyre Jg(z) = f, vagyis minden E > y-ra f(y) = (y|z). Természetesen
f # 0 felteheto.

Az E teljessége és a Riesz-féle felbontasi tétel szerint E = Ker(f) @ (Ker(f))*,
ezért (Ker(f))t # {0}, kiilonben E = Ker(f), azaz f = 0 teljesiilne. Legyen
z € (Ker(f))* rogzitett nem 0 vektor; természetesen ekkor z ¢ Ker(f), vagyis

f(z) # 0. Ha y € E tetsz6leges, akkor nyilvanvaléan y — Mz € Ker(f), ezért

f(2)
(y _fly) (v)

) z) = 0. Ez azt jelenti, hogy minden y € E esetén (y|z) = —=||2||%,
z

f
f(2)
tehédt az = = ﬁf(ﬁgz vektorra f(y) = (y|z) = Je(x)(y) teljesiil, vagy ami ugyanaz
z

f = JE(JZ) |

z

Emlékeztetiink arra, hogy ha E normadlt tér, akkor létezik egy kitiintetett
je : E — E" lineéris izometria (VI. fejezet, 1. és 2. pont). Megmutatjuk, hogy
ha F Hilbert-tér, akkor ez az operator két kitlintetett konjugalt-linearis izometria
kompozicidjaként all elo.

Kovetkezmény. Ha FE Hilbert-tér, akkor E’ a funkciondlnormaéval elldtva
szintén Hilbert-tér, és jp = Jp o Jp. Minden Hilbert-tér reflexiv Banach-tér.

Bizonyitds. Ha E Hilbert-tér, akkor a Riesz-féle reprezentacios tétel alapjan a Jg
operator konjugalt-linedris izometrikus bijekcid, tehdt f,g € E’ esetén léteznek
olyan x,y € E, amelyekre f = Jg(x) és g = Jr(y), igy

1F +gll* + 1f = gll* = 1 Te(2) + Te@)II* + | p(2) = Je()]* =

= e+ YI* + 1Te(@ — I = o +yl* + o = ylI* = 2]z]* + 2lly||* =

= 2|[Jp(2)|” + 2| TeW)II* = 2] FII* + 2llgl%,
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ami azt jelenti, hogy az E’ feletti funkcionalnormdra teljesiil a paralelogramma-
egyenldség. Ugyanakkor E’ mindig teljes, még akkor is ha E nem teljes normalt
tér. Ezért ha E Hilbert-tér, akkor E’ a funkciondlnormaéval elldtva szintén Hilbert-
tér. Jelolje (-|-) az az E' feletti skalarszorzast, amely az E’ feletti funkciondlnormét
generdlja. Ha x € E és f € E’, akkor a definiciok szerint

((Jer 0 JE)(@)(f) = (Je (Je@)(f) = (flTe(@) = (Je(Jg" () Je(@) =
= (z|J5*(f)) = Je(J5 () (z) = f(z) = (jr(2))(f)

teljesiil, ahol kihaszndltuk, hogy a Jg : E — FE’ konjugdlt-linedris izometridra
minden z1,x2 € FE esetén fenndll a (Jg(x1)|Je(x2)) = (x2]x1) egyenlség (12.
gyakorlat).

Ezzel megmutattuk, hogy jp = Jg o Jg teljesiil, és a Riesz-féle reprezentacios
tétel szerint Jg és Jy mindketten sziirjektivek, ezért jp is az, vagyis E reflexiv
Banach-tér. W

Azonban léteznek olyan reflexiv Banach-terek, amelyek nem Hilbert-terek;
példaul minden véges dimenzids normalt tér reflexiv Banach-tér, de nem sziik-
ségképpen Hilbert-tér. Természetesen olyan végtelen dimenzios reflexiv Banach-
tereket is meg lehet adni, amelyek norméajara nem teljesiil a paralelogramma-
egyenl6ség (XII. fejezet, 3. pont, 4. gyakorlat).
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Gyakorlatok

1. Ha (T, %,0) K-mértéktér és F Hilbert-tér K felett, akkor L%(T,Z,0) a || - [P

norméaval elldtva Hilbert-tér. frjuk fel azt az L%4(T,%,0) feletti skaldrszorzdst,
amely a || - ||, , normat generélja.

(Utmutatds. Ha &,m € L%(T,%,0) és f € £, g € n, akkor

I+ mlZ 1€l s = I +gl3a+]f—gl2s = / 17+l dl6] + / 1f gl dlo] =
T T

- / (I + gl +1f —gl?) dlo] = / @IFI2 + 2091?) dlo] =

T T

s / 1712 dio] + 2 / lgll? di6] = 2017113 5 + 2llg]3» = 2]l¢
T T

5,2 "‘2”77”3,2,

ahol felhasznaltuk azt, hogy f,g € L&(T, %, 0) miatt || f+g|%, || f—9gll* | 1% llgll* €
Ly (T,%,0), és az integrél linedris operdtor. Tehdt a |- ||, , normdra teljesiil
a paralelogramma-egyenl8ség, tovabbéa a Riesz-Fischer tétel szerint L%(T,Z,0) a
| - [lg.o norméval ellitva Banach-tér. Tovabbd, az (flg) : T — K; t — (f(¢)|g(t))

fliggvény eleme % (T, #,0)-nak, tehat jol értelmezett az / (flg) d|0| integral, és

T
ez csak a & és n ekvivalencia-osztalyoktol fiigg. Ebbdl konnyen kaphatd, hogy
) = [ (719) ol

T
2. Minden valés vagy komplex vektortér felett létezik olyan norma, amelyre teljestil

a paralelogramma-egyenloség.

(Utmutatds. Legyen E vektortér K felett, és B algebrai bazishalmaz E-ben (IV.
fejezet, 1. pont, 2. gyakorlat). Ekkor a

1/2
- K® SRy f e (Z If(b)|2)

beB

fliiggvény olyan norma a K(B) vektortér felett, amelyre teljesiil a paralelogramma-
egyenléség. Ha u : K(B) — E a kanonikus lineéris bijekci6 (IV. fejezet, 1. pont, 1.
és 2. gyakorlatok), akkor a || - ||[ou™! : E — R, leképezés olyan norma E felett,
amelyre teljesiil a paralelogramma-egyenlGség.)

3. Ha E prehilbert-tér K felett és z,y € E, akkor az |(z]y)| = ||z||/||y| egyenldség
pontosan akkor teljesiil, ha létezik olyan A € K, hogy y = Az vagy = = A\y.

(y|r)
[l

(Utmutatds. Ha x # 0 és |(z|y)| = ||z||||y|l, akkor y =

(ylz)

v Hy‘ R

x, ami azonnal belathato

szdm értékének meghatarozdsdval.)
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4. Legyen E komplex prehilbert-tér, n € N, n > 2, és z € C olyan szam, hogy
2" = 1 és minden k < n természetes szamra 2* # 1 (példaul z := Exp(2mi/n)).
Ekkor z,y € FE esetén teljestil az

1 n—1
(zly) = — >l + 2y
k=0
altalanositott polarizdcios formula.
n—1 n—1
(Utmutatds. Teljesiilnek a Z F=0= 22k egyenéségek!)
k=0 k=0

5. Legyen E prehilbert-tér és H C FE tetsz6leges halmaz. Ha x € FE és 2’ € H olyan
vektorok, hogy minden H > y-ra Re(y — 2'|x — 2’) <0, akkor ||z — 2’| = disty(z).
((jtmuta,tais. Legyen y € H tetszoleges, és irjuk fel a paralelogramma-egyenloséget
az y — x' és v — x’ vektorokra:

Ity — ") + (z = 2")|I* + [I(y — 2") = (z = 2")||* = 2|ly — &||* + 2|}z — ||,
Ebbdl kapjuk, hogy
ly — '] + 2Re(y — 2’|z — 2’) + [|lz — 2’| + [ly — [ = 2|y — 2/||* + 2]z — ||,

vagyis 2Re(y—2'|z—2")+||y—z||? = |ly—2'||*+ ||z —2'||?. Ekkor Re(y—2'|x—2") <0
miatt

ly —=)|* > 2Re(y — 2’|z — 2') + lly — 2[|* = ly — "I + [l — 2||* > [l — 2/|1%,

tehét ||y—z|| > ||z—2'||. Ebbél kovetkezik, hogy dist g (x) := inlfq||y—a7|| > |lz—2/|.
ye
Ezért ||z’ — x|| = disty(x), hiszen 2’ € H miatt ||z — 2’| > disty(x) is igaz.)

6. Legyen E prehilbert-tér, és H C E olyan halmaz, amelyre H — H C H, vagyis
minden x1, 79 € H esetén x1 —xo € H. Ha x € E és 2/ € H olyan vektorok, hogy
r—a' € HY, akkor ||z — 2'|| = disty(z).

(Utmutatds. A feltevés szerint o' € H, ezért || — 2| > disty(z). Hay € H
tetszOleges, akkor x —y = (2’ —y) + (r — '), valamint 2’ —y € H — H C H és
x —x' € H', tehét

lz = yllI* = Il = ylI* + [l — 2'[* = [l= — 2/]%,
igy ||z — y|| > ||z — 2'||, kbvetkezésképpen disty(x) := inIf{ |z —y| > ||l —2']].)
ye
7. Legyen E := K™ és ldssuk el E-t a |||, norméval; ekkor £ nem teljes

prehilbert-tér. Legyen ¢ € [ olyan sorozat, hogy minden N > k-ra c(k) # 0
(példaul legyen minden ¢ := (1/(k 4+ 1))ren). Ertelmezzik az

fe: E—K; s+— ic(k)s(k)
k=0
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linearis funkcionalt. Itt minden F 3 s-re véges dsszeg all. Bizonyitsuk be a kovet-
kezoket.

a) Az f. leképezés nem nulla folytonos linearis funkcionédl E felett.

b) (Ker(fe))* = {0}.
c) Ker(fe)® (Ker(fe))* # E, és (Ker(fe))*+ # Ker(fe). A Ker(f.) halmaz nem
teljes, zart linearis altér E-ben.

d) Nem létezik olyan x € E, hogy f. = Jg(x), vagyis fc € E'\ Im(Jg).

(Utmutatds. a) Az sltalénositott Cauchy-Schwartz-egyenlStlenségbél (IV. fejezet, 1.
pont) kovetkezik, hogy s € E esetén |f.(s)| < ||c||2]|s||2, tehdt fe folytonos linedris
funkcional, és vilagos, hogy f. # 0.

b) Minden k& € N esetén legyen e, € E az az elem, amelyre minden N > j-re
er(j) = 0, . Konnyen lathatd, hogy j, k € Nesetén c(j) 'e;—c(k) ‘er € Ker(fe),
tehdt ha s € (Ker(f.))*, akkor minden N 5 j, k-ra 0 = (c(j) " te; — c(k) tex|s) =
c(j)_lm;c(k)_lm. Ez azt jelenti, hogy létezik olyan A € K, hogy minden

N > k-ra s(k) = Ac(k), azaz § = Ac. Ugyanakkor s € KN, és minden N > k-ra

c(k) #0, ezért A =0, igy s = 0.
d) Ha s € F olyan volna, hogy fs = Jg(s), akkor minden & € N esetén

c(k) = fe(er) = (ex|s) = s(k) teljesiilne, ami lehetetlen, mert s € KN és minden
N > k-ra s(k) #0.)

8. Legyen E prehilbert-tér K felett, (z,)necn sorozat E-ben, és z € E. Tekintsiik a
kovetkezo allitasokat.

(i) lim =z, = x az F normalt térben.
n—oo

(ii) Minden E > y-ra lim (y|z,) = (y|z) a K-ban, és lim ||z,|| = ||z| az R-ben.
(iii) Minden E 3 y-ra lim (y|z,) = (y|z) a K-ban.

Mutassuk meg, hogy (i)<(ii) és (ii)=-(iii). Ha E véges dimenzids, akkor (i), (ii)
és (iii) ekvivalensek. Ha E végtelen dimenzids, akkor az x vektor és az (z,)nen
sorozat megvalaszthaté gy, hogy (iii) teljesiil, de (i) nem.
(Utmutatds. Az (1)< (ii) és (i)« (iii) kovetkeztetések nyilvanvaléan igazak. Minden
n € N esetén

lz = @nll* = [|2[|* + [lzn]|* — 20Re(z|2n),

ezért ha (ii) teljesiil, akkor a jobb oldal 0-hoz tart, ha n tart végtelenhez, tehat (i)

is igaz. Ha FE véges dimenzids, és (e;);c; ortonormélt bézis E-ben (XII. fejezet,

6. pont), akkor a (iii) teljesiilése esetén minden I > i-re lim (e;|x,) = (e;|x), igy
n—oo

lim (z,|e;) = (x|e;) is teljesiil, ugyanakkor minden n € N esetén x,, = Z(:En\ei)ei,
n—oo
icl
tehat (i) is igaz. Ha F végtelen dimenzids, akkor 1étezik E-ben (ej)xen ortonormalt
sorozat (XII. fejezet, 6. pont), igy minden y € E vektorra klim (ex|ly) = 0, hiszen a
— 0

Z |(y|ex)|? sor konvergens R-ben. Ugyanakkor az (eg)ren sorozat nem tart 0-hoz

keN
az FE norméja szerint.)

9. Legyen E Hilbert-tér K felett, és (x,)nen olyan sorozat E-ben, hogy minden
E > y-ra az ((y|zn))nen sorozat konvergens K-ban. Ekkor az (x,)nen sorozat
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korlatos E-ben, és létezik egyetlen olyan x € FE, amelyre minden y € E esetén
Jim (ylzn) = (y]a).

(Utmutatds. A feltevés szerint a (Jg(xy))nen funkciondl-sorozat pontonként
konvergens az FE halmazon, ezért a Banach-Steinhaus-tétel alapjan az u :=

lim Jg(z,) funkciondl folytonos, és fennéllnak a sup ||z,| = sup ||Je(z,)| < +oo
n—oo neN neN
Osszefliggések, vagyis az (r,)nen sorozat korladtos az E norméja szerint. A Riesz-

féle reprezenticids tétel alapjdn létezik olyan = € E, hogy u = Jg(z). Ekkor z
olyan elem, hogy minden y € E esetén lim (y|z,) = lim Jg(x,)(y) = u(y) =
Je(z)(y) = (ylx). Ha 2/ € E szintén olyan vektor, hogy minden E > y-ra
lim (y|z,) = (y|2'), akkor z — 2’ € E+ = {0}, vagyis 2’ = x.)

10. (Elemi Lebesgue-Radon-Nicodym tétel.) Legyen &% halmazgyiiri a T halmaz
felett. Ha 6,60 : # — K mértékek, akkor azt mondjuk, hogy 0" abszolit folytonos
0 szerint, ha a T minden f-nullhalmaza 6’-nullhalmaz. Mutassuk meg, hogy ha
0,0 : # — K olyan mértékek, hogy 11 € L (T, %,0) N Lo (T, %#,0") (ahol 11 az
T — R azonosan 1 fiiggvény), és 0’ abszolut folytonos 6 szerint, akkor van olyan
g€ LT, %,0), hogy 0 = g.0.

(Megjegyzés. Ha T o-véges # szerint, akkor minden 0 : # — K mértékre az
lr € Zg(T,%,0) feltétel a IX. fejezet 9. pontja alapjan ekvivalens azzal, hogy a 6
mérték korldtos.)

(Utmutatds. (I) Tegyiik fel elészor, hogy u, v : Z — R olyan pozitiv mértékek, hogy
lr € L3(T, %, u) N L3 (T, %,v), és v abszoltit folytonos u szerint. Bebizonyitjuk
olyan g € L3 (T, %, i) fiiggvény 1étezését, amelyre g > 0 és v = g.u.

El6szor megjegyezziik, hogy a p-nullhalmazok megegyeznek a p+v-nullhalmazokkal.
Ez azonnal kovetkezik a p < p + v mértékegyenlétlenséghdl, a IX. fejezet, 1. pont,
10. gyakorlat c) pontjabdl, és abbdl, hogy v abszolut folytonos u szerint.

Tovabba, a IX. fejezet, 5. pont, 8. gyakorlat szerint
L (TR, 1) N Ly (T, %, v) = L3 (T, %, pn+v)
teljesiil, tehat a hipotézis alapjan 12 = 10 € L (T, %, u + v), igy a IX. fejezet, 6.
pontja utolsé allitdsanak c) része alapjan 11 € Z2(T, %, 1+ v). Ebbdl kovetkezik,
hogy f € L2(T,Z,u+v) esetén f= f-1p € L (T, %, u+v), vagyis fenndllnak a
LT, R, u+v) C LT, B, pu+v) =La(T, %, 1) N L3 (T, %,v)

relaciok. Ezért jol értelmezett az

u: LT, R, p+v) — R; fr—>/fdy
T

leképezés, amely természetesen linearis funkcional. A Holder-egyenlGtlenség alapjan
minden f € Z2(T, %, 1+ v) esetén

. . 12 , 1/2
|U(f)|=T/fdv ST/Ifldvz/ |f|dv§(/ 1%du> (/ |f|2du) <
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1/2 1/2

. 1/2
< [1, a0 ( P dgi+-u>) | [1rar] 1l
Jree) (] /

tehdt az u linedris funkciondl folytonos az Z2(T, %, + v) fiiggvénytér feletti

|+ 1l,1, 2 félnorma szerint. Ezért létezik egyetlen olyan

u® LA(T, Z,n+v) — R

linedris funkcionél, amelyre teljesiil az, hogy minden f € £2(T, %, i + v) esetén
wt () = ulf) = [ 1 v
T

Vildgos, hogy ez az u® funkcional folytonos az L3 (T, %, u+v) valés Hilbert-tér felett.
A Riesz-féle reprezentdcios tétel alapjan létezik olyan go € L2 (T, %, u + v), hogy
minden f € Z2(T,Z, 1n+ v) esetén u®(f*) = (f*|gs), ahol (-|-) az LE(T, %, u + v)
Hilbert-tér skaldrszorzasa. Ez azt jelenti, hogy minden f € Z2(T, %, 1+ v) fiige-

vényre
!#duzjf%dw+u»

Megmutatjuk, hogy p-majdnem minden ¢ € T esetén go(t) > 0 teljesiil. Valéban,
a T halmaz u + v-integralhato, és go € L2(T,Z,p+v) C L3 (T, Z, n + v), ezért
a IX. fejezet, 8. pont lemméja szerint a [go < 0] halmaz p + v-integrdlhaté, vagyis

X[Qg0<0] = Xgo<0) € La(T, R, 1+ v). Tehdt X(gy<0) € LE(T, R, 1+ v) is teljesiil, igy

0 < /X[90<0] dV:/X[go<0]go d(/,L—FV) < 07
T T

hiszen Xigg<0y90 =0 2 T halmazon mindeniitt. Ezért

/<—mw@%>«u+u%=/«wm@ﬂde+v%=&
T

és ~Xgo<n90 = 0 a T halmazon mindeniitt, igy ~Xgg<n90 = 0 a T halmazon
ft + v-majdnem mindeniitt. Ez azzal ekvivalens, hogy a [—X ;90 # 0] = [g0 < 0]
halmaz p + v-nullhalmaz, vagyis go > 0 a 7" halmazon p + v-majdnem mindeniitt,
tehat p-majdnem mindeniitt is.

Most megmutatjuk, hogy p-majdnem minden ¢ € T esetén go(t) < 1 teljesiil. A
IX. fejezet, 8. pont lemmadja szerint a [go > 1] halmaz p + v-integralhatd, hiszen
go € La(T, %, 1+ v). Ezért X?QOZ” = Xipoor) € LR(T, %, 1+ v), 187 Xpyyony €
LE(T, R, 1+ v), tehat X(go5190 € LT, R, pu+v) = LT, %, 1) N LT, %, v),
kovetkezésképpen:

/X[go>1] dl/:/X[gO>1]go d(H+V) :/X[go>1]go dﬂ+/X[g0>1]gO dv.

T T T T



248 XII. A FUNKCIONALANALIZIS ELEMEI

Ebbol kapjuk, hogy
0= /X[90>1]<1 — go) dv = /X[go>1]go dp > 0,
T T
hiszen x, ., (1 —go) <06s x,, .,,90 > 0 a T" halmazon mindeniitt. Ezért
/ Xigo=n 90 b = /X[gozngO dp =0,
T

ami azzal ekvivalens, hogy a [y, ., 90 # 0] = [go > 1] halmaz y-nullhalmaz, vagyis
p-majdnem minden ¢ € T esetén go(t) < 1 teljestil.

Legyen N :=[go < 0] U [go > 1]. Az el6z6ek alapjan N p-nullhalmaz, tehédt a

go(t) ihateT\N,

g :T—-R;, t—
0 ;hate N

fliggvény a go fliggvénnyel p-majdnem mindeniitt egyenld, ezért g1 € L2 (T, %, +
v), és minden f € Z2(T, %, + v) esetén

T/de:T/fgl A +v),

ugyanakkor minden T' > t-re g1(t) € [0, 1[. Vezessiik most be a

fiiggvényt. Megmutatjuk, hogy g € Z4 (T, %, 1) és v = g.u, vagyis minden E € %
halmazra

v(E) = / X9 dp
T
teljestil.

Legyen f € L2(T, %, + v) rogzitett pozitiv fiiggvény. Ha k € N, akkor az fg¥
fiiggvény p + v-mérhetd és 0 < fg¥ < f € LE(T, %, + v), ezért a négyzetes
integralhatésag kritériuma (IX. fejezet, 8. pont) alapjan fg¥ € L2(T, %, u + v),
kovetkezésképpen

/fg’f dv = /fg'f+1 d(p+v).
T T

Ezért minden N* 3 n-re

n—1 n—1 n—1 S
S [rokar=3 [1a dwrn =Y [ 1ot aus Y [ 1okt an

k=07, k=07, k=07, k=07,
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amibol konnyen kapjuk, hogy

n—1
T/f =Y [ 1gt du+T/fgl v,

Az (fg7)nen fiiggvénysorozat L4 (T, %, v)-ben halad, monoton fogyé, mindegyik

tagja pozitiv fiiggvény, és inlf\] (fg¥) = 0. Ezért a Beppo-Levi-tétel alapjan
ne

lim [ fg7 dv =0, vagyis a E / f glfH dp sor konvergens. Ebbdl ismét a Beppo-
n—oo
e kEN i,

Levi-tétel alapjan kapjuk, hogy az fg = Z fgfJrl fliggvény eleme 23 (T, Z, p1)-nek

k=0
es

n—1 fee)
[rav= i S [rotttaur ti [ gorav=3" [ ol du—
T k T

:OT k:OT
=/<ngf“) du=/fg dy.
T k=0 T

Ezzel megmutattuk, hogy minden f € Z2(T, %, 1 + v) pozitiv fiiggvényre fg €
LT, %, 1) és

[ #av= [ 19

T T

teljesiil. A hipotézis szerint 11 € L2(T, Z, u + v), ezért g = 1pg € L3 (T, %, 1) is
teljesiil, és ha E € Z, akkor x, € Z2(T, %, u+ v) miatt

v(E) = /XE dv = /ng du,

T T

vagyis v = g.U.
(IT1) Most megmutatjuk, hogy ha 6 : Z — K olyan mérték, hogy 11 € L (T, %,0),
akkor 1étezik olyan g € £ (T, %, 0), hogy minden t € T esetén |g(t)| = 1, valamint
0=g.l0] és |0] =g.0.
Ha K := R, akkor a valés mértékek elemi Hahn-Jordan felbontasat (VIII. fejezet,
4. pont) alkalmazva frhaté, hogy 6 = 67 — 0~ és 67,0~ : Z — R olyan pozitiv
mértékek, hogy 07 < 0] és 0~ < |0], {gy a 61 és 6~ mértékek nyilvanvaldéan abszolit
folytonosak a |f| mérték szerint. Ugyanakkor a IX. fejezet, 5. pont, 8. gyakorlat
alapjan

lr € (T, %,0) C Lo(T,%,07)N La (T, %,07),

igy az (I) miatt léteznek olyan g,,g9- € L (T, %,|0|) = Lo (T, %,0) fiiggvények,
amelyekre 07 = g,.|0| és 0= = g_.|0|. Ekkor g := gy — g € L (T,%,0)
nyilvanvaléan olyan fiiggvény, hogy 6 = g.|6|.
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Ha K := C, akkor a komplex mértékek elemi Hahn-Jordan felbontasat (VIII. fejezet,
4. pont) alkalmazva irhat6, hogy

0= (Re(0))" — (Re(0))” +i(Im(0))" —i(Im(6)) ",

ahol (Re(0))F, (Re(0))~, (Im(O))F, (Im(0))~ : Z — Ry olyan pozitiv mértékek,
amelyeket a |f| mérték majoral, tehat ezek a pozitiv mértékek mind abszolut
folytonosak a |f| mérték szerint. Ugyanakkor a IX. fejezet, 5. pont, 8. gyakorlat
szerint

lr € ZHT,%,0) C LXT, %, Re(0))") N LT, %, (Re(0)) )N

NLHT, %, (Im(0))T) N LT, %, (Im(0))7)

ezért az (I) miatt léteznek olyan gi,g_,hy,h_ € LT, %,10|)) = L (T,%,0)
fliggvények, amelyekre

(Re(0))" = g+.10], (Re(0))™ =g—[0], Im(0))" = hi.|0], Im(0))” =h_.|0].

Ekkor g := g1 —g— +i(hy —h_) € L&(T, Z%,0) nyilvanvaléan olyan fiiggvény, hogy
0=g.0

Ezzel igazoltuk olyan g € 4H(T,%,0) létezését, amelyre 6§ = g.|#|. Ebbdl az
egyenl6ségbél a IX. fejezet, 6. pont, 5. gyakorlat alapjan kapjuk, hogy |0 =
lg-10]] = |g|.10]. Ebbél kénnyen belathatd, hogy |g| = 1 teljesiil T-n f-majdnem
mindeniitt. Természetesen g megvaltoztathaté ugy, hogy minden T' > t-re |g(t)| = 1
legyen. Nyilvanvalé, hogy ekkor g.0 = g.(g.|0]) = |g|*.|0] = |0] is teljesiil.

(IIT) Legyenek 0, 0" : % — K olyan mértékek, hogy 1+ € L3 (T, %#,0)N.La (T, %,0'),
és 0" abszolut folytonos 6 szerint. Ekkor |§’| abszolit folytonos |6| szerint, tehat az
(I) alapjén van olyan h € 23 (T, %,0), hogy |¢'| = h.|0|. A (II) alapjan léteznek
olyan g1 € L (T, %,0) és go € L (T, %,0") fiiggvények, hogy |g1] = 1 = |ga],
valamint |0| = ¢1.0 és |0'| = ¢2.0’. Ekkor ¢g2.0' = (hgy).0, amibdl ugyanigy, mint
az elébb 0 = (gyhgr).0 adédik, tehdt a g := gohgr € L2 (T, %, 0) fiiggvény olyan,
hogy 6/ = ¢.6.)

11. Legyen E normadlt tér és F prehilbert-tér. Minden u € Z(FE;F) teljesen
folytonos linedris operdtorhoz létezik olyan Z(F; F')-ben haladé (u,)nen sorozat,
amely konvergdl u-hoz az operatornorma szerint, és minden N > n-re az Im(u,,) C F
linearis altér véges dimenzios.

(Megjegyzés. Ha F' nem prehilbert-tér, akkor mér létezhet olyan u € Z(E; F)
teljesen folytonos linearis operator, amely nem approximalhaté operatornormaban
véges dimenziés értékkészletii folytonos linedris operatorokkal.)

(Utmutatds. Az u € £ (E; F) operator teljes folytonossaga miatt az u(B(0)) C F
halmaz teljesen korldtos. Legyen € € R* tetszdleges; ekkor van olyan H C B1(0)
véges halmaz, hogy

u(B1(0)) € | Be(u(x)).

Jelolje F. az u(H) véges halmaz 4ltal generdlt linedris alteret F-ben. Az F; altér
teljes, ezért tekinthetjiik az F.-ra vetité Pr. ortogondlis projektort. Ha = € B1(0),
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akkor 1étezik olyan =’ € H, hogy u(x) € B:(u(z')), azaz ||u(z) — u(z’)|| < e. Ekkor
a Pr_ operator értelmezése alapjan

lu(z) = (Pr. o w)(@)ll = inf lu(z) - yll < min flu(z) - u(z)l| < Ju(z) —u(z)]| <e

£

teljesiil, ami azt jelenti, hogy ||u — Pr. o u|| < ¢; ugyanakkor a Pp. ou € Z(E; F)
operator értékkészlete véges dimenzids altér F-ben.)

12. Ha FE és F prehilbert-terek és u : E — F konjugdlt linedris operator, akkor
u izometrikussaga ekvivalens azzal, hogy minden zi,2o € FE esetén fenndll az
(u(zq)|u(z2)) = (x2]z1) egyenlbség.

(Utmutatds. Hasonléan jarhatunk el, mint a lineéris operatorok izometrikussaganak
esetében.)
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6. Ortogonalis rendszerek és ortogonalis sorok

Definicié. Legyen FE prehilbert-tér. Az FE-ben haladé (x;);c; rendszert
ortogondlisnak nevezziik, ha minden 4, j € I, ¢ # j indexre (z;|z;) = 0. Az E-ben
haladé (z;);cr rendszert ortonormdltnak nevezziik, ha ortogonélis, és minden [ > i-
re |lz;]] = 1. Az ortogondlis sorozatokhoz asszocialt sorokat ortogondlis soroknak
nevezziik.

Legyen E prehilbert-tér és (z;);c; E-ben haladd véges ortogondlis rendszer.

Ha I # (), akkor

>

i€l

(s

i€l

Zm)zZ S (@ilzy) | =S il

iel icl \ jeI i€l

Ha megallapodunk abban, hogy az iires rendszer 0sszege 0 az E-ben, akkor ez az
egyenléség-lanc I = () esetén is igaz. Ezt az Osszefiiggést elemi Pithagordsz-tételnek
nevezziik. Most megfogalmazzuk ennek altalanositasat ortogonalis sorokra.

Allitas. (Az ortogondlis sorok kovergencidjinak kritériuma.) Legyen E Hilbert-

tér és (xk)ken ortogondlis sorozat E-ben. A Z x) sor pontosan akkor konvergens
keN
E-ben, ha a Z |zx||? sor konvergens R-ben. Ha a Zxk sor konvergens FE-ben,
keN keN

00 2 o0
Dok =D llal?
k=0 k=0

akkor

(Pithagordsz-tétel).

Bizonyitds. Minden n € NT esetén, az elemi Pithagorasz-tétel alapjan
n—1 2 n—1

2
S| =D

tehéat ha a Z x sor konvergens E-ben, akkor
keN

2 2 2

= lim
n—oo

00
D
k=0

n—1
lim g T
n—oo
k=0

n—1
>
k=0

n—1 [e%e)
= lim Y flal® =) fl=xl®.
n—oo
k=0 k=0

Megforditva, ha a Z HfEkHz sor konvergens R-ben, akkor m,n € N esetén, az elemi

kEN
Pithagorasz-tétel alapjan

m—1 n—1 2 max(m,n)—1 2 max(m,n)—1 00
D= el =\ D, wll = ), fwlP< ) el
k=0 k=0 k=min(m,n) k=min(m,n) k=min(m,n)
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amibol lathatd, hogy a Z xk sor (mint sorozat) Cauchy-sorozat E-ben, tehdt az F

keN
teljessége miatt konvergens. W

Tétel. Legyen E Hilbert-tér, (ex)ren ortonormélt sorozat E-ben, és H az
{ex|k € N} halmaz altal generdlt zart linedris altér E-ben.

a) Minden x € F vektorra a Z |(x|ex)|? sor konvergens R-ben, és fennéll a
keN

oo
> ller)? < [l
k=0

Bessel-egyenlotlenség.

b) Minden E > z-re a Z(:C\ek)ek sor konvergens F-ben, és teljesiilnek az
keN

o0

=S (le)en

k=0
1 Pr (2)]I* = lelek

Parseval-egyenloségek.

Bizonyitds. Legyen x € E rogzitett. Minden n € N* esetén, az elemi Pithagorasz-
tétel alapjan

2

n—1 2 — n—1
r =Y (alen)ex|| = [a]® — 2%te ( Z (xlex)e ) D> _(xler)er| =
k=0 k=0 k=0
n—1 n—1 n—1
= [|z)|* — 2%e Y (zler)(@ler) + Y [(@ler)® = =) = D |(zlex)?,
k=0 k=0 k=0
amibol lathato, hogy
n—1
> l(@ler)? < Jlff.
k=0

Ebbdl kévetkezik, hogy a Z |(x]ex)|? sor konvergens R-ben, és fennall a Bessel-
keN
egyenl6tlenség, igy az a) allitast igazoltuk. Ebbél azt is kapjuk, hogy a Z(x\ek)ek

keN
sor konvergens FE-ben. Tehat a Pithagorasz-tétel alapjdn a b) bizonyitdsahoz

elgendd azt megmutatni, hogy Py (x) = Z(w|ek)ek
k=0
Az nyilvanvalé, hogy

oo n—1

Z xlex)er = hm Z(m|ek)ek € H,

k=0 k—O
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o0
ezért a Pg(x) = Z(w|ek)ek egyenl6ség bizonyitdhoz elég azt megmutatni, hogy
k=0
minden y € H esetén
o0
I =0l = > (elv)e
k=

Az FE feletti norma-fiiggvény folytonossaga miatt ehhez elég igazolni, hogy minden
n € Nt és (Ag)ken € K" esetén

[oe)
T — E Averll > ||lx — E (z|ex)e
ken k=

teljestil, hiszen

H= | {Z/\kek

neNt (ken

(Ak)ken € K”}.

Nyilvanvald, hogy

Z zler)erl| = ||z||* — 29Re (Z($|€k ek x) Z xler)ek
k= k=0 k=
= ||2[|* — 2%e Y _(alex)(exl) + D |(xler)* = [lz|® = D [(zlex)?,
k=0 k=0 k=0

ahol kihasznaltuk a Pithagordsz-tételt, és azt, hogy z € E esetén a (-]z) : B — K
fiiggvény folytonos linedris funkciondl, ezért

(Z(w|ek)ek z) = Z($|6k)(€k|2)~

Ezért elegendé azt igazolni, hogy ha n € N* és (Ag)ken € K™, akkor

2
> Jal|® =Y [(lex)?,

ken

r — Z)\kek

ken

hiszen az el6zdek szerint

2> = > Ilen)? > llz]® — Z! (zlex)|* =

ken

oo

13 (el

k=

Ez viszont nyilvanvaléan igaz, mert az elemi Pithagorasz-tétel alapjan

2
.Q?—Z)\kek —

ken

2]+ ) I(zlex)? =

ken
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= [|z]* —2%e Y Awlexlz) + D IMl? = llz)? + ) I(lex)® =

ken ken ken

= (1Me® — 2%e(An(erlz)) + [(@ler)?) = D Ak — (zlex)]> > 0. W

ken keEn

Kovetkezmény. Legyen E Hilbert-tér, (eg)ren ortonormalt sorozat E-ben, és
H az {ex|k € N} halmaz &altal generdlt zart linedris alteret E-ben. A kovetkezd
allitasok ekvivalensek.

(i) Ha = € E olyan, hogy minden k € N esetén (x|e) = 0, akkor x = 0.
(ii) Az {ex|k € N} halmaz &ltal generdlt zart linedris altér (vagyis H) egyenlé E-vel.

(iif) Minden E > z-re [[z]|> = " [(x]ex)|*.
k=0

(iv) Minden E 3> z-re z = Z(m|ek)ek.

k=0
Bizonyitds. (1)=(ii) Az (i) 4llitds azt jelenti, hogy {ex|k € N}*+ = {0}, amibdl
kovetkezik, hogy {ex|k € N}++ = {0}1 = E, és itt a bal oldalon H 4ll.
(ii)=(iii) Ha H = FE, akkor Py = idg, ezért a Parseval-egyenléség szerint minden
E > z-re

|zl = [[Par(2)|* = Y I(zlex) .
k=0

ili)=(iv) Minden =z € E és n € N* esetén
(iii)=(iv)

n—1 2 n—1
z =) (zle)er| =z = I(lex)l,
k=0 k=0
oo
ezért ha (iii) igaz, akkor minden = € F vektorra x = Z(w|ek)ek, vagyis (iv) teljesiil.
k=0

(iv)=(i) Ha = € F olyan, hogy minden k € N esetén (z|ex) = 0, és (iv) teljesiil,

akkor x = Z(w|ek)ek =0. 0
k=0

Definicié. Legyen E Hilbert-tér. Az E-ben haladé (ep)ren ortonormélt
sorozatot ortonormadlt bazissorozatnak nevezziik, ha teljesiilnek ré az el6z6 allitasban
megfogalmazott (i), (ii), (iii) és (iv) allitdsok. Ha (e )ren ortonormadlt sorozat az
E Hilbert-térben, akkor z € E esetén a Z(m|ek)ek vektorsort az = vektor (ex)ren

keN
szerinti absztrakt Fourier-sordnak nevezzik.

Allités. (Gram-Schmidt-ortogonalizicid.) Legyen E prehilbert-tér és (2, )nen
linedrisan fiiggetlen sorozat FE-ben. Ekkor létezik egyetlen olyan (e,)nen orto-
normalt sorozat E-ben, hogy minden N* > n-re az (zy)ren €S (€x)ren rendszerek
altal generdlt linedris alterek egyenl6k, és minden N 3 n-re (x,le,) € R*.
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Bizonyitds. Minden N > n-re legyen H,, az {xy|k € n} halmaz altal generdlt (n-
dimenzids) linedris altér E-ben. Az (z,)nen rendszer linedris fiiggetlensége miatt
minden n € N* esetén xz,, ¢ H,, vagyis x,, # Pn, (z,,); legyen y,, := x,, — Py, (z,,).
Han € N, akkor (z,|y,) = 0 lehetetlen, kiilonben 0 = (z,|y,) = (zn|xn — PH, (z4)),
azaz (vn|Pp,, (tn)) = |lzn]?, igy

0 < [lynll* = llzn — Pr, (wa)I” = llzall® — 2Re(2n|Pr, (24)) + | Pr, (20)[I* =

= [1Pa, () [I* = 2] < 0,

tehat y,, = 0, holott y,, # 0.

Ha n € N, akkor z,, € H,41 és Py, (x,) € H, C Hpi1, tehdt y € Hpyq.
Ugyanakkor vy, := x, — Py, (v,) € H}, igy Ky, C H,y1 N H. Tekintettel

arra, hogy K.y, és H, 1 N H;- mindketten egydimenzids linedris alterek E-ben, itt
egyenléség all, azaz K.y, = H,1 N H-.

Most igazoljuk az (e, )nen sorozat egyértelmiiségét. Legyen tehdt (e,)nen olyan
ortonormélt sorozat, amelyre minden n € N esetén az {ex|k € n} halmaz altal
generalt linedris altér egyenlé H,-nel és (z,le,) € RT. Ekkor minden N > n-
re e, € H,1 N H- = Kuy,, igy létezik egyetlen olyan ), € K, amelyre

en = AnUn; €kkor |le,|| = 1 miatt |A\,| = Ugyanakkor minden N > n-re

5yl
An(Tnlyn) = (zn)en) € RT, kivetkezésképpen

1 (Tn|Yn)

An = . .
[Ynll [(2nlyn)]

Ez azt jelenti, hogy az adott tulajdonsdgok az (e,)nen sorozatot egyértelmiien
meghatarozzak.

Most vildgosan latszik, hogy a keresett (e, )nen sorozatot gy kell értelmezni, hogy
minden n € N esetén
o = < 1 (Tn|Yn) )y
[ynll [(2nlyn)|

Trivialisan ellenorizheto, hogy erre a sorozatra teljesiilnek az eloirt feltételek. M

Az el6z6 allités feltételel mellett minden n € Nt esetén

n—1

PH'n (xn) = Z(xn|ek)ek7

k=0
ahol H,, az (eg)ren rendszer altal generdlt linedris altér E-ben, ezért

n—1

Ty — Z(mk|ek)ek

k=0
€n = )

n—1
lnll2 = [(klex)|”
k=0
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valamint eqg = zq/||zo||. Ez rekurziv formula az (e, )nen sorozatra.

Elnevezés. Ha E prehilbert-tér és (z,)nen linedrisan fiiggetlen sorozat E-
ben, akkor az el6z6 allasban értelmezett (e, )nen ortonormélt sorozatot az (z,)nen
sorozat Gram-Schimdt-féle ortogonalizaltjinak nevezziik.

Tétel. Ha E Hilbert-tér K felett, akkor a kovetkezo allitasok ekvivalensek.
(i) Létezik E-ben haladé ortonormalt béazissorozat.
(ii) Létezik izometrikus linedris bijekci6 az E és (% Hilbert-terek kozott.
(iii) £ végtelen dimenziés és szeparabilis.
Bizonyitds. (1)=(ii) Legyen (ex)ren ortonormadlt bézissorozat az E Hilbert-térben.
Ekkor a Parseval-egyenléség miatt az

u:E— g x— ((zler))ken

leképezés izometrikus linedris operator. Az ortogonalis sorok konvergenciajanak
kritériuma alapjan minden s € [Z sorozatra a g s(j)e; sor konvergens E-ben és
JEN

oo oo oo

wl Y st | = [ D sGes |ex = | > _s(i)(ejlex) =s,

J=0 7=0 keN 7=0 kEN

tehat az u operator sziirjektiv is.

(ii)=(iii) Ha u : F — [Z% izometrikus linedris bijekcid, akkor F végtelen dimenzids,
mert lﬂi is végtelen dimenzids, tovabba FE szepardbilis is, mert az lﬂi sorozattér
szepardbilis és u homeomorfizmus F és [Z kozott.

(iii)=(i) Elegend§ azt igazolni, hogy ha (iii) teljesiil, akkor létezik olyan linedrisan
fiiggetlen (xk)ken sorozat E-ben, amelyre az {xi|k € N} halmaz altal generalt
linedris altér stirt E-ben. Ha ugyanis (zj)gen ilyen sorozat, akkor ennek Gram-
Schmidt-féle ortogonalizaltja ortonormélt bazis E-ben.

Vegyiink tetszéleges olyan (zj)ren sorozatot E-ben, amelyre a {z;x|k € N} halmaz
altal generalt linedris altér stiri F-ben; ilyen az E szeparabilitasa miatt 1étezik.
Minden N > n-re legyen E, az {zx|k € n} halmaz altal generdlt (legfeljebb n-
dimenzids) linearis alteret E-ben. Vildgos, hogy n € N esetén E,, C E, .1, igy
Es := | E, linearis altér E-ben, és ez tartalmazza a {z|k € N} halmazt, tehat
neN

E slirii linearis altere E-nek.

Van olyan k € N, hogy 2 # 0, kiilonben {z;|k € N} = {0}, igy £ = {0}, holott
végtelen dimenzids. Ezért jol értelmezett az m := min{k € N|z; # 0} természetes
szam.

Ha n € N, akkor van olyan k > n természetes szdam, hogy z; ¢ FE,, kiilonben
{zk|(k € N) A (k > n)} C E,, ezért {z|k € N} C E, 1 teljesiilne, amib6l
E. = E,+1 kovetkezne, tehat az E,, 1 zartsaga és F, stirtisége folytan E = F, 41,
ami lehetetlen, mert E végtelen dimenzids. Ezért jol értelmezett a

g:N—=N; n—min{k e N|(k>n)A (2 ¢ E,)}
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fiiggvény. Jelolje o a g fiiggvény és az m kezdSpont altal meghatarozott iteracios
sorozatot. Tehdt o : N — N az a fliggvény, amelyre ¢(0) := m, és minden n € N
esetén o(n + 1) = g(o(n)). A definiciék alapjan konnyen ellenérizhets, hogy a
(Z0(n))nen sorozat linedrisan fiiggetlen, és a {z,(,)|n € N} halmaz éltal generalt
linearis altér egyenlé E.-vel, vagyis stiri E-ben. B
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Gyakorlatok

1. Legyen F valés vektortér. Egy f: R — F fiiggvényt F-be hat6 trigonometrikus
polinom neveziink, ha létezik olyan n € N és léteznek olyan (si)o<k<n, (Ck)o<k<n
rendszerek F'-ben, hogy minden R > t-re

n

F(t) =) (ck cos(kt) + sy sin(kt)).

k=0

a) Ha P : R — F poliniomidlis vektorfiiggvény, akkor a P o cos : R — F fiiggvény
trigonometrikus polinom.

b) Ha f : R — F trigonometrikus polinom, akkor az f.sin fliggvény, és minden
R>tgraaz R — F; t— f(t+tp) fliggvény is trigonometrikus polinom.

c) (Weierstrass approzimdcios tétele.) Legyen F valés normdlt tér, és jelolje
Co([—m,m]; F) azon f : [—m, 7| — F folytonos fliggvények halmazét, amelyekre
f(=m) = f(m). Az F-be haté trigonometrikus polinomok [—m,7]-re vett leszii-
kitéseinek halmaza siiriia €, ([—m, 7|; F') fiiggvénytérben a sup-norma szerint, vagyis
minden f : [-7w, 7] — F folytonos fiiggvény esetében, ha f(—m) = f(x), akkor
létezik F-be haté trigonometrikus polinomoknak olyan sorozata, amely egyenletesen
konvergal f-hez a [—m, 7] intervallumon.

(Utmutatds. a) Legyen N € N, (z,)ocn<ny € FNTL és tekintsik a P :=
N N

Zznidﬁ polinomidlis vektorfiggvényt. Ekkor P o cos = Zzn cos”, ezért az
n=0 n=0

a) bizonyitdsdhoz elég azt megmutatni, hogy minden n € N esetén van olyan
(Cn.k)o<k<n € R hogy minden R > t-re

cos"(t) = Z Cn,k cos(kt).
k=0

Valéban, n € N esetén minden R 3 ¢-re a binomilis formula alkalmazéasaval nyerjiik,

hogy
it —it\ " 1 n ] )
cos"(t) = (%) = o . (?) el(n=20)t —
7=0
= Re L i " eitn=20t | = L i " cos((n — 2j)t)
2 2\ 2 2\ j

addédik. Tehat ha minden k < n természetes szamra

1 n
il - h _ 1
o = om ((n B k)/2) ; ha n — k paros,

0 ; ha n — k paratlan,

n

akkor minden R > t-re cos™(t) = Z cn i cos(kt) teljestl.
k=0
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b) A trigonometrikus fiiggvényekre vonatkozé addiciés formuldk szerint minden
k€ NésteR esetén

—_

cos(kt) sin(t) = = (sin((k 4+ 1)t) — sin((k — 1)t)),

\V)

sin(kt) sin(t) = —%(cos((k + 1)) — cos((k — 1)8)),

ezért minden f : R — F trigonometrikus polinomra az f.sin fliggvény is trigono-
metrikus polinom. Tovabb&, minden ¢,ty € R esetén

cos(k(t + tg)) = cos(ktg) cos(kt) — sin(kt) sin(kt),
sin(k(t + tg)) = cos(kto) sin(kt) + sin(kto) cos(kt),
ezért minden f : R — F trigonometrikus polinomra az R — F; t — f(t + to)

fiiggvény is trigonometrikus polinom.

c) Legyen elészor f : [—m,m| — F pdros folytonos fliggvény, tehat minden
t € [-m, ] pontra f(—t) = f(t). Legyen ¢ € RT tetszbleges. Az f o Arccos :
[—1,1] — F fiiggvény folytonos (ahol Arccos := (cos |[0,7r])_1), ezért a Bernstein-féle
approximécids tétel (V. fejezet, 8. pont) szerint van olyan P : R — F polinomiglis

fiiggvény, hogy sup ||f(Arccos(t)) — P(t)|| < e. Ebbél kdvetkezik, hogy
te[—1,1]

sup ||f(t) = P(cos(t))|| = sup ||f(Arccos(t)) — P(t)]| <e,

te[0,m] te[—1,1]
hiszen cos([0, w]) = [—1,1]. Az f és cos fliggvények parossiga folytan
sup || f(t) — P(cos(t))|| = sup ||f(¢) — P(cos(t))]],
te[—m,0] te[0,7]

ezért fenndll a  sup || f(t) — P(cos(t))| < € egyenl6tlenség, és a P o cos fliggvény
te[—m,m]

az a) alapjan trigonometrikus polinom. Ez azt jelenti, hogy minden [—m, 7] — F

paros folytonos fiiggvény egyenletesen approximalhaté a [—m, 7] intervallumon

trigonometrikus polinomokkal.

Most megmutatjuk, hogy ha f : [-m, 7] — F tetszbleges folytonos fiiggvény,
akkor az f.sin® fliggvény egyenletesen approximéalhaté a [—7, 7] intervallumon
trigonometrikus polinomokkal. Legyen ¢ € R* tetszoleges, és értelmezziik a

fuloma] = Bt (70 + F(-1))

foilomm] = it S(F(1) — F(=5)sin(t)

fliggvényeket. Ezek folytonosak és parosak, tehat az el6zéek szerint 1éteznek olyan
91,92 : R — F trigonometrikus polinomok, hogy sup | fi(t) — g1(¢)|| < €/2 és
te|—m,m]
sup || f2(t) — g2(t)|| < £/2. Ekkor f.sin® = fi.sin® +fo. sin, kovetkezésképpen
te[—m,m)

sup || £(t) sin®(t) — (g1(t) sint) + ga(t)) sin(t) | < 5 +

te[—m,m]

=E&.

| ™
| ™
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A b) alapjan a (g;.sin +g). sin fiiggvény is trigonometrikus polinom, tehat f.sin?
egyenletesen approximélhat6 a [—m, 7] intervallumon trigonometrikus polinomokkal.
Végiil bebizonyitjuk, hogy ha f : [—m, 7] — F tetsz6leges folytonos fiiggvény,
akkor f(—m) = f(m) esetén létezik F-be haté trigonometrikus polinomoknak
olyan sorozata, amely egyenletesen konvergal f.cos?-hez a [—m, 7] intervallumon.
Ebb6l méar kovetkezik a Weierstrass-féle approximéciés tétel, mert ha f €
Go([—,7]; F), akkor az f.sin? és f.cos? fiiggvények egyenletesen approximalhatdk
a [—m, 7] intervallumon trigonometrikus polinomokkal, tehat az f = f.sin? + f. cos?
fliggvény is egyenletesen approximdalhaté a [—m, 7] intervallumon trigonometrikus
polinomokkal.

Legyen tehat f € €, ([—m,7]; F) rogzitett, és terjessziik ki az f fliggvényt R-re 2
szerint periodikus fiiggvénnyé. Ilyen kiterjesztés azért 1étezik, mert f(—m) = f(m),
tovabba vildgos, hogy a kiterjesztett fiiggvény is folytonos. Ezt a kiterjesztett fiigg-
vényt szintén f fogja jelolni, és értelmezziik az

fo: R — F} t»—>f<t+g>

leképezést. Legyen € € R* tetszoleges. Az el6zoek szerint 1étezik olyan go : R — F'
trigonometrikus polinom, hogy

sup || fo(t) sin®(t) — go ()] < e
te[—m,7]

Az f,.sin? és go fiiggvények 27 szerinti periodikussiga miatt

P |fo(£) sin®(t) — ga(t)]] = sup £ (t) sin®(8) — ga (B)]],

amibdl kovetkezik, hogy

e[ et - g (6= )] <
< 216111[3 fo (t — g) sin? (t — g) — Je (t — g)‘ = ilelrg | fo(t) sin(t) — ga(t)|| < €.

Ez azt jelenti, hogy a

g:R— F, tHg.(t—g)

fiiggvényre fennéll a

sup || f(t) cos®(t) — g(t)]| < €
te[—m,7]

egyenl6tlenség.)

2. Legyen F komplex vektortér. Egy f : R — F fliggvényt F-be haté komplex
trigonometrikus polinomnak neveziink, ha létezik olyan n € N és létezik olyan
(¢k)—n<k<n rendszer F-ben, hogy minden R > t-re
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Legyen F' komplex normélt tér, és jelolje €o([—m,n]; F) azon f : [—m,7] —
F folytonos fiiggvények halmazat, amelyekre f(—7) = f(7). Az F-be haté
komplex trigonometrikus polinomok [—m, 7]-re vett lesziikitéseinek halmaza sdrd a
Go([—m, 7]; F) fliggvénytérben a sup-norma szerint, vagyis minden f : [—-m, 7] — F
folytonos fiiggvény esetében, ha f(—m) = f(m), akkor 1étezik F-be haté komplex
trigonometrikus polinomoknak olyan sorozata, amely egyenletesen konvergal f-hez
a [—m, 7| intervallumon.

(Utmutatds. Jelolje Fg az F' alatt fekvé valés normalt teret (VI. fejezet, 2. pont),
és alkalmazzuk az 1. gyakorlatban megfogalmazott Weierstrass-féle approximaciés
tételt Fgr-re! Ehhez vegyiik észre, hogy az Fgr-be haté (valds) trigonometrikus
polinomok egyben F-be haté komplex trigonometrikus polinomok is (az Euler- de
Moivre formula szerint), tovdbba @, ([—m,7|; F)) = %([—m, 7|; Fr) nyilvanval6an
teljestil.)

3. Legyen T € RT rogzitett szdm és w := 27 /T. Legyen tovabba F' valés (illetve
komplex) Banach-tér, és jelolje €o([—1/2,1/2];F) azon f : [-T/2,T/2] — F
folytonos fiiggvények halmazat, amelyekre f(—7/2) = f(7/2). Ekkor minden
[ € % ([-T/2,T/2]; F) fiiggvényhez létezik R — F valds (illetve komplex)
trigonometrikus polinomoknak olyan (f,),en sorozata, hogy az (f, o (w.idr))nen
fliggvénysorozat egyenletesen konvergal f-hez a [—T'/2,T/2] intervallumon.

(Utmutatds. Ertelmezzik a o : [-T/2,T/2] — |-, 7; t — wt leképezést. Ha
f € G ([-T/2,T/2); F), akkor f oo~ ! € Go([—m, 7]; F), tehat az 1 (illetve 2.)
gyakorlat szerint létezik R — F valds (illetve komplex) trigonometrikus polino-
moknak olyan (f,,)nen sorozata, hogy (f, o (widr))nen egyenletesen konvergél az f
fiiggvényhez a [—T'/2,T/2] intervallumon.)

4. Legyen F Banach-tér és f € LA (R, Zr, ur).

a) Minden A € R esetén az

R — F; t~ f(t)sin(At),
R — F; t— f(t)cos(At)

fliggvények ug-integralhatok, és

lim / F(t) sin(M) dps(t) = 0,

A—too

A—+o0

R
lim f(t) cos(At) dur(t) =0
/

teljesiil.

b) Ha F' komplex Banach-tér, akkor minden \ € R esetén az
R — F; t— f(t)e

fiiggvény pr-integralhaté és

lim / FE)EM dps(t) = 0

A—too
R
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teljestil.

(Utmutatds. a) Ha A € R, akkor az R — F; t — f(t)sin(\t) és R —
F; t— f(t)cos(At) fiiggvények Lebesgue-mérhetdk és a normafiiggvényiiket || f(-)]|
majoralja, ezért az integralhatésdg kritériuma (IX. fejezet, 8. pont) alapjan ezek a
fliggvények Lebesgue-integralhatok.

Legyenek a,b € R olyanok, hogy a < b. Az elemi Newton-Leibniz-formula (X.
fejezet, 2. pont) alkalmazasaval kénnyen beldthatd, hogy minden A € R esetén

b

[ X0 cos(h0) di(t) = [ cos(xt) dpa(t) =

R a

= (o= apsne (L5 eos (£02),

valamint

/ X (B) SIn(AE) () = / sin(\) dpug(t) =

= (b — a)sinc (@) sin (M) )

2

és a sinc (sinus cardinalis) fiiggvény a +oo-ben 0-hoz tart. Ebbol kovetkezik, hogy
minden f € &r(R, Zr) 1épcsosfiiggvényre

A—to0

lim / F(t) sin(M) dus(t) =0,

A—+o0

lim / F(t) cos(M) duz(t) = 0

teljestil.

Legyen f € Z5(R,%r, ur) és ¢ € RT tetszéleges. Létezik olyan g € &r(R, %r),
hogy [*||f — gll dur < /2. Az el6z8 bekezdés alapjan van olyan L € R*, hogy
minden A\ € R esetén, ha |A| > L, akkor

N ™

/ (1) sin(\0) dyan (1) < 5. / g(#) cos(Mt) dp(t)|| <

R

Tehdt minden A € R esetén, ha |A\| > L, akkor

/ £()sin(M) dyug (1)|] < / (f(t) — g(t)) sin(\t) dpz (£)| +

R
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+| [ o sin(re) dus(e) / 1£0) - 9(Olldna(®)+ | [ 9(t)sin(30) dua(6)] <,

R R
és hasonléan kapjuk, hogy / f(t) cos(At) dur(t)|| < e.

b) Elegend$ alkalmazni az a) allitdast az F alatt fekvé Fg valés Banach-térre.
De eljarhatunk gy is, hogy megismételjiik az a) bizonyitdsdban kovetett gondo-
latmenetet, hivatkozva arra, hogy a,b € R és a < b esetén minden R > A-ra az elemi
Newton-Leibniz-formula szerint

/ X (D™ dpip(t) = / ¢ dyg(t) = (b — a)sine (@) Eap (—“b - “”)

2
R

teljesiil.)

5. (Klasszikus egydimenzios valds Fourier-sorok.) Legyen T € RT rogzitett szdm és
w:=27/T. Minden N 3> k-ra legyen

€2k-+1 = X(_1)a.7/9 SN O((k + Dwidr),

e cos o(kwidg).

= X(=T/2,7/2)
Az (e,)men fuggvénysorozatot (T paraméterti) valds trigonometrikus rendszernek
nevezziik.

a) Az (em)men fliggvénysorozat 22 (R, Zr, pr)-ben halad, és (e?,)men ortogondlis
sorozat az L% (R, Zg, ur) valés Hilbert-térben, tovdbba az {em|m € N} halmaz altal
generdlt zart linedris altér L2 (R, Zg, ,UJR)—ben egyenld az

{1 (f € LR, R, pw)) A (ur([f # 0] N (R\ [-T/2,T/2])) = 0)}
halmazzal. (Itt, és a tovdbbiakban f € 22 (R, Zr, ur) esetén f* jeldli az f fiiggvény
ekvivalencia-osztalydt L (R, Zg, ug)-ben.)

b) Legyen f € £2(R, #g, ur) olyan fiiggvény, hogy us ([f # OJN(R\[-T/2,T/2])) =
0. Ekkor minden k£ € N esetén jol értelmezettek a

T/2 T/2
alfimg [ FOs(kot) dus(®), si(f)i=7 [ F(Osin(kwt) dus(®
—T/2 -T/2

szamok, és a

Z Xi=1/2,7/2] (ck(f) COS O(kWidR) + Sk (f) sin O(k‘widR))
keN+

fiiggvénysor konvergens a || - || .2 félnorma szerint, és

[t = CO(f) _rj21n T Z X[ T/2, T/2] (ck(f) coso(kwidgr) + si(f) Sino(kWidR))).
k=1

2
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teljesiil az L2 (R, Zg, ur) norméja szerint, vagyis

T/2 2

lim dugr(t) = 0.

~T/2

k=1

£t) - (éf D13 (eul) conthet) + su() sin(kzwt)))

Tovabba, 1étezik olyan o : N — N szigorian monoton nové fiiggvény, hogy ug-
magjdnem minden t € [—T/2,T/2] esetén

a(n)

+ lim > (er(f) cos(kwt) + s (f) sin(kwt))
k

_ ()
ft) = =5

teljestil. Ezenkiviil fennall a

%/ fI? duR:cog) + D _(ern()* + sk (f)?)
R

k=1
egyenl6ség. (Megjegyezziik, hogy a
co(f) . . _
— + Z (ck(f) coso(kwidr) + sk (f) sin o(kwidg))
keN; k>1

fiiggvénysort az f fliggvény valds trigonometrikus Fourier-sordnak nevezziik.)

c) Legyen F valés Banach-tér és f : R — F olyan T szerint periodikus fiiggvény,
hogY X(_1 /5.1 f € LE(R, %R, ir). Ekkor minden k € N esetén jél értelmezettek a

T/2 T/2
alf) = o / F(8) coshwt) dps (), 5i(f) = / £(8) sin(kwt) dyug (1)
~T/2 ~T/2

vektorok. (Megjegyezziik, hogy ekkor is a
co(f) . . .
3 + Z (ci(f) coso(kwidr) + sk (f)sino(kwidg))
kEN; k>1

vektorfiuggvény-sort az f fliggvény wvalds trigonometrikus Fourier-sordnak nevez-
ziik.) Minden n € Nt és t € R esetén

. T/2
DU+ 5™ el eosthot) + () sintiwt) = [ (6 +)Da(s) ),
k=1 ~T/2

ahol D,, : R — R az a fiiggvény, amelyre minden R > s-re

1 sin ((n+ 1)ws) s
- : ;ha — ¢ 7Z,
Da(s) = T  sin (%ws) T

1
—(2n+1) ;ha%EZ.
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(Ez az n-edik Dirichlet-féle magfiggvény.)
d) Legyen F valés Banach-tér és f : R — F olyan T szerint periodikus fiiggvény,
hogy X(_r/0rof € LE(R, %, ur). Ha a t € R ponthoz van olyan z € F, hogy az

flt+s)+ f(t—s)—2z
R F: s . ; ha s # 0,
0 ;has=0

fliggvény ugr-integralhaté a 0 valamely kornyezetén, akkor az f fliggvény valds
trigonometrikus Fourier-sora konvergens a ¢t pontban és

@ + (ck(f) cos(kwt) + sk (f) sin(kwt)) = z.

k=1

e) Legyen F' val6s Banach-tér és f : R — F olyan T szerint periodikus fiiggvény,
hogy X _r /a7 2 € LER, Zr, ur). Legyen t € R rogzitett, és tekintsiik a kovetkezd
kijelentéseket.

(i) f differencialhaté a t pontban.
(ii) Léteznek olyan C,6,a € R* szdmok, hogy minden s €] — 4, d[ esetén

I (t+s) = FOI < Cls|*.

(iii) Az
ft+s)—f{t)
R—F: s . ; ha s # 0,
0 ;has=0

fiiggvény ur-integrélhaté a 0 valamely kornyezetén (Dini-feltétel).

(iv) Az f-nek létezik t-ben a jobboldali és a baloldali hatarértéke, és léteznek olyan
C, 6§, a € R* szamok, hogy minden s €]0, §[ esetén

1f(t+5) = FE+0)]| < Cls|?,
[f(t—=s) = F(t=0)]| < Cls|*.

(v) Az f-nek létezik t-ben a jobboldali és a baloldali hatarértéke, és létezik olyan
0 € R*, hogy az

flt+s)— f(t+0)
flt—s) = f(t-0)

S

Rt - F;, s—

Rt - F; s—

fiiggvények pr-integralhatdk a |0, d[ intervallumon (egyoldali Dini-feltétel).

Ekkor igazak az (i)=-(ii)=-(iii), valamint (i)=(ii)=(iv)=(v) kovetkeztetések. Ha
a Dini-feltétel (vagyis (iii)) teljesiil, akkor az f fiiggvény valds trigonometrikus
Fourier-sora konvergens a ¢t pontban és

co(f)
2

+ > (er(f) cos(kwt) + sy (f) sin(kwt)) = f(t).

k=1
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Ha az egyoldali Dini-feltétel (vagyis (v)) teljesiil, akkor az f fiiggvény valds
trigonometrikus Fourier-sora konvergens a ¢ pontban és

@ £ (eulf) cos(heot) + si(f) sin(rwt)) = LT 42r f(t—0)

k=1

(Utmutatds. a) Jelolje H az {e%,|m € N} halmaz &ltal generélt zért linearis alteret
L2(R, %, ur)-ben. Legyen f € Z2(R,%g,ur) olyan fiiggvény, hogy f* € HL;
megmutatjuk, hogy ekkor

pr([f # 01N [=T/2,T/2]) = 0.

A feltevés szerint minden N > m-re (f*|e?,) = 0, ami azzal ekvivalens, hogy minden
g : R — R trigonometrikus polinomra

/(X[_T/Q,T/2]f)g dpr = /f(X[_T/z,T/z]g) dpr = 0.

R R

Ha g : [-T/2,T/2] — R olyan folytonos fiiggvény, hogy ¢(—-T/2) = ¢(T/2),
akkor a Weierstrass-féle approximacids tétel (3. gyakorlat) szerint létezik R — R
trigonometrikus polinomoknak olyan (g, )men sorozata, hogy a (g, o (wWidg))men
fliggvénysorozat egyenletesen konvergal g-hez a [—T'/2,T /2] intervallumon; ekkor a
Lebesgue-tétel alapjan

[ 97 dns = Jim_ [ FO @ (@id)) disz =0,
R R

Specialisan, ha g : R — R olyan folytonos, kompakt tartéju fiiggvény, hogy
supp(g) C [-T/2,T/2], akkor /fg dur = 0 teljesil. A X. fejezet, 3.

R
pontjanak eredményei szerint az f|_7/27/9 fliggvényhez 1étezik olyan (g )men

fiiggvénysorozat, hogy minden N > m-re g, :] — T'/2,T/2[— R folytonos, kompakt
tartoju fiiggvény, és supp(gm) C| — 1/2,T/2[, és W}Enoog’c;? _ (f|[—T/2,T/2]) a
| - ”u o félnorma szerint. Ekkor

R7

0= m}gnoo(f.l(gz’b).) = (FI((fl=rp2r/2)°)*) = /X[—T/z,:r/z] f1? dpr,

R
hiszen az el6zéek alapjan minden N > m-re (f*|(g5,)®) = /fg,‘fn dur = 0.
R

Ez azt jelenti, hogy X _;/u1/x |fI? = 0 az R-en pg-majdnem mindeniitt, azaz
[f # 0]N] — T/2,T/2[ pug-nullhalmaz, igy teljesiil a uk([f # 0] N [-T/2,T/2]) = 0
egyenlOség.

Megforditva, ha f€ %2 (R, Zr, ur) olyan fliggvény, hogy uk([f # 0|N[-T/2,T/2]) =
0, akkor f = Xy _r,.1/5 / teljestl R-en pgp-majdnem mindeniitt, igy minden N 3 m-
re (f*le?,) =0, vagyis f* € H+. Ez azt jelenti, hogy

H* = {f*|(f € L (R, %, uz)) A (nx([f # 0] N [-T/2,T/2]) = 0)}.
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Ebbél kovetkezik, hogy ha f € Z2(R, %, ur), akkor f® — (X(_rjormf)® € H*,
ezért az f* € H = H+ relacié maga utén vonja azt, hogy

/|f|2 dur = ”f.HiRQ = (f.|f.) = (f.‘(X[—T/2,T/2]f).) = /X[T/Q,T/Q] ’f|2 dpr;
R R

amib6l kovetkezik, hogy ux([f # 0] N (R \ [-7/2,T7/2])) = 0. Megforditva,
ha f € ZER, % pr) és pi(lf # 0N R\ [-T/2,T/2])) = 0, akkor f =
Xey(—7/2.72] teljesil R-en pg-majdnem mindentitt, és minden ¢g* € H L elemre
pr(lg # 01N [=T/2,T/2]) = 0, vagyis g = X_;,5.1,59 teljesiil R-en pg-majdnem
mindeniitt, igy fg = 0 teljesiil R-en pgr-majdnem mindentitt, vagyis (f*®|g®) = 0,
ami azt jelenti, hogy f* € Ht+ = H.

b) Ha H az {e?,|m € N} halmaz altal generalt zart lineéris altér L2 (R, Zg, ug)-ben,
akkor az a) alapjan minden f € ZF(R, %, ur) esetén Py (f*) = (X\_1/5.0/9f)
fgy ha pg([f # 0N (R\ [-T/2,T/2])) = 0, akkor f* = (X_1 /575 f)°- EbbSl mar
kovetkezik a b) &llitds, ha a Riesz-Fischer-tételt és az absztrakt Fourier-sorokra
(f*len)

eI

[ ]
b

vonatkozé ismereteket alkalmazzuk a konrét E ey, Fourier-sorra.

meN

c) Legyen n € N* rogzitett. Ha s € R olyan, hogy e # 1 (vagyis % ¢ 7.), akkor

1 n 1 n 1 n eikws + e—ikws
5 T D cos(hws) = —2 + ) cos(kws) = —3 + D ; _
k=1 k=0 k=0
1 1/1— i(n+1)ws 1— —i(n+1)ws 1sin ((n + Ly ous T
Sy (e S _ Lein(( " 3) ) _Tps),
2 2 1 —ews 1 —e~ws 2  s€in (§ws) 2
és ha e™® =1 (vagyis % € Z), akkor
1 < 1 T
5 + Zcos(kws) =n+ 3= EDn(s).

k=1

Ez azt jelenti, hogy minden R > s-re

Nyilvanvalo tovabba, hogy a D, figgvény paros. Ezért minden R > t-re, a
(cr(f))ken és (sk(f))ken vektorsorozatok értelmezése, a Lebesgue-mérték transz-
lacié-invarianciaja, és az f fiiggvény T szerinti periodikussdga alapjan

# + Z (cr(f) cos(kwt) + si(f)sin(kwt)) =
k=1
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T/2

=5 / < -I-Zcoskwt—t))d,uR / FEYDp(t —t') dur(t') =
7T/2 —-T/2
—t+T/2 T/2
/ f(t+ s)Dy(s) dur(s / f(t+ s)Dy(s) dur(s)
—t—T/2 ~T/2

d) Legyenek t € R és z € F olyanok, hogy a
flt+s)+ ft—s) =22z
g R—=F; s— s ha s #0,
0 ;has=0

fliggvény ur-integralhaté a 0 valamely kornyezetén. Ha n € N, akkor a D,, fiiggvény
parossaga miatt

T/2 T/2
/f(t+S)D ) du(s /ft—s () dug(s),
—T/2 —T/2

ezért a c) és a Dirichlet-féle magfliggvény definiciéja alapjan

T/2
) cos(kwt) + sk (f) sin(kwt)) / f(t+5)Dy(s) dur(s) —z =
~T/2
T/2 T/2 T/2
/ f(t45)Dn(s)dpr(s / f(t=s)Dy(s)dpr(s)— / 22Dy (s)dpr(s)
—T/2 ~T/2 ~T/2

T/2

:% /(f(t+s)+f(t—s)—2Z) n(8)dpr(s) =

—T/2
i ™ (e 3) er) et -
T/2

= %T//Q % sin ((n + %) ws) dur(s).

Az R — R; s+ sinc (ws) fiiggvény a [—T'/2,T/2] intervallumon pozitiv és ezen a

T/2

SR A

~T/2

|>—l

f\w
MIH

halmazon majoralja a sinc (g) > 0 szamot. Ezért a g;-re vonatkozo integralhato-
sagi hipotézis alapjan az
g¢(s)
R—F; s+— smc(% s)
0 shas ¢ [-1/2,T/2]

;ha s e [-T/2,T/2],
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fliggvény Lebesgue-integralhaté. Ebbél a 4. gyakorlat a) pontja szerint kovetkezik,

hogy
T/2

1
lim Lf) sin ((n + 5) ws) dugr(s) =0,
n—o0 sinc (3ws)
~T/2
amit bizonyitani kellett.
e) Az (i)=(ii)=-(iii), valamint (i)=-(ii)=(iv)=-(v) implikacidk kénnyen igazolhatdk.
Minden s € R\ {0} esetén

fE+s)+fE—s)—2f() _ flt+s)—f() [flt—s)—f({F)

- - 9

S S —S

ezért a Dini-feltételb6l (vagyis a (iii)-bol) kovetkezik a d)-ben megfogalmazott
tulajdonsig a t € R pontra és a z := f(t) vektorra.

Tovabba, minden s € R\ {0} esetén

ft+s)+ f(t—s)

. <f(t+0);f(t—0))

S

ft4s) = f(t+0)  flt—s) = f(t=0)

S S

Y

”

ezért az egyoldali Dini-feltételbdl (vagyis (v)-bdl) kovetkezik a d)-ben megfogal-
f(E+0)+ f(t-0)

mazott tulajdonsdg a t € R pontra és a z := 5 vektorra.)

6. (Klasszikus egydimenzios komplex Fourier-sorok.) Legyen T € R* rogzitett szdm
és w:=27/T. Minden N > k-ra legyen

€2k+1 1= X(_1 o1/ TP O (i(k + 1)widg),

€2k 1= X|_p/g.1/9 TP 0 (—ikwidg).

Az (e )men fiiggvénysorozatot (1" paraméterti) komplez trigonometrikus rend-

szernek nevezzik.

a) Az (ey,)men fiiggvénysorozat L2(R, Zr, ur)-ben halad, és (€?,)men ortogondlis
sorozat az LZ(R, Zg, ur) komplex Hilbert-térben, tovabbd az {e$,|m € N} halmaz
dltal generdlt zart linedris altér LZ (R, Zg, ur)-ben egyenld az

{f* 1 (f € ZER %, ur)) A (i ([f # 01N (R\ [-T/2,T/2])) = 0)}

halmazzal. (Itt, és a tovabbiakban f € 2 (R, Zr, pr) esetén f* jeloli az f fliggvény
ekvivalencia-osztalydt L (R, Zg, ug)-ben.)

b) Legyen f € £2(R, %r, pr) olyan fiiggvény, hogy uk ([f # OJN(R\[-T/2,T/2])) =
0. Ekkor minden k € Z esetén jél értelmezett a

T/2

alfimg [ FO (e

~T/2
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szam, és a
n
g X(_ 1272 2k (f)Exp o (ikw.idg)
k=—n neN
fiiggvénysorozat konvergens a | - [[ . , félnorma szerint, valamint

f. - nh_}l’folo ( Z X[*T/2,T/2] Zk(f)Exp o (lszdR)>
k=—n

teljesill az LZ(R, Zg, ur) normaja szerint, vagyis

T/2 2

f(t) - Z Xi—7/2,7/2 Zk(f>eikWt

k=—n

lim dur(t) = 0.

n—oo
—T/2

Tovabba, 1étezik olyan ¢ : N — N szigortian monoton nové fiiggvény, hogy ug-
magjdnem minden t € [—T/2,T /2] esetén

n
. ikwt
FO) = M > X gy 2n(e

k=—n

teljestil. Ezenkiviil fennall a

n

o [ i = ST )P
R

k=—n

egyenl6ség. (Megjegyezziik, hogy a

( > z(f)Eapo (ikwidR))
neN

k=—n

fliggvénysorozatot az f fliggvény komplex trigonometrikus Fourier-sordnak nevez-
ziik.)

c) Legyen F komplex Banach-tér és f : R — F olyan T szerint periodikus fiiggvény,
hogy X _r/ar/of € LE(R, Zr, ur). Ekkor minden k € Z esetén jol értelmezett a

T/2

alhimg [ FO (e

—T/2

vektor. (Megjegyezziik, hogy ekkor is a

( > z(f)Bapo (isz’dR))
neN

k=—n
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vektorfiiggvény-sorozatot az f fiiggvény komplex trigonometrikus Fourier-sordnak
nevezziik.) Minden n € N és ¢t € R esetén

. T/2
S et = [ 1+ 9)Du(s) xs),
k=—n —T/2

ahol D, : R — R az 5. gyakorlat ¢) pontjdban bevezetett n-edik Dirichlet-féle
magfiiggvény.

d) Legyen F' komplex Banach-tér és f : R — F olyan T szerint periodikus fiiggvény,
hogy X /5.2 € LR, Zr, ur). Ha a t € R ponthoz van olyan z € F, hogy az

ft+s)+ f(t—s)—2z
R—F s . ; ha s #£ 0,
0 ;has=0

fiiggvény pg-integralhaté a 0 valamely kornyezetén, akkor az f fiiggvény komplex
trigonometrikus Fourier-sora konvergens a ¢t pontban és

n

lim E 2p (et = 2.
n—oo
k=—n

e) Legyen F' komplex Banach-tér és f : R — F olyan T szerint periodikus fiiggvény,
hogy X, 1 /0.0/nf € Lp(R, #r, ur). Hat € R és f-re teljesiil a t pontban a Dini-
feltétel (5. gyakorlat), akkor az f fliggvény komplex trigonometrikus Fourier-sora
konvergens a t pontban és

n

Tim Yz (f)e™ = f(1).
k=—n

Ha az egyoldali Dini-feltétel teljesiil a ¢ € R pontban az f fiiggvényre (5. gyakorlat),
akkor az f fiiggvény komplex trigonometrikus Fourier-sora konvergens a ¢ pontban
és
n
. zkwt_f(t+0)+f(t_0)
nlingo Z zi(f)e™" = 5 .

k=—n

(Megjegyezziik, hogy t € R esetén a

n

lim Z 2 (f)etket

n—oo

k=—n
hatarértéket szokas a
o0
Z 2k ( f) eikwt
k=—o0

szimbdélummal is jel6lni minden olyan ¢ € R pontban, ahol létezik a hatarérték.)
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7. (Klasszikus ortogondlis polinomok.) Ha p € £3 (R, %r, pur) olyan pozitiv fiige-
vény, hogy minden N > k-ra idk € £ (R, %Zr,pur), akkor azt mondjuk, hogy p
sulyfigguény (a Lebesgue-mérték szerint).

a) Egy p : R — R, fiiggvény pontosan akkor silyfiiggvény, ha minden N > k-ra
idkp € L3 (R, Zr,pur) (IX. fejezet, 8. pont, 11. gyakorlat). Ha p : R — Ry
sulyfiiggvény, akkor a pur : Zr — Ry mérték korldtos, és minden ) : R — R
polinomidlis fiiggvényre Q € Z2 (R, Zg, pur)-

b) Legyen p : R — R, stlyfiiggvény. Ekkor az ((id%)®)ren sorozat linedrisan
fiiggetlen az L%(R,%w,pur) valés Hilbert-térben. Tovébbd, létezik olyan R —
R polinomidlis fiiggvényekbdl allé (Py)ren sorozat, hogy (Pp)ren egyenld az
((idE)®*)ken sorozat Gram-Schmidt-ortogonalizaltjival az L2 (R, Zg, pur) Hilbert-
térben; ezt a (Pp)ken polinomialisfiiggvény-sorozatot a p sulyfiiggvény szerint
ortogondlis polinomsorozatnak nevezzik.

c) A p silyfliggvény vélasztasa szerint a kovetkezd nevezetes klasszikus ortogonélis
polinomsorozatokat értelmezhetjiik.

- p:=1idj_y [ esetén a Legendre- vagy szférikus polinomok.

_1
-pi= (1 — id]%{)A * X,_,, esetén a A-paraméterti Gegenbauer- vagy ultraszférikus
polinomok, ahol X €] —1/2, — [ valés szam.
-p:=(1—idr)*(1 —idR)ﬁX],lyl[ esetén az (a, ()-paraméterti Jacobi-polinomok, ahol
a,fe€l—1,— 1.
-p:=expo (—idﬂi) esetén a Hermit-polinomok.

1

- p — —_—
V1—id3

-pi=4/1— idﬁx]im[ esetén az mdasodfaji Csebisev-polinomok.

Ellenérizziik, hogy ezek valéban sulyfiiggvények, vagyis olyan pozitiv Lebesque-

integralhaté fiiggvények, hogy minden N > k-ra idf € 43 (R, %g,pur). Vegyik

észre, hogy a Legendre-, Gegenbauer- és Csebisev-polinomok specidlis Jacobi-

polinomok!

X1 esetén az elsdfaji Csebisev-polinomok.

8. Legyen F normadlt tér. Egy FE-ben haladé (z;);c; rendszert szummdlhatonak
neveziink, ha létezik olyan x € FE, hogy minden Rt > e-hoz létezik olyan
K C I véges halmaz, amelyre minden J C I véges halmazra, ha K C J, akkor

ZL‘—E xT;

ieJ

<e&.

a) Ha az E-ben halad6 (z;);c; rendszer szummalhaté, akkor egyetlen olyan x € F
vektor létezik, hogy minden R* 3 e-hoz létezik olyan K C I véges halmaz, amelyre

ZIZ‘—E xI;

ieJ

minden J C [ véges halmazra, ha K C J, akkor < e. Ezt az x vektort

az (z;);c; szummalhaté rendszer dsszegének nevezzik, és a le szimbdélummal
i1
jeloljiik.
b) Ha (x;);es olyan rendszer E-ben, hogy az Iy := {i € I|z; # 0} halmaz véges,
akkor az (z;);er rendszer szummaélhato, és Zmz = Z x;. Ha (zj)ren olyan E-
i,] iel()
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ben haladé sorozat, hogy a E xy sor abszolut konvergens és konvergens, akkor az
keN

[o.@]
(zk)ren rendszer szummalhaté, és Zxk = Zxk Azonban egy szummaélhaté
k,N k=0
sorozathoz asszocialt sor nem sziikségképpen abszolut konvergens, még akkor sem,
ha E teljes.

c) Legyen (x;);cr egy E-ben halad6 rendszer, és tekintsiik a kdvetkez6 éllitdsokat.
(i) Az (x;);er rendszer szummalhato.

(ii) Minden R* > e-hoz létezik olyan K C I véges halmaz, hogy minden H C [
>
icH
(ii)" Minden R* 3 e-hoz létezik olyan K C I véges halmaz, hogy minden J,J" C T

in_zxi‘

ieJ ieJ’

véges halmazra, ha K N H = (), akkor < e.

véges halmazra, ha K C J és K C J’, akkor < e.

(iii) Minden R* > e-hoz létezik olyan K C I véges halmaz, hogy minden i € I \ K

esetén |lz;|| < e.

(iv) Az {i € I|x; # 0} halmaz megszamlalhato.

Ekkor teljesiilne