ANALIZIS 2. I. zarthelyi 2022. marcius 31.
Mérnokinformatikus szak [-varians Megoldasok

1. feladat (18 pont)
Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet. (A megoldast elég implicit alakban megadni.)

,_yn’(y)
x2—2x—3

Mo. Szeperalhato differencidlegynlet, y = 1 megoldas (2p) . A tanult modszerrel:

dy _ yln*ly) /

dz 22-2x-3
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dy= | =————=dz (2
y1In’(y) Y / 22 —2r -3 (2p)

Az egyenlGség bal oldala:

1 1
/ i W gy T (@R (6p)

Az egyenl@ség jobb oldala:

/Wlx_?’dx:/(%—?);(val) de (2p)

Parciélis tortekre bontassal:

1 A B Az + 1)+ B(z — 3)

(z-3)(z+1) T—3 141 (z —3)(z +1)
Ebbél pedig A = }1, B = _711 adodik (2p) .
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1. (=3
:len +1‘+Cg (Cy eR) (2p)
Tehat a megoldésok:
1 1. (z—-3
=1 — =_1 R) (2
Y és n(y) 4nx+1’+0 (CeR) (2p)

2. feladat (20 pont)
Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték-problémat.

y — 2y
T+ 4

— (@4 (rE—4),  y(=3) =2




Mo. Inhomogén linearis egyenlet, a hozza tartozé6 homogén egyenlet:

y-—L=0 = ) =Cla+47 (CER,zeR\{-4}) (6p)

(Megoldva szeparalhatoként, vagy a megoldas altalanos alakjanak ismeretébdl.)

Az inhomogén egyenlet megoldasa: keressiik a megoldést y(z) = c(z)(z+4)? alakban
(ahol ¢ egy R ~— R differencialhato fiiggvény) (1p) .

Behelyettestve a differencidlegyenletbe:
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y' (@)
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y(z)
z+4

d(x)(x +4) + 2c(x)(z +4) —2c(z) (v +4) =" (x +4)° (2p)

Ebbdl pedig ¢ (z) = e”(z + 4). Parcialis integralassal
/ex(x+4)dx: e’(x+4) —/exdx: e"(x+3)+D (DeR) (4p),

tehat a D = 0 valasztéasssal c(x) := e"(z + 3), igy az inhomogén egyenlet egy
partikuaris megoldasa:

Vip(x) = c(z)(z +4)* = e"(z + 3)(z +4)* (1p)
Amibdl az altalanos megoldas:

(1

Yia(T) = Yip(z)+yna(z) ) e (x+3)(z+4)?+C(x+4)* (C R,z cR\{-4})

Jelolje y a kezdeti feltételt kielégité megoldast. g(—3) =2 — C =2 (1p),
azaz
g(r) =e"(z+3)(x +4)? +2(x +4)* (CeR, x> —-4) (2p)

3. feladat (22 pont)
Adjuk meg az alabbi differencidlegyenlet altalanos megoldasat.

y" + 4y + 3y = 10e** + 18z

Mo. Harmadrendd, linearis allando egyiitthatos, inhomogén egyenlet. A homogén egyen-
lethez tartozo karakterisztikus egyenlet:

M4 +30=0 (2p),



gyokei: Ay =0, Ay = —1, Ay = =3 (2p) . Ebbdl a homogén egyenlet altaléanos
megoldasa:

yh,é(x) = Cl + 026_:0 + 036_396 (.T € R, Cl, CQ, 03 S R) (4p)

Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat keressiik az y(z) = Ae**+Bx+C
alak (rezonancia) (2p) helyett y(z) = Ae** + Bx? 4+ Cz alakban (2p) (x € R,
A, B,C € R). Derivalva haromszor (3p) :

(z) = Ae* + Ba* + Cx |-0
Y () = 24e* + 2Bz + C |- 3
y'(z) = 4Ae* + 2B | -4
y/”<$):8A€2x |1

Behelyettesitve a differencidlegyenletbe:

1
304e¢* +6Bx+304+8B = 10e**+18x (2p) — A= 3 B=3,C=-8 (2p),
tehat az inhomogén egyenlet egy partikuléris megoldasa:

1
Yip(x) = 56% +322 -8 (r€R) (1p)

A differencialegynlet altalanos megoldésa:
Yia(T) = Yip(r) + yna(z) =
1
= §€QI + 32?2 — 8z + O+ Coe™ + C’36_Sz (I eR, C1,0,,C5 € R) (Zp)

4. feladat (8-+8-+8=24 pont)
Konvergensek-e az alabbi sorok?

0 Yl ax(Bh) ox(En) e

neNt neN

(="

Mo. a) Legyen a, := ————
) Legy n2In*(n + 1)

(n € NT).
Elsd megoldds.

1
o < (han>2) (4p)



ésa n—12 numerikus sor konvergens (1p) , tehat a majorans kritérium alapjan
neNt
> a, abszolut konvergens (2p) , kovetkezésképpen konvergens (1p) .

neN+

Mdsodik megoldds. A > a, sor alternal (1p) , az (ﬁ)
neN+ i n(nt) Jnen
noton cstkkens (3p) (hiszen egy nemnegativ monoton névs sorozat reciproka), és

0-hoz tart (2p) , tehéat a Leibniz-kritérium alapjan > a, konvergens (2p) .

neNt

sorozat mo-

n?+1
n?+2

b) Legyen b, := ( )n (neN).

2 n? 1\
n (2p) (1 +1 (2p) (1-+-n2) n—oo € 1
bn—(nz—H) = e o<1 (1p)

(1+ )" @8 ©

tehat a gyokkritérium alapjan »_ b, konvergens (2p) .
neN

n?+1 ")
¢) Legyen ¢, := -— (neN).
) Legy "3) o (Em
Elsé megoldds. Minden n € N esetén

0<c,<b, (4p),

tehat a b) rész és a majorans kritérium alapjan (2p),a > ¢, sor konvergens (2p)
neN

Madsodik megoldds. Minden n € N esetén

|
0<c, <— (3p),
nn

ésa . T’L‘—T'L sor konvergens (3p) (hanyadoskritériummal, vagy mert szerepelt el6-
neN
adéason), igy majorans kritérium alapjan a »_ ¢, sor konvergens (2p) .
neN

5. feladat (6+10=16 pont)

a) Mikor neveziink egy numerikus sort abszolut konvergensnek? Mi a kapcsolat egy sor
konvergencidja és abszolut konvergenciaja kozott?

b) Konvergens-e a

n!
Z (=1)* (2n + 1)nn

numerikus sor?




Mo. a) A > a, numerikus sor abszolut konvergens, ha a > |a,| sor konvergens. (3p)
neN neN
Minden abszolit konvergens sor konvergens. (3p)

b) Elsé megoldds. Legyen a, := (—1)”(2nfi)nn (n € N). Vizsgaljuk a > a, sor
neN

abszolut konvergenciajat (3p) :

lani1] (n+1)! (2n + 1)n™

lan]  Cn+3)(n+ 1) nl
(2p) (n+1)(2n+1).< n )"Hool
e

=3
2n+3)(n+1) \n+1) (p)

<1,

tehat a hanyadoskritérium alapjan a > a, sor abszolut konvergens (1p) , kovet-
neN
kezésképpen konvergens (2p) .

Masodik megoldds. Legyen a, := (—1)"=2%— (n € N). A Y a, sor alternal

(2n+1)n" =
(1p) , '
n. N—00
n — 0 (2p),
@] (2n + 1)n» (2p)
lansa| (n+1)! ~(2n+Dn"
lan] (204 3)(n + 1)nt1 n! B

2p) (n+1)(2n+1)
 2n+3)(n+1)

() <1 wew @),

azaz (|ap|)neny monoton csokkens (1p) . Tehat a Leibniz-kritérium alapjan > a,
neN
konvergens (2p) .

IMSc feladat (15 IMSc pont) Adjunk példat olyan pozitiv tagi konvergens sorra,
amelynek konvergenciajat a hanyadoskritériummal nem tudjuk eldonteni, a gyokkritéri-
ummal viszont igen. Indokoljunk!

(Segitség: keressiink olyan ) a, numerikus sort, amelyre teljesiilnek a limsup {/a, < 1,

neN n—00

il > 1 egyenl6tlenségek.)

an

lim inf #+ < 1 és lim sup
n—roo " n—00

Mo. Legyen példaul

1
— , han € N és n péros,

2n

) (5p)
el ha n € N és n paratlan.



Ekkor az (:l/an)neN sorozat torlodasi pontjai: % és % (2p) , tehat

1
limsupa, = 5 < 1 (1p)

n—oo

tehat a gyokkritérium alapjan a > a, sor konvergens (2p) . Ugyanakkor

neN
1 /2\n 4 2
- 3 (3) , han € N és n paros,
= n (3p)7
Qn 1(23)" ,han €N és n paratlan.

tehat lim sup “2* = +o00 és liminf = = 0 (2p) , tehat a hanyadoskritérium nem
n—00 " n—oo  n
alkalmazhato a ) a, sorra.

neN




