Linearis rekurzio

Definicié. Legyen Nyp = NU {0}, k € N és F : R* — R. Ekkor az
f(n) =F(f(n—1),f(n—2),...,f(n —k)) (n>k)

formulat (k-adrendi) rekurzionak nevezziik.
Egy rekurzi6 egy f : Ny — R megoldésat rekurzioval adott sorozatnak, vagy réviden rekurziv sorozat-

nak nevezzik.
k

Ha F(xy,z9,...,23) = Z a;x;, ahol ay, aq, ..., ar € R adottak, akkor linearis rekurziérol beszéliink.
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Ekkor

a; f(n —1).
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Tétel. Eqy k-adrendd linedris rekurzio megolddsainak halmaza k dimenzids linedris tér.

Bizonyitdas. ElGszor megmutatjuk, hogy linearis tér. Ehhez be kell 1atni, hogy ha f és g megoldasok,
és c € R, akkor f 4+ g és cf is megoldas.
Legyen n > k. Ekkor

k
(f+g)(n) =f(n)+g(n) = Y af(n—i)+) ag =Y alf(n—i)+gn—i)) = Y a;(f +g)(n—i)
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Mivel £(0),f(1),...,f(k — 1) egyértelmtien meghatarozza a megoldast, a megoldastér valoban k
dimenzios.

Megjegyzés. A megoldastér egy bazisat alaprendszernek nevezzik.

Fibonacci-sorozat.
Legyen adott f(0) és f(1). Definialjuk az f sorozatot a kévetkezs (masodrendd, linearis) rekurzio-
val, minden n > 1-e:

f(n) =f(n—1)+f(n —2).
Ha példaul £(0) = 0 és f(1) = 1, akkor a sorozat els6 néhany eleme: 0,1,1,2,3,5,8,13,....

Sejtés: keressiik a rekurzio feloldasat f(n) = ¢™ alakban.
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Megoldés tehét a qf és a ¢ sorozat. Az el6z6 tétel szerint ezek linearis kombinacidja is megoldas
lesz. S&t, mivel q; # ¢o, ezért minden megoldés ezek linearis kombinécidja lesz.

Ekkor ¢" = ¢"' + ¢"2, azaz ha q # 0, akkor ¢* =g+ 1, {gy 12 =

Allitas. Az dsszes megolddsok halmaza:
{f : Ny — R|Je1,c2 € R:f(n) = 147 + c2g3 }-
Ha példaul £(0) = 0 és (1) = 1, akkor

c1+c = 0
ciqr +coqp = 1



miatt

és igy a sorozatL

Megjegyzés. Altalaban, az
f(k) =a1f(k—1)+axf(k—2)+ -+ a,f(k —n) (k >n)

n-edrendii linearis rekurzi6 alaprendszerét a ¢" = a1¢" 4+ apq" 2 + - - - +a,, karakterisztikus egyenlet

segitségével hatarozzuk meg.
n

Nevezetesen, ha q egy m-szeres valos gyoke a ¢" — Z a;q"" karakterisztikus polinomnak, akkor
i=1
az alaprendszer hozzatartozo elemei: ¢, ng",...,n™ q.
Ha pedig o + (3i egy m-szeres nem valos gyokpar (5 # 0), akkor az alaprendszer hozzatartozo

elemei: n*((a+B3i)"+ (a—Bi)") és n*i((a+ Bi)" — (a— Bi)"), ahol k lehetséges értékei 0,1,...,m—1.



