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1. Bevezeto

1.1. Az n-dimenzios euklideszi tér

e R™: rendezett szam n-esek tere: x = (z1,x9,...,2,) € R

@ R" lineéris tér a vektor osszeadasra illetve a vektor skalarral valé szorzasara nézve.
n
o Skaldris szorzat: (z |y) = (z,y) = E Y
i=1

(T) A fenti definicié kielégiti a skaldris szorzat axiémait (R™-et ezért cuklideszi térnek
nevezzik).

e Norma: a skaldris szorzat altal generdlt normat hasznéljuk (amit abszolit értéknek vagy
hosszisagnak neveziink):

Tehat R™ metrikus tér (olyan linedris tér, amelyben van tavolsag).

Az alédbbi vektorok paronként merélegesek egymésra (skaldris szorzatuk nulla), igy linedrisan
fliggetlenek:
gk:<0707"'71707'-->0)ER”, k:1,2,...,n.

egységnyi hosszisaguak és kifeszitik a teret (ortonormalt bazist alkotnak):

n
T = T18) + T2€y + Tne, = E TkEy,
k=1

n

L= Z(Ea er) €

k=1

Tehat R™ n-dimenzids linedris tér, amelyet n-dimenziés euklideszi térnek neveziink (R™ = E”
jelolés is szokasos).
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1.2. Néhany definicié

Kérnyezet: K,, = K(a,r) (Ha r-nek nincs jelentésége: K,)
acR" reR"T
Kop ={z:2 €R" o(z,0) <1}

n=1: (a —r,a+ r) nyilt intervallum; n = 2 esetén: nyilt korlap
n = 3: a kdzépponti gomb (belseje); n > 3: n dimenziés gdmb

Atszirt kornyezet: KM

Ko = Kor \ {a}

Korldtos halmaz: A C R"; 3R, hogy Va € A-ra o(z,0) < R
(Az A Osszes pontja egyetlen R sugarti gombbe foglalhatd.)

©

1.) Az A C R"nek a b belsd pontja, ha 3K, K, C A
2.) Az A C R™nek a k kiilsé pontja, ha 3K;: KzNA=10

3.) A C R™nek a h hatdrpontja, ha VEK-ra: Ky, NA#(és KN (R™\ A) # 0

@ front A: A hatara: a hatarpontok Osszessége.
(D) intA: A belsé pontjainak halmaza

@ A C R™ nyilt halmaz, ha minden pontjanak létezik olyan kornyezete, amely része A-nak

(minden pontja bels6 pont).

@ A C R"™ zart halmaz, ha a komplementere nyilt halmaz.

@ Torloddsi pont:
c torlodasi pontja az A C R™ végtelen elemii halmaznak, ha VK, kornyezetre:

K N (A\{c}h) #0

Tehét c-nek V kornyezetében van A-beli elem (c-tél kiillonboz6, ¢ € A nem sziikséges).
Bebizonyithat6, hogy az R™ beli zart halmazok az Osszes hatarpontjukat tartalmazzak

tovabba az A C R™ a.cs.a. zart, ha az Osszes torlédasi pontjat tartalmazza.

Igaz a Cantor axiéma &ltaldanositasa:

@ Egymasba skatulyazott korlatos és zart halmazok metszete nem iires.

Az R™ beli korlatos és zart halmazok kitiintetett szerepiiek, kiilon neviik van.

@ ’]R"—ben a korlatos és zart halmazokat kompakt halmazoknak nevezziik.

© Konya I. — Fritz Jné — Gyéri S. 2 v2.1



Bebizonyithat6 a Bolzano—Weierstrass tétel dltalanositasa:

@ Korlatos végtelen elemii ponthalmaznak mindig van torlodasi pontja.

a és b pontokat dsszekotd folytonos it (gorbe): gqp

Jop ={z 2z €R" z =)= (o1(t),...,a(t); @r € Clg ©la)=a, ¢(B)=1b}

(p: [a,B] = R*:  vektor — skaldr fliggvény (vektort rendel skaldrhoz).)

a, b pontokat 0sszekotd szakasz: lqyp

l@v

1S

={z:z=a+tlb—a); t€]0,1} (Altaldnositds a 3 dimenziébdl)

Tehét 2(0) = a, z(1) =b (Az el6z6 specidlis esete.)

A C R"™ dsszefiiggd, ha Va,b € A-ra a és b 6sszekotheté halmazbeli folytonos tttal.

A C R" konver, ha barmely két pontjaval egylitt az azokat 0sszekotd szakaszt is tartalmazza,
tehat
Va,be A-ra: a+tlb—a)€e A, ha 0<t<1.

Atfogalmazva:
a+tlb—a)=(1—-tla+thb=aa+pbe A, ahola+p=1 é pBe€l0,]1]

1.3. Pontsorozatok

() 0 Z1,Z9,..., Ly, ... z, € R"

O | lim 2, =a|, ha Ve>0-hoz IN(e):

k—oo

z, € K,-, ha k> N(e).
(Vagyis o(zy,a) = |z, — a| = ||z, — a|| < e, ha k> N(eg). Tehat kh_)rgo |z, —a| =0.)

(D) (Koordindtdnkénti konvergencia,)

ik:(xkla-"kan); k€N+; Q:<a17"'7an)
lim z,=a <<= lim zp =a;; 1=1,2,....n
k— o0 k— o0
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a.) =
|2k — ail = /(2 — @;)? < ([ D (xnj —aj)? = |z, —a| <e, hak> N(e)
=t = Eztvtudjuk.
Tehdt Vi-re |xg —a;| <e, ha k> N(e)
b.) «—:
|z —a;] <e*, hak>N(*) i=1,2,...,n teljestl

n n
|§k—Q’:\/Z|$m—ai|2< \/25*2:\/55*:5, ha k> N(g%)
i=1 i=1 ~~
konstans (a tér dimenzidja)

Tehat az algoritmus:

e-hoz kapjuk e*-ot: &* := £ és ehhez meghatarozunk egy olyan N (e*) kiiszobindexet,
n

mely minden k-ra jo, tehat minden koordinatanként kapott pontsorozathoz megfelel. Ez
lesz a keresett kiiszobindex.

2. Tobbvaltozoés fuggvény

e Fogalma (skalar — vektor fiiggvény):

o Kétvaltozos fliggvény szemléltetése

Az egyvaltozds fliggvényt egy gorbeként dbrazolhattuk, a kétvaltozos fliggvényt egy
feliilettel szemléltethetjiik. Ezt a Hy felilletet f grafikonjanak nevezziik:

Ho=A{(z,y,2) : (z,y) € Dy, z = f(a,y)} = graf |
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&9
X X
2.1 4bra 2.2 dbra
4114 (& C . p .
Példdul az f(z,y) =c— -z — Y fliggvény grafikonja a
a
z:c—Ex—Ey feliilet, azaz d + Y + £ ,
a b a b c
tehét egy olyan sikrél van szd, amely az x,y, z tengelyeket rendre az (a,0,0),

(0,b,0), (0,0,¢) pontokban metszi.
(A sik egyenlete: ny (z —x9) + 2 (y —yo) + N3 (2 — 29) = 0)

P
i

Y

2.3 abra

Ha megforgatjuk az (z,z) sikban 1évé z = f(z) gorbét a z tengely koriil, akkor a

2= ) = F(/ )

feliilethez jutunk.

© Konya I. — Fritz Jné — Gyéri S. 5 v2.1



2.4 dbra

(

%, 4,$(r)

R%(r)
. >y
N

z=£(0) , re/‘——,ﬁf «

2.5 abra 2.6 abra

Példdul a 2z = 2% + 1 gorbének a z tengely koriili megforgatdsdval a

z:(\/m)2+1:x2+y2+1

felillethez jutunk (forgdsi paraboloid).
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r
X Z TENGELYU FopcAcreriler

2.7 dbra

Az f(x,y) = /2? + y? grafikonja a z = /22 + y? felilet, ami a z = \/x gorbe =z

tengely koriili forgatasaval keletkezett.

;(u,ﬂ’)g 4V B 'y-’—
S k4

/k

0 X

2.8 abra

e Szintalakzatok. .....

e Abrazolss.
ar +by+cz=d
z:x2—|—y2; z:—x2—y2; z:6+x2+y2; z:6—x2—y2

2= /x2+y2; 22:x2+y2
x Y z
Ay 2 =R =R oyt s =

r=ay;, z=y>—a°

L. el6adas ill. gyakorlat.
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3. Hatarérték, folytonossag

’

@ f:Dy—R, Dy CR"™ m—valtozds fiiggvénynek az a-ban a hatarértéke b,
jelolésben:
lim f(z) =0,

ha o
1.) a torlédasi pontja  Dj-nek,
2.) Ve > 0-hoz 34(¢) > 0, hogy

ha 2z € Dy és 0<o(z,a)=|z—al <9, akkor |f(z)—bl<ce
Z G B

gekgygﬂDf f(z)eKbﬁs

@ |lim f(z) =b <= Vaz,—a (z, € Ds\{a}) pontsorozatra f(z,) b (-B)

z—a

@ f:Dy—R, Dy CR™ m—valtozds fliggvény folytonos az a-ban, ha
1) ac Df ,
2.) a torlédasi pontja  Dg-nek,

3.) lim f(z) = f(a) .

z—a

Az atviteli elv segitségével bizonyithatd az alabbi tétel:

@ Ha f és g folytonos az a € Dy N D, pontban és a torlédasi pontja Dy N D, -nek,

akkor
f + g folytonos az a € Dy N D, pontban,

- g folytonos az a € Dy N D, pontban,
g Y f g P

ha g(a) # 0, akkor f folytonos az a € Dy N D, pontban.
g
(—B)

f(z,y) =y folytonos a = (a,b)-ben.

Ugyanis
1f(z,y) = fla, D) =]y =0l =/ (y—0?<+/(r—a)+(y—b?<e,ha |z —ga|<e,

azaz  0(g) = € valaszthato.
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Hasonldan lathaté, hogy az f(x,y) = = is folytonos a = (a,b)-ben, illetve hogy f(z) = z;
folytonos a-ban, 1 =1,2,...,n.

@ A fenti tételbdl kovetkezik, hogy 2™, y* valamint 2™ - y* is folytonosak és igy

ezek konstansszorosai, Osszegei is folytonosak. Tehdt az m-edfoki, k valtozés polinomok
folytonosak.
Példaul a
pa(,y, 2) = 232 4+ bayz — 42% 4+ 6y — /2
hédromvaltozos, negyedfoku ( valtozoi sszességében ) polinom folytonos.

Az r(z) = b <<_>> (két polinom hanyadosa) raciondlis tort kifejezés is folytonos, ha a nevezd
Dr{x

nem nulla.

Hol folytonos az alabbi fiiggvény?

flay) = xf—fy? ha (x,y) # (0,0)
| 0, ha(z,y)=(0,0)

Megoldas:

Az el6z6 megjegyzéshol kovetkezik, hogy az f fiiggvény minden (x,y) # (0,0) pontban
folytonos, csak a (0,0) pontban kell vizsgalnunk. Ott az atviteli elv alapjan belathaté, hogy
a hatarérték nem létezik és igy a fliggvény a (0,0) pontban nem folytonos.

xn — 0, y, = x, pontsorozat mentén a fiiggvény

£ ) Tnln Tply, 1
TnyYn) = - - 3
TR T a2

mig az x, — 0, y, = 2z, pontsorozat mentén a fiiggvény

T2, 2
f(ffmyn) = m - 5

A tételben szereplé b nem lehet egyszerre 1/2 és 2/5 is.

Ezt az okoskodast megfogalmazhatjuk tgy is, hogy az f fliggvényt az y = mazx mentén
vizsgalva az eredmény fiigg az m-tol, ezért a limesz nem létezik:

Tma m
lim T = lim f(x,mz) = lim =
(z,y)—(0,0), y=ma J(@.y) z—0 /(. ) =0 24+ m2zx2 1+ m?2

valéban fiigg az m -tol.
( Az el6bbi meggondolasban m = 1-et, illetve m = 2-t valasztottunk. )
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o

2%y
31 1 Ayt
flay) =4 20T

ha (z,y) # (0,0)

0 , ha(x,y)=1(0,0)

lim r,y) ="
(x,y)ﬂ(ovo)f( v)

Megoldés:
x =0 mentén: glJl_)I% f0,y)=0
x? 1
y = x mentén: illr(l) flz,x) = illr(l) T 7 40 = 7 ahatdrérték.
Vagy y = mx egyenesek mentén:
lim f(z,mz) = lim 35541125:143;4 = 3+m:m4 fiigg m-t6l = 3 a hatdrérték.

oD A liII(l) f(z,y) jelentése, hogy rogzitett y mellett x tart a nulldba, tehat a fliggvényt egy

x-tengellyel parhuzamos egyenes mentén vizsgaljuk.

2
o TEUEE

(zy,2)>0 T — 2+ Y

Megoldés:
2 2 2
lim Jim lim 222 i g, ST i 22 = 9
2—0 z—0 y—=0 * — 2 + 2y z—0 z—0 x — 2 z—0 —2
2
lim lim limw:lim lim Ty :hmle%—2
z—0 y—0 z2—0 r — 2 + Yy z—0 y—0 x + Yy z—0 T

= Nem létezik a hatarérték.

A fenti, igynevezett ismételt limeszek jelentése, hogy a tengelyekkel parhuzamos térottvonal
mentén vizsgaltuk a figgvényt. Ezért ha azonos értéket kaptunk volna, abbdl még nem
kovetkezne a hatarérték létezése. Példaul az x = vit, y = wvot, 2 = vst, t — 0 egyenes
mentén lehetne més a hatarérték.
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2 2
o g @y #0.0)
r,Y) =

0 , ha(z,y)=(0,0)

lim x,y) =7
(z,)—(0,0) f@:9)

Megoldas:  x, = 0, COS®n, Yn = 0n SINY,, @, tetsz., o, — 0  egy tetszbleges (0,0)-
hoz tarté pontsorozat. E mentén vizsgaljuk f(z,,y,) konvergencidjat:

203 cos g, sin® @,

lim 5 = lim 2g, cosp,sin®p, =0 = f(0,0),
On — 0 On On — 0 l korlatos
©n, tetsz. pn tetsz.

tehét f folytonos (0,0)-ban.

A hatarérték definiciéjaban alig okoz véltozéast, ha a fiiggvény R™-bsl RF-ba képez le.
Ilyenkor b helyett mindeniitt b-nek kell szerepelnie, ahol b € R*. Itt egy a € R™ képe
R¥-beli elem, ezért vektor és igy f(a)-val jeldljiik. (f(a) € R*.)

Az R™-bbl RF-ba leképezé fiiggvény jelolése:

S R™ — RF, vagy /e DiHRk, Dy CR™.

Osszetett fiiggvény

Ha az f fiiggvény R™-b8l R¥-ba  képez le és
ha a g fuggvény R¥-bsl R"-be  képez le, akkor
az go [ Osszetett fliggvény R™-bol R™-be képez le, mégpedig
(go f)la) =g(f(a)), a€R™.
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3.1.

Osszetett fuggvény folytonossaga

Legyen a belsé pontja Dy C R™-nek, f(a)=1>b belsd pontja Dy C R¥ -nak.
Dy RF, D; CR™
D, —R", D, CRF

fliggvény folytonos a-ban
fliggvény folytonos b = f(a)-ban, akkor
fliggvény folytonos a-ban,

(—B)

Példaul, ha egy folytonos egyvaltozés fliggvénybe folytonos kétvaltozos fiiggvényt helyette-
sftiink, akkor folytonos fiiggvényt kapunk. Ezért példdul az f(z,y) = sin(z + 2y*) minden
(x,y) —ban folytonos.

Feladatok:
2 3
1) lm ST g 6) lim —2 =7
(z4)—~(0.0) 3T — Y (z)—(00) 2%+ y?
, 2?2 + 92 3
2) lim ——— =7 7.)  lim Y
(2y)—(0.0) 2* —y ()= (0.0) 20+ y?
z3y sin 2%y
3. lim @ —————=7 8. lim =7
) (z.9)—=00) /22 4 y? ) (2y)—(00) 2?2 + y?
2.2
. IEQ + y? . -y
V _ 9 9. lim =7
+) (:c,yl)IH%o,o) x? +2y2 ) @)=00 T2y + (z — )’
: 2
x
5) lim L2 10) lim Yo
(2,9)—(0,0) 22+ y (z.y)—(0,0) %+ Yy
‘oo 2
311112: Y , hax#0
_ x
11) f(z,y) = S Hol folytonos?
L y , hazx=0
( 1
arctg m y ha ([E, y) 7é (07 0)
12.) f(z,y) = ¢ =7, hogy f mindeniitt folytonos legyen
\ ¢ , ha(z,y)=(0,0)
(X X J
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3.2. Bolzano tétel

(T) |Ha f folytonos a H dsszefiiggd nyilt halmazon és a,b € H; ¢ € [f(a), f(b)],
akkor

3§€H, hogy f()=c

Kossiik dssze a,b-t egy folytonos uttal. (Ilyen 3, mert a halmaz &sszefliggd. )

Jap: =)= (1), om(t); @t1) =a, ¢(t2) =0

Tekintsiik f(z)-et a gorbe mentén, igy egy egyvaltozés fiiggvényt kapunk:

h(t) = (fop)(t) = f (¢t) = f(e1(t), -, om(?))

Erre a fliggvényre igaz (Osszetett fliggvény folytonossiga):
heCp ., hit)=fla), h(t) = f(b)
[gy alkalmazhaté 14 az ,egyvéaltozés” Bolzano tétel = Ju € [t1, t2], hogy
h(u) = f(e1(u), ... om(u) = c.

Vagyis &= (¢1(u),...,om(u)) € H és f(§) =c.

@ zy legyen Dy belsé pontjal
[ folytonos z-ban, f(z,) >0 = 3 K, s, hogyitt f(z)>0
(—B)

3.3. Kompakt halmazon folytonos fiiggvények tulajdonsagai

Weierstrass 1. tétele:

(T) | H: kompakt halmaz és f € C% = f(H) is kompakt halmaz

(—B)

Weierstrass I1. tétele:

@ H: kompakt halmaz; f € C%. Ekkor f felveszi infimumdt és szuprémumat.
Tehat 3&,n € H, hogy

f© =sup{flz)y  f(n) = inf {f(z)}

xeH
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@ Egyenletes folytonossdag: f: D — R; D CR™

hogy

|f(£1)_f(£2)‘ <g, ha £1722€H és

f egyenletesen folytonos a H C D halmazon, ha V e > 0-hoz 3 §(e) > 0,

o(zy,2y) = |27 — 24| < ().

@ Kompakt halmazon folytonos fiiggvény ott egyenletesen folytonos.

(—B)

000
)
22y
ey | T W00
r,Y) =
0, ha (z,y) = (0,0)
B8.)
22y
regy | T W # 0.0
r,Y) =
0, ha (z,y) = (0,0)
a. lim r,y) ="
) eV
b.) Korlatos-e f az x? + y? < 1 halmazon?

Megoldas:
4 02 L2
a.) a.) lim On 08 90; i lim
©n tetsz. Yn tetsz.

tehat f folytonos (0,0)-ban.

b.) f folytonos az z* + y* < 1 kompakt halmazon = korlétos (Weierstrass I. t.).

B.) a.) Most az el6z6 médszer nehézkes. Inkabb:

xr = 0 mentén: lir% f(0,5)=0
y- . x?
Yy = x mentén: ig% flz,z) = glgli,% p

Vagy y = mz egyenesek mentén:

02 cos® p, sin® p, = 0 = £(0,0),
—— ——

korlatos

1
=3 # 0 = } a hatarérték.
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m2x4 2

m
lim = flige m-t6l = # a hatéarérték.
=0 x4 +mizt 14+ m 88 ?

b.) Most nem alkalmazhaté Weierstrass 1. tétele, mert a fiiggvény nem folytonos (0,0)-
ban.

1. megoldas:
2,2

2,2
1
0< f Y T < L Tehat korlatos.
Tyt T 2 atyt 2

szamtani—mértani kézép

2. megoldés:

Az y tengely mentén: f(0,y) =0, tehdt itt korldtos.
2

1+ m?

[_]ao<m2<1: 0< < =1
1—|—m4 1+0
2 1—|—m4

2 2 4. m _
I:Ialgm (m* < m*): 0§1+m4§1—|—m4_1
Fs £(0,0) = 0.

A fentiekbdl kovetkezik a korlatosséag.

Az y = mx egyenesek mentén: f(x,mx) =

m?2 1

a fliggvényérték allando

Feladatok:

L) f@y) = 5o b e) £0.0) & J0.0=0 T s+l <1

Folytonos-e a fiiggvény a T tartomanyon?

2
ry . .
2) f@.0) = 5o B (@) £ (0,0) & F0.00=0 T fa]+ ]y <1
a.) Folytonos-e a fiiggvény a T' tartomanyon?
b.) Korlatos-e a fliggvény a T tartomanyon?

c.) Felveszi-e a fliggvény a T tartoményon a sup {f(z,y)}, ( in)fT {f(z,y)} értékeket?
(Z,y)GT TY)e

sin ry

3.) flx,y) = NG

D=7

,hax #06s f(0,y) =1 T:

2
zart tart.

Folytonos-e a fiiggvény a T' tartomanyon?
Korlatos-e a fiiggvény a T tartomanyon?
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4. Tobbvaltozods fuggvények derivalhatésaga

4.1. Parcialis derivaltak

@ Az f fiigguény xy szerinti parcidlis derivdltja:

fk(xk) = f(ab vy A1, Ty Q415 - - - Jam) (ngVéItOZéS fuggVéHY)
| 0 -
dl’k Tp=ay, 8xk z=a Tk
— im flay, ... ap_1,ap + hyagpsr, .. yam) — flag, ... ak, ..., an)
h—0 h

Specialisan kétvaltozos fiiggvényre:

f (o + h,yo) — f(x0, Y0)

fz('r07y0> = 11111)1’(1] Y
/  F(xo,yo + k) — f(z0,
fy(IU)yO) — Ilfli% f( 0, Y0 k): f( 0 ?/0)

Geometriai tartalom ( z = f(z,y) kétvaltozds esetre):

Tekintsiik az y = yo feltételnek eleget tevo feliileti gorbét (sikmetszetet), tehét a

H, = {(mayo,f(l",yo))} = {(v,y,2) : (w,y) € Df,yzyo,ZZf(:B,yo)}
fi(z)

ponthalmazt. Legyen o ezen gérbe (o, yo, f(20,%0)) pontjabeli érintéegyenesének hajlasszoge
(az y = yo sikban) ! (L. 2.9 dbra e; egyenese!)
Az egyvialtozos fliggvény derivaltjanak geometriai tartalma miatt:

tga = fi(xg) = fi(zo,y0) = az adott érintéegyenes iranydba mutaté vektor:

Uy = [17 0, fé(l’o, yo)] =1+ f;:($0> yO) k
Most tekintsiik az x = x( feltételnek eleget tevo feliileti gorbét, tehat a

Hy = {(mo,y,f(xo,y))}:{(I,y,z) : (z,y) € Dy, x =x0,2= f(20,y)}

f2(v)
ponthalmazt. Ezen gorbe (xo,yo, f(xo,yo)) pontjabeli érintéegyenesének hajlasszoge (az
x = xo sikban) legyen . (L. 2.9 dbra ey egyenese!)
Az egyvialtozos fliggvény derivaltjanak geometriai tartalma miatt:

tg 8 = fa(yo) = fy(z0,%0) = az adott érintéegyenes irdnydba mutaté vektor:
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vy =0, 1, fi (w0, y0)] = j + f (w0, %0) k

2. 9 dbra

Szamoljuk most ki a két érintéegyenes dltal meghatarozott sik egyenletét! Ez a stk athalad a
Py = (xo, Yo, f (o, yo)) ponton és n normdélvektora merdleges v, -re és v, -re is, tehat

ig k
n=uvxv = |10 fi(voy) | = —Ffilzv0)i— f(xo,40)]+k
0 1 ;(1170,3/0)

Ennek (—1)-szeresével szoktunk dolgozni, igy ennek a siknak egy egyenlete:

fe(@o,90) ( — 20) + £, (20, 90) (¥ — %0) — (2 — f(z0,%0)) = 0

Ezt a sikot csak akkor fogjuk az f fiiggvény (xo,1o)-hoz tartozéd érintdsikjanak nevezni, ha
az (ZL’Q, Yo, f(xo, yo)) ponton athaladd, az adott pontban érintével rendelkezd Gsszes feliileti
gorbének a (a:o, Yo, f (o, yo)) pontbeli érintéegyenese illeszkedik erre a sikra. Ezt igy érhetjiik
el, ha f-r6l nem csak azt tessziik fel, hogy az (zo,yo) pontban léteznek a parcidlis derivaltjai,
hanem azt is, hogy az f fiiggvény itt totalisan differencialhaté (14sd irdnymenti derivéltak).
A totalis differencialhatésagot a kovetkezo részben definidljuk.
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Példak parcialis derivaltakra

flry)=yPe™ + 220 + 302y +1)°,  fi=2, f, =7

fi(z,y) =y® e (=3) + 82°,  fl(z,y) =3y ™ + 15(2y+1)* 2

T
f(x7y) :szCOSE—i—I‘Q—'—y:;? f;; :?; f:; :?

. 1
f;:6x2008§+2x3<—sin£)—+2x, y#0
Yy Yy, 'y
fy = 22%(—sin =) (—5) + 37, y#0
Y Yy
22
w—l—%x—i—?), ha(z,y) # (0,0)
x? 4+ y?
fla.y) =
3, ha(z,y) = (0,0)
f1(0,0) =7, f/(0,0) =7
Megoldés:
_ f(h0)— f(0,0) . 0+2h+3-3
/ _ _ _
FOO=y T s e
_ B | 2x4+3, haz#0
Vagy: - file) = f(@,0) _{ 3, ha 2 =0
Tehdt fi(z) =2x+3 :  f.(0,0) = f1(0) =2
4k+3 3
! _ — e
£,(0,0) = Jimy K = o
4
k2
4 4
2 13="43, hay#0
Vagy:  foly) = f(0,9) =4 7 !

3, hay =20

Ez a fliggvény nem folytonos y = 0-ban, igy ott nem is derivalhato.
Tehit f,(0,0) = f3(0) #
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Feladatok:

2_
e 2y

2246
2.) fla,y) = 2?2 + ¢ folx,y) =7
3.) flz,y) = \Y 222 + y* [:(0,0) =7, f;(0,0) =?
4.) flz,y) = Va* +y? falz,y) =7

2xy
x? + 3y?

+ 3z, ha(x,y) # (0,0)
5.) flz,y) =
0, ha(z,y) = (0,0)

a.) fi(r,y) =" fylw,y) =7
b.) Folytonos-e f a (0,0) pontban?
(z+1) y?

6) flay) =4 “ TV
0, ha(z,y) = (0,0)

folw,y) =7 fo(z,y) =7

, ha(z,y) # (0,0)

4.2. Totalis derivalhatosag

Egyvaltozos esetben:

Af=flath)—fla)=A-h+e(h)-h;
o(h)

A fiiggetlen h-tol; ]llir% e(h)=0

Ez a definicié altalanosithatd m-valtozds esetre.
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®)

f: D—R, DCR™,
f (totdlisan) derivélhatd

(a1,...,ap) €int D, h=(hy,...,hp), a+heD

Q =
a-ban, ha Af eloallithato az alabbi alakban:

vagy vektorosan

Af=fla+h)—fla)=A-h+eh)-h

ahol A =[Ay,..., A,] figgetlen h-tél és e =[e1(h),...,em(h)] — 0, ha h— 0.
(A = grad f)

Af:f<a1—|—h1,...,am—|—hm)—f<CL1,...,CLm):Alhl+"'—|—Amhm+€1h1+"'—|—€mhm

@ Mivel e(h) - h = > ex(h) - hyy = o(|h|), ugyanis
k=1

(h)h '
|

ezért a definicié az aldbbi alakban is irhaté:

€ < € < x| — 0,
Zk\/h%+...+h%+...+h2 _Z|k|1/..._z|k|

k=1

Af=fla+h)—fla)=A-h+e é — — 0, ha h -0

vagy
Af = fla+h)— fla) =A-h+o(|h])

@

Legyen a a Dy értelmezési tartomany belsé pontjal
Ha f az a-ban totélisan derivalhaté
—> mindegyik valtozdja szerinti parcialis derivaltja 3.

(Tehat a totélis derivalhatdsag sziikséges feltétele a parcidlis derivéltak 1étezése.)

Specidlis h-ra felirjuk a totdlis derivalhatdsag definicidjat: h := (0,0,...,0,hy,0,...,0)
Af=fla+h) - fla) =
= flay, ..., ap—1, a5 + hy, Qrgrs o5 am) = flag, ..o am) = Ag - by + (b)) - hy,
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hg, ... m) ) Yty m
— f(ah ,CLk+ k> 7ah) f(al - . ) :Ak+€k(h)
k

és ebbdl h — 0 (= h—0) esetén f, (a) = A} adddik.

Tehat gradf|,=A=[fr, - f2,]

x1) »Jxm ]
@ ’ Ha f a-ban totélisan derivalhaté = f a-ban folytonos ‘
fla+h)=f@)+A -h+el) h
lim f(a +h) = lim (f(a) + A-h+e(b)-h) = f(a)
h—0 h—0
= lim f(z)
Tehat a hatarérték = a helyettesitési értékkel. "

Kitéro:

A valés egyvaltozos fliggvényre vonatkozd Lagrange-féle kozépértéktételt felirjuk egy masik
alakban.

Ha f differencidlhaté [a, b] — ben :

fb) = f(a)

s = SO b=ath = flath) ~fla)=flatoh) b 0<d<]

(Sziitkségiink lesz ra a kovetkezo tétel bizonyitasanal.)

Elégséges tétel totalis derivdlhatosagra:

(M[f: D~ R, DCR™, acintD
Ha f; -k léteznek és folytonosak K,-ban, akkor f totalisan derivalhaté a-ban.

Csak m = 2 esetére bizonyitjuk (az dltalanos eset is hasonléan bizonyithato)
a=(a,a2); h=(hi,ho); flz)=f(z,y)
Ky-ban  fi(z) 4= fi(a);  fi(z) 4=f,(a)

Legyen a+h € K,

Af = fla+h)— fla) = flar + hi, a2 + he) — flar,a9) =
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= (f(a1 + hl, (45} + hg) — f((ll + hl, (Ig)) + (f(a1 + hl, ag) — f(al, ag)) =

N / N /
~~ N~

1. valtozo6 rogzitett, 2. véltozo szerint folytono- 2. valtozé rogzitett, ...

san derivalhaté = L. féle k.é.t. alkalmazhatd
= (fé(al + h1, ag + Vhy) - h2) + (filar +D1hy, ag) - h) =
(O < 191, 192 < 1)

A parcialis derivaltak folytonossaga miatt:

= (f{/(al,ag) + 82) : hg + (f;(al,ag) + 81) : hl =

h
= fohi + fyha +e1hy +e2hy = Ah+eh és g -0
0

Ez pedig a totdlis derivalhatdsag.

Példak totalis derivalhatosagra

flz,y) = 2* + 9* gradf =7 (= Hol differencialhato f7)
fr =2z, f, =2y mindeniitt léteznek és folytonosak = gradf mindeniitt 3
(Tehat f mindenititt derivalhatd.)
gradf = 2x1 + 2y
Vegyiik észre, hogy gradf mindig sugér irdnyd. Ez nem véletlen, mert 14tni fogjuk, hogy
grad f mindig | a szintalakzatra és az most éppen origd kézépponti kor.

fan) = e el =

y(z? +1)e¥ — xy 2z eY
(CCQ + 1)2 e2y

fr=
mindentitt 3 és folytonos
= (x> +1)eY —ay(x® +1)e?
v (x2+1)%2e
Tehdt mindeniitt derivdlhaté: gradf = fii+ f,j="--

Differencialhaté-e a (0,0) pontban az f(z,y) = /2% + y? fliggvény?

Nem differencidlhat6, mert A f(0,0), f,(0,0), tehat nem teljesiil az egyik sziikséges
feltétel.

h,0) — - h
Ui. pl.: f;(U,O)_}ZiL%f( ’O)hf(ojo)_llg%\/_h O_ilziE(I)Lh’_ﬂ
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flx,y) = Ty

0, ha 22 +y*> =0

a.) Irja fel fl-et, ahol az létezik!

b.) Totalisan derivalhaté-e (0,0)-ban?
Megoldas:

a.) y = 0 mentén kell folytonosnak lennie, hogy létezhessen f1(0,0): f(z,0) = 0 és igy
£2(0,0) 3.
Vagy a definicioval:

. f(Az,0) — £(0,0) , 0
!/ _ Y Y _ _
f.(0,0) = lirnO . = limo N 0

Ha (z,y) # (0,0), akkor f.(z,y) 3 és folytonos:

y(x® +y?) —xy- 2 i 2xy
filey) = @+y? Sy

ha (z,y) # (0,0)

0, ha (z,y) = (0,0)

b.) A fiiggvény nem folytonos (0,0)-ban = totalisan nem derivalhaté (0, 0)-ban. Ui.:

202 cos @, sin @,

lim sh >
On — 0 On

= sh (sin 2¢,,)
©n tetsz.

fiigg @n-t6l, tehat # a hatarérték.

%y
> +3y, ha(z,y)#(0,0)
flay) =3 © Y
0, ha (z,y) = (0,0)
a.) f1(0,0) =7 f,(0,0) =7
b.) gradf| g =7

Megoldas:
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f(h,0) — £(0,0) 0-0

/ _ . . . —
fm(07 0) - }LLIIOI h = flL1—>HOl E— 0
O F(0,k) = £(0,0) . 3k—0
!/ _ — m — =
1,0,0) = ilclir(l) k e 3

b.) A sziikséges feltétel (parcidlis derivaltak létezése, illetve f folytonossaga) teljesiil, igy lehet
derivalhaté.
m = 2 esetre (xg,yo)-ra a totélis derivdlhatdsag:

f(xo+h,yo + k) = f(wo,90) = A-h+ B-k+e= f(xo,y0) - h+ fy(vo,y0)  k +¢

19
Iim ——=0
(h,k)—(0,0) \/h2 + k2

Jelenleg (9 =0, yo = 0):
h2k

F(h, k) — £(0,0) = m+3k—o;0~h+3-k+a
2
Tehat ¢ = [EEE Teljesiil-e ra az eloirt feltétel?
lim ——— = lim L = lim 00 COS” pn 10 =3
(hk)—(0,0) VA2 + k2 (hk)—(0,0) (h% + k2)3/2 on — 0 03 ’
oy tetsz.

mert fligg pn-tél = gradf| 3 (nem derivalhaté a fiiggvény (0,0)-ban).
Bar a parcidlisok léteznek, igy formélisan felirhaté

f(0,0)i+ £,(0,0)j, deez # gradf|q-val

. 223y
Slnm, ha (z,y) # (0,0)
flz,y) = y Hol differencidlhat6?
07 ha (Iay) :(070)
Megoldés:
! — = _— =
00 =y TR i S -0
Igy
223y 622y (2 + y?) — 223y - 2x
’ (COS .2?2 + yQ) ’ ( (1,2 +)y2)2 ) ha (xay) 7£ (070)
folz,y) =

0, ha (z,y) = (0,0)
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23 23 2 2_23.2
(cos xy). T(@ ty) — 2y y’ ha (z,y) # (0,0)

HCNER SN ey
0, ha (z,y) = (0,0)
£,,(0,0) mint el6bb, vagy:
f(0,y) derivalhaté-e y = O-ban? f;(0,0) = diyw o 0

=0
(f2(0,0)-4t is lehetett volna {gy.)

Ha 22 + y* # 0, akkor f/, [y 3 és folytonos = f totélisan derivélhato.

(0,0)-ban lehetne prébalkozni f;, f, folytonossigdval (most az lenne), de mi most a de-
finiciéval nézziik meg. (Ez altaldnosabb, mert az el6z6 tétel csak elégséges, alkalmazasa igy
nem mindig vezet eredményre.)

2h3k
Af = f(h, k) — £(0,0) :smm—oio-mo-kﬂ;
i € . 1 2n%k R (gi2 3 . )
im ——= lim sin = lim - sin|—-—%52cos’p,sing, | =
(h,k’)ﬂ(o,o) V h2 + k2 (hrk)*)(ovo) V h/2 + k2 h2 + k2 Q’I’L — 0 Qn Q%L 80 90
prtetsz.
0
T korl.
Cbm 202 cos® ©,, sin @, sin (2 g cos® @, sin @,,) 0
on — 0 On . 202 cos® p, sin ©n
ntetsz. 2o, cos® ¢, sin ¢, 1, mert
———
! korl. lim sinu _
0 u—0 U
|
0

Tehét (0,0)-ban is totalisan derivalhato.
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4.3. Differencial (teljes differencial, els6rendii differencial)

Legyen f : R™ — R differencidlhaté x-ben, tehat:

Af = flz+h) - f(z) =é—/_@+§(h)-h =

férész

= @i+ fo,(@) ha+ -+ [, (@) o +(B) - b, ahol  lim £(h) = 0.

Tm
NS
Vv - -
f6rész

@ Az f figgvény x pontbeli differencidlja a h megvaltozasnal:

df (z,h) = fo, (@) h+ [l (@) ha+ -+ [l (@) hon = Y fr (2) I

(a fliggvénymegvéltozas férésze).
Ez egy 2m-véltozos fliggvény. Rogzitett x mellett df homogén linearis fliggvénye h- nak.

Alkalmazdsa: Af-et szokds df -fel kozeliteni (Af ~df).

Tehat a totalisan differencidlhatéd fiiggvény megvaltozasa kozelitheto differencialjaval, a
fiiggetlen valtozok megvaltozasanak homogén linedris fiiggvényével. Példaul hibaszamitdasnél
alkalmazzuk.

Egyéb jelolések:
df (z, Az) =

df (z,dz) =

Indoklas az utobbi jeloléshez:
Ha az f(z1,29,...,%%,...,2m) = xp koordindta fliggvényrél van sz, akkor

4.4. Feliilet érintosikja

A kétvaltozos fiiggvényt feliilettel szemléltettiik, ezért a Af ~ df kozelitésnek kétvaltozos
fliggvény esetén geometriai tartalmat adhatunk.

Legyen a kétvéltozds f(z,y) fiiggvény totélisan derivalhatd az Py (xg,yo) pontban! Te-
kintsiik a z = f(x,y) éltal meghatarozott felillet Py (zo, yo, f(z0,%0)) feliileti pontjat!
Az el6z6ekben lattuk, hogy
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Af = f(zo+h,yo + k) — f(zo,y0) = fi(%o,v0) h + f;(%’yo) k = df ((zo, %), (h, k))
Vagy més jelolésekkel:
f(xo + Az, y0 + Ay) — f(wo,90) = fr(z0,y0) Ar + fy(20,90) Ay

r=x9+ Ax, y=1yo+ Ay jelolés esetén:
f(mvy) - f(x())y()) ~ fg/;(an yO) ($ - .T()) + f{,(iﬁo,yo) (y - ?JO)
Tehat
f(@,y) = f(zo,90) + fr(w0,0) (v — 20) + f{,(ﬂfo, Yo) (¥ — o)
Ennek geometriai tartalma, hogy a z = f(x,y) feliletet a
z = f(wo,90) + f2(%0,90) (¥ — x0) + f1(0,%0) (¥ — v0)

sikkal kozelitjiik, ha x —xy és y—yo kicsi. Tehat az (xo, yo, f(x0,yo)) felileti pont egy elég
kicsiny sugaru kornyezetében f grafikonja kozelitoleg ezzel a sikkal helyettesitheto.

Ennek a siknak a neve: érintdsik.
Atrendezve a sik egyenletét és Osszefoglalva az el6zdeket:

D) |A totalisan derivalhaté f kétvaltozés fiiggvény (z0,y0) ponthoz tartozd
érintosikja az

fe(@o,y0) ( — 20) + f1(w0,%0) (¥ — vo) — (2 — f(20,%0)) = 0

egyenlettel adott sik.

Kitéro:
Az n = la,b,c] = ai+bj+ ck normalvektord, (xo,yo,20) ponton dthaladé stk egyenlete:

a(x—x0) +b(y—1y) +c(z—2) =0

Ezzel Osszevetve latjuk, hogy az érint6sik atmegy a Bj(xo, yo, f(zo,yo)) felilleti ponton és
normalvektora:

n = fi(vo,y0) i+ fy(xo,y0)j — k .

@ Mar tudjuk, hogy az érintésik tartalmazza két feliileti gorbe érintéegyenesét. (L. parcidlis
derivaltak geometriai tartalmat!) Az is belathat6, hogy minden, a BJ(xq, yo, f(xo,yo)) feliileti
ponton athaladé , érintével rendelkezo feliileti gorbe érintéegyenese benne van ebben a sikban.
@ Tehat osszefoglalva a  Af ~ df kozelités geometriai tartalma:

m =1 esetén: érintéegyenessel valo kozelités,
m = 2 esetén: érintdsikkal vald kozelités.
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Legyen
f(xay) :ny és PO (_171)

a.) frja fel az f figgvény P, pontbeli gradiensét, ha az létezik!

b) df (<_171)7<h7 k)) =

c.) Irja fel a P, ponthoz tartozé érintSsik egyenletét!

Megoldas:
flz,y) =y =e*Mv  (D;: y>0, r tetszbleges)
a.) fr=e""2Iny=y**2Iny, f =2y
A parcidlisok 1éteznek és folytonosak Kp -ban = I gradf(F)
gradf(FPp) = fo(-L,1)i + fi(-1,1)j = 0t — 2j = —-2j

b.) df (=1,1),(h,k)) = fo(=1L, 1) h + fy(=1,1) k = =2k
) fLD (e (D) + -1 (y-1) = (= F(-1D) =0
0-(m+1)+(—2)(y—1)—(z—1) 0 = 2y+2=3

4.5. Magasabbrendii parcialis derivaltak

Az m-véltozés fliggvény barmely parcidlis derivaltfiiggvénye 1jbol m-valtozés fliggvény.
Ezért beszélhetiink ennek a fliggvénynek is a parcidlis derivaltjairdl. Igy jutunk el a mésod-
rendil parcialis derivaltakhoz.

Példa kétvaltozés fiiggvény esetére:  f(z,y) = *® cos2y + x? — y*  esetén:

iz, y) = 2e*® cos2y + 2z ; fi(z,y) = —2e* sin2y — 2y
! g /0 0?
- (f;;) = %<8_Jx€) = 8—;; =4e* cos2y + 2
I N\ o (of 82f -
uy = <fy>y:8_y(a_y> :a_y2:_462 COSQy — 2
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Tiszta masodrendii parcialis derivaltak: ! !

zx o Jyy
" ! ! a <af> an 2 .
= =—|=) = = —4e** 2
i (]Z;)y Oy \Ox Oy Ox o smey
v (Y _ O (Of\ _ Pf
ye '_< y>x_8x<8y> - dydr e sinZy
Vegyes masodrendii parcidlis derivaltak: A

A masodrendi parcidlisok ujra kétvaltozés fiiggvények!

Vegyiik észre, hogy a vegyes méasodrendii parcialis derivaltak megegyeznek, tehat az eredmény
nem fiigg a differencialas sorrendjétol. Ez nem véletlen. Mint latni fogjuk, hogy elég ”szép”
fiiggvény esetén ez mindig igy van. (Young tétel.)

Masrészt vegyiik észre, hogy most a tiszta masodrendii parcialis derivaltak 0sszege minden
(x,y) pontban nulldt ad.
(0, y) + Sy (zy) =0
Tehat f megoldasa az ugynevezett sikbeli Laplace differencidlegyenletnek:
o "o
Au=uy, +uy, =0
Ha ez a tulajdonsag teljesiil, a fiiggvényt harmonikus fiigguénynek nevezziik. Tehat a sikbeli

Laplace egyenlet megoldasai a harmonikus fiiggvények. Nagy szerepet jatszanak az ilyen
fliggvények a komplex fliggvénytanban és a potencidlelméletben.

Es most altalanossagban is definidljuk a masodrendi parcialis derivaltakat!

of (z)

D A g(z) = v (1) = o m - valtozos fiiggvény x; véltozd szerinti parcidlis derivalt

fiiggvénye:

Og(z) _ 0 0f(z) _ O°f(z) _ ., (2)
8$l axl aa:k Oa:l axk Th T

Magasabbrendii parcialis derivaltak értelemszertien definidlhaték.

Young tétel:

0*f(z)
8:61 8xk

(D |Ha f(x1,29,...,2,) m- valtozés fiigvény dsszes mésodrendi parcidlis

derivéltja létezik és folytonos K,-ban, akkor

Pfz) _ 0*f(z)
8xl 8xk N 81’k al’l

a

a

(—B)
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D fe C%& (f kétszer folytonosan derivalhatd) jelentése:
a parcidlisok masodrenddel bezarélag 1éteznek és folytonosak K, -ban.

f € Ck, azt jelenti, hogy
~ f-nek valamennyi r-edrend{i parcidlis derivéltja folytonos K,-ban.

Kovetkezmény:
Ha f kétvéltozés fiiggvény és f € C} , akkor
ray (@) = [ige (@) = fiz.(a) -
Ha f € Ck, , akkor f-nek az r-edrendii parcidlis derivdltjai koziil mindazok megegyeznek,

amelyek csak a derivdldsok sorrendjében kiilonboznek egymastél.

Feladatok

1.) Melyik &llitas igaz? A hamis &llitasokra keressen ellenpéldat! Az igaz allitdsokhoz ke-
resse meg ebben az anyagban a megfelel§ tételt! (A feladatok most csak kétvaltozds
fliggvényekre szélnak, de hasonld allitdsok tobbvaltozds esetre is megfogalmazhatdk.)

a.) f folytonos (zg,y0)-ban =  f totélisan differencidlhat6 (zo, yo)-ban
f folytonos (zg,y0)-ban <= f totélisan differencidlhaté (g, yo)-ban
f folytonos (wg,y0)-ban = 3 f; (w0, v0) és [, (20, Y0)

[ folytonos (zo,yo)-ban <= 3 fi(20,90) és f,(x0,Y0)
[ totélisan derivdlhatd (zg,yo)-ban == 3 fi(z0,0) és f, (70, Y0)

v [y 3 6s folytonos Ky ,-ban = f totdlisan derivalhaté (7o, yo)-ban

2) f

a.

b.)
c.)
d.)
e)
f.) f totélisan derivdlhatd (wo,yo)-ban <= 3 fi (20, 0) és f,(z0,%0)
g)
(z,y) = 2® +2y° +3
)

Tekintsiik azt a térgorbét, melyet a fenti fliggvény altal meghatarozott feliiletbol
az y = 1 sik kimetsz. Irja fel ezen gorbe x = 2 értékhez tartozd pontjaban az
érintegyenes egyenletét!

b.) Az el6z6hoz hasonléan az x = 2 sik altal kimetszett feliileti gérbe y = 1 pontjabeli
érintGegyenesét irja fel!

c.) Irja fel a (2,1) ponthoz tartozé felilleti pontbeli érintdsik egyenletét!
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4.6. Vektor-vektor fliiggvény derivilhatésaga (derivdlt tenzor)

Az osszetett fliggvény folytonossaganal lattuk, hogy a kiils6é fliggvény egy vektor-vektor
fliggvény. Ezért el6szor a vektor-vektor fliggvény differencialhatosagaval kell foglalkoznunk. A
differencialhatésag definicigjaban a fiiggvény megvéltozasat linearis fiiggvénnyel kozelitettiik.
Most is ilyen lesz a definicid, ezért meg kell érteniink, hogy melyek a linearis vektor-vektor
figgvények. A vektor-vektor fliggvényeket szokdas leképezésnek vagy transzformécionak is
nevezni.

&) P:R*"+— RF, Pz=y
leképezést linedrisnak nevezziik, ha
P(z) +1,5) = P(z)) + P (z,)
P(Az)=AP(z) Vz,a,20 €R", AeR

A P:R" — R linedris leképezéseket métrixszal lehet megadni:
Px=Pu,
ahol P-nek n darab oszlopa és k darab sora van.

@ Ebben a részben matrixokat és vektorokat szorzunk ossze, ezért nem mindegy, hogy sor-
vagy oszlopvektorrél van-e sz6. Megallapodunk, hogy z € R™ oszlopvektort jelol, az z!
transzponaltja pedig sorvektor.

@ Egy f: R" — R* leképezést differencidlhaténak neveziink az a pontban, ha K, s-ban
a fliggvény megvaltozasa linearis fiiggvénnyel ,,j61” kozelitheto.

PL. f:R +— R esetén f'(x¢)h (h-nak linedris fliggvénye) kozeliti az Af = f(a+h)— f(a)
értéket. A kozelités hibaja e(h)h, ahol }llirr(l) e(h) = 0. Ehhez hasonléan definidljuk az
f:R" — R* fiiggvény differencislhatésigét, a linedris fiiggvénnyel vald kozelitést matrixszal
adjuk meg.

@ Az [ R" RF fiiggvény differencidlhaté az értelmezési tartomany a belsé
pontjaban, ha megvaltozasa felirhato az alabbi alakban:

fla+h)—fla) =Ah+ch, lim ¢ =0,

h—0 =

ahol A fiiggetlen h-tél. A neve: derivalt matrix.

A bal oldal l-edik koordinatdja egy f; skalar-vektor fiiggvény megvaltozasa, amelyrél mar
tanultuk, hogy a fliggvény a-beli gradiensével jol kozelitheto, mégpedig:

fila+h) — fila) = gradel|gQ—|—§lT@, }llg(l) g =20,

© Konya I. — Fritz Jné — Gyéri S. 31 v2.1



ahol az

fi &1 €11 €12 .- EIn

T

f2 €2
= ) £ = ‘ =\|éen €2 ... €
i fl ) = Q/ZT n
/] sb]  lem ek o ekl

jelolést hasznéltuk.
l=1,2,..., k valasztéasaval kapjuk:

[0fi Ofi Of1]
_@Tff Or, 0Oxy ~~ Ox,
dfs 0fa 0 f2
T — [
A - grad _ |0z Oy T 0x,
grad" fi], | 0fc Ofi Of
ﬁxl (%g o E)xn_ a

A-t az f fiiggvény a pontbeli derivdlt tenzordnak (mdtrixdnak) nevezziik.

Ha n = k, akkor az f fiiggvény az n dimenziés euklideszi teret énmagaba képezi le.
(Lasd 1j valtozok bevezetése tobbes integralok esetén!) Ilyenkor a derivalt métrixot Jacobi
matrixnak nevezziik, determinansat pedig Jacobi determinansnak.

Példéul, ha n =k =3: f:R?®+— R® transzformdci6 esetén
Jdr Oy 0z
Ofs 0fz Of2| ja O(f1, fo, [3) o
A= |G 92 OF2) d O )2 )s) : ]
A or oy 0z 2y, 2) Jacobi-matrix
Ofs 0fs 0Ofs
LO0x  dy 021,
det M : Jacobi-determinans
d(z,y, z)

O Az A derivalt métrix skaldrinvariansdt divergencianak (divA), vektorinvaridnsat pedig
rotdcionak (rot A) nevezziik.
Ofi [ Ofs  Ofs

dlvé:%—i_a_y—'_gzdwi
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IID>

o 0
—, — | nabla szimbdlum segitségével
"oy’ 0z

Q3|Q3

Ay:(

alakban irhaté és konnyebben megjegyezheto.

divi:ZL roti:fo

Specidlisan, ha n = 3, k = 1: f : R® — R skaldr-vektor fiiggvény derivalt matrixa

egyetlen sorbdl all
of of OJf T
= [83: dy 0z } “ grad’ fu

4.7. Osszetett fiiggvény derivalhatésiga (ldncszabdly)

R™ +— R™ és derivalt tenzora az  a € R"-ben A

R™ — R és derivalt tenzoraa b= p(a) € R™-ben A

s
o
IS

b

és

[~

)

akkor i op: R"— R* derivélt tenzora az  a-ban:

= A, -A

=fop =f =

(—B)

Tehat az osszetett fliggvény derivalt tenzora egyenld a kiilsé fiiggvény derivalt tenzora
szorozva a belsé fliggvény derivélt tenzordval. (A métrixok szorzasanél a sorrend fontos!) Ha
a kiils6 fliggvény R™ -bél R-be képez (k = 1), akkor derivalt matrixa a gradiensvektor lesz:

A ;= grad® f
és az Osszetett fliggvény derivalt matrixa:

éfo e @Tf ' éf

Az eredmény egy sormatrix, melynek i-edik eleme az 6sszetett fliggvény parcialis derivaltja
az i-edik valtozdja szerint. Kz az tgynevezett tobbvaltozds lancszabaly, amit a kovetkezo
tételben fogalmazunk meg.

Mostantol csak vektorokkal dolgozunk, a skalar szorzasnal nem jeloljiik, hogy az elso vek-
tort sorvektornak, a masodikat pedig oszlopvektornak kell tekinteni.
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Osszetett fuggvények derivalasara vonatkozdé lancszabaly

@

Ha p: R"— R™ differencidlhato € R"-ben ,
és f: R™— R differencidlhatéd b g( a) € R™-ben
akkor (fop)(z)= f(p(z)) d h(z) = h(xy,...,z,) differencidlhaté a € R™-ben és
¢
Ox;
oh ! :
ax‘ :[;l’ ey Z//m]g : Z:1,2,...7n
(2 a a(pm
8:171» a

A h Osszetett fliggvény parcidlis derivaltjainak meghatarozasa az alabbi lancszabaly sze-

rint torténik:

oh of D1 of Opm  Of Dy, Iy
_ . + . — - . — grad f . —_—
ox; “ oy1 (@) ox; “ (9ym oz; |, ; Y5l oa ox; o(a) 0x;
/ / af agpl agpm
gradf—[yl, e ym] 6xi_[8xi’ o 3%]

Az Gsszetett fliggvény parcialis derivaltjait felirva rendre ¢ = 1,2, ..., n esetén, megkaphatjuk

a h gradiensét is:

d
grad h = [h;l, e h;n] = grad f(p(z)) = grad f - ﬁ =grad f-D =
91 ! grad ¢,
/ / 67x1 aflfn grad P2
:[yl’ SRR ym] : : =grad f - )
9om Opm 1
90 7 oa. grad ¢,

Jacobi mdtrix

@ [rjuk fel az el6z6 lancszabédlyt n =1 és tetszoleges m esetére:

h(t) = (f e ) (t) = f(e(t))

Tehat az  f(y1,...,ym) kilso fliggvénybe az  y;
nyeket helyettesitjik. Ekkor h egyvaltozos, gradiense

. dh of dy; dy
h(t = = R A — d t =
(to) dt |, Z Ay, dt |, grad f(p(to)) dt |,
0 j=1 0 0

=@;(t) (j=1,---,m) bels6 fuggvé-
h(t) , melyre kapjuk:

¢(to)
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h(t) = grad f(p(t)) - o(t); o(t) = [p1(t), -, Pm(t)]

@ A lancszabalyban most n legyen tetszéleges és m = 1, azaz

hz) = (f o p)(z) = fle(z)),
ahol most az f(y) egyvaltozds fiiggvény a kiilsé fiiggvény és  y = ¢(x)

Ooh B df D o
aziﬂ_d_yw(g).axig 1=1,2,...,n
Tehat
grad h(a) = f'(v(a)) - grad p(a), grad f(o(z)) = f'(¢(2)) - grad p(z)

Feliileti gorbék

Haaz x =x(t), y=y(t), z = 2(t), t € [t1,1s] térgorbe ("ut”) illeszkedik a z = f(z,y)
feltiletre, akkor

Z(t) = f(x(t)ay(t)) ) Vite [tlatQ]
Ha f totélisan differencidlhaté valamint @(t),y(t) és 2(¢) folytonosak, akkor a lancszabaly
szerint
)= fp #(t)+ f, 9(t)  azaz  fi () + f, y(t) — () =0

Tehét a feliileti grbe [#(t), §(t), 2(t)] érintévektora és az érintésik [f;, f,, —1] normélvektora
mer6legesek egymaésra (skalarszorzatuk nulla).

Osszefoglalva azt kaptuk, hogy, ha f totalisan differencidlhaté, akkor minden folytonosan
differencialhaté feliileti gorbe érintéegyenesei valéban a z = f(x,y) felillet egy-egy érint6sik-

jaban haladnak.

Sikgorbe mint kétvaltozds fliggvény szintvonala (Implicit megadéasi gorbe)

Azon (z,y) pontok Osszességét, amelyek kielégitik az F(x,y) = c egyenletet, az F
fiiggvény c-hez tartozé szintvonalanak nevezziik. Tehét, ha y = f(x) = y(x) az F fiiggvény
c-hez tartozé szintvonala, akkor F(z,y(x)) =c

Ha F, f totalisan derivalhatod, akkor mindkét oldalt x szerint derivalva és a lancszabalyt
alkalmazva kapjuk:

dy
F +F . -—2=0 -
2l dx
dy _ F} :
a——ﬁ, ha Fy%O
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1.) Hatérozzuk meg az F(z,y) = zye¥ fliggvény P(1,—2) ponton dtmend
szintvonaldnak az egyenletét!

2.) frjuk fel ennek a szintvonalnak az zo = 1 pontbeli derivaltjat!

Megoldés:

2

rye’ = ¢ a szintvonalak egyenlete. Most zye!|, = —— = ¢, ezért a keresett szintvonal
e
egyenlete:
2
rye¥ = =277 = ——
e

(Most z-et tudnank kifejezni mint az y fiiggvényét konnyedén.)
Felhasznélva, hogy

Fl—yer,  F(P)=—2¢
_ a2 -2 _ _ -2
F, = ze¥ + xye? F(P)=e"—2"=—¢
kapjuk a keresett derivaltat:
F! Y
Flp ze¥ + ryeY |, T+zy|p

Természetesen az iy értékét az 1. félévben latott mdédon is megkaphatjuk, felhasznalva az
Osszetett fiiggvény derivalasi szabalyat:

y—
xye -

ye! Y
reY + xyeY T+ Ty

yey —+ xy,ey + :Cyeyy/ = O — y/ =

Feliilet mint 3 valtozés fiiggvény szintfeliilete (Implicit megadasu feliilet)

Azon (x,y,z) pontok Osszességét, amelyek kielégitik az F(x,y,z) = ¢ egyenletet, az F'
fliggvény c-hez tartozo szintfeliiletének nevezziik.
Tehét, ha z = f(x,y) az F fiiggvény c-hez tartozé szintfeliilete, akkor

Fla,y, fla,y)=c,  V(xy) €Dy

Ha a z = f(x,y) totdlisan differencialhaté és kielégiti a fenti egyenletet, valamint F' is
totalisan differencialhaté és még feltessziik, hogy F. # 0, akkor F(x,y, f(x,y)) = ¢ mindkét
oldalat a lancszabaly értelmében rendre x, illetve y szerint kapjuk:

OF
or  or of _ of _ oz
or "0z or or ~  OF

0z
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OF

OF OF Of of Ay

—_— —_— — = O — _ = — =

dy s Dy Oy oF

0z

Tudjuk, hogy a z = f(x,y) felilet P-beli érintésikjanak normélvektora parhuzamos a
[f2, ;,—1]‘P vektorral. Ezért
F! F,
A R R T A

Tehét grad F(P) merSleges a P-n athaladé szintfeliletre. Igy a P-n dthaladd szintfeliilet
P -beli érintdsikjanak normalvektora grad F'(P) .
lgy az F(z,y, f(x,y)) = ¢ szintfelillet P(xg,yo,20) pontbeli érintésikjanak egyenlete:

6’_F
ox

(@ —w0) + o
P.ﬁIZ' Zo ay

- + o
Py Yo G

. (z—2) =0

F($7y,Z)ZI2—y2+222, P(1717_1)

1.) frjuk fel F'-nek a P ponton athaladé szintfeliiletének az implicit
egyenletét!

2.) frjuk fel a P ponton athalado6 szintfeliilet P-beli érintosikjanak
az egyenletét!

Megoldas:

F(x,y,2) =2 —y*+222, P(1,1,—1) ponton dtmend szintfeliilete:
z? —y? 4222 =2 (c=2)
n=grad FI(P) = [2z, -2y, 4z]p = 21— 2j — 4k

Az érint6sik egyenlete:
2 —1)—-2(y—1)—4(z+1)=0

Feladatok

1.) g elegendden sokszor folytonosan differencidlhat6 egyvéltozés fliggvény.

a.) u(z,y) = g(z —y) w, =7, w, =7
b.) u(z,y) = g(z® + ) uy, =

c.) u(z,y) = g(z?y) w, =7, w, =7, uy, =7, up, =7, ug, =7 u, =7
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2.) Helyettesitse be az u(z,y) = g(xy?) figgvényt az
" 2.1 2.1
TYUyy — Y Uy, + 207Uy,

kifejezésbe és hozza egyszeriibb alakra, ha g kétszer folytonosan differencialhato egyvaltozos
fiiggvény, melynek valtozdja helyére az xy? kifejezést helyettesitettiik.

3.) gi(x) és go(w) kétszer folytonosan differencidlhaté egyvaltozds fiiggvény (g1, g2 € C3),

h(l’,y):l’gl(y—J])—Fng(I—y), (I,y)GRQ
Hozza egyszertibb alakra a  hj, + 2h}, + hy, ~ kifejezést!

4.) Hozza egyszerilibb alakra az
Ty, + 2xyuy, + ryuy, — ru, — yu, =0

differencidlegyenlet bal oldalat, ha u(z,y) = g(t)]t:xy, ahol a ¢ egyvaltozos fliggvény
kétszer folytonosan differencialhaté! Az egyszertisitett kifejezés alapjan adja meg azokat
a g fliggvényeket, melyek azonosan kielégitik a differencidlegyenletet!

5.) Hatérozza meg az F(z,y,z) = e*y + ze¥™?*,  P(1,—1,0) ponton &tmend szintfeliilete
érintésikjanak az egyenletét!

2
3
6.) Hatdrozza meg az f(x,y) = H, P(1,—1)-hez tartozo érintésikjanak az egyenletét!
T Y
4.8. Iranymenti derivalt

Az értelmezési tartomany a pontjaban az e iranyban adja meg a fiiggvény valtozasi sebességét.

D acintDf CR™, |e| =1

ds

— lim fla+te) — f(a)
de

o t—+0 t

a

0
@ Az irdnymenti derivalt 8_f
€la

modon is jel6lhet6.

@ t — 0O-ra is szokas definialni, mi ¢ — +0-ra definialjuk.
@ m > 3-ra is definidlhaté a fogalom, csak nem szemléltetheto.

@ A parcidlis derivaltak is iranymenti derivaltak.

Elégséges tétel iranymenti derivdlt létezésére:
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Ha f totalisan derivalhaté K,-ban, akkor a-ban V irdnyban 3 az irdnymenti
derivalt, és

d

T —emdf@e (=)

@ Ha V irdnyban 3 df
de

== Jgrad f(a)

Az Osszetett fliggvény differencidlasi szabalyat kell alkalmaznunk.

f(z); z=p(t) =a+te=[a+ter, ag+tes, ..., am+tey]
do _ i _
E_f(t)_ le1, €2, .., en] =¢
h(t) == f(o(t)) = flar +ter, ag +tey, ..., am +tey)
df| _ . flat+te)—fla) . h()—h(O0) o o
del, tLHEO t = h+(0) = h(0) =

= 7/31‘Q'€1+”.+f;m}g‘em:gradf(g).g
Specidlis képletek:

a.) m=2 és e « szoget zar be i-vel:

e=cosat+sinaj = [cosa, sina]

gradf:fg/ciﬂLf;Z: [ / fz//}

x)

df

= fa,:(xo, yo) - cosa + f;(xo,yo) - sin o

(:EO )yo)

b.) m = 3; az e vektor tengelyekkel bezart szogei: a, 3, v

e= [COS a, cosf3, cos 7] (irdnykoszinuszok)
df = falp, -cosa+ fy|, -cos B+ flp - cosy
de|p Po

- 0

@ Geometrial tartalom m = 2 esetén:

Tekintsiik azt a feliileti gorbét, melyet a z = f(z,y) feliiletb6l az az (z,y) sikra merdleges

stk metsz ki, melynek nyomvonala az (xg,yo) ponton athalad6 e irdnyu egyenes. E feliileti
gorbéhez az (mo, Yo, f (o, yo)) feliileti pontban hizzunk érintéegyenest.
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Ennek irdnyét jelolje: w. (Irdnyitds olyan, hogy v = (w,e)4 hegyesszog legyen.)
Ekkor igaz az aldbbi:

d
d—f =tgy; v=(w,e)4, w: érint6 irdnyd vektor
€1 (@o90)
fla+te) — f(a) :
;o a € a - /
tgy = ; , tgy = lim tgy

@ m = 2 esetén az érinté benne van az érintosikban.
Ui.: (xo, %0, 20) pont kozos és n L w megmutathato.

n = [fy(z0,50), fy(zo.%0), —1]

c = [cosa, sina, fi(xo,y0)cosa+ fi(xo,yo)sinal

de (xo,yoj

w=et+tgvk = [cos a, sina,

fgy valéban nw = 0.

4.8.1. A gradiensvektor tulajdonsagai

(Két és haromvaltozds esetre, itt geometriai tartalom is van.)

d
(T) Ha 3 grad f(a), akkor 3 d—f Ve-re és
€lq
a mazximalis iranymenti derivdlt irdnya:  grad f(a), értéke:  |grad f(a)|
e 4 df ’”
Mar lattuk, hogy | = gradf(a) - e. Ebbdl
€lq
df
| = leradf(a)lle] - cosp = |grad f(a)[ - cos

, d
gy d_f maximalis, ha cosp =1 = ¢ =0, tehdt e || gradf(a), pontosabban
€

gradf(a)

6= = és maxg = |gradf(a)|.

lgradf(a)| de

Tehat a grad vektor irdanyaban elmozdulva no leggyorsabban a fiiggvényérték, és —grad
iranyaban csokken a leggyorsabban.
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@ Ha dgradf(a) #0, akkor gradf(a) L az f(z) = f(a) szintalakzatra (az a helyvek-
tord ponton dtmend szintvonalra vagy szintfeliiletre) és a novekvd paraméterti szintalakzatok
irdanyaba mutat.

Csak vazlatosan.

df
qe ~ radfla)-e

1.) Ha e || az érint6 irdnydval ill. az érintOsikkal, tehat ha a szintalakzaton mozdulunk el,

d
akkor Af = 0 = d—f:() — gradf(a)-e=0 = gradf(a) Le
€

2.) Ha a novekv$ paraméterii szintalakzat felé mozdulunk el:
d
Af>0 = d_J; >0 = grad f(a) - e> 0 = (grad f(a),e)d < g,

tehat gradf(a) is a novekvd paraméterti szintalakzat felé mutat.

f(I7y,Z):ZE4—|—y4+Z4—|—]_, P0(17_170)
d
a) grad flp, =7, d—J;PO:?, ha efv=[213

b.) Adja meg max 47

értékét és iranyat!
e

Py

c.) frja fel a Py ponton athalado szintfeliilet egyenletét és annak Fp-
beli érint6sikjat!

Megoldas:

a.) fy=42°, f,=4y", [fi=42
A parcidlisok mindentitt 1éteznek és folytonosak, ezért a gradiens mindeniitt 1étezik:

grad f = fli+ fjj + [k = gradf], = 4i— 4]

2 1 3
Mivel ‘ylz\/4+1—|— :\/147 e= l_'_ + E
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df . 2 1 3
— = grad f(Fp)-e = (41 — 4 -4+ — 4+ —Fk) =
de|, = Fad/(R) (1 - 49) - TRRVVE \/ﬁ‘>
B 44
V4 V14 Vil
df
b.) max —=| = }gradf(P0)| = V32
€lr
s ird O gradf(Fp) 4 4 .
s irdnya: e = — i
’ S lemdf(R) C VER© O VERY
c.) A szintfeliilet egyenlete: flz,y,2)=c.

Mivel f(1,—1,0) =3, azért ¢ =3, tehat a kérdezett szintfeliilet:

sttt 1=3
Mivel a gradiens merdleges a szintalakzatra, az érintésik normalvektorara fennall, hogy

n| grad f(P) = 4i—4j = n=i—-j
Es a stk atmegy az adott F, ponton, igy egyenlete:

grad f (Po) (z - z0> =0, tehdt
(x-1) = (y=(-1)) =0

4.8.2. Lagrange-féle kozépértéktétel

Egyvialtozos fliggvény differencidlhatosaga:
f(xo+h) — f(xo) = f'(x0) - h+ o(h) = df(zo, h) + o(h)
Lagrange-féle kozépértéktétel egyvaltozos fiiggvényre:

f(zo+h) — f(xo)
h

f($0 + h) — f(iEo) = f/(il?o + 19}1) -h= df($0 + Vh, h) , 0<¥<1

= f'(&) = f'(zo +Ih), 0<d¥ <1 alakbdl:

Lagrange-féle kozépértéktétel:

@ Legyen D C R™ konvex tartomany, és f : D — R totdlisan derivalhaté D-ben; x, € intD.
Ekkor V olyan h-hoz, melyre z,+ h € D, van 0 < ¥ < 1 szam, hogy

m

Flao+h) = fzo) = Y fr(ao+ Oh) - hi = df (zg + Y, h) (-B)

i=1
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@ z, + Vh az z, és x, + h pontok altal meghatarozott egyenes szakasz egy pontja, igy a
konvexitas miatt z, + Jh € D.

@ Legyen D C R™ konvex, nyilt tartomany.
Ha az f: D +— R fiiggvény totdlisan derivdlhaté D-ben és df(x,h) = 0 = f &llandé.

Az el6z6 tétel értelmében Va,b € D-hez van az a és b pontokat 0sszekoto szakaszon olyan

¢ pont, hogy f(b) — f(a) = df(c,b—a).
Mivel D konvex, igy c€ D = df(c,b—a)=0= f(a) = f(b).

]
o000
Néhany kidolgozott Osszetettebb példa:
Ty
—————  h 0,0
f(z,y) = )
? ) ha,(x, y) = (07 0)
a.) Mutassa meg, hogy “ hn% f(x,y) nem létezik!
0,0)
b.) Hol differencidlhaté totdlisan az f kétvaltozos fliggvény? grad f =7
c.) Irja fel a P(0,1) ponthoz tartozé érintdsik egyenletét!
d d
d.) df =7 ilL df =7 hae= iz + \/—_] (e irdnyt irdnymenti derivalt)
de (0,1) € 1(0,0) 2 2
Megoldas:
a.)
2 .
) 05 COS Yy, Sin .. " n
lim L fi w-tol pl. 0, =0, o, =—1: -+
I EBeot gt dsinpy) (88 rtOlipl g =0, =)
pptetsz.

b.) grad f|, 3, mert f nem folytonos 0-ban. (Sziikséges feltétel nem teljesiil.)
Ha (z,y) # (0,0), akkor f; és f; létezik és folytonos = grad f 3: grad f = fii + f, ],
ahol
y(32% + 4y?) — xy - 6z
(322 + 4y?)?
x(3z% + 4y?) — 2y - 8y
(322 4 4y?)?

-

fy =
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c.) Az érintésik egyenlete:

f:00,1) (z = 0) + £,(0,1) (y = 1) = (2 = £(0,1)) =0

f;(o’l) = zll’ fz//(oal) =0, f(ovl) =0

1 1
Z—l(x—O)—i-O'(y—l)—(z—O):O — z=

d.) grad f|q,) = 11+ 0j 3 = (0,1)-ben barmilyen irdnyban létezik az iranymenti derivélt,

és
df ) . .
—| = gradf|, - e képlettel szamolhato.
de Py 0
df I V2. V2 1 V2 V2
- =\t +0 )| Ft+5J | =7 5 =%
de |1 4 = 2 2 = 4 2 8
€ csak a definicidval vizsgalhato, mivel itt az el6z6 elégséges tétel nem hasznalhato,
e

mert grad f| o 3. (A kétvaltozds fiiggvény folytonossiga nem sziikséges feltétele az
irdnymenti derivalt 1étezésének. Csak az adott egyenes mentén val6 ,,megfeleld irdnyn”
folytonossag kell, de ezt nem érdemes kiilon vizsgalni.)

d 0+te)— f(0
dff gy, fO+te) — fO)
dQ (0,0) t——+0 t
1
o gt 1
¥2¢ V24— (0,0 g2 4442 7 0
:hmf(2 )= ):lim%:lim—zo
t—+0 t t—+0 t t—+0 ¢
e |
Legyen f(;z:,y):sm—, ha (Jj,y)gé(oj()), €S f(an):O
2 + y?
a.) Hatdrozza meg az f fiiggvény parcidlis derivaltjait az origéban!
b.) Mutassa meg, hogy f-nek létezik az origéban a v = [1,1] irdnyu

iranymenti derivéltja, és értéke nem nulla!
c.) Totélisan differencidlhaté-e az f fiiggvény az origéban?

d.) Milyen el6jelti az f fliggvény az origd kérnyezetében?

Van-e az f-nek lokalis széls6értéke az origéban?
Megoldas
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v_ , . o , _ o
P i 3 —}lg% N 0 és a szimmetria miatt f; (0,0) = 0 szintén.
; v 1. 1
) et = =i+ gl
1, 1
df| _ o FQre) —fO St 55t — 10.0)
d_ 0 t—+0 t {40 ¢
3 t2 . t
_yoosing o osing 11
= fm T s m g = (0

c.) Ha f totélisan derivalhaté lenne, akkor

d d
—f =gradf -e miatt d_f

de = [/2(0,0), £,(0,0)] - =0

€lo HE-/\‘,—/
= =0

lenne = f nem totdalisan derivalhaté a (0, 0)-ban.
Vagy a definiciéval:

Af=f(h,k)—f(0,00=A-h+B-k+¢

hk
Sin ———=—-0=0-h+0-k+¢
Vh?+ k2
c sin F’;’L#_

lim —— = lim ——2—
(hk)—(0,0) VhZ + k2 (hk)—(0,0) \/h2 + k2

(h = opcosp,; k= po,siny,)

sin (o, cos , sin ¢,,) sin (o, cos , sin @,,)

= lim = lim - - COS (P, Sin @, # 0
on — 0 On 0n — 0 OnCOSPpsSing,
prtetsz. pnptetsz. l

1

= nem tot. derivalhatd

. zy . - ” . P —
d. lim —————— = 0 miatt az origd elegendden kis sugart kornye-
) (2,9)—=(0,0) /22 + y? -

; . xry Y ye 14
zetében SN — s el6jele azonos az argumentum el6jelével —>
e+ vy +
£(0,0) = 0 nem lehet lokélis széls6érték, mert (0,0) barmely kornye-
zetében felvesz pozitiv és negativ értéket is a fliggvény.

© Konya I. — Fritz Jné — Gyéri S. 45 v2.1



4.9. Magasabbrendii differencialok

Els6rendi differencial (teljes differencial)

Mint mar lattuk totalisan derivalhaté fiiggvényre:

) df (z,h) = Y fi(z) hp = gradf(z)-h

k=1

m

Kétvaltozos fliggvény esetén:

£:[£L‘,y] > h:[hlvhﬂ

df (£7h) = fa/c($ay) hl + f:[l}(x7y) h2

Haromvaltozos fiiggvény esetén:
T = [l’,y,Z] ) h: [h1>h27h3]

df (z,h) = folx,y,2)h + f(2,y,2) ha + fL(2,y,2) hs

Példaul:  f(z,y,2) = xy® + zyz esetén:
df (z,h) = (y* +yz)hy + Bzy* +22) ho + 2y hs3
Ez egy 2m = 6-véltozos fliggvény.

Masodrendii differencial

Az elsorendii differencialban rogzitsiik a h vektort! Ekkor ennek az z-t0l fiiggo fiiggvénynek
is vehetjiik az z-beli differencidljat h megvaltozds mellett. (Természetesen csak akkor, ha
az elsérendli parcialisok differencidlhatok. Ezt gy érhetjiik el, ha példaul feltessziik, hogy f
méasodrend(i parcidlis derivaltjai folytonosak.)

Tehat a masodrendii differencial az elsérendii differencidl elsérendii differencialja.

© Pf(zh) = d(df (@ h))(@.h),  feCE,
Kétvdltozos fligguény esetén:

Prwh) = 2 (Fiwg) bt fyley) ba) b

g (F09) I fy ) o) s =
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= (Fhesy) by + fawsy) ha) b+ (fhyew) b+ Jy ) ha) - ho

= a;/x(J:?y) ) h% + 2 ;/y(l‘7y) ' hl h2 + g;/y(x7y) ’ h%

_ "

Felhasznaltuk, hogy Young tétele miatt: f; (z,y) (T, ) -

Ha (x,y)-t rogzitjiik, akkor d?f(z, h) kvadratikus fiiggvénye (csak mdsodfoku tagokbdl llé
polinomja) a hy, he véltozéknak.

A kifejezés matrixosan felirva jobban atlathato:

" " h
Pz, h) = [ b hz][ i ﬂ {h;] ~ W H b

yr  Jyy
H neve: Hesse-féle matrix. H szimmetrikus matrix.
Hdromualtozos fiigguény esetén:
0
d2f(£>ﬁ) = 8_13 <f:i:($7yaz) hl + f;(l',y,z) h2 + f;(x,y,z) h3> ’ hl +
0
+ 8_y (f;(xa Y, Z) hl + fgj(‘r’ya Z) h2 + le.(l', Y, Z) h3> ’ h2 +

9,
+ & (f;;(x7yv Z) hl + f;(xvya Z) h? + f;(xvyvz) h3> ' h3 =

" 1" 1" h
T Ty Tz 1 T
" " "
:[hl ha h3] yr  Jyy  Jyz hy | =0 H b
" " " h
2z 2y 2z 3

Young tétele miatt H most is szimmetrikus.

k-adrenddi differencidl  (f € C }‘;ﬁ)

© A flah) = d(df (@ h)) (. h), k=23,
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5. Tobbvaltozos fiiggvények szélsoértékszamitasa

Lokdlis szélsoérték definicioja
(D) f-nek lokélis minimuma (maximuma) van az a € intD; pontban, ha 3K,; C intD;

hogy
@) > 1@ (iletve f(2) < f(a)) Vi€ Kogra

(Nem szigoru szélséértéket definidltunk!)

Sziikséges feltétel differencialhato fiiggvény esetén lokalis szélsGérték létezésére:

(D K,s C Dy és f totélisan derivalhaté a-ban.
Ha f-nek lokalis széls6értéke van a-ban, akkor

df(a,h) =0 vV |h| < d-ra.

Mivel
df (a,h) = [, (@) b+ fr,(a) ha + -+ + [z, (@) hum
elegendd belatni, hogy a parcialis derivaltak nullak a-ban.

fk<t) = f(al, as,...,0r_1, t, Aga1y-- - ,am)

fr-nak is lokalis szélséértéke van t = ay-ban, ezért fk(ak) = 0. Azonban az Osszetett
fiiggvény derivalasi szabalyat alkalmazva kapjuk, hogy

iy Ofle) o Of(a) 0f(a) .  9f(a) f(a) o _
0 = filax) = o, 0+ o, 0+ ...+ O 1+8xk+1 O+"'8xm 0=
_ 0f(a) _
= on k=1,....,m

@ A feltétel csak sziikséges, de nem elégséges. Erre példa:
flz.y) = (y—2*) (y — 22?)

£0,00=0,  £1(0,0)=0
f-nek nincs lokélis szélséértéke (0,0)-ban, mert
f(0,0) = 0, ugyanakkor a fliggvény a (0,0) pont
minden kornyezetében felvesz pozitiv és negativ
értéket is.
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(Abra)

Ugyanis az y = 222 parabola feletti pontokban f(x,y) >0 (y > 22? > 2?). Az y = 2?
parabola alatti pontokban szintén f(x,y) > 0 (y < z* < 22%). A két parabola kozott
(22 <y < 22?) viszont f(z,y) <O0.

Annak ellenére, hogy ennek a kétvaltozds fiiggvénynek az origéban nincs lokalis széls6értéke,
mégis, ha a feliiletbol az x,y sikra meroleges, az origén atmend sikokkal kimetsziink feliileti
gorbéket, akkor f-nek minden ilyen feliileti gorbe mentén lokalis minimuma van. Ugyanis
a metszetgorbe pontjaiban a fliggvényérték pozitiv, legalabbis az origd egy atszurt kornye-
zetében.

Elégséges tétel lokalis szélsbérték 1étezésére specialisan kétvaltozos fiiggvényre:

@ Ha f € C%((mo,yow és

" "
TT Ty

D(x,y) := |£(;v,y)| (: detg(x,y)) =

1 14
yx vy
Jo(@o,90) =0, fy(zo,90) =0 és D(zo,90) > 0: van lok. szélséérték:
1 (x0,90) > 0 : lok. min.
1 (xo,90) <0 : lok. max.

Jo(@o,90) =0, fy(xo,90) =0 és D(xo,90) <0 : (w0, y0)-ban nincs lok. szélsdérték
0, fy(zo,y0) =0 és D(xo,y0) = 0: 7 (Tovabbi vizsgalat sziikséges)

(—B)

Keresse meg az f(x,y) = 22 — 2z + y* — 3y fiiggvény lokalis szélséértékeit!

Megoldés:

fl=22-2=0 = z=1 fi=38Y-3=0 = y==I
Pi(1,1) és Py(1,—1) pontokban lehet lokélis széls6érték.

" "

TT Ty 2 0
by = _‘0 6y
yx yy

D(1,1) =12>0, f7(1,1) > 0= Py(1,1)-ben lok. min. van (f(1,1) = —3 értékkel).
D(1,-1) = =12 < 0 = P»(1, —1)-ben nincs lok. szélséérték.

‘:12y
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Hatdrozza meg az f(x,y) = x?y> lokélis szélséértékeit!

Megoldés:
fo=2xy° =0
x =0 vagy y = 0. Tehdt az (z,0) és a (0,y) pontokban lehet lok. szé.
f,=32%"=0
_ |2y 6xy?| _ 2, 4 2,4 _ 2,4

D(z,0) =0 és D(0,y) =0. Igy nem tudunk donteni.

} A figgvényérték eléjele.

Az x tengely pontjaiban nincs lok. szé. A fliggvényérték itt 0 és e pontok barmely kornye-
zetében a fiiggvény felvesz pozitiv és negativ értéket is. Az y tengely pontjaiban (az origot
kivéve) van lokalis széls6érték:

(0,y), y > 0 pontokban lok. minimum van.

(0,9), y < 0 pontokban lok. maximum van.

fley) =v*(1 —2* —y?)

a.) Hatdrozza meg a lokédlis szélséérték helyeket!

b.) Hatdrozza meg a fliiggvény minimumat és maximumat, — ha létezik —, az 22 +y? < 1
tartomanyon!

Megoldés:

a) fl=y}(-22)=0 — =0V y=0
fo=2y(1—a® —y*) = 2" = ~4y* + 2y — 2y2* =0 (2
Haoo=0: (2):2y(1-2°)=0 — y=0Vy=4=%

Hay=0: (2): z tetsz.
Tehat a sziikséges feltétel teljestil: P(0,0), Py(0, \/iﬁ), P5(0, —\%), Py(z,0) pontokban.

G2
(]

— 212 —4xy

D(z,y) =
—dry —12y% + 2 — 222
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1
D(O,ﬂ:\%) =4>0 ésitt fI. <0 itt = P,, Ps-ban lok. max. van f(O,:i:\/Li) =1
értékkel.

Az x tengely mentén: D(z,0) =0 : 7-es eset.

(2,0), |z| < 1: lok. min. (Ertéke: 0)

(z,0), |z] > 1: lok. max. (Ertéke: 0)

(1,0) ill. (—1,0) pontokban nincs lok. szé.
b.) f folytonos a kompakt halmazon = 3 min. és max.

Lokalis sz6.:  f(0,£15) =1
f(z,0)=0
Hataron: f=0

fle,y) =2 +y* —x—y

a.) Hatarozzuk meg a lokélis szélséértéket!

min = 0
max =

=

b.) Létezik-e f-nek legnagyobb és legkisebb értéke az

A={(z,y): z1,yeR; 0<y<l—z; 0<z<1}

tartomanyon? Ha igen, keresse meg!

Megoldas:
a.) A fliggvény mindeniitt derivalhaté. (A parcidlisok léteznek és folytonosak.)
I 2 1 _ 1. /o 2 1 _ 1
fro=31"—1=0 ==+ = J,=3y"—1=0 y—i\/g
" 1
D(z,y) = = = 36x
(@3) " " 0 69‘ Y
ye  Jyy
D(\/%;\/%) >0, & v (s %31) >0, tehdt f(& L) :1_3%/31 k. min.
D(_Tg7 —7?:) >0 és ﬂ/c/:v(_7§> —Tg) < O, tehat f(_Tg’ —73) = Wi’: lok. max.
D(—\/Lg, \/Lg) < 0 nincs lok. szé.; D(\/Lg, —\/Lg) < 0 nincs lok. szé.

b.) A tartomdany korlatos és zart (kompakt halmaz), f folytonositt =  van minimuma
Weierstrass II.

és maximuma.
Hol lehet a tartomanybeli széls6érték?

— ahol f nem derivalhat6 (most ilyen hely nincs)
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— ahol lok. széls6érték lehet (nem kell ellenérizni az elégségességet, ha tudjuk, hogy 3 a
min. és max.) Most a lok. szé. helyek nem esnek a tartomanyba.

— a tartomdny hataran (1 dimenzi6éval alacsonyabb szélsGértékszamitési feladat).

A tartoméany hataran:

Looi(y):=f(0y) =y’ —y, ye(01]
(Zért intervallumbeli feladat)

Pr=3Y-1=0 y==4

f(07 \/Lg) = _\/lg
A végpontok:  f(0,0)=0; f(0,1)=0

2. f x-ben és y-ban szimmetrikus. Ezt kihasznalva:

f(\/Lg, 0) = —%; f(1,0) =0 (végpont; a masik mar szerepelt)

4= % (Vegpontok mér voltak.)

(..-sal jelolt értékek koziil kell vélasztani.)
Osszefoglalva: f(0,0) = f(0,1) = f(1,0) = 0: maximum

(0, %5) - f(\/%,()) = —\/lg : minimum

Feladatok

1.) Hol differencidlhaték az alébbi fliggvények? Ahol differencidlhatok, ott irja fel a gradiens
vektort!

a.) f(z,y) = xsin(z + y?)
b.) f(z,y,z) = /22 +y%+ 22

c.) flz,y) = arctg 25

———, ha (z,) # (0,0)
d) fay =3 V&Y
0, ha (z,y) = (0,0)
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(Y ha(z,y) # (0,0)

e) floy) =4 VTV

L 0, ha (z,y) = (0,0)
Y () £ (0,0)
£) fley) =q VOV
L 0, ha (z,y) = (0,0)
flw,y) = ™ + cos (x + 4% gradf =7 df ((z,y), (h,k)) =7

flay) =ad + a2 4y A f((e,~1), (b k) =7

Hatarozza meg az aldbbi fliggvények irdanymenti derivaltjat az adott pontban és az adott
irdnyban!

a.) f(z,y) =2 —2zy+sh(z+y); F(-2,1); v=3i—j

b.) flz,y) =arctgy;  FPo(l,—1); v=3i—4j

2

c) flz,y,2) =V — 2 PBy(1,0,1); wv=4i—3k

2 ha (2,y) # (0,0)

2+ g2’

S (o) =(0.0)
e) flw,y,2) = Va2 +y*+2%  P(0,0,0); v=3i+4j

Hatarozza meg az alabbi fliggvények maximalis iranymenti derivaltjanak értékét és annak
irdnyat a megadott pontban!

a) f(z,y) =ay*+e*;  B(0,1)

b) fa.y) = 2

C') f(‘rv Y, Z) = e—x2—y2 -z PO(L 07 1)

; PO(]-a_]-)

Irja fel az aldbbi — z = f (x,y) egyenletii — feliiletek érintésikjainak egyenletét a megadott
Py ponthoz tartozo feliileti pontjukban!

a.) z=x°+y° —92%; By(l,-1)

) 2 r+1
' 2y —1’

Py(0,1)

Hatérozza meg az u = f(x,y, z) fiiggvény P, ponton athaladé szintfeliiletének egyenletét
és irja fel a szintfeliilet Py-beli érintésikjanak egyenletét!
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a.) f(z,y,2) =322 +y*>+22% By(1,2,-1)

b) f(.il?,y,Z) = \4/ x2+y2+22; PO(LOa_l)

) 2$2y2

sin — o

8.) flz,y) = Y

0, ha 22 + 4> =0

+62, haa?+y%>#£0

a.) Hol folytonos a fliggvény?

b.) filz,y) =7, filz,y) ="

c.) Totélisan hol derivalhat6?

d.) Irdnymenti derivalt a v = 3i + 4j irdnyban a
a.) Pi(0,1)
3.) Py(0,0)
pontokban?

e.) [rja fel a P;(0,1) pontbeli érintésik egyenletét!

9.) Hatdrozza meg az aldbbi fliggvények lokalis széls6értékeit!

10.) f(z,y) =2%y(2 -2 —y)
Keressiik meg az f fliggvény legkisebb és legnagyobb értékét az x =0; y=0; x+y=06
egyenesekkel hatarolt zart halmazban.

11) f(z,y) =y*(1 —2° — ¢?)

a.) Hatdrozza meg a lokélis széls6értékhelyeket!

b.) Hatdrozza meg a fiiggvény minimumdt és maximumdt, ha létezik, az z? + y* < 1
tartomanyon!

12.) f(z,y) = (z —y)*(x+y —2)z

a.) Teljestil-e az y = x pontjaiban a lokalis széls6érték létezésére vonatkozo sziikséges
feltétel?

b.) Az y = x egyenes mely pontjaiban van lokdlis maximuma, illetve lokalis minimuma a
fiiggvénynek? (A lokalis szélséérték definicidja alapjan adja meg a vélaszat!)
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