Analizis 1 1. Megoldas («) 2014. 12. 22.

1. feladat 10 pont

Adja meg a
p(z)=(1—2)2"+ (3 —1)z+2

polinom gyokeinek szorzatat trigonometrikus alakban!

Megoldas: Az algebra alaptétele szerint 1étezik z; és zo gyokok, melyekre

p(2) = (1= )(z = 2)(z — ) [4p.]

2 2] 2
h = = — =V22p.| ¢ = 2 —
= shomnan |2zl = =5y = T5 = VAZP.} s arg(anzs) = are
arg(l —1) =0 — (—7n/4) = /4 3p. | Vagyis
g g

2120 = V2(cos /4 + zsin7r/4).

Innen z1z9 = 1

2. feladat 4+4-6-+6 pont

Mondja ki, és bizonyitsa be a sorozatoknal tanult rendérelvet!

i 3n—2 2n? 0
im =7
3n+1

Megoldas: Tétel: Ha a,, < b, < ¢, minden n € N esetén, és a, és ¢, konvergens gy,
hogy

lima, = A =limc,,

limb, = A.

Bizonyitds: Legyen € > 0 tetszéleges. A feltételek miatt 1étezik Ny, Ny € R tgy, hogy

akkor b, is konvergens, és

n > N; esetén A—ce<a, < A+e,

és
n > N esetén A—e<c, < A+e,

Igy
n > max{Ny, No} esetén A —e < a, <b, < ¢, < A+e,

ami definici6 szerint adja az allitast.| 6p.

. 2/3\"
_ 3n—2\" . o e 2/3 - 3n—2\" 1 L y
lim = :hm( 1/3>n = s = Igy T <§, an elég
I+ —
n

) 5 3n—2\>" 1\ 1 ,
Alkalmazhatdé a rendérelv: 0 < < — = — = 0, miatt

3n+1 2
I 3n — 2\ 2" B
m S = O.




3. feladat 4 pont

Mondja ki a differencidlszamitas Rolle-féle kozépértéktételét!

Megoldas: Legyen f derivalhato |a, b-n, és folytonos a-ban és b-ben. Ha f(a) = f(b),
akkor létezik ¢ €a, b[: f'(€) = 0/4p. |

4. feladat 3+4+4+5 pont
CoS T e’
i —9 i —9 i Yz _9
(a) ml_l}I_Iloo ol (b) mh_}rgo it (c) }Slg(l)(cos x) :
Megoldas:
) Ccos & . 1
S~~~ korl.
—0
et =L’'H - e? : .
() Jim g 5= Jm gl2e]=Jm o & = oq2p
: 1z _ 7: %lncosx N x _ ¢
(c) igrg)(cos:z:) = glcl_r{(l)e 1 e 1, mert e” folytonos a 0 ban, és
‘ In cos %L’H ' o5 . (— Sinfﬂ)
fi = = iy S —— = 0{2p

5. feladat 12 pont

Vizsgélja monotonités és konvexités szempontjabol az
fla) = (z+3)%z - 2)*

fiiggvényt!

Megoldas: Dy = R.

f'(x) =8(z +3)"(z — 2)* + 2(z + 3)%(x — 2)
0=f'(z) = (x+3)"(x—2)[8(x —2) + 2(x + 3)]
$1:—3,$2:2é81’3:1

() = 7(x + 3)5(x — 2)(10z — 10) + (z + 3)"(10x — 10) + (z + 3)7(z — 2)10

0= f"(z) = (z + 3)°[7(z — 2)(10z — 10) + (z + 3)(10z — 10) + 10(x + 3)(z — 2)] =
(z + 3)%(902% — 180z + 50) megoldasai z; = —3, x4 = 1/3 és 25 = 5/3

(x +3)"(x — 2)(10z — 10) megoldasai

| —o0,=3] =3 |=3,3] 3 [5.1] 1 JL3] 2 [3,2] 2 ]2,00]2p.
f JU L minyU tU tinfl|1TN]l. max.N | N{infl| ] Ul. min.4J T U |4p.
I — 0 | + | + 0 - =] = 0 + |1p.
e+ 0 + | 0] — - -0 |+ + + |1p.




6. feladat* 848 pont

2
(a) /sin3 xcos® xdr =7 (b) / o 1?))2:2 9 dz =7
Megoldas:

(a) /SiHSxCOSQSUdSC = /sinxsin2x0082xdx = /sin:c(l — cos’x)cos’rdr =

) ) ) 4 cos®r  cos®x
sin x cos” & — sin x cos xdx:— 5 + 5 +c.

3a2 A Bx +C
: 1)(z% + 2) 2p.
2+ 2) :c+1+ 2?2 +2 [+ D+ )

+1)(
322 —A(yc2 2) + (Bx—l—C)(z—l—l):(A+B)x2+(B+C)x+2A+C = A=
1, B=2, C=-2[2p.|

i / 32 d / 1 . 2x—2d / 1 n 2x
T = €T == —
oY (x +1)(22+2) r+1 x? + 2 r+1 2?2 +2

dz = In|z + 1| + In(z® + 2) — V2arctg(z/V2) +

(z/V2)? +1
7. feladat* 848 pont
2 4
(a) / rxlnzdr =7 (b) / Ver dz =? (t = e” helyettesitéssel)
1 0
Megoldas:
2
2 2
72 2 1 2 272
(a) / r Inzdr = 0} Inx —/ 5 2 dx: {?lnx—zk (2In2 —
1 f g ~~ g 1 SN~
1 g b
D=(gl=7)=2m2->

4 et
. T o 1 . et 2
(b) = Int = dz = 1/tdt, igy /\/e_dx— /\/%Zdt_ 2V = 2% — 2
=0 t=el




8. feladat* 648 pont

Mondja ki az integralfiiggvény folytonossagarol és derivalhatosagarol szolo tételt! (In-
tegralszamitas (I1.) alaptétele.)

£t) = {1, ha t € [0, 1]

Legyen

1/t, hat>1

Adja meg = > 0 esetén az F(x) = /f(t) dt fiiggvényt! Hatarozza meg, hogy hol

0
derivalhato, és adja meg a derivaltjat!

Megoldas: Ha f Riemann-integralhatoé [a,b]-n, akkor F' integralfiiggvénye folytonos.

Ha még valamely £ € [a, b] esetén f folytonos -ben, akkor F' derivalhato itt, és F'(§) =

f(&).
Ha x € [0, 1], akkor F'(x) _/f(t) dt—/ldt_x.
0 0
1 T

Ha z > 1, akkor F(x)—/f(t)dt+/f(t)dt—1+lnx.
0 1

Mivel f mindeniitt folytonos, ezért F mindeniitt derivalhato, és F' = f.




